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РЕГУЛЯРНАЯ ЦИКЛИЧЕСКАЯ МАТРИЦА ИЗОЛИРОВАННОЙ

ОСОБОЙ ТОЧКИ УРАВНЕНИЯ ШТУРМА—ЛИУВИЛЛЯ

СТАНДАРТНОГО ВИДА

c© 2024 г. А. А. ГОЛУБКОВ

Аннотация. Изучены свойства передаточной матрицы Ĉ уравнения Штурма—Лиувилля стан-
дартного вида вдоль замкнутого пути, начинающегося в точке z0 и обходящего против часовой
стрелки границу выпуклой области, в которой имеется ровно одна особая точка zs потенциала
(граница области особых точек не содержит). Основное внимание уделено исследованию особых
точек однозначного характера; доказано, что в этом случае, если след матрицы Ĉ не равен тожде-
ственно двум, то все её элементы являются целыми функциями спектрального параметра порядка
1/2 и типа 2|z0 − zs| с тригонометрическим индикатором.

Ключевые слова: уравнения Штурма—Лиувилля на комплексной плоскости, особые точки, пе-
редаточная матрица.

THE REGULAR CYCLIC MATRIX OF AN ISOLATED

SINGULAR POINT OF THE STURM–LIOUVILLE

EQUATION OF THE STANDARD FORM

c© 2024 A. A. GOLUBKOV

Abstract. For the Sturm–Liouville equation of the standard form, we examine properties of the
transfer matrix Ĉ along a closed path starting at a point z0 and going counterclockwise around the
boundary of a convex domain containing exactly one singular point zs of the potential (the boundary
of the domain does not contain singular points). The main attention is paid to the study of singular
points that are not branching points; we prove that in this case, if the trace of the matrix Ĉ is not
equal to two, then all its elements are entire functions of the spectral parameter of order 1/2 and type
2|z0 − zs| with a trigonometric indicator.

Keywords and phrases: Sturm–Liouville equations on the complex plane, singular points, transfer
matrix.

AMS Subject Classification: 34B24, 34L20, 34M45

1. Введение. Постановка задачи и основные результаты. Асимптотика решений урав-
нения Штурма—Лиувилля стандартного вида

u′′(z) + (Q(z) − λ2)u(z) = 0 (1.1)

с голоморфным потенциалом Q в произвольной выпуклой области G комплексной плоскости C

полностью изучена (см. [2, 13]). В частности, известно, что, если zf − z0 = |zf − z0| exp(iϕz) �= 0,
ρ := λ2 = |ρ| exp(iϕρ), то в точке zf ∈ G непрерывно дифференцируемые решения u1 и u2

ISSN 2782–4438 c© ВИНИТИ РАН, 2024



4 А. А. ГОЛУБКОВ

уравнения (1.1), удовлетворяющие условиям

u1(z0) = 1, u′1(z0) = 0, u2(z0) = 0, u′2(z0) = 1 (z0 ∈ G) (1.2)

являются целыми функциями спектрального параметра ρ регулярного роста порядка 1/2 и типа
|zf − z0| с индикатором |zf − z0|

∣
∣ cos(ϕρ + ϕz)/2

∣
∣ (о целых функциях и характеристиках их роста

см. [15, гл. 1]). Этот же результат справедлив, если область G является звездной относительно
точки z0.

Однако если потенциал имеет особые точки и уравнение (1.1) рассматривается в невыпуклой
области его аналитичности, то в самом общем случае известно лишь, что решения уравнения (1.1),
удовлетворяющие условиям (1.2), являются целыми функциями ρ порядка не выше 1/2, а более
точные результаты для их порядка, типа и индикатора получены только при наличии допол-
нительных ограничений на взаимное расположение точек z0, zf , форму связывающего их пути
интегрирования уравнения (1.1) и положение сектора на комплексной плоскости, в котором спек-
тральный параметр стремится к бесконечности (см. [10–12,16, 19]).

В настоящей работе с целью более полной характеризации свойств решений уравнения (1.1) как
целых функций параметра ρ в случае неодносвязной области аналитичности потенциала иссле-
дована регулярная циклическая матрица Ĉ(z0, zs, ρ) уравнения (1.1) для изолированной особой
точки zs потенциала Q(z) (см. определение 1.2).

Определение 1.1. Пусть потенциал Q(z) голоморфен в области G ⊂ C и u1(z), u2(z)—непре-
рывно дифференцируемые решения уравнения (1.1) вдоль спрямляемого пути γ ⊂ G, удовлетво-
ряющие условиям (1.2). Назовём передаточной матрицей уравнения (1.1) между точками z0 и z
пути γ матрицу

P̂ (γ, z, z0) ≡
(

p11 p12
p21 p22

)

:=

(

u1(z) u2(z)
u′1(z) u′2(z)

)

.

В силу вида уравнения (1.1) и выбора начальных условий (1.2) определитель передаточной
матрицы не зависит от z и равен единице.

Определение 1.2. Пусть G ⊂ C— ограниченная выпуклая область с границей δG, содержа-
щая ровно одну особую точку zs потенциала Q(z), и во всех точках δG потенциал голоморфен.
Тогда передаточную матрицу уравнения (1.1) вдоль начинающегося и кончающегося в точке
z0 ∈ δG пути γ, обходящего границу области G против часовой стрелки, будем называть регу-
лярной циклической матрицей Ĉ(z0, zs, ρ) изолированной особой точки zs уравнения (1.1) отно-
сительно точки z0.

Подчернем, что граница ограниченной выпуклой области всегда спрямляема (см. [18, § 1]), а
регулярная циклическая матрица является одной из матриц монодромии этой точки (см. [16, гл. 1,
§ 2, п. 3]).

В разделе 2 доказано, что регулярная циклическая матрица особой точки zs относительно
точки z0 аналитичности потенциала Q(z) может быть определена тогда и только тогда, когда
zs является изолированной особой точкой, и отрезок zsz0 не содержит особых точек потенциала,
отличных от zs. При этом для фиксированных точек z0 и zs матрица Ĉ(z0, zs, ρ) не зависит от
выбора области G, удовлетворяющей условиям определения 1.2. В разделе 3 получены критерии
безмонодромности особой точки потенциала по элементам её регулярной циклической матрицы.
Заметим, что потенциалы с безмонодромными особыми точками (соответствующая ей регулярная
циклическая матрица и любая другая матрица монодромии равна единичной матрице при любых
значениях спектрального параметра) были подробно исследованы в [9].

В разделе 4 доказана следующая теорема, содержащая основной результат данной работы.

Теорема 1.1. Пусть zs —изолированная особая точка однозначного характера потенциала
Q(z), z0 �= zs, отрезок, соединяющий точки z0 и zs, не содержит особых точек Q(z), отличных
от точки zs, ρ := λ2 = |ρ| exp(iϕρ), z0 − zs = |z0 − zs| exp(iϕs0), ϕρ, ϕs0 ∈ (−π;π], и c0 — след ре-
гулярной циклической матрицы Ĉ(z0, zs, ρ) уравнения Штурма—Лиувилля (1.1) относительно
точки z0. Тогда c0 не зависит от положения точки z0 и либо также не зависит от ρ, либо
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является целой функцией ρ порядка 1/2 минимального типа. При этом, если след c0 тожде-
ственно не равен двум, то все элементы матрицы Ĉ(z0, zs, ρ) являются целыми функциями ρ
порядка 1/2 с одинаковыми индикаторами

hlj(ϕρ, z0, zs) = 2|zs − z0|
∣
∣
∣
∣
cos

(
1

2
ϕρ + ϕs0

)∣
∣
∣
∣
. (1.3)

Заметим, что, если сделать замену ρ = � exp(2iϕs0), то элементы матрицы Ĉ(z0, zs, �) будут
целыми функциями нового параметра � = |�| exp(iϕ�), ϕ� ∈ (−π;π], с тригонометрическим инди-
катором 2|zs − z0| cos(ϕρ/2).

Регулярная циклическая матрица особой точки является одной из матриц монодромии этой
точки, и поскольку все матрицы монодромии определенной особой точки подобны друг другу
(см. [7, 16]), то они имеют одинаковый след (см. [14, п. 13.4.1]). Примеры потенциалов, для ко-
торых след матрицы монодромии уравнения (1.1) не зависит от спектрального параметра, при-
ведены в [7]. К сожалению, остается открытым вопрос является ли условие c0 ≡ 2 признаком
безмонодромности особой точки, и, если не является, то как быстро растут с ростом |ρ| элементы
регулярных циклических матриц, имеющих при всех значениях спектрального параметра след
равный двум, но отличных от тождественно единичной матрицы.

2. Базовые свойства регулярной циклической матрицы произвольной особой точки.
Прежде чем формулировать базовые свойства регулярной циклической матрицы (теорема 2.1),
докажем несколько вспомогательных лемм.

Лемма 2.1. Пусть zs —произвольная внутренняя точка некоторой ограниченной выпуклой
области G. Тогда для любого луча α, исходящего из точки zs, существует такая точка zα ∈ α,
что множество Gα := α ∩ G совпадает с отрезком, соединяющим точки zs и zα с открытым
концом в точке zα. При этом точка zα является единственной лежащей на луче α граничной
точкой области G.

Доказательство. Поскольку точка zs — внутренняя точка ограниченной области G, то множе-
ство неотрицательных действительных чисел Rα := {|z − zs|, z ∈ Gα} обязательно включает
положительные числа и ограниченно сверху. Следовательно, существует число Lα := supRα > 0,
которое в силу открытости множества точек области G не достигается на множестве точек Gα.
Рассмотрим лежащую на луче α точку zα, для которой |zα−zs| = Lα. По её построению (и в силу
определения верхней грани) все точки zлуча α, лежащие вне отрезка, соединяющего точки zs и
zα не принадлежат множеству Gα, и для любого ε > 0 на этом отрезке найдется такая точка zε
из множества Gα, что |zα − zε| < ε. Учитывая выпуклость области G отсюда сразу следует пер-
вая часть утверждения, а также тот факт, что выбранная точка zα является граничной точкой
области G. Предположим, что на луче α лежит еще одна граничная точка области G— точка z1.
В силу только что доказанной первой части утверждения леммы |z1−zs| > Lα. При этом по опре-
делению граничной точки в любой ε-окрестности точки z1 существует точка z2 ∈ G. Поскольку
точка zs — внутренняя точка области G, то для некоторого δ > 0 существует δ-окрестность точ-
ки zs, полностью лежащая в области G. Проведем луч с началом в точке z2, проходящий через
точку zα. Если величина ε достаточно мала, то, поскольку |z1 − zs| > Lα, этот луч обязательно
пересечет описанную выше δ-окрестность точки zs. Следовательно, в силу выпуклости области
G имеем zα ∈ G. Полученное противоречие завершает доказательство леммы. �

Лемма 2.2. Для фиксированных точки z0 аналитичности потенциала Q(z) уравнения
Штурма—Лиувилля (1.1) и его изолированной особой точки zs регулярная циклическая мат-
рица Ĉ(z0, zs, ρ) не зависит от выбора области G, удовлетворяющей условиям определения 1.2.

Доказательство. Рассмотрим две области G1 и G2 с границами δG1 и δG2 соответственно, удо-
влетворяющие условиям определения 1.2. Поскольку у этих областей есть минимум одна общая
точка zs, то их объединение G3 = G1 ∪ G2 является связным открытым множеством точек, т.е.
областью. Так как все граничные точки областей G1 и G2 регулярны, то и граница области G3
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не содержит особых точек потенциала Q(z). Значит, существует область G0 ⊃ G3 := G3 ∪ δG3,
в которой потенциал Q(z) имеет единственную особую точку zs. Поскольку zs — общая внутрен-
няя точка областей G1 и G2, то существует такая δ-окрестность Gs точки zs, которая полностью
лежит в областях G1 и G2. По лемме 2.1 любой луч α с началом в особой точке zs имеет ровно
по одной общей точке z1α и z2α соответственно с путями γ1 и γ2, которые в силу определения 1.2
однозначно определяются выбором точки z0 и областей G1 и G2. При этом для всех лучей α
отрезки, соединяющие точки z1α и z2α, лежат в двусвязной области G0/Gs аналитичности по-
тенциала Q(z). Поэтому пути γ1 и γ2 можно непрерывно деформировать внутри области G0/Gs,
например, с помощью отображения

z(t, ϕ) =
(

L1α(ϕ) + t
(

L2α(ϕ)− L1α(ϕ)
))

exp(2πiϕ),

где Lnα := |znα − zs|, n = 1, 2, t, ϕ ∈ [0; 1], ϕ = β/(2π), а β — угол между произвольным лучом α и
лучом α0, проходящим через точку z0, отсчитываемый от луча α0 против часовой стрелки. Таким
образом, пути γ1 и γ2 с общей начальной и конечной точкой z0 гомотопны друг другу (см. [17]) в
области аналитичности потенциала Q(z), поэтому передаточные матрицы уравнения (1.1) вдоль
этих путей совпадают. Последнее следует из теоремы об инвариантности аналитического продол-
жения функции вдоль пути относительно гомотопных преобразований этого пути (см. [17]) и того,
что решения уравнения (1.1) аналитичны в области аналитичности потенциала Q(z) (см. [1, 8]).
�

Заметим, что для справедливости леммы 2.2 требование выпуклости области G в определе-
нии 1.2 существенно. Контрпримером является случай, когда на отрезке, соединяющем точки zs
и z0, лежит еще одна особая точка zs1 потенциала Q(z), а невыпуклые области G1 и G2 выбраны
так, что их объединение образует кольцеобразную область, внутренняя граница которой совпа-
дает с границей некоторой выпуклой области Gs1, содержащей единственную особую точку zs1
потенциала Q(z). Пусть границы областей G1, G2, Gs1 имеют общую точку z0, и γ1, γ2, γs1 —
пути, начинающиеся и кончающиеся в точке z0 и обходящие против часовой стрелки границы
областей G1, G2, Gs1 соответственно. Тогда передаточные матрицы P̂1(γ1, z0, z0), P̂2(γ2, z0, z0) и
P̂s1(γs1, z0, z0) будут связаны одним из соотношений:

P̂1 = P̂s1P̂2(P̂s1)
−1 или P̂2 = P̂s1P̂1(P̂s1)

−1

в зависимости от нумерации областей G1, G2. Таким образом, матрицы P̂1 и P̂2 будут подобны,
как и любые другие матрицы монодромии одной и той же особой точки, но совпадать они будут
тогда и только тогда, когда матрицы P̂s1 и P̂1 (или P̂2) перестановочны. Это будет иметь место,
например, если zs или (и) zs1 является безмонодромной особой точкой потенциала.

Лемма 2.3. Регулярная циклическая матрица изолированной особой точки zs не может
быть определена для точки z0 аналитичности потенциала Q(z), если отрезок, соединяющий
точки zs и z0, содержит хотя бы одну особую точку потенциала zs1, отличную от точки zs.

Доказательство. Предположим что в описанном в лемме случае существует область G, удовле-
творяющая условиям определения 1.2. Известно, что замыкание выпуклой области (множества)
есть выпуклое множество. Поэтому отрезок zsz0 принадлежит замыканию G ∪ δG области G.
При этом по определению 1.2 граница области G не содержит особых точек, т.е. zs1 ∈ G, и, сле-
довательно, область G содержит более одной особой точки, что противоречит определению 1.2.
Лемма доказана. �

Лемма 2.4. Пусть zs—изолированная особая точка потенциала Q(z) и отрезок L0, соединя-
ющий точки zs и z0, не содержит особых точек Q(z), отличных от точки zs. Тогда существует
такое δ > 0, что для любых ε1, ε2 ∈ (0; δ] в определении 1.2 можно взять область G, ограни-
ченную замкнутой ломаной z0zAzBzCz0, где точка zB лежит на луче, выходящем из точки z0
и проходящем через точку zs, причем |zB − z0| = |zs − z0| + ε1; отрезок zAzC перпендикулярен
отрезку L0, проходит через точку zs, и |zA − zs| = |zC − zs| = ε2.
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Доказательство. Поскольку предельная точка особых точек аналитической функции также яв-
ляется особой точкой, что непосредственно следует из определения голоморфной в точке функ-
ции (см., например, [17]), то множество As всех особых точек голоморфной функции замкнуто.
По условию леммы zs —изолированная особая точка, поэтому множество точек As/zs также за-
мкнуто. Множество точек любого отрезка также замкнуто и по условию леммы L0 ∩As/zs = ∅.
Следовательно, по известной теореме о расстоянии между двумя замкнутыми множествами, не
имеющими общих точек (см. [17]) расстояние δ0 между этими множествами положительно. По-
ложим δ = δ0/2. Тогда описанная в лемме выпуклая область G будет содержать единственную
особую точку zs потенциала Q(z), и во всех точках её границы потенциал Q(z) будет голоморфен.
Лемма доказана. �

Заметим, что выбирая ε2 
 ε1, углы между лучами zAz0 и zAzB , а также zCzB и zCz0 можно
сделать сколь угодно близкими к 180◦. Именно это обстоятельство лежит в основе доказательства
следующей леммы.

Лемма 2.5. Пусть zs—изолированная особая точка потенциала Q(z), отрезок, соединя-
ющий точки zs и z0, не содержит особых точек Q(z), отличных от точки zs, λ �= 0 и
βλ := Re{λ(zs − z0)}/|λ| �= 0. Тогда для любого ε > 0 существует область G описанного в
лемме 2.4 вида, удовлетворяющая определению 1.2 и такая, что 0 < |zB − z0| − |zs − z0| < ε и
Re{λ(z − z0)} изменяется монотонно как на ломаной z0zAzB, так и на ломаной z0zCzB.
Доказательство. Пусть L = |zs − z0|. Положим в лемме 2.4

ε1 ∈
(

0;min{δ, ε/2}
)

, ε2 ∈
(

0;min{δ, |βλ|/2, ε1|βλ|/(2L)}
)

и рассмотрим соответствующие область G и точки zA, zB и zC , описанные в лемме 2.4. Очевидно,
что

0 < |zB − z0| − |zs − z0| < ε

в силу леммы 2.4 и выбора значения ε1. Ломаную z0zAzB можно задать параметрически следу-
ющим образом:

z =

{

z0 + t(zA − z0), t ∈ [0, 1],

z0 + (zA − z0) + (t− 1)(zB − zA), t ∈ (1, 2].

Отсюда сразу следует, что при λ �= 0 для монотонности изменения Re{λ(z − z0)} на ломаной
z0zAzB необходимо и достаточно выполнения неравенства

Iλ := Re{λ(zA − z0)}Re{λ(zB − zA)} > 0.

Но в силу леммы 2.4
|zA − zs| = ε2, zB − zs = (zs − z0)ε1/L.

Поэтому

Iλ := Re{λ(zA − zs + zs − z0}Re{λ(zB − zs + zs − zA} = |λ|2 (δAε2 + βλ) (βλε1/L− δAε2) > 0,

где δA := Re{λ(zA − zs)}/(|λ||zA − zs|), и положительность Iλ обусловлена указанным выше вы-
бором значений параметров ε1, ε2 и очевидным неравенством |δA| � 1. Монотонность изменения
величины Re{λ(z − z0)} на ломаной zBzCz0 доказывается аналогично. Лемма доказана. �

Предложение 2.1. Монотонность изменения Re{λ(z − z0)} на ломаных z0zAzB и z0zCzB
обеспечивает для элементов передаточных матриц вдоль этих ломаных асимптотики такого
же вида, как для передаточных матриц вдоль отрезков, при всех достаточно больших по моду-
лю значениях спектрального параметра, кроме тех, которые лежат на луче Re{λ(zs−z0)} = 0.

Доказательство. Данное утверждение следует из результатов монографий [2, 13]. Его доказа-
тельство полностью аналогично, например, доказательству леммы 8 в [5], в котором достаточно
заменить слово «отрезок» на слово «кривая» или «ломаная». �

Предложение (2.1) позволяет дать оценку сверху для индикаторов элементов регулярной цик-
лической матрицы.
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Теорема 2.1. Пусть zs —изолированная особая точка потенциала Q(z), отрезок, соединяю-
щий точки zs и z0, не содержит особых точек Q(z), отличных от точки zs,

ρ := λ2 = |ρ| exp(iϕρ) �= 0, z0 − zs = |z0 − zs| exp(iϕs0).

Тогда все элементы clj , l, j ∈ {1, 2}, регулярной циклической матрицы Ĉ(z0, zs, ρ) уравнения
Штурма—Лиувилля стандартного вида (1.1) являются целыми функциями ρ порядка не вы-
ше 1/2, и их индикаторы hlj(ϕρ, z0, zs) (относительно порядка 1/2) удовлетворяют неравен-
ствам

0 � hlj(ϕρ, z0, zs) � 2|zs − z0|
∣
∣
∣
∣
cos

ϕρ + ϕs0

2

∣
∣
∣
∣
. (2.1)

Доказательство. Из леммы 2.4 настоящей работы и леммы 1 статьи [3] следует, что регулярную
циклическую матрицу можно представить в виде

Ĉ(z0, zs, ρ) = P̂ (γC , z0, zB)P̂ (γA, zB , z0) = P̂ (γC , z0, zB)P̂
−1(γA, z0, zB), (2.2)

где γC и γA — описанные в лемме 2.4 ломаные zBzCz0 и z0zAzB соответственно. При записи со-
отношений (2.2) предполагается, что точки zA и zC выбраны таким образом, что обход особой
точки zs по ломаной z0zAzBzCz0 в соответствии с определением 1.2 происходит против часовой
стрелки. При Re{λ(zs − z0)} �= 0 (т.е. cos(ϕρ + ϕs0)/2 �= 0) в силу леммы 2.5 и предложения 2.1
все элементы матриц P̂ (γA, zB , z0) и P̂ (γC , z0, zB) являются целыми функциями спектрального
параметра ρ регулярного роста порядка 1/2 и типа |zB − z0| с индикатором

h0(ϕρ, ϕs0) = |zB − z0|
∣
∣
∣
∣
cos

ϕρ + ϕs0

2

∣
∣
∣
∣
. (2.3)

В силу (2.2) элементы clj, l, j ∈ {1, 2}, регулярной циклической матрицы связаны с элементами
матриц P̂ (γA, zB , z0) и P̂ (γC , z0, zB) следующим образом:

clj = pl1(γC , z0, zB)p1j(γA, zB , z0) + pl2(γC , z0, zB)p2j(γA, zB , z0). (2.4)

По теореме об индикаторе произведения двух целых функций одного порядка, хотя бы одна из
которых является функцией регулярного роста (см. [15, гл. 3, § 4],) получаем, что оба слагаемых
в последней формуле имеют порядок 1/2, тип 2|zB−z0| и общий индикатор 2h0(ϕρ, ϕs0). С другой
стороны, порядок суммы любых двух целых функций одного порядка не больше порядка каждого
из слагаемых (см. [15, гл. 1, § 15]), и целые функции порядка не больше 1/2 могут иметь только
неотрицательные индикаторы (см. [15, гл. 1, § 14, теорема 21; § 16 свойство (з) индикатора]),
что доказывает левое неравенство в (2.1). Правая часть неравенство в (2.1) следует из лемм 2.2,
2.5, формул (2.3), (2.4) и того факта, что индикатор суммы любых двух целых функций одного
порядка (относительно этого порядка) не больше наибольшего (при данном ϕρ) из индикторов
слагаемых (см. [15, гл. 1, § 15]): в силу леммы 2.2 для фиксированных точки z0 аналитичности
потенциала Q(z) уравнения Штурма—Лиувилля (1.1) и его изолированой особой точки zs ре-
гулярная циклическая матрица Ĉ(z0, zs, ρ) не зависит от выбора области G, удовлетворяющей
условиям определения 1.2, а по лемме 2.5 для любого ε > 0 существует подходящая область G,
для которой 0 < |zB − z0| − |zs − z0| < ε. Таким образом, при Re{λ(zs − z0)} �= 0 все утверждения
теоремы доказаны. В силу непрерывности индикатора любой целой функции (см. [15, гл. 1, § 16,
свойство (а) индикатора]) утверждения теоремы справедливы и при Re{λ(zs − z0)} = 0, причем
в этом случае cos(ϕρ + ϕs0)/2 = 0, и значит, hlj = 0. �

3. Признаки безмонодромности особой точки.

Лемма 3.1. Пусть zs—изолированная особая точка потенциала Q(z), и для некоторой точ-
ки z0 регулярная циклическая матрица Ĉ0 := Ĉ(z0, zs, ρ) уравнения Штурма—Лиувилля стан-
дартного вида (1.1) не зависит от спектрального параметра ρ. Тогда zs — особая точка одно-
значного характера и Ĉ0 ≡ Î, где Î — единичная матрица.
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Доказательство. Поскольку любая регулярная циклическая матрицы является передаточной
матрицей, то её определитель в силу вида уравнения (1.1) и начальных условий (1.2) равен
единице. Кроме того, случай Ĉ0 ≡ −Î невозможен, так как при этом из формулы (2.2) имеем
P̂ (γA, z0, zB) = −P̂ (γC , z0, zB), что противоречит известной асимптотике элементов передадоч-
ной матрицы уравнения (1.1) при больших значениях |λ| на любых кривых γ с монотонным
изменением Re{λ(z − zB)}. Так, например, из леммы (2.5) и предложения 2.1 следует, что если
Re{λ(z0−zB)} > 0, то для нахождения асимптотик элементов матриц P̂ (γA, z0, zB) и P̂ (γC , z0, zB)
можно использовать формулу (11) работы [4], положив в ней N = 0. В результате получим, что

p11(γ, z0, zB) =
1

2

(

1 +
O(1)

|λ|
)

exp(λ(z0 − zB)),

p12(γ, z0, zB) =
1

2λ

(

1 +
O(1)

|λ|
)

exp(λ(z0 − zB)),

p21(γ, z0, zB) =
λ

2

(

1 +
O(1)

|λ|
)

exp(λ(z0 − zB)),

p22(γ, z0, zB) =
1

2

(

1 +
O(1)

|λ|
)

exp(λ(z0 − zB)),

(3.1)

где кривая γ совпадает с кривой γA или γC , а символ O(1) обозначает функцию параметра λ,
конкретный вид которой для нас не важен, ограниченную при |λ| > λcr, где λcr —конечная
величина, которая может быть разной для разных кривых γ.

Рассмотрим точку z1, которая делит отрезок, соединяющий точки zs и z0, в отношении 1 : 2,
т.е.

|z1 − zs| = |z0 − zs|
3

=
|z0 − z1|

2
. (3.2)

Тогда по лемме 2.4 определена регулярная циклическая матрица Ĉ(z1, zs, ρ) уравнения (1.1),
которую в силу [3, лемма 1] можно представить в виде

Ĉ(z1, zs, ρ) = P̂ (L1, z1, z0)Ĉ0P̂ (L1, z0, z1), (3.3)

где L1 —отрезок, соединяющий точки z1 и z0. Значит, в силу [3, лемма 1] матрица Ĉ(z1, zs, ρ) равна
передаточной матрице P̂0 уравнения (1.1) вдоль замкнутой вырожденной ломаной L, соединяю-
щей точки z1, z0 и z1, с условиями разрыва решений в этих точках, задаваемых не зависящими
от ρ матрицами η̂0 = Î, η̂1 := Ĉ0 и η̂2 = Î соответственно. Кроме того, в случае, если zs является
особой точкой неоднозначного характера, то потенциал Q в уравнении (1.1) будет кусочно ана-
литическим на ломаной L: он будет совпадать с некоторыми аналитическими функциями Q0 и
Q1 соответственно на путях от точки z1 к точке z0 и обратно.

Рассмотрим три случая.

Случай 1. Пусть Ĉ0 ≡ Î и точка zs — особая точка однозначного характера, т.е. функции Q0 и
Q1 совпадают. Тогда P̂ (L1, z1, z0) = P̂−1(L1, z0, z1), и Ĉ(z1, zs, ρ) ≡ Î в силу формулы (3.3).

Случай 2. Пусть Ĉ0 ≡ ±iσ̂3, где σ̂3 :=
(
1 0
0 −1

)

. Тогла в силу [3, лемма 6] матрица P̂0 = ±iσ̂3P̂1,
где P̂1 —передаточная матрица уравнения (1.1) вдоль отрезка, соединяющего точки z1 и 2z0− z1,
с кусочно аналитическим потенциалом Q, совпадающим с функциями Q0(z) и Q1(2z0 − z) на
отрезках, соединяющих соответственно точки z1, z0 и z0, 2z0 − z1. В этом случае все элементы
матрицы P̂0 являются целыми функциями порядка 1/2 и типа |(2z0−z1)−z1| = 2|z0−z1| = 4|z1−zs|
(см. [3]), где последнее равенство следует из соотношения (3.2), задающего положение точки z1, и
противоречит ограничению (2.1) на тип элементов регулярной циклической матрицы Ĉ(z1, zs, ρ).
Значит, случай 2 невозможен.
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Случай 3. Пусть Ĉ0 ≡ Î и Q0(z) �= Q1(z) (zs является особой точкой неоднозначного характера)
или Ĉ0 /∈

{±Î,±iσ̂3
}

(при этом особая точка может быть любой). Тогда, поскольку det Ĉ0 = 1, то в
терминологии работы [3] ломаная L является простой кривой и следовательно, в силу [3, лемма 15]
все элементы матрицы P̂0 являются целыми функциями порядка 1/2 и типа 2|z0−z1| = 4|z1−zs|,
т.е. случай 3 невозможен по той же причине, что и случай 2.

Заметим, что, хотя потенциал на ломаной L не является кусочно целым, а только кусочно
аналитическим, в случаях 2 и 3 для матрицы P̂0 применимы все результаты работы [3] с N = 1,
η̂1 := Ĉ0 и η̂0 = η̂2 = Î. Дело в том, что кусочная целостность потенциала в [3] используется
только для деформации исходной кривой в ломаную с простым набором характеристических
данных (в терминологии указанной работы) без изменения передаточной матрицы вдоль нее. Для
применения же результатов [3] к рассматриваемой геометрии достаточно кусочной аналитичности
потенциала на ломаной L.

Поскольку, как было указано в самом начале доказательства, случай Ĉ0 ≡ −Î невозможен, то
мы рассмотрели все возможные случаи и не получили противоречия только в случае 1. Лемма
доказана. �

Предложение 3.1. Рассуждая полностью аналогично и пользуясь результатами рабо-
ты [6], можно доказать, что утверждения леммы 3.1 сохраняются, если все элементы мат-
рицы Ĉ0 являются полиномами спектрального параметра ρ некоторых конечных степеней.

Лемма 3.2. Пусть zs—изолированная особая точка потенциала Q(z), и для некоторой точ-
ки z0 элемент c12 или c21 регулярной циклической матрицы Ĉ(z0, zs, ρ) уравнения Штурма—
Лиувилля стандартного вида (1.1) равен нулю при всех значениях спектрального параметра ρ.
Тогда zs— особая точка однозначного характера и Ĉ(z0, zs, ρ) ≡ Î.

Доказательство. Как указывалось выше, det Ĉ ≡ 1. Поэтому, если c12c21 ≡ 0, то c11c22 ≡ 1, т.е.
c11, c22 не имеют нулей и, значит, не зависят от ρ, поскольку по теореме 2.1 являются целыми
функциями ρ порядка не выше 1/2, а такие функции определяются своими нулями с точностью
до постоянного множителя (см. [15, гл. 1, § 10]). Таким образом, c11 = f , c22 = 1/f , где f �= 0 и
не зависит от ρ. Записывая формулу (2.2) в виде

P̂ (γC , z0, zB) = Ĉ(z0, zs, ρ)P̂ (γA, z0, zB),

получим, что
pC,11 ≡ fpA,11, pC,21 ≡ c21pA,11 + pA,21/f при c12 ≡ 0;

pC,22 ≡ pA,22/f, pC,11 ≡ fpA,11 + c12pA,21 при c21 ≡ 0.
Отсюда, пользуясь асимптотическими формулами (3.1), получаем,что в обоих случаях f = 1, и,
кроме того, c21 = O(1) или c12 = O(1)/λ2 при Re{λ(z − z0)} > 0 и |λ| > λcr. Но по теореме 2.1
заключаем, что c12 и c21 —целые функции ρ порядка не выше 1/2, а такие функции могут быть
ограничены в некотором угле на комплексной плоскости ρ только если они не зависят от ρ (см. [15,
гл. 1, § 14, теорема 21]). Таким образом, доказано, что если c12c21 ≡ 0, то матрица Ĉ не зависит
от ρ, и значит все утверждения леммы следуют из леммы 3.1. �

Заметим, что, если для особой точки zs потенциала Q(z) существует точка z0, для которой
Ĉ(z0, zs, ρ) ≡ Î , то точка zs является безмонодромной особой точкой уравнения (1.1) (см. [9]).

4. Доказательство теоремы об индикаторе роста элементов матрицы Ĉ особой точки
однозначного характера. Для начала докажем утверждение теоремы 1.1 о следе регулярной
циклической матрицы особой точки потенциала Q(z) однозначного характера.

Лемма 4.1. Пусть zs —изолированная особая точка потенциала Q(z) однозначного харак-
тера, а отрезок, соединяющий точки zs и z0, не содержит особых точек Q(z), отличных от
zs. Тогда след c0 := c11 + c22 регулярной циклической матрицы Ĉ(z0, zs, ρ) уравнения Штурма—
Лиувилля стандартного вида (1.1) является целой функцией ρ порядка не выше 1/2, и мини-
мального типа (относительно порядка 1/2), которая не зависит от положения точки z0.
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Доказательство. Поскольку по условию zs —изолированная особая точка потенциала Q(z), то
существует такое δ > 0, что круг радиуса δ с центром в точке zs не содержит других особых точек.
Значит, для любого 0 < ε < δ существует такая точка zε, что отрезок, соединяющий точки zs и zε,
не содержит особых точек Q(z), отличных от zs. Пусть γ —произвольная кривая, соединяющая
точки z0, zε и не содержащая особых точек потенциала Q(z). Тогда в силу [3, лемма 1] регулярную
циклическую матрицу Ĉ(z0, zs, ρ) можно представить в виде

Ĉ(z0, zs, ρ) = P̂ (γ, z0, zε)Ĉ(zε, zs, ρ)P̂ (γ, zε, z0).

Поскольку zs — особая точка потенциала Q(z) однозначного характера, то значения потенциала
Q(z) в каждой точке кривой γ до и после обхода точки zs будут совпадать, и, следователь-
но, P̂ (γ, zε, z0) = P̂−1(γ, z0, zε). Поэтому матрица Ĉ(z0, zs, ρ) подобна матрице Ĉ(zε, zs, ρ). Но
Ĉ(zε, zs, ρ) не зависит от положения точки z0 и в силу теоремы 2.1 её элементы являются це-
лыми функциями порядка не выше 1/2 с неотрицательным индикатором (относительно поряд-
ка 1/2), не превышающим 2ε для любого ε > 0. Поскольку следы подобных матрицы совпадают
(см. [14, п. 13.4.1]), то лемма доказана. �

Для последующего нам понадобится следующая алгебраическая лемма.

Лемма 4.2. Пусть

Â :=

(

a11 a12
a21 a22

)

, M̂1 := ÂB̂−1 :=

(

m
(1)
11 m

(1)
12

m
(1)
21 m

(1)
22

)

,

B̂ :=

(

b11 b12
b21 b22

)

, M̂2 := B̂−1Â :=

(

m
(2)
11 m

(2)
12

m
(2)
21 m

(2)
22

)

,

det Â = det B̂ = 1. Тогда
⎧

⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

m
(1)
12 m

(2)
12 ≡ a212 + b212 −m0a12b12,

m
(1)
21 m

(2)
21 ≡ a221 + b221 −m0a21b21,

1−m
(1)
11 m

(2)
11 ≡ a11a22 + b11b22 −m0a11b22,

(4.1)

где m0— совпадающие между собой следы матриц M̂1 и M̂2.

Доказательство. По условию леммы M̂1 = ÂM̂2Â
−1, т.е. матрицы M̂1 и M̂2 подобны, что и обес-

печивает совпадение их следов (см. [14, п. 13.4.1]). Тождества (4.1) проверяются непосредственно.
�

Пользуясь леммой 4.2, докажем формулу (1.3) для индикаторов элементов регулярной цик-
лической матрицы. Рассмотрим точки z01 и z02, лежащие на одной прямой с особой точкой zs
по разные стороны от нее. Пусть z01 − zs := |z01 − zs| exp(iϕs1). Тогда в силу выбора взаимного
расположения точек z01, z02 и zs имеем:

z01 − z02 = (|z01 − zs|+ |z02 − zs|) exp(iϕs1), z02 − zs := |z02 − zs| exp(iϕs1 + iπ). (4.2)

В силу изолированности особой точки zs точки z01 и z02 можно выбрать так, чтобы отрезок
z01z02 не содержал особых точек потенциала Q, отличных от точки zs. В этом случае определены
регулярные циклические матрицы ˆC(1) := Ĉ(z01, zs, ρ) и ˆC(2) := Ĉ(z02, zs, ρ) особой точки zs
уравнения (1.1) относительно точек z01 и z02 соответственно. При этом в силу формулы (2.2)

ˆC(1) = P̂ (γC , z01, z02)P̂
−1(γA, z01, z02),

ˆC(2) = P̂−1(γA, z01, z02)P̂ (γC , z01, z02).
(4.3)

При записи соотношений (4.3) (как и соотношений (2.2)) предполагается, что ломаные γA и γC ,
соединяющие точки z01 и z02, выбраны так, что обход особой точки zs в соответствии с опреде-
лением 1.2 происходит против часовой стрелки. Положим

P̂ (A) := P̂ (γA, z01, z02), P̂ (C) := P̂ (γC , z01, z02)
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и применим к матрицам ˆC(1) и ˆC(2) первую формулу (4.1). В результате получим (верхние ин-
дексы у матриц и их элементов совпадают):

c
(1)
12 c

(2)
12 ≡

(

p
(A)
12

)2
+
(

p
(C)
12

)2 − c0p
(A)
12 p

(C)
12 . (4.4)

В силу леммы 4.1 заключаем, что c0 является целой функцией ρ порядка не выше 1/2 и ми-
нимального типа (относительно порядка 1/2). Иными словами, c0(ρ) либо не зависит от ρ, ли-
бо неограниченно возрастает при увеличении |ρ| вдоль любого луча, кроме, возможно, одного
(см. [15, гл. 1, § 14, теорема 21]). Учитывая также одинаковую асимптотику (3.1) для элементов
матриц P̂ (A) и P̂ (C), получаем, что во всех случаях, кроме c0(ρ) ≡ 2 индикатор роста правой, а
значит и левой части соотношения (4.4) равен

h(ϕρ, ϕs12) = 2|z01 − z02|
∣
∣
∣
∣
cos

ϕρ + ϕs12

2

∣
∣
∣
∣

(4.5)

при всех значениях ϕρ, кроме, возможно, одного. Следовательно, в силу непрерывности индика-
тора любой целой функции (см. [15, гл. 1, § 16, свойство (а) индикатора]), если след c0(ρ) не равен
тождественно 2, то соотношение (4.5) выполняется для всех значений ϕρ. Сопоставляя форму-
лы (2.1), (4.2), (4.4) и (4.5), получаем, что последняя формула может выполняться тогда и только
тогда, когда для h12 выполняется (1.3). Рассуждая аналогично с помощью второй и третьей фор-
мул (4.1), получим, что формула (1.3) справедлива также для h21, h11 и, следовательно, в силу
леммы 4.1, для h22. Теорема 1.1 полностью доказана.
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ДВУХКОМПОНЕНТНАЯ ОКОННАЯ СИСТЕМА

НА ОСНОВЕ КОГЕРЕНТНЫХ СОСТОЯНИЙ И ТЕТА-ФУНКЦИЙ

c© 2024 г. М. Л. ЖАДАНОВА, С. Н. УШАКОВ, Е. А. КИСЕЛЕВ

Аннотация. Построена двухкомпонентная оконная система функций, обладающая хорошей
частотно-временной локализацией. Система составлена из двух ортогональных друг другу окон-
ных подсемейств. Обсуждается процедура ортогонализации полученных подсемейств, приводят-
ся явные формулы для расчёта констант неопределённости, рассмотрена проблема полноты всей
предложенной двухкомпонентной системы. Вопросы об ортогонализации и полноте сведены к
проверке одной гипотезы о нулях преобразования Зака.

Ключевые слова: оконная система, когерентные состояния, тета-функция, частотно-временная
локализация, константа неопределённости, преобразование Зака.

TWO-COMPONENT WINDOW SYSTEM

BASED ON COHERENT STATES AND THETA FUNCTIONS

c© 2024 M. L. ZHADANOVA, S. N. USHAKOV, E. A. KISELEV

Abstract. In this paper, we construct a two-component window system of functions with good time-
frequency localization. The system consists of two window subfamilies orthogonal to each other. The
procedure for orthogonalizing the resulting subfamilies is discussed, explicit formulas for calculating the
uncertainty constants are given, and the problem of completeness of the whole two-component system
is considered. Questions about orthogonalization and completeness are reduced to testing a certain
hypothesis about the zeros of the Zak transform.

Keywords and phrases: window system, coherent states, theta function, time-frequency localization,
uncertainty constant, Zak transform.
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1. Введение. Системы функций вида

gk,m(x) = exp

(

−(x+ ω1k)
2

2

)

eiω2mx, k,m ∈ Z, (1)

где ω1, ω2 > 0—некоторые фиксированные параметры, нашли широкое применение в различных
областях математики и физики. В квантовой теории они носят название когерентных состоя-
ний, а при условии ω1ω2 < 2π образуют фрейм, называемый также фреймом Габора (см. [1,
гл. 3], [10, гл. 11]). Одна из первых прикладных задач, решаемых Дж. фон Нейманом, была свя-
зана с построением квантовой энтропии. Трудность состояла в получении ортонормированного
базиса пространства L2(R) с равномерно ограниченной константой неопределённости из семей-
ства функций (1) при условии ω1ω2 = 2π (см. [5]). Позднее возник вопрос о полноте данной
системы функций, разрешённый в работах А. М. Переломова. Под полнотой понимается равен-
ство нулю ортогонального дополнения. Оказалось, что при предложенном условии на ω1, ω2

ISSN 2782–4438 c© ВИНИТИ РАН, 2024
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система содержит ровно одну лишнюю функцию (см. [7, 8]), а в силу теоремы Бальяна—Лоу по-
лучилось невозможным построить базис оконного типа с равномерно ограниченной константой
неопределённости (см. [1, гл. 4]). Мы предлагаем обойти указанную проблему, используя много-
компонентные оконные системы, порождённые не одной, а несколькими функциями.

Рассмотрим семейство функций (1) при ω1ω2 = 4π. Из него можно получить ортонормиро-
ванную систему с равномерно ограниченной константой неопределённости, которая, однако, не
является полной в пространстве L2(R) (см. [11]). Действительно, как следует из результатов [3],
набор функций

uα(x) = exp

(

−(α− 1)
x2

2

)

θ3

(

−πω2

ω1

(
αx

ω2
− i

2

)

, q

)

, (2)

с параметрами

q = exp

(

−πω2

ω1

(

1− 2π

S
α

))

, 1 < α <
S

2π
, S = ω1ω2 > 2π,

ортогонален всем gk,m(x), k,m ∈ Z, если ω1ω2 > 2π. Здесь θ3(x, q)— третья тета-функция Якоби
(см. [13, 20.2.3]):

θ3(x, q) =

∞∑

k=−∞
qk

2
e2ikx, |q| < 1.

Мы предлагаем рассмотреть неполную оконную систему (1) с параметрами ω1 = 1, ω2 = 4π,
дополнив её с помощью (2) с применением операции сдвига к самой функции uα(x) и к её обра-
зу Фурье. В результате получается двухкомпонентная оконная система, причём для построения
ортонормированного семейства достаточно будет только ортогонализовать отдельно вторую ком-
поненту, образованную функциями uα(x+ k)ei4πmx, k,m ∈ Z.

2. Построение двухкомпонентной ортогональной оконной системы функций. Пусть
ω1ω2 = 4π. Рассматривается случай ω1 = 1, ω2 = 4π. Заметим, что при других соотношениях
параметров выкладки полностью аналогичны, но формулы получаются более громоздкими. За-
фиксируем в (2) некоторое значение α ∈ (1, 2) и рассмотрим сдвиги полученной функции uα(x)
по переменной x с шагом ω1 = 1 и по частоте с шагом ω2 = 4π. В результате получим двухком-
понентную оконную систему следующего вида:

gk,m(x) = exp

(

−(x+ k)2

2

)

ei4πmx, k,m ∈ Z, (3)

uk,m(x) = u(x+ k)ei4πmx, k,m ∈ Z. (4)

Здесь функция окна второй компоненты задаётся равенством

u(x) = uα(x) = exp

(

−(α− 1)
x2

2

)

θ3
(−απx+ i2π2, q

)

, q = exp (−2π2(2− α)).

Подсемейства gk,m(x) и uk,m(x) взаимно ортогональны. Таким образом, чтобы получить орто-
нормированную систему, достаточно ортогонализовать отдельно gk,m(x) и uk,m(x). Для gk,m(x),
как уже упоминалось, это было сделано ранее (см. [3]). Ортогонализация uk,m(x) выполняется в
рамках данной работы.

Нам понадобится преобразование Зака (см. [1, гл. 4])

Z[f ](x, y) =

∞∑

p=−∞
f(x− p)ei2πpy, x, y ∈ [0, 1].

Оно является линейным отображением L2(R) → S, где S = L2([0, 1]
2). Укажем два его свойства.

1. Для любых f, g ∈ L2(R) справедливо соотношение

(f, g)L2 = (Z[f ], Z[g])S =

1∫

0

1∫

0

Z[f ](x, y)Z[g](x, y) dx dy. (5)
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2. Пусть
fk,m(x) = f(x+ k)ei2πmx, k,m ∈ Z.

Тогда
Z[fk,m](x, y) = Z[f ](x, y)ei2π(mx+ky). (6)

Перейдём непосредственно к ортогонализации uk,m(x). Требуется построить такую функцию

v(x) =

∞∑

p,r=−∞
c⊥p,rup,r(x), (7)

что
(v, vk,m) = δ0,kδ0,m, k,m ∈ Z,

где
vk,m(x) = v(x+ k)ei4πmx, k,m ∈ Z.

При этом предполагается, что {c⊥p,r} ∈ �2, т.е.
∞∑

p,r=−∞
|c⊥p,r|2 <∞.

Применим к v(x) преобразование Зака:

Z[v](x, y) =
∞∑

p,r=−∞
c⊥p,rZ[u](x, y)e

i2π(2rx+py) = Z[u](x, y)
∞∑

p,r=−∞
c⊥p,re

i2π(2rx+py). (8)

Если использовать вспомогательный тригонометрический ряд

C⊥(x, y) =
∞∑

p,r=−∞
c⊥p,re

i2π(rx+py),

который называют символом или маской последовательности {c⊥p,r} (см. [6, гл. 1], [9, гл. 3]), то
равенство (8) можно представить в кратком виде:

Z[v](x, y) = Z[u](x, y)C⊥(2x, y). (9)

С помощью свойства (5) условие ортогональности также можно записать в терминах Z[v]:

(Z[v], Z[vk,m]) = δ0,kδ0,m, k,m ∈ Z. (10)

Сформулируем одно вспомогательное утверждение, которое понадобится в дальнейшем. Оно
в той или иной форме встречается в [1, гл. 4] и [12]. Также приведём и его доказательство,
поскольку некоторые идеи сыграют важную роль в последующих рассуждениях. Для простоты
при этом будем полагать, что функция v(x) всюду определена и является гладкой, поскольку в
конечном счёте именно с такими нам и приходится иметь дело в рамках данной работы.

Утверждение 1. Условие ортогональности (10) выполняется тогда и только тогда, когда
почти всюду при x, y ∈ [0, 1] имеет место соотношение

∣
∣
∣Z[v]

(x

2
, y
)∣
∣
∣

2
+

∣
∣
∣
∣
Z[v]

(
x+ 1

2
, y

)∣
∣
∣
∣

2

= 1. (11)

Доказательство. Воспользуемся свойством (6):

(

Z[v], Z[vk,m]
)

=

1∫

0

1∫

0

|Z[v](x, y)|2 ei2π(2mx+ky) dx dy.

Разобьём интеграл по x на две части, обозначив его для краткости I(y):

I(y) =

1/2∫

0

|Z[v](x, y)|2 ei2π(2mx+ky)dx+

1∫

1/2

|Z[v](x, y)|2 ei2π(2mx+ky)dx.
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Во втором интеграле сделаем замену переменной t = x− 1/2:

I(y) =

1/2∫

0

|Z[v](x, y)|2 ei2π(2mx+ky)dx+

1/2∫

0

∣
∣
∣
∣
Z[v]

(

t+
1

2
, y

)∣
∣
∣
∣

2

ei2π(2mt+ky)dx.

Здесь учтено, что ei2πm = 1. После этого снова объединим интегралы:

I(y) =

1/2∫

0

(

|Z[v](t, y)|2 +
∣
∣
∣
∣
Z[v]

(

t+
1

2
, y

)∣
∣
∣
∣

2
)

ei2π(2mt+ky)dt.

Для удобства сделаем ещё одну замену x = 2t. В результате имеем:

(Z[v], Z[vk,m]) =

1∫

0

1∫

0

(
∣
∣
∣Z[v]

(x

2
, y
)∣
∣
∣

2
+

∣
∣
∣
∣
Z[v]

(
x+ 1

2
, y

)∣
∣
∣
∣

2
)

ei2π(mx+ky) dx dy.

Из полученной формулы вытекает, что в случае, когда (Z[v], Z[vk,m]) = δ0,kδ0,m, k,m ∈ Z, подын-
тегральное выражение почти всюду при x, y ∈ [0, 1] должно быть равно единице, поскольку
экспоненты ei2π(mx+ky), k,m ∈ Z образуют в пространстве S ортонормированный базис.

Пусть теперь, наоборот, имеет место равенство (11). Тогда

(Z[v], Z[vk,m]) =

1∫

0

1∫

0

ei2π(mx+ky) dx dy = δ0,kδ0,m, k,m ∈ Z. �

Подставив (9) в (11), получим соотношение
∣
∣
∣Z[u]

(x

2
, y
)∣
∣
∣

2 ∣∣
∣C⊥(x, y)

∣
∣
∣

2
+

∣
∣
∣
∣
Z[u]

(
x+ 1

2
, y

)∣
∣
∣
∣

2 ∣
∣
∣C⊥(x+ 1, y)

∣
∣
∣

2
= 1.

Поскольку C⊥(x + 1, y) = C⊥(x, y), в результате приходим к следующему функциональному
уравнению:

∣
∣
∣C⊥(x, y)

∣
∣
∣

2
=

1

F (x, y)
, (12)

где

F (x, y) =
∣
∣
∣Z[u]

(x

2
, y
)∣
∣
∣

2
+

∣
∣
∣
∣
Z[u]

(
x+ 1

2
, y

)∣
∣
∣
∣

2

. (13)

Если извлечь квадратный корень из правой части (12) и разложить полученную функцию в дву-
мерный ряд Фурье, можно найти коэффициенты ортогонализации c⊥p,r, которые нам необходимы.

Начнём с того, что исследуем преобразование Зака функции u(x):

Z[u](x, y) =
∞∑

p=−∞
exp

(

−(α− 1)
(x− p)2

2

)

θ3
(−απ(x− p) + i2π2, q

)

ei2πpy. (14)

В данной работе мы не ставим себе целью провести исчерпывающий обзор всевозможных случаев,
а стремимся получить хотя бы один пример двухкомпонентной ортогональной оконной системы
функций. По этой причине положим далее α = 3/2, так как при этом значении параметра многие
формулы заметно упрощаются.

В дальнейшем для краткой записи соотношений нам понадобятся ещё две тета-функции Якоби
(см. [13, (20.2.2), (20.2.4)]):

θ2(x, q) =

∞∑

k=−∞
q(k+

1
2)

2

ei(2k+1)x, θ4(x, q) =

∞∑

k=−∞
(−1)kqk

2
e2ikx, |q| < 1.
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Итак, подставим α = 3/2 в формулу (14):

Z[u](x, y) =
∞∑

p=−∞
exp

(

−(x− p)2

4

)

θ3

(

−3π(x− p)

2
+ i2π2, q

)

ei2πpy, q = exp (−π2).

Воспользуемся квазипериодичностью тета-функции (см. [13, (20.2.8)]):

θ3 (z + (m+ nτ)π, q) = q−n2
e−i2nzθ3(z, q), m, n ∈ Z.

В нашем случае τ = iπ, q = exp (iπτ) = exp (−π2). Это даёт

θ3

(

−3πx

2
+ i2π2, q

)

= e4π
2
ei6πxθ3

(

−3πx

2
, q

)

.

С учётом того, что θ3(x, q)—чётная функция, получим следующую формулу:

Z[u](x, y) = e4π
2
ei6πx

∞∑

p=−∞
exp

(

−(x− p)2

4

)

θ3

(
3π(x− p)

2
, q

)

ei2πpy. (15)

Поскольку
θ3(x+ π, q) = θ3(x, q), θ3(x+ π/2, q) = θ4(x, q)

(см. [13, (20.2.8), (20.2.14)]), имеем:

θ3

(
3π(x− 2p)

2
, q

)

= θ3

(
3πx

2
, q

)

, θ3

(
3π(x− 2p+ 1)

2
, q

)

= θ4

(
3πx

2
, q

)

.

Благодаря этому удобно сумму разбить на две части: по чётным значениям индекса p = 2r и по
нечётным p = 2r − 1. Это даёт:

Z[u](x, y) = e4π
2
ei6πx

(

θ3

(
3πx

2
, q

)
∑

r=−∞
ei4πry exp

(

−(x− 2r)2

4

)

+

+θ4

(
3πx

2
, q

) ∞∑

r=−∞
ei2π(2r−1)y exp

(

−(x− 2r + 1)2

4

))

=

= e4π
2
ei6πx exp

(

−x
2

4

)(

θ3

(
3πx

2
, q

)
∑

r=−∞
exp

(−r2)eir(4πy−ix)+

+θ4

(
3πx

2
, q

)
∑

r=−∞
exp

(

−(2r − 1)2

4

)

ei(2r−1)(2πy−ix/2)

)

.

Оставшиеся суммы тоже представляют собой некоторые тета-функции. Пользуясь этим, оконча-
тельно приходим к следующей формуле:

Z[u](x, y) = e4π
2
ei6πx exp

(

−x
2

4

)

Ω(x, y),

где

Ω(x, y) = θ3

(
3πx

2
, q

)

θ3

(

2πy − ix

2
, qu

)

+ θ4

(
3πx

2
, q

)

θ2

(

2πy − ix

2
, qu

)

, qu = exp (−1/2).

Важную роль в дальнейшем играют точки, в которых преобразование Зака Z[u](x, y) обращает-
ся в нуль. Докажем, что Z[u](x, y) = 0 при x = y = 1/2. Для этого удобнее всего воспользоваться
формулой (15):

Z[u]

(
1

2
,
1

2

)

= −e4π2
∞∑

p=−∞
exp

(

−(1/2 − p)2

4

)

θ3

(
3π(1/2 − p)

2
, q

)

(−1)p.

В силу чётности функции Гаусса и θ3(x, q), эта сумма разбиваются на пары слагаемых, которые
одинаковы по модулю, но противоположны по знаку. Это будут слагаемые с номерами p = 0 и
p = −1, p = 1 и p = −2 и т. д. Следовательно, вся правая часть равна нулю.
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Рис. 1. График aRe u(x).
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Рис. 2. График a Imu(x).
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Рис. 3. График Re v(x).
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Рис. 4. График Imv(x).

Доказать, что Z[u](x, y) �= 0 во всех остальных точках квадрата x, y ∈ [0, 1] оказывается суще-
ственно сложнее. К сожалению, строго аналитически это обосновать не удалось, но результаты
численных расчётов позволяют выдвинуть следующее предположение.

Гипотеза 1. Z[u](x, y) �= 0 при всех x, y ∈ [0, 1], кроме точки x = y = 1/2.

Если данная гипотеза верна, то функция F (x, y) из формулы (13) будет строго положительной,
так как оба слагаемых в (13) не смогут одновременно обратиться в нуль.

Далее необходимо воспользоваться уравнением (12): требуется извлечь квадратный корень
из (13) и разложить функцию 1/

√

F (x, y) в двумерный ряд Фурье. К сожалению, найти c⊥p,r
после этого удаётся только численно.

На рис. 1 и 2 представлены графики действительной и мнимой части функции u(x). Чтобы
избежать слишком больших чисел, все значения умножены на величину a = e−4π2 .

На рис. 3 и 4 представлены графики действительной и мнимой части функции v(x) из форму-
лы (7), которая порождает ортонормированную оконную подсистему.

3. Константа неопределённости. Обозначим через ĝ(ξ) преобразование Фурье функции
g(x):

ĝ(ξ) =
1√
2π

∞∫

−∞
g(x)e−iξxdx,

являющееся линейным унитарным оператором, действующим в L2(R).
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Пусть g(x), xg(x) ∈ L2(R), причём ‖g‖L2 �= 0. Тогда среднее значение 〈g〉 и радиусΔ(g)функции
g задаются формулами

〈g〉 = 1

‖g‖2L2

∞∫

−∞
x|g(x)|2dx, Δ(g) =

⎛

⎝
1

‖g‖2L2

∞∫

−∞
(x− 〈g〉)2 |g(x)|2dx

⎞

⎠

1/2

.

Аналогично определяются среднее значение 〈ĝ〉 и радиус Δ(ĝ) для преобразования Фурье ĝ в
случае ξĝ(ξ) ∈ L2(R):

〈ĝ〉 = 1

‖ĝ‖2L2

∞∫

−∞
ξ|ĝ(ξ)|2dξ, Δ(ĝ) =

⎛

⎝
1

‖ĝ‖2L2

∞∫

−∞
(ξ − 〈ĝ〉)2 |ĝ(ξ)|2dξ

⎞

⎠

1/2

.

Константой неопределённости называется произведение (см. [6, гл. 1], [9, гл. 1])

u(g) = Δ(g)Δ(ĝ).

В тех случаях, когда один из интегралов Δ(g) или Δ(ĝ) расходится, значение константы неопре-
делённости принято брать равным ∞. В случае унитарного преобразования Фурье минимальное
значение константы неопределённости равно 1/2.

В нашем конкретном случае при вычислении константы неопределённости возникают интегра-
лы, значения которых выпишем заранее:

+∞∫

−∞
e−β2(x−r)2 ei αx dx =

√
π

β
ei αr e

− α2

4β2 , (16)

+∞∫

−∞
xe−β2(x−r)2 ei αx dx =

√
π

β
ei αr e

− α2

4β2

(

r +
iα

2β2

)

, (17)

+∞∫

−∞
x2e−β2(x−r)2 ei αx dx =

√
π

4β5
ei αr e

− α2

4β2

(

2β2 − (α− 2irβ2
)2
)

, (18)

где α, β, r ∈ R, β > 0.

Будем рассматривать специальный случай S = ω1ω2 = 4π,
πω2

ω1
=
ω2
2

4
. Тогда параметры и

функции примут следующий вид:

−πω2

ω1

(
αx

ω2
− i

2

)

= −ω2αx

4
+ i

ω2
2

4
, q = exp

(

−ω
2
2

4

(

1− α

2

))

,

uα(x) = exp

(

−(α− 1)
x2

2

)

θ3

(

−ω2αx

4
+ i

ω2
2

4
, q

)

=

= exp

(

−(α− 1)
x2

2

) ∞∑

k=−∞
exp

(

−ω
2
2

4

(

1− α

2

)

k2
)

exp

(−k ω2
2

4

)

exp

(
iω2αkx

4

)

.

Константу неопределённости будем искать для следующей линейной комбинации:

ϕ(x, σ, γ) =

∞∑

k=−∞
ck exp

(

− x2

2σ2

)

eiγkx

Теорема 1. Для функции окна

ϕ(x, σ, γ) =

∞∑

k=−∞
ck exp

(

− x2

2σ2

)

eiγkx
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где ck = O(k−2−ε), ε > 0, верны формулы

Δ2(ϕ(x, σ, γ)) =
σ2

2
− σ4γ2B

4A
, Δ2(ϕ̂(ξ, σ, γ)) =

1

2σ2
+ γ2

(
E

4A
− D2

A2

)

,

где

A =
∞∑

	=−∞
a	 exp

(

−�
2γ2σ2

4

)

, E =
∞∑

k=−∞
d	 exp

(

−�
2γ2σ2

4

)

, D =
∞∑

	=−∞
b	 exp

(

−�
2γ2σ2

4

)

,

a	 =
∞∑

k=−∞
ckck−	, b	 =

∞∑

k=−∞
k ckck−	, d	 =

∞∑

k=−∞
ckck−	(2k − �)2.

Доказательство. Выпишем квадрат модуля ϕ(x, σ, γ):

|ϕ(x, σ, γ)|2 =
∞∑

k,k′=−∞
ckck′ exp

(

−x
2

σ2
+ iγ(k − k′)x

)

.

Сделаем замену индекса � = k − k′, k′ = k − �:

|ϕ(x, σ, γ)|2 =
∞∑

	=−∞

∞∑

k=−∞
ckck−	 exp

(

−x
2

σ2

)

ei	γx.

Введём обозначение

a	 =
∞∑

k=−∞
ckck−	;

тогда

|ϕ(x, σ, γ)|2 =
∞∑

	=−∞
a	 exp

(

−x
2

σ2

)

ei	γx. (19)

Выпишем норму функции ϕ(x, σ, γ), используя (16):

‖ϕ(x, σ, γ)‖2 = √
πσ

∞∑

	=−∞
a	 exp

(

−�
2γ2σ2

4

)

.

Заметим, что a	 — вещественные числа, поэтому |ϕ(x, σ, γ)|2 —чётная функция. Следовательно,
∞∫

−∞
x |ϕ(x, σ, γ)|2 dx = 0.

Применяя (18) и (19), мы получим

∞∫

−∞
x2 |ϕ(x, σ, γ)|2 dx =

√
π

4
σ5

∞∑

	=−∞
a	 exp

(

−�
2γ2σ2

4

)(
2

σ2
− �2γ2

)

=

=
σ2

2
‖ϕ(x, σ, γ)‖2 −

√
π

4
σ5

∞∑

	=−∞
a	�

2γ2 exp

(

−�
2γ2σ2

4

)

.

В итоге получим первую формулу теоремы:

Δ2(ϕ(x, σ, γ)) =
σ2

2
− σ4γ2B

4A
,

где

A =

∞∑

	=−∞
a	 exp

(

−�
2γ2σ2

4

)

, B =

∞∑

	=−∞
a	�

2 exp

(

−�
2γ2σ2

4

)

.
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Перейдём к радиусу образа Фурье ϕ̂(ξ, σ, γ). Его удобно получить с помощью (16):

ϕ̂(ξ, σ, γ) = σ

∞∑

k=−∞
ck exp

(

−(ξ − kγ)2σ2

2

)

.

Отсюда

|ϕ̂(ξ, σ, γ)|2 = σ2
∞∑

k,k′=−∞
ckck′ exp

(

−σ2
(

ξ − (k + k′)γ
2

)2

− (k − k′)2γ2σ2

4

)

.

Сделаем замену индекса � = k − k′, k′ = k − �:

|ϕ(ξ, σ, γ)|2 = σ2
∞∑

	=−∞

∞∑

k=−∞
ckck−	 exp

(

−σ2
(

ξ − (2k − �)γ

2

)2

− �2γ2σ2

4

)

.

Норма ϕ̂(ξ, σ, γ) находится при помощи формулы выше и (16):

‖ϕ(x, σ, γ)‖2 = √
πσ

∞∑

	=−∞
a	 exp

(

−�
2γ2σ2

4

)

.

Найдём вспомогательный для среднего значения образа Фурье интеграл при помощи (17):
∞∫

−∞
ξ exp

(

−σ2
(

ξ − (k + k′)γ
2

)2
)

dξ =

√
π

σ

(k + k′)γ
2

.

Следовательно,
∞∫

−∞
ξ |ϕ(ξ, σ, γ)|2 dx =

√
πσγ

∞∑

k=−∞

∞∑

k′=−∞
ckck′

(k + k′)
2

exp

(

−(k − k′)2γ2σ2

4

)

=

=
√
πσγ

∞∑

k=−∞

∞∑

k′=−∞
ckck′k exp

(

−(k − k′)2γ2σ2

4

)

.

Сделаем замену индекса � = k − k′, k′ = k − �:
∞∫

−∞
ξ |ϕ(ξ, σ, γ)|2 dx =

√
πσγ

∞∑

	=−∞

∞∑

k=−∞
k ckck−	 exp

(

−�
2γ2σ2

4

)

.

Введём обозначение

b	 =
∞∑

k=−∞
k ckck−	;

тогда
∞∫

−∞
ξ |ϕ(ξ, σ, γ)|2 dx =

√
πσγ

∞∑

	=−∞
b	 exp

(

−�
2γ2σ2

4

)

.

Теперь выпишем значение 〈ϕ(ξ, σ, γ)〉:

1

‖ϕ(x, σ, γ)‖2
∞∫

−∞
ξ |ϕ(ξ, σ, γ)|2 dx =

γ

A

∞∑

	=−∞
b	 exp

(

−�
2γ2σ2

4

)

.

Введём обозначение

D =

∞∑

	=−∞
b	 exp

(

−�
2γ2σ2

4

)

.
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В результате получим

1

‖ϕ(x, σ, γ)‖2
∞∫

−∞
ξ |ϕ(ξ, σ, γ)|2 dx =

γD

A
.

При помощи формулы (18) приходим к соотношениям
∞∫

−∞
ξ2 exp

(

−σ2
(

ξ − (k + k′)γ
2

)2
)

dξ =

√
π

4σ5
(

2σ2 + σ4(k + k′)2γ2
)

=

√
π

2σ3
+

√
π(k + k′)2γ2

4σ
,

∞∫

−∞
ξ2 |ϕ(ξ, σ, γ)|2 dξ = σ2

∞∑

k,k′=−∞
ckck′

(√
π

2σ3
+

√
π(k + k′)2γ2

4σ

)

exp

(

−(k − k′)2γ2σ2

4

)

=

= σ2
∞∑

k,k′=−∞
ckck′

(√
π

2σ3
+

(k + k′)2γ2

4σ

)

exp

(

−(k − k′)2γ2σ2

4

)

=

=

√
π

2σ

∞∑

k,k′=−∞
ckck′ exp

(

−(k − k′)2γ2σ2

4

)

+

+

√
πσγ2

4

∞∑

k,k′=−∞
ckck′(k + k′)2 exp

(

−(k − k′)2γ2σ2

4

)

.

Сделаем замену индекса � = k − k′, k′ = k − �:
∞∫

−∞
ξ2 |ϕ(ξ, σ, γ)|2 dξ =

√
π

2σ
A+

√
πσγ2

4

∞∑

k=−∞

( ∞∑

k=−∞
ckck−	(2k − �)2

)

exp

(

−�
2γ2σ2

4

)

.

Введём обозначения

d	 =

∞∑

k=−∞
ckck−	(2k − �)2, E =

∞∑

k=−∞
d	 exp

(

−�
2γ2σ2

4

)

.

Тогда
∞∫

−∞
ξ2 |ϕ(ξ, σ, γ)|2 dξ =

√
π

2σ
A+

σγ2
√
π

4
E,

1

‖ϕ(x, σ, γ)‖2
∞∫

−∞
ξ2 |ϕ(ξ, σ, γ)|2 dx =

1√
πσA

(√
π

2σ
A+

σγ2
√
π

4
E

)

=
1

2σ2
+
γ2E

4A
.

Получаем вторую формулу утверждения теоремы:

Δ2(ϕ̂(ξ, σ, γ)) =
1

2σ2
+ γ2

(
E

4A
− D2

A2

)

,

где

A =
∞∑

	=−∞
a	 exp

(

−�
2γ2σ2

4

)

, E =
∞∑

k=−∞
d	 exp

(

−�
2γ2σ2

4

)

, D =
∞∑

	=−∞
b	 exp

(

−�
2γ2σ2

4

)

,

a	 =
∞∑

k=−∞
ckck−	, b	 =

∞∑

k=−∞
k ckck−	, d	 =

∞∑

k=−∞
ckck−	(2k − �)2. �

В данной работе мы рассматриваем неполную оконную систему (1) с параметрами ω1 = 1,
ω2 = 4π, дополнив её с помощью (2) при α = 3/2 с применением операции сдвига к самой
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функции uα(x) и к её образу Фурье. В результате получается двухкомпонентная оконная си-
стема вида (3), (4). Для первой ортогонализованной компоненты на основе формул статей [2]
и [4] (формула для первой компоненты верна с точностью до замены коэффициентов) в частном
описанном выше случае численно получено значение константы неопределённости 0,746.

В случае второй компоненты мы найдём радиусы для функции u(x) ·e−4π2 . Радиусы u(x) ·e−4π2

и u(x) совпадают, но процедура нахождения коэффициентов для u(x) · e−4π2 более устойчива в
плане точности, так как мы избежим слишком большого разрыва между числами. В этом случае

ck = e−π2(k−2)2 , γ = 6π, σ =

√

1

α− 1
=

√
2.

В итоге

Δ2(u(·)) = 1− 36π2
B

A
, Δ2(û(·)) = 1

4
+ 36π2

(
E

4A
− D2

A2

)

,

где

A =
∞∑

	=−∞
a	 exp

(−18π2�2
)

, E =
∞∑

k=−∞
d	 exp

(−18π2�2
)

,

B =

∞∑

	=−∞
a	�

2 exp
(−18π2�2

)

, D =

∞∑

	=−∞
b	 exp

(−18π2�2
)

,

a	 =

∞∑

k=−∞
ckck−	, b	 =

∞∑

k=−∞
k ckck−	, d	 =

∞∑

k=−∞
ckck−	(2k − �)2.

Численно значение выходит близким к оптимальному, а именно

Δ(u(·)) = 1,000000, Δ(û(·)) = 0,500002.

4. Исследование полноты. Предположим, что двухкомпонентная система (3), (4) не явля-
ется полной. Тогда существует такая функция f ∈ L2(R), f �= 0, что

(gk,m, f) = (uk,m, f) = 0, k,m ∈ Z.

Рассмотрим первое условие ортогональности. Запишем его через преобразование Зака:

(Z[gk,m], Z[f ]) =

1∫

0

1∫

0

Z[g](x, y)Z[f ](x, y)ei2π(2mx+ky) dx dy = 0, k,m ∈ Z. (20)

Утверждение 2. Условие ортогональности (20) выполняется тогда и только тогда, когда
почти всюду при x, y ∈ [0, 1] имеет место соотношение

Z[g]
(x

2
, y
)

Z[f ]
(x

2
, y
)

+ Z[g]

(
x+ 1

2
, y

)

Z[f ]

(
x+ 1

2
, y

)

= 0. (21)

Данный факт доказывается аналогично утверждению 1.
Если подставить в (21) вместо g функцию u, то получим

Z[u]
(x

2
, y
)

Z[f ]
(x

2
, y
)

+ Z[u]

(
x+ 1

2
, y

)

Z[f ]

(
x+ 1

2
, y

)

= 0. (22)

Если же вместо f подставить u, то, поскольку gk,m и uk,m взаимно ортогональны, придём к
равенству

Z[g]
(x

2
, y
)

Z[u]
(x

2
, y
)

+ Z[g]

(
x+ 1

2
, y

)

Z[u]

(
x+ 1

2
, y

)

= 0. (23)

Введём обозначения:

F1(x, y) = Z[f ]
(x

2
, y
)

, F2(x, y) = Z[f ]

(
x+ 1

2
, y

)

. (24)
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Фактически функция F1(x, y) описывает преобразование Зака в прямоугольнике x ∈ [0, 1/2],
y ∈ [0, 1], а F2(x, y) задаёт его в прямоугольнике x ∈ [1/2, 1], y ∈ [0, 1]. Поэтому F1(x, y) и F2(x, y)
можно считать независимыми друг от друга величинами. Важным обстоятельством является
то, что если почти всюду F1(x, y) = F2(x, y) = 0, то Z[f ](x, y) = 0. В этом случае f(x) = 0, и
двухкомпонентная система (3), (4), которую мы рассматриваем, является полной в L2(R).

Подставим (24) в формулы (21) и (22). В результате получим следующую систему линейных
однородных уравнений относительно F1(x, y) и F2(x, y):

⎧

⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

Z[g]
(x

2
, y
)

F1(x, y) + Z[g]

(
x+ 1

2
, y

)

F2(x, y) = 0,

Z[u]
(x

2
, y
)

F1(x, y) + Z[u]

(
x+ 1

2
, y

)

F2(x, y) = 0.

Исследуем её определитель, который мы обозначим как M(x, y):

M(x, y) = Z[g]
(x

2
, y
)

Z[u]

(
x+ 1

2
, y

)

− Z[u]
(x

2
, y
)

Z[g]

(
x+ 1

2
, y

)

. (25)

Из результатов статьи [3] следует, что Z[g] (x, y) = 0 при x = y = 1/2, а во всех остальных точках
квадрата [0, 1]2 величина Z[g] (x, y) не обращается в нуль. Мы доказали выше, что и Z[u] (x, y) = 0
при x = y = 1/2. Кроме того, согласно гипотезе 1, при всех прочих x, y ∈ [0, 1] величина Z[u] (x, y)
отлична от нуля. Посмотрим, что из этого следует.

Положим в формуле (25) x = 0, y = 1/2:

M(x, y) = Z[g]

(

0,
1

2

)

Z[u]

(
1

2
,
1

2

)

− Z[u]

(

0,
1

2

)

Z[g]

(
1

2
,
1

2

)

= 0.

Если же x �= 0 или y �= 1/2, то Z[g]((x + 1)/2, y) �= 0. Тогда, выразив Z[u]((x + 1)/2, y) из (23),
формулу (25) можно привести к следующему виду:

M(x, y) = − Z[u]
(
x
2 , y
)

Z[g]
(
x+1
2 , y

)

(
∣
∣
∣Z[g]

(x

2
, y
)∣
∣
∣

2
+

∣
∣
∣
∣
Z[g]

(
x+ 1

2
, y

)∣
∣
∣
∣

2
)

.

Из результатов статьи [3] следует, что величина в скобках не обращается в нуль. Согласно ги-
потезе (1) множитель Z[u](x/2, y) равен нулю только при x = 1, y = 1/2. Следовательно, почти
всюду при x, y ∈ [0, 1] определитель M(x, y) отличен от нуля. Таким образом, если гипотеза 1
справедлива, двухкомпонентная система функций (3), (4) является полной.

5. Заключение. Конечной целью настоящего исследования являлось построение хорошо ло-
кализованного ортонормированного базиса, удобного для физических приложений. На данный
момент эта цель была достигнута частично, поскольку остались несколько открытых вопросов.

В данной работе построена двухкомпонентная оконная система функций (3), (4). Путём рас-
чёта констант неопределённости было показано, что она обладает хорошей частотно-временной
локализацией, близкой к оптимальной. Проблемой осталось строго обосновать возможность ор-
тогонализации с сохранением структуры второй компоненты (4), а также доказать полноту всей
полученной системы функций. Решение обеих проблем удалось свести к проверке гипотезы 1
о том, что преобразование Зака Z[u](x, y) обращается в нуль при x, y ∈ [0, 1] только в точке
x = y = 1/2. Отметим, что на самом деле для доказательства полноты было бы достаточно и
того, чтобы Z[u](x, y) имело счётное число нулей в квадрате [0, 1]2.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Добеши И. Десять лекций по вейвлетам. — Ижевск: РХД, 2004.
2. Журавлев М. В. О константах неопределенности для линейных комбинаций некоторых подсистем
когерентных состояний// Вестн. Самар. гос. ун-та. — 2014. — № 7 (118). — С. 17–31.

3. Киселев Е. А. Вычисление констант Рисса и ортогонализация для неполных систем когерентных
состояний с помощью тета-функций// Мат. сб. — 2016. — 207, № 8. — С. 101–116.



26 М. Л. ЖАДАНОВА, С. Н. УШАКОВ, Е. А. КИСЕЛЕВ

4. Минин Л. А. О разложении по фреймам Габора, порожденным функцией Гаусса// Мат. заметки. —
2016. — 100, № 6. — С. 951–953.

5. Нейман И. Математические основы квантовой механики. — Новокузнецк, 2000.
6. Новиков И. Я. Теория всплесков. — М.: Физматлит, 2005.
7. Переломов А. М. Замечание о полноте системы когерентных состояний// Теор. мат. физ. — 1971. —

6, № 2. — С. 213–224.
8. Переломов А. М. 1972// Функц. анал. прилож.. — 6, № 4. — С. 47–57.
9. Чуи Ч. Введение в вейвлеты: учебное пособие для студентов вузов. — М.: Мир, 2001.
10. Christensen O. An Introduction to Frames and Riesz Bases. — Basel: Birkhäuser/Springer, 2016.
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О РАЗРЕШИМОСТИ ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ, СВЯЗАННОГО

С ДРОБНО-НАГРУЖЕННОЙ ЗАДАЧЕЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

c© 2024 г. М. Т. КОСМАКОВА, А. Н. ХАМЗЕЕВА

Аннотация. В работе исследуется одномерная краевая задача для уравнения теплопроводности
с нагруженным слагаемым в виде дробной производной Капуто по пространственной переменной.
Задача сводится к интегральному уравнению Вольтерра с ядром, содержащим функцию типа
Райта, для которого получены условия разрешимости.

Ключевые слова: нагруженное уравнение теплопроводности, дробная производная, интеграль-
ное уравнение Вольтерра, функция типа Райта.

ON THE SOLVABILITY OF AN INTEGRAL EQUATION ASSOCIATED

WITH THE FRACTIONAL LOADED HEAT CONDUCTION PROBLEM

c© 2024 M. T. KOSMAKOVA, A. N. KHAMZEYEVA

Abstract. In this paper, we examine a one-dimensional boundary-value problem for the heat equation
with a loaded term in the form of the Caputo fractional derivative with respect to a spatial variable. The
problem is reduced to the Volterra integral equation with a kernel containing a Wright-type function,
for which solvability conditions are obtained.

Keywords and phrases: loaded heat equation, fractional derivative, Volterra integral equation,
Wright-type function.

AMS Subject Classification: 45D05, 35K20, 26A33

1. Введение. Важным разделом в теории дифференциальных уравнений являются нагружен-
ные уравнения, в котором нагруженное слагаемое содержит дифференциальный или интегро-
дифференциальный оператор, включающий операцию взятия следа от искомой функции на мно-
гообразиях размерности, меньшей размерности области определения искомой функции. На сего-
дняшний день нагруженные уравнения теплопроводности имеют широкое практическое приме-
нение. Кроме того, нагруженные уравнения составляют особый класс уравнений со специфиче-
скими задачами. Необходимость изучения нагруженных уравнений возникает также при иссле-
довании некоторых обратных задач, в линеаризация нелинейных уравнений, при исследовании
некоторых задач оптимального управления и др. Известно [6], что математические модели нело-
кальных физических и биологических фрактальных процессов, как правило, строятся на основе
нагруженных дифференциальных уравнений с частными производными дробного порядка. В мо-
нографии [5] приведена подробная библиография по нагруженным уравнениям, в том числе по
различным применениям нагруженных уравнений как метода исследования задач математиче-
ской биологии, математической физики, математического моделирования нелокальных процессов
и явлений, механики сплошных сред с памятью.

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования Республики Казахстан (проекты
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В монографии [2] нагруженные дифференциальные уравнения интерпретируются как слабые
или сильные возмущения дифференциальных уравнений в зависимости от порядка производ-
ной, входящей в нагруженное слагаемое. Если порядок производной в нагруженном слагаемом
равен или выше порядка дифференциальной части уравнения (авторы называют такие урав-
нения «существенно» нагруженными), нагруженное слагаемое в уравнении не является слабым
возмущением его дифференциальной части. Отметим, что в [2] нагруженное слагаемое является
производной целого порядка от искомой функции.
В [3] нагруженное слагаемое является следом производной нецелого, т.е. дробного порядка

на многообразии x = t, а именно, оно представлено в виде дробной производной Римана—Ли-
увилля. Полученное сингулярное интегральное уравнение Вольтерра имеет непустой спектр при
некоторых значениях порядка дробной производной.
В [22, 23] нагруженное слагаемое представлено в виде дробной производной и нагрузка дви-

жется вдоль линии x = tω, ω > 0. Показано, что существование и единственность решений
полученного интегрального уравнения зависит как от порядка дробной производной в нагружен-
ном члене начально-краевой задачи, так и от характера поведения нагрузки. Получены условия,
при которых ядро интегрального уравнения имеет слабую особенность. Эти условия зависят от
типа производной в нагруженном слагаемом граничной задачи и от факта, по какой переменной
берется производная. В [20–23] рассмотрены предельные случаи порядка дробной производной.
Полученные результаты для предельных случаев совпадают с результатами монографии [2]. По-
добного рода интегральные уравнения Вольтерра c сингулярностями в ядре также возникают при
исследовании граничных задач в вырождающихся областях [16–21]. В силу свойства несжимаемо-
сти интегрального оператора [12, 13] возникают ненулевые решения однородного уравнения [17].
В [15, 16] краевые задачи теплопроводности рассматриваются в конусе с вершиной в нача-

ле координат, но уравнение не содержит нагрузки. Из-за вырождаемости области определения
функции в точку в начальный момент времени полученное интегральное уравнение имеет осо-
бенности, и классические методы решения не применимы. В [16] задача исследуется в простран-
стве существенной ограниченных функций. Решение исследуемой задачи представлено в виде
суммы построенных потенциалов, и задача сведена к сингулярному интегральному уравнению
типа Вольтерра второго рода, а именно, к вырождающемуся уравнению Абеля, которое можно
рассматривать как интегральное уравнение третьего рода. Для редуцированного интегрально-
го уравнения построена резольвента. В [15] задача исследуется в соболевских пространствах,
применяется метод априорных оценок, и показывается существование и единственность слабого
решения поставленной задачи.
Следует отметить, что в [3–21] рассматривается первая краевая задача. В [19] исследована

вторая краевая задача для нагруженного уравнения теплопроводности, нагруженное слагаемое
содержит дробную производную порядка больше, чем порядок уравнения. Показано, что решение
соответствующей однородной краевой задачи неединственно, т.е. нагрузка выступает как сильное
возмущение краевой задачи.
Отметим, что интерес к нагруженным уравнениям возник давно. В сельскохозяйственном сек-

торе экономики любой страны проблемой является заболачивание и засоление поливных земель
в связи с подъемом грунтовых вод при орошении. Известно, что задачи регулирования уровня
грунтовых вод при орошении (см. [4]) приводят к необходимости исследования краевых задач
для нагруженных параболических уравнений. Неустановившееся плоскопараллельное движение
грунтовых вод со слабоизменяющейся свободной поверхностью и с непроницаемым горизонталь-
ным водоупором описывается уравнением Буссинеска, которое линеаризацией тоже сводится к
нагруженному параболическому уравнению (см. [7]).
Структура статьи следующая. В разделе 2 вводятся некоторые необходимые определения и

предварительные сведения из теорий дробного исчисления, специальных функций и краевых
задач, которые потребуются в следующем разделе. В разделе 3 дается постановка дробно-нагру-
женной граничной задачи теплопроводности. Нагруженное слагаемое в уравнении представлено
в виде дробной производной Капуто по пространственной переменной. Задача сводится сводится
к интегральному уравнению Вольтерра второго рода с ядром, содержащим функцию типа Райта.
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Поскольку непосредственное решение такого рода интегральных уравнений затруднительно, мы
далее исследуем полученное интегральное уравнение на разрешимость, проводя оценку ядра. На-
конец, в разделе 4 представлены основные результаты статьи, а именно, теоремы о разрешимости
интегрального уравнения и краевой задачи, поставленной в разделе 3.

2. Вводные сведения. Приведем некоторые известные понятия и результаты.

2.1. Дробный интеграл и производная. Первое из необходимых определений – это определение
дробного интеграла Римана– Лиувилля (см. [10]).

Определение 1. Пусть f(t) ∈ L1[a, b]. Выражение вида

D−α
a,t f(t) =

1

Γ (α)

t∫

a

f (τ)

(t− τ)1−α dτ, α > 0, (1)

называется дробным интегралом Римана—Лиувилля порядка α с началом в точке a и с концом
в точке x.

Дробная производная Римана—Лиувилля является одним из способов обобщения понятия про-
изводной на функции, определенные на интервале вещественных чисел. Она позволяет рассмат-
ривать производные нецелого порядка, т.е. дробные производные.

Определение 2. Пусть f(t) ∈ L1[a, b]. Производная Римана—Лиувилля порядка β определя-
ется следующим равенством при n− 1 < β � n:

RLD
β
a,tf(t) =

1

Γ (n− β)

dn

dtn

t∫

a

f (τ)

(t− τ)β−n+1
dτ, β, a ∈ R. (2)

Из формулы (2) следует, что

RLD
0
a,tf(t) = f(t), RLD

n
a,tf(t) = f (n)(t), n ∈ N. (3)

Производную Римана—Лиувилля (2) можно переписать, используя определение дробного инте-
грала Римана—Лиувилля (1):

RLD
β
a,tf(t) =

dn

dtn
Dβ−n

a,t f(t), β ∈ (n − 1;n], n ∈ N.

Определение дробной производной Капуто получается переменой операций дифференцирова-
ния и интегрирования в (2). Производная Капуто также является способом обобщения понятия
производной на дробные порядки. Она была предложена математиком Марио Ди Капуто и ши-
роко используется в теории дробных уравнений и физических моделях. Важность производной
Капуто заключается в том, что она позволяет учитывать начальные условия при решении дроб-
ных дифференциальных уравнений.

Определение 3 (см. [14]). Пусть f(t) ∈ AСn[a, b] (т.e. f (n−1)(t)— абсолютно непрерывная
функция). Тогда производная Капуто порядка β определяется следующим равенством при
n− 1 < β � n:

∂βat f(t) =
1

Γ(n− β)

t∫

a

f (n)(τ)

(t− τ)β−n+1
dτ ; β, a ∈ R. (4)

Производную Капуто (4) можно переписать, используя определение дробного интеграла Ри-
мана—Лиувилля (1):

∂βat f(t) = Dβ−n
a,t

dn

dtn
f(t), β ∈ (n− 1;n], n ∈ N. (5)

Оператор (5) также известен под названием оператора Герасимова—Капуто.
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Производные, определенные формулами (2) и (4), связаны соотношением

∂βat f(t) = RLD
β
a,t

[

f(t)−
n−1∑

k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

]

. (6)

Дробное исчисление можно рассматривать как «лабораторию» для специальных функций.

2.2. Некоторые специальные функции. Приведем определения и некоторые свойства специаль-
ных функций, которые нам понадобятся на протяжении всей работы.
Интеграл ошибок и дополнительный интеграл ошибок имеют вид:

erf(z) =
2√
π

z∫

0

exp
(−ζ2) dζ, erfc(z) =

2√
π

∞∫

z

exp
(−ζ2) dζ = 1− erf(z).

Определение 4 (см. [9]). Целая функция вида

φ (a, b; z) =

∞∑

k=0

zk

k! Γ(ak + b)
, a > −1, b ∈ C, z ∈ C, (7)

называется функцией Райта.

Также будем использовать функцию типа Райта в виде ряда

eν,δa,b (z) =

∞∑

k=0

zk

Γ(ak + ν) Γ(δ − bk)
, ν, δ ∈ C, a > b, a > 0, z ∈ C. (8)

При ν = a = 1 она совпадает с функцией Райта (7):

e1,δ1,b (z) = φ (−b, δ; z) .
Для функции типа Райта справедлива формула автотрансформации

eν−a,δ+b
a,b (z) = z eν,δa,b +

1

Γ(ν − a) Γ(δ + b)
, ν, δ ∈ C, a > b, a > 0, z ∈ C. (9)

Имеет место оценка:
∣
∣
∣
∣
xν−1yδ−1eν,δa,b

(

−x
a

yb

)∣
∣
∣
∣
� Cxν−a,θ−1yδ+b,θ−1; θ ∈ [0; 1]. (10)

Справедлива формула дробного интегрирования и дифференцирования функции типа Райта:

Dβ
0,x

{

xν−1 eν,δa,b (c x
a)
}

= xν−β−1 eν−β,δ
a,b (c xa) ; c ∈ C, ν > 0. (11)

2.3. Решение краевой задачи теплопроводности. Исследуемая краевая задача находится на
стыке теорий дробного исчисления и теории нагруженных уравнений. На первом этапе иссле-
дования мы применяем метод интегральных уравнений, который позволяет свести краевую за-
дачу к решению соответствующего интегрального уравнения путем преобразования или оценки
ядра этого уравнения. Такие методы позволяют более компактно исследовать краевые задачи,
учитывая все условия задачи.
В данном случае рассматриваемая задача сводится к интегральному уравнению путем обра-

щения дифференциальной части уравнения.
Известно (см. [8, с. 57]) что в области Q =

{

(x, t) | x > 0, t > 0
}

решение краевой задачи
теплопроводности

ut = a2uxx + F (x, t), u
∣
∣
t=0

= f(x), u
∣
∣
x=0

= g(x),

описывается формулой

u(x, t) =

∞∫

0

G(x, ξ, t) f(ξ) dξ +

t∫

0

H (x, t− τ) g(τ) dτ +

t∫

0

∞∫

0

G (x, ξ, t− τ)F (ξ, τ) dξdτ, (12)
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где

G(x, ξ, t) =
1

2
√
πat

{

exp

(

−(x− ξ)2

4 a t

)

− exp

(

−(x+ ξ)2

4at

)}

, H(x, t) =
1

2
√
πa t3/2

exp

(

− x2

4at

)

.

Функция Грина G (x, ξ, t− τ) удовлетворяет соотношению
∞∫

0

G (x, ξ, t− τ) dξ = erf

(
x

2
√
t− τ

)

. (13)

3. Дробно-нагруженная краевая задача теплопроводности.

3.1. Некоторые предположения. Следуя [11], везде ниже будем считать, что правая часть f(x, t)
уравнения обращается в нуль при t < 0 и

f(x, t) ∈ L∞(A) ∩ C(B), (14)

где A =
{

(x, t) | x > 0, t ∈ [0, T ]
}

, B =
{

(x, t) | x > 0, t � 0
}

, T = const > 0. Тогда, учитывая
свойство (13) для функции G(x, ξ, t), можно показать, что

f1(x, t) =

t∫

0

∞∫

0

G (x, ξ, t− τ) f (ξ, τ) dξdτ ∈ L∞(A) ∩ C(B), (15)

причем
lim

t→0+0
f1(x, t) = 0. (16)

Тогда решение u(x, t) ∈ L∞(A) ∩ C(B) краевой задачи

ut = a2uxx + f(x, t), ub
∣
∣
t=0

= 0, u
∣
∣
x=0

= 0,

существует, единственно и, согласно (12), имеет вид:

u(x, t) =

t∫

0

∞∫

0

G (x, ξ, t− τ) f (ξ, τ) dξdτ.

Из определений 2 и 3 следует, что для существования производной в смысле Римана—Лиувил-
ля (2) достаточно, чтобы f(t) ∈ L1[a, b], для существования производной в смысле Капуто (4)
достаточно, чтобы f(t) ∈ AСn[a, b], причем имеет место формула их связи (6). В исследуемой
задаче нагруженное слагаемое представлено в виде дробной производной порядка β, 0 < β < 1,
по пространственной переменной x. Поэтому для простоты будем считать, что

u(x, t) ∈ AС (x � 0) , (17)

так как n = 1 и по условию краевой задачи u
∣
∣
x=0

= 0. Также будем предполагать, что

f1(x, t) =

t∫

0

∞∫

0

G (x, ξ, t− τ) f (ξ, τ) dξdτ ∈ AС (x � 0) . (18)

3.2. Постановка задачи. В области Q =
{

(x, t) : x > 0, t > 0
}

рассмотрим граничную за-
дачу для уравнения теплопроводности с нагруженным слагаемым в виде дробной производной
Капуто (4) порядка β, 0 < β < 1:

ut − uxx + λ∂β0xu(x, t)
∣
∣
x=γ(t)

= f(x, t), (19)

u (x, 0) = 0, u (0, t) = 0, (20)

где λ—комплексный параметр, γ(t)—непрерывная возрастающая функция, γ(0) = 0, правая
часть f(x, t) уравнения обращается в нуль при t < 0 и принадлежит классу (14). Решение u(x, t)
принадлежит классу (17) в силу предположений выше.
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3.3. Сведение задачи к интегральному уравнению. Введем обозначение

μ(t) = ∂β0xu(x, t)
∣
∣
x=γ(t)

=
1

Γ (1− β)

x∫

0

uξ (ξ, t)

(x− ξ)β
dξ

∣
∣
∣
∣
∣
x=γ(t)

. (21)

Обратим дифференциальную часть задачи (19)–(20) по формуле (12):

u(x, t) = −λ
t∫

0

+∞∫

0

G(x, ξ, t− τ)μ(τ)dξdτ +

t∫

0

+∞∫

0

G(x, ξ, t− τ)f(ξ, τ)dξdτ. (22)

Учитывая соотношение (13) и вводя обозначение (15), перепишем представление (22) в виде

u(x, t) = −λ
x∫

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)

μ(τ)dξdτ + f1(x, t). (23)

Следуя процедуре из [22], от (23) придем к представлению

u(x, t) = −λ
t∫

0

K

(
x

2
√
t− τ

)

μ (τ) dτ + f1(x, t), (24)

где

K

(
x

2
√
t− τ

)

= 1− φ

(

−1

2
, 1;− x√

t− τ

)

, (25)

φ(a, b; z)—функция Райта (7).
К (24) применим операцию дробного дифференцирования (4) порядка β, 0 < β < 1, в смысле

Капуто, что является правомерным в силу предположений (17) и (18). Затем подставим x = γ(t).
Слева получим функцию μ(t) в силу обозначения (21). Учитывая связь с производной в смысле
Римана—Лиувилля по формуле (6), имеем

∂β0x

(

K

(
x√
t− τ

))

= rD
β
0x

(

K

(
x√
t− τ

)

−K(0)

)

.

В силу (25) имеем K(0) = 0. Тогда

∂β0x

(

K

(
x√
t− τ

))

= RLD
β
0x

(

K

(
x√
t− τ

))

= rD
β
0x

(

1− Φ

(

−1

2
, 1;− x√

t− τ

))

=

= x−β

(
1

Γ(1− β)
− e1−β,1

1,1/2

( −x√
t− τ

))

=
x1−β

√
t− τ

e
2−β,1/2
1,1/2

( −x√
t− τ

)

.

При вычислении последовательно использовали формулу дифференцирования функции типа
Райта (11) и формулу автотрансформации (9). Получили интегральное уравнение:

μ(t) + λ

t∫

0

Kβ(t, τ)μ(τ)dτ = f2(t), (26)

где

f2(t) = ∂β0x(f1(x, t))
∣
∣
∣
x=γ(t)

, (27)

Kβ(t, τ) =
(γ(t))1−β

√
t− τ

e
2−β,1/2
1,1/2

(

− γ(t)√
t− τ

)

. (28)

Лемма 1. Краевая задача (19)–(20) сводится к интегральному уравнению Вольтерра (26) с
правой частью и ядром, определяемыми формулами (27) и (28) соответственно.
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3.4. Оценка ядра интегрального уравнения. Пусть γ(t) ∼ tω при t→ 0, ω > 0. Тогда
(a) |z| = tω/

√
t− τ → +∞ при t→ 0 и ω < 1/2, так как 0 < τ < t⇒ t− τ → 0;

(b) |z| = tω/
√
t− τ → 0 + 0 при t→ 0 и ω > 1/2.

Рассмотрим поведение ядра (28) в этих случаях.
(a) Пусть 0 < ω < 1/2, γ(t) ∼ tω при t → 0 и 0 < β < 1. Тогда |z| = γ(t)/

√
t− τ → +∞ при

t → 0. Поскольку
√
t− τ = −γ(t)/z, то из (28) имеем

Kβ(t, τ)
∣
∣
τ=t−(γ(t)/z)2

= −(γ(t))−βze
2−β,1/2
1,1/2 (z). (29)

Известно (см. [9]), что

lim
|z|→∞

(

−zeν,δa,b(z)
)

=
1

Γ(ν − a)Γ(δ + b)
.

Тогда при ν = 2− β, δ = 1/2, a = 1, b = 1/2 из (29) имеем

lim
|z|→+∞

Kβ(t, τ)
∣
∣
τ=t−(γ(t)/z)2

= lim
t→0

1

Γ(1− β)tβω
.

Итак, доказано следующее утверждение.

Лемма 2. Пусть γ(t) ∼ tω при t→ 0 и 0 < ω < 1/2, 0 < β < 1. Тогда ядро (28) интегрального
уравнения (26) является неограниченной функцией при t→ 0 и 0 < τ < t.

(b) Пусть ω > 1/2, γ(t) ∼ tω при t→ 0 и 0 < β < 1. Тогда |z| = γ(t)/
√
t− τ → 0 при t → 0,

Kβ(t, τ)
∣
∣
τ=t−(γ(t)/z)2

= −(γ(t))−βze
2−β,1/2
1,1/2 (z).

Используя формулу автотрансформации (9), получим

Kβ(t, τ)
∣
∣
τ=t−(γ(t)/z)2

= −(γ(t))−β

(

e1−β,1
1,1/2 (z)− 1

Γ(1− β)

)

.

Полагая γ(t) ∼ tω при t→ 0, имеем неопределенность при ω > 1/2 и 0 < β < 1:

lim
t→0
z→0

Kβ(t, τ)
∣
∣
τ=t−(tω/z)2

=

(
0

0

)

,

так как по определению eν,δa,b(0) = 1/(Γ(ν)Γ(δ)). Применив правило Лопиталя, получим:

lim
t→0
z→0

Kβ(t, τ)
∣
∣
τ=t−(tω/z)2

= lim
t→0
z→0

−
e
−β,1/2
1,1/2 (z)

βωtβω−1
= − lim

t→0

1

βωΓ(−β)Γ (1/2) tβω−1
.

Тогда для ограниченности функции Kβ(t, τ) необходимо выполнение условия βω − 1 � 0. Итак,
доказано следующее утверждение.

Лемма 3. Пусть γ(t) ∼ tω при t → 0, ω > 1/2, 0 < β < 1. Тогда ядро (28) интегрального
уравнения (26) является ограниченной функцией при выполнении условия βω − 1 � 0.

(c) Пусть ω = 1/2. Тогда |z| = √
t/
√
t− τ → 1 при t→ 0. Тогда функция Райта как ряд сходится

абсолютно. Поэтому в случае ω = 1/2 при t→ 0 функция типа Райта в ядре (28) ограничена, но
само ядро будет неограничено, так как при 0 < β < 1 имеем 0 < (1 − β)/2 < 1/2. Поэтому при
0 < τ < t

lim
t→0

t(1−β)/2

√
t− τ

= +∞.

Итак, справедлива следующая лемма.

Лемма 4. Пусть γ(t) ∼ tω при t → 0, ω = 12, 0 < β < 1. Тогда ядро (28) интегрального
уравнения (26) является неограниченной функцией при t→ 0 и 0 < τ < t.
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4. Основные результаты. В силу оценки (10) для функции типа Райта при

x = γ(t), y = t− τ, ν = 2− β, δ =
1

2
, a = 1, b =

1

2
имеем

|Kβ(t, τ)| � C(γ(t))1−β−θ(t− τ)(θ−1)/2, θ ∈ [0; 1].

Пусть μ(t), f2(t) ∈ C[0, T ] в уравнении (26), где T —положительная константа. Тогда
∣
∣
∣
∣
∣
∣

t∫

0

Kβ(t, τ)μ(τ)dτ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

� ‖μ(t)‖C[0,T ]

t∫

0

|Kβ(t, τ)|dτ � C‖μ(t)‖C[0,T ]t
ω(1−β−θ)

t∫

0

(t− τ)(θ−1)/2dτ =

= C‖μ(t)‖C[0,T ]t
ω(1−β−θ) 2

θ + 1
t(θ+1)/2 = C1t

ω(1−β−θ)+(θ+1)/2‖μ(t)‖C[0,T ]

при θ ∈ [0; 1] и t ∈ [0, T ]. Итак,
∣
∣
∣
∣
∣
∣

t∫

0

Kβ(t, τ)μ(τ)dτ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

� C1‖μ(t)‖C[0,T ]t
r,

где

r = ω(1− β − θ) +
θ + 1

2
, θ ∈ [0; 1], ω � 0, 0 < β < 1.

Для ограниченности интегрального оператора в уравнении (26) потребуем выполнение условия
r � 0. Имеем

r(ω;β; θ) = ω(1− β) +
1

2
+ θ

(
1

2
− ω

)

.

I. Рассмотрим 0 � ω � 1/2. Тогда при 0 � θ � 1 получим
1

2
� ω(1− β) +

1

2
� r(ω;β; θ) � 1− ωβ,

т.е. r � 1/2 > 0 при 0 � ω � 1/2 и 0 < β < 1.
II. Пусть ω > 1/2. Тогда при 0 � θ � 1 имеем

1− ωβ � r(ω;β; θ) � ω(1− β) +
1

2
.

Тогда при 1−ωβ � 0, ω > 1/2 получим ограниченность интегрального оператора. Таким образом,
доказана следующая теорема.

Теорема 1. Интегральное уравнение (26) с ядром (28), 0 < β < 1, при γ(t) ∼ tω, t → 0,
однозначно разрешимо в классе функций C[0, T ] для любой правой части f2(t) ∈ C[0, T ], если
ω � 1/β.

Далее, решение задачи (19)–(20) имеет вид

u(x, t) = −λ
t∫

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)

μ (τ) dτ +

t∫

0

∞∫

0

G (x, ξ, t− τ) f (ξ, τ) dξdτ, (30)

где f(x, t) принадлежит классу (14), и решение интегрального уравнения (26) μ(t)—непрерыв-
ная и ограниченная функция в условиях теоремы 1. Учитывая неотрицательность функций

G (x, ξ, t− τ) и erf

(
x

2
√
t− τ

)

, принимая во внимание равенство (его можно получить после введе-

ния замены ξ =
x

2
√
t− τ

интегрированием по частям и применением [1, с. 351, формула 3.461(5)])

t∫

0

erf

(
x

2
√
t− τ

)

dτ = t erf

(
x

2
√
t

)

+
x
√
t√
π

exp

(

−x
2

4t

)

− x2

2
erfc

(
x

2
√
t

)

,
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непосредственно из (30) получаем следующую оценку:

|u(x, t)| � C(λ)x
√
t, (31)

где C(λ) = C1|λ|+ C2.
Для производных решения u(x, t) (см. (30)) справедливо включение

ut − uxx = −λμ(t) + f(x, t) ∈ L∞(A) ∩ C(B), T = const > 0, (32)

где A =
{

(x, t) | x > 0, t ∈ [0, T ]
}

, B =
{

(x, t) | x > 0, t � 0
}

, T = const > 0 (следует из
уравнения (19) и обозначения (21)).
Итак, функция (30) удовлетворяет уравнению (19) в смысле соотношения (32). Очевидно, что

решение (30) удовлетворяет начальному и граничному условиям (20). Таким образом, функ-
ция (30) согласно (31) и (32) удовлетворяет граничной задаче (19) – (20) и принадлежит классу

U =

{

u

∣
∣
∣
∣
∣
(x

√
t)−1u ∈ L∞(A) ∩ C(B); ut − uxx ∈ L∞(A) ∩ C(B);

1

Γ (1− β)

x∫

0

uξ (ξ, t)

(x− ξ)β
dξ

∣
∣
∣
∣
∣
x=γ(t)

∈ C([0;T ]), T = const > 0, 0 < β < 1

}

, (33)

где A =
{

(x, t) | x > 0, t ∈ [0, T ]
}

, B =
{

(x, t) | x > 0, t � 0
}

, T = const > 0.

Теорема 2. Пусть для функции f(x, t) выполняются условия (14) и (18), функция μ(t) ∈
C([0;T ])— решение интегрального уравнения (26) при правой части f2(t) ∈ C([0;T ]), определя-
емой формулой (27). Тогда граничная задача (19)–(20) с законом движения нагрузки γ(t) ∼ tω

(в окрестности точки t = 0) имеет единственное решение (30) в классе (33), если 0 < ω � 1/β
при 0 < β < 1.

5. Заключение. В условиях теоремы 1 ядро (28) интегрального уравнения (26) обладает сла-
бой особенностью. Следовательно, можно применить метод последовательных приближений для
нахождения единственного решения уравнения (26). Тогда соответствующие краевые задачи кор-
ректны в естественных классах функций, т.е. нагруженное слагаемое поставленной граничной
задачи является слабым возмущением дифференциального уравнения.
В остальных случаях значений параметров β и ω интегральное уравнение (26) не решает-

ся методом последовательных приближений. Можно показать, что соответствующее однородное
уравнение при некоторых значениях параметра λ будет иметь ненулевые решения, т.е. возникает
спектр задачи. Если нарушена единственность решения первой краевой задачи, то в этом случае
нагрузку можно интерпретировать как сильное возмущение. Итак, существование и единствен-
ность решений интегрального уравнения зависит от порядка дробной производной в нагруженном
слагаемом уравнения в поставленной граничной задаче.
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Аннотация. Исследована разрешимость периодической задачи для системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, в которой выделена главная нелинейная часть, являющаяся квази-
однородным отображением. Доказано, что если невозмущенная система уравнений с квазиод-
нородной нелинейностью не имеет ненулевых ограниченных решений, то периодическая задача
допускает априорную оценку. Полученные результаты представляют интерес с точки зрения при-
менения и развития методов нелинейного анализа в теории дифференциальных и интегральных
уравнений.

Ключевые слова: периодическая задача, квазиоднородная нелинейность, априорная оценка,
векторное поле, вращение векторного поля, гомотопные векторные поля.
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Abstract. In this paper, we examine the solvability of a periodic problem for a system of ordinary
differential equations whose principal nonlinear part is a quasi-homogeneous mapping. We prove that if
an unperturbed system with quasi-homogeneous nonlinearity has no nonzero bounded solutions, then
the periodic problem admits an a priori estimate. The results obtained are of interest from the point of
view of the application and development of methods of nonlinear analysis in the theory of differential
and integral equations.
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1. Введение. Статья посвящена исследованию периодической задачи вида

x′(t) = P (x(t)) + f(t, x(t)), x(t) ∈ R
n, t ∈ (0, ω), (1)

x(0) = x(ω). (2)

Здесь n � 2, ω > 0, P = (P1, . . . , Pn) : Rn → R
n —непрерывное отображение, удовлетворяющее

условию квазиоднородности

Pi(λ
α1y1, . . . , λ

αnyn) ≡ λαi+νPi(y1, . . . , yn) ∀λ > 0, i = 1, n, (3)
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где числа αi > 0, i = 1, n, и ν > 0 фиксированы. Отображение f = (f1, . . . , fn) : R1+n → R
n

непрерывно, ω-периодично по t и удовлетворяет условию

lim
ρ→+∞ ρ−(αi+ν) max

0�t�ω,
|y|�1

∣
∣fi(t, ρ

α1y1, . . . , ρ
αnyn)

∣
∣ = 0, i = 1, n. (4)

Множество таких отображений f обозначим через Rn,ω(α, ν), где α = (α1, . . . , αn). Отображение
P называем главной квазиоднородной нелинейностью, а f называем возмущением.

Решением периодической задачи (1), (2) называем вектор-функцию x ∈ C1([0, ω];Rn), которая
удовлетворяет системе уравнений (1) и условию периодичности (2). Такое решение ω-периодично
и гладко продолжимо на R

1 = (−∞,+∞).
Разрешимость задачи (1), (2) исследована в следующей постановке: каким условиям долж-

но удовлетворять отображение P , чтобы при любом f ∈ Rn,ω(α, ν) существовало хотя бы одно
решение задачи (1), (2).

В [5, 6] задача (1), (2) исследована в случае положительно однородного отображения P , т.е.
αi = 1, i = 1, n, с использованием методов априорной оценки и методов вычисления враще-
ния векторных полей. Суть метода априорной оценки состоит в доказательстве ограниченности
множества решений задачи (1), (2) по норме пространства C([0, ω];Rn) при предположении, что
невозмущенная система уравнений

z′(t) = P (z(t)), z(t) ∈ R
n, (5)

не имеет ненулевых ограниченных решений. В этом случае вполне непрерывное векторное поле

Φ(x) ≡ x(t)− x(ω)−
t∫

0

(

P (x(s)) + f(s, x(s))
)

ds, x ∈ C([0, ω];Rn), (6)

не обращается в ноль вне шара ‖x‖ < r большого радиуса r пространства C([0, ω];Rn). Поэто-
му, согласно теории векторных полей (см. [3, с. 135]), определена целочисленная характеристи-
ка γ∞(Φ)— вращение векторного поля Φ на сфере ‖x‖ = r большого радиуса r пространства
C([0, ω];Rn). Если γ∞(Φ) 	= 0, то согласно принципу ненулевого вращения (см. [3, с. 141]) имеет
место равенство Φ(x0) = 0 при некоторой вектор-функции x0 ∈ C([0, ω];Rn); этим доказывается
разрешимость периодической задачи. В [5] вычислено γ∞(Φ) = (−1)nγ(P ), где γ(P )— вращение
(степень отображения) конечномерного векторного поля P на единичной сфере |x| = 1 простран-
ства R

n. Отсюда следует достаточность условия γ(P ) 	= 0 для разрешимости периодической
задачи (1), (2) при любом возмущении f , если отображение P положительно однородно (порядка
больше 1) и невозмущенная система уравнений (5) не имеет ненулевых ограниченных решений.
В [6] с использованием теоремы Хопфа о невырожденном продолжении непрерывного конечно-
мерного векторного поля (см. [3, с. 24, теорема 5.2]) доказана необходимость условия γ(P ) 	= 0
для разрешимости периодической задачи при любом возмущении f . В настоящей работе доказан
аналогичный результат в предположении, что отображение P квазиоднородно с показателями α,
ν и f ∈ Rn,ω(α, ν).

Рассмотрение квазиоднородного отображения P позволяет не только обобщить результаты
работ [5,6], но и уточнить их следующим образом. Именно, если для положительно однородного
отображения P ни при всех возмущениях f имеет место априорная оценка решений задачи (1), (2),
то класс возмущений можно сужать так, что главная нелинейная часть системы уравнений (1)
окажется квазиоднородным отображением. Например, система двух скалярных уравнений

x′1(t) = |x1(t)|m−1x1(t) + f1(t, x1(t), x2(t)), x′2(t) = f2(t, x1(t), x2(t)),

где m > 1, ни при всех возмущениях f(t, y1, y2) = (f1(t, y1, y2), f2(t, y1, y2)), удовлетворяющих
условию

lim
|y1|+|y2|→∞

(|y1|+ |y2|)−m max
0�t�ω

|f(t, y1, y2)| = 0,
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допускает априорную оценку ω-периодических решений. Если сужать класс возмущений с допол-
нительным условием

f2(t, y1, y2) = |y2|q−1y2 + f̃2(t, y1, y2), 1 < q < m,

lim
ρ→∞ ρ−q(m−1)/(q−1) max

0�t�ω,
|y1|+|y2|�1

∣
∣f̃2(t, ρy1, ρ

(m−1)/(q−1)y2)
∣
∣ = 0,

то в результате получаем систему уравнений вида (1) с квазиоднородным отображением
P (y1, y2) = (|y1|m−1y1, |y2|q−1y2), где α = (1, (m − 1)/(q − 1)), ν = m− 1.

Кроме того, к системе уравнений вида (1) с квазиоднородной нелинейностью P приводятся
многие системы нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений с производными вы-
соких порядков. Такие системы уравнений представляют интерес при исследовании нелинейных
краевых задач для дифференциальных уравнений в частных производных с применением схемы
Фаэдо—Галеркина (см. [4, c. 118-132]).

2. Основные результаты. Сначала исследуем априорную оценку решений задачи (1), (2).
Априорной оценкой называем ограниченность множества решений задачи (1), (2) по норме про-
странства C([0, ω];Rn), т.е. либо множество решений задачи (1), (2) пусто, либо существует такое
M > 0, зависящее лишь от P , f , что для любого решения x(t) задачи (1), (2) имеет место нера-
венство

‖x‖ := max
0�t�ω

|x(t)| < M. (7)

Аналогично [5], априорная оценка решений задачи (1), (2) связана с невозмущенной системой
уравнений (5). Справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть непрерывное отображение P = (P1, . . . , Pn) : R
n → R

n удовлетворяет
условию квазиоднородности (3) и пусть невозмущенная система уравнений (5) не имеет нену-
левых ограниченных решений. Тогда при любом отображении f ∈ Rn,ω(α, ν) имеет место апри-
орная оценка решений задачи (1), (2).

Выясним, при каких условиях на P система уравнений (5) не имеет ненулевых ограниченных
решений. Применяя метод направляющей функции (см. [3, с. 87]), получаем следующее утвер-
ждение.

Лемма 1. l Cистема уравнений (5) не имеет ненулевых ограниченных решений, если непре-
рывное отображение P = (P1, . . . , Pn) : R

n → R
n квазиоднородно и выполнено условие

〈

P (y),∇V (y)
〉

> 0 ∀y ∈ R
n \ {0}, (8)

где 〈u, v〉 = u1v1 + . . . + unvn — скалярное произведение в R
n, ∇V (y) = (∂V/∂y1, . . . , ∂V/∂yn)—

градиент функции V ∈ C1(Rn;R1).

Условие (8) является лишь достаточным для отсутствия ненулевых ограниченных решений у
системы уравнений (5). При n = 2 можно привести необходимые и достаточные условия. Пусть
непрерывное отображение P = (P1, P2) : R

2 → R
2 квазиоднородно с показателями α = (α1, α2),

ν и пусть P (y) 	= 0 при всех y ∈ R
2 \ {0}. Тогда определена угловая функция θP (s), s ∈ [0, 2π]—

непрерывная функция, удовлетворяющая условиям

P1(cos s, sin s) = |P (cos s, sin s)| cos(θP (s)),
P2(cos s, sin s) = |P (cos s, sin s)| sin(θP (s)), s ∈ [0, 2π], θP (0) ∈ [0, 2π).

Наряду с θP (s) определим другую угловую функцию θα(s) из условий

cos(θα(s)) =
α1 cos s

Aα(s)
, sin(θα(s)) =

α2 sin s

Aα(s)
, s ∈ [0, 2π], θα(0) ∈ [0, 2π),

где Aα(s) =
(

(α1 cos s)
2 + (α2 sin s)

2)
)1/2.
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Теорема 2. Cистема уравнений (5) при n = 2 не имеет ненулевых ограниченных решений
тогда и только тогда, когда P (y) 	= 0 для всех y ∈ R

2 \ {0} и либо выполнены условия

sin(θP (s)− θα(s)) 	= 0 ∀s ∈ [0, 2π], (9)
2π∫

0

gP,α(s)ds 	= 0, (10)

где
gP,α(s) =

cos(θP (s)− s)

Aα(s) sin(θP (s)− θα(s))
,

либо выполнено условие

если θP (s0)− θα(s0) = πj0 при некоторых s0 ∈ [0, 2π) и целом j0,
то θP (s)− θα(s) < π(j0 + 1) при всех s ∈ (s0, 2π]. (11)

Теорема 2 в случае положительно однородного отображения P доказана в [1].
Разрешимость периодической задачи (1), (2) устанавливается следующей теоремой, обобщаю-

щей результат работы [6].

Теорема 3. Пусть для заданного непрерывного и квазиоднородного (с показателями α и ν)
отображения P : Rn → R

n система уравнений (5) не имеет ненулевых ограниченных решений.
Тогда для разрешимости задачи (1), (2) при любом f ∈ Rn,ω(α, ν) необходимо и достаточно,
чтобы не обращалось в ноль вращение γ(P ) векторного поля P : Rn → R

n на единичной сфере
|y| = 1.

В доказательстве теоремы 3 применяются определения и свойства вращения конечномерных и
бесконечномерных векторных полей из монографии [3]. Необходимость условия γ(P ) 	= 0 можно
доказать следующим образом: предполагая γ(P ) = 0 и используя теорему Хопфа о невырож-
денном продолжении непрерывного конечномерного векторного поля (см. [3, с. 24, теорема 5.2]),
построим отображение f ∈ Rn,ω(α, ν) при котором задача (1), (2) неразрешима. Достаточность
условия γ(P ) 	= 0 доказана на основе принципа ненулевого вращения (см. [3, с. 141]) посред-
ством установления равенства γ∞(Φ) = (−1)nγ(P ), где γ∞(Φ)— вращение вполне непрерывного
векторного поля Φ, определяемого формулой (6), на сфере ‖x‖ = r большого радиуса r простран-
ства C([0, ω];Rn). В [7] выведена формула эффективного вычисления γ(P ) для одного класса
градиентных векторных полей.

Полученные результаты представляют интерес с точки зрения применения и развития методов
нелинейного анализа в теории дифференциальных и интегральных уравнений.

Существование периодических решений для систем нелинейных обыкновенных дифференци-
альных уравнений исследовано в многочисленных работах других авторов. Можно отметить
работы [2, 8], где применяются идеи и методы, близкие к настоящей работе. Например, в [8]
получены достаточные условия, которым должна удовлетворять асимптотически устойчивая в
целом автономная система дифференциальных уравнений, заданная в R

n, чтобы при любом ω-
периодическом её возмущении она имела ω-периодическое решение.

3. Априорная оценка.
Доказательство теоремы 1. Предположим, что оценка (7) не верна. Тогда заведомо существует
неограниченная последовательность ω-периодических решений xk(t), k = 1, 2, . . ., системы урав-
нений (1). Рассмотрим вектор-функции yk(t) = (yk1(t), . . . , ykn(t)), k = 1, 2, . . ., где

yki(t) := r−αi
k xki(tk + tr−ν

k ), i = 1, . . . , n, t ∈ R
1,

rk := max
0�t�ω

|xk(t)|α = |xk(tk)|α, |u|α :=
(

(u21)
1/α1 + . . .+ (u2n)

1/αn

)1/2
.

Для вектор-функций yk(t), k = 1, 2, . . . имеем:

y′k(t) = P (yk(t)) + hk(t), |yk(t)|α � |yk(0)|α = 1, t ∈ R
1, k = 1, 2, . . . ,
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где
hki(t) ≡ r

−(αi+ν)
k fi

(

tk + tr−ν
k , rα1

k yk1(t), . . . , r
αn
k ykn(t)

)

, i = 1, . . . , n.

Отсюда, переходя к пределу вдоль некоторой подпоследовательности ykj(t), j = 1, 2, . . ., на расши-
ряющихся отрезках числовой прямой и учитывая условие (4), получаем ненулевое ограниченное
решение системы уравнений (5):

y′0(t) = P (y0(t)), |y0(t)|α � |y0(0)|α = 1, t ∈ R
1.

Полученное противоречит условию теоремы 1. �
Доказательство леммы 1. Пусть z(t)—произвольное ненулевое решение системы уравнений (5),
определенное при t ∈ (τ1, τ2). Проверим, что

z(t) 	= 0 ∀t ∈ (τ1, τ2). (12)

Для функции z(t) как решения системы уравнений (5) имеет место равенство

(|z(t)|2α
)′
=

n∑

i=1

2α−1
i

(

z2i (t)
)1/αi−1

zi(t)Pi(z(t)),

где |u|2α := (u21)
1/α1 + . . .+ (u2n)

1/αn . Отсюда, учитывая неравенства

|zi(t)| � |z(t)|αi
α , |Pi(z(t))| � |z(t)|αi+ν

α max
|u|α�1

|Pi(u)|,
выводим оценку

(|z(t)|2α
)′ � C0

(|z(t)|2α
)1+ν/2

,

где положительное число C0 зависит лишь от отображения P . Из полученной оценки вытекает,
что (12) верно.

Предположим, что ненулевое решение z(t) системы уравнений (5) определено и ограничено на
промежутке (−∞,+∞). Тогда функция ϕ(t) := V (z(t)), t ∈ (−∞,+∞) ограничена; в силу (12) и
условия (8) имеем:

ϕ′(t) = 〈∇V (z(t)), z′(t)〉 = 〈∇V (z(t)), P (z(t))〉 > 0, quadt ∈ (−∞,+∞). (13)

Следовательно, существуют конечные пределы ϕ±∞ функции ϕ(t) при t → ±∞ и ϕ−∞ < ϕ+∞.
Кроме того, вдоль некоторых последовательностей t±k → ±∞ имеем ϕ′(t±k ) → 0. В силу (8) и (13)
отсюда вытекает, что z(t±k ) → 0, k → ∞. Тогда ϕ±∞ = 0; противоречие. �
Доказательство теоремы 2. Пусть P (y) 	= 0 для всех y ∈ R

2 \ {0} и z(t) = (z1(t), z2(t)), t ∈
(τ1, τ2), — произвольное ненулевое решение системы уравнений (5) при n = 2. Произведем замену

z1(t) = rα1(t) cosψ(t), z2(t) = rα2(t) sinψ(t).

Тогда относительно r(t) и ψ(t) получаем систему уравнений
{(

α1 cos
2 ψ(t) + α2 sin

2 ψ(t)
)

r′(t) = r1+ν(t)
∣
∣P (cosψ(t), sinψ(t))

∣
∣ cos

(

θP (ψ(t))− ψ(t)
)

,
(

α1 cos
2 ψ(t) + α2 sin

2 ψ(t)
)

ψ′(t) = rν(t)
∣
∣P (cosψ(t), sinψ(t))

∣
∣Aα(ψ(t)) sin

(

θP (ψ(t)) − θα(ψ(t))
)

.

Отсюда, в частности следует, что r(t) > 0 при всех t ∈ (τ1, τ2). Произведем замену ρ(t) = r(ξ(t)),
ϕ(t) = ψ(ξ(t)), где

ξ(t) =

t∫

0

α1 cos
2 ψ(s) + α2 sin

2 ψ(s)

rν(s)|P (cosψ(s), sinψ(s))|ds.

В результате получаем систему уравнений
{

ρ′(t) = ρ(t) cos (θP (ϕ(t))− ϕ(t)) ,

ϕ′(t) = Aα(ϕ(t)) sin
(

θP (ϕ(t)) − θα(ϕ(t))
)

.
(14)

Таким образом, установлено, что система уравнений (5) при n = 2 не имеет ненулевых ограни-
ченных решений тогда и только тогда, когда таких решений не имеет система уравнений (14).
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Если выполнено условие (9), то в системе уравнений (14) функция ϕ(t) строго монотонна и для
любого целого l существует такое tl, что ϕ(tl) = ϕ(0) + 2πl. Отсюда, в силу первого уравнения
системы (14), выводим:

ρ(tl) = ρ(0) exp

⎛

⎝l

2π∫

0

gP,α(s)ds

⎞

⎠ .

Следовательно, при выполнении условия (9) система уравнений (14) не имеет ненулевых ограни-
ченных решений лишь при дополнительном условии (10).

Пусть условие (9) не выполнено. Тогда система уравнений (14) не имеет ненулевых ограничен-
ных решений лишь в том случае, когда на любом интервале (s1, s2), где

sin (θP (s)− θα(s)) 	= 0, s ∈ (s1, s2), sin (θP (sj)− θα(sj)) = 0, j = 1, 2,

выполняется одно из трех условий: либо

cos (θP (s1)− s1) cos (θP (s2)− s2) > 0,

либо

sin (θP (s)− θα(s)) > 0, s ∈ (s1, s2), cos (θP (s1)− s1) < 0, cos (θP (s2)− s2) > 0,

либо

sin (θP (s)− θα(s)) < 0, s ∈ (s1, s2), cos (θP (s1)− s1) > 0, cos (θP (s2)− s2) < 0.

Можно непосредственно проверить, что одно их этих условий выполняется, если выполнено усло-
вие (11), и обратно. Теорема 2 доказана. �

4. Доказательство теоремы 3.

Необходимость. Пусть γ(P ) = 0. Используя теорему Хопфа о невырожденном продолжении
непрерывного конечномерного векторного поля см [3, с. 24, теорема 5.2]), построим f ∈ Rn,ω(α, ν)
при котором задача (1), (2) неразрешима.

Согласно теореме Хопфа из равенства γ(P ) = 0 вытекает, что векторное поле P (y) можно
непрерывно продолжить без нулей внутри шара |y| < 1 некоторой формулой Q(y): P (y) = Q(y)
при |y| = 1 и Q(y) 	= 0 при |y| < 1. Рассмотрим систему уравнений

x′(t) = P (x(t)) + g(x(t)), x(t) ∈ R
n, (15)

где отображение g определено формулой

g(y) =

{

0, |y| � 1,

Q(y)− P (y), |y| < 1.

Очевидно, g ∈ Rn,ω(α, ν) и
P (y) + g(y) 	= 0 ∀y ∈ R

n. (16)

Лемма 2. Система уравнений (15) при некотором ω0 > 0 не имеет ω0-периодических реше-
ний.

Доказательство. Предположим, что такого ω0 > 0 не существует. Тогда существует последо-
вательность периодических решений xk(t), k = 1, 2, . . ., системы уравнений (15) с периодами
ωk = 1/k, k = 1, 2, . . .. В силу периодичности решений имеем:

1

ωk

ωk∫

0

〈

P (xk(t)) + g(xk(t)), y
〉

dt = 0 ∀y ∈ R
n, k = 1, 2, . . . , (17)

где 〈·, ·〉— скалярное произведение в R
n. Если вектор-функции xk(t), k = 1, 2, . . ., равномерно

ограничены,
sup

k=1,2,...
max
t∈R1

|xk(t)| <∞, (18)
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то они как решения системы уравнений (15) равностепенно непрерывны. Без ограничения общ-
ности можно считать, что последовательность функций xk(t) равномерно сходится к функции
x0(t) на отрезке [0, 1]. Переходя к пределу при k → ∞ в (17), получим

〈

P (x0(0)) + g(x0(0)), y
〉

= 0 ∀y ∈ R
n,

что противоречит (16). Таким образом, для завершения доказательства леммы остается показать
оценку (18).

Оценку (18) докажем аналогично теореме 1. Предположим, что неравенство (18) не верно и

rk := max
0�t�ω

|xk(t)|α = |xk(tk)|α → ∞ при k → ∞.

Рассмотрим вектор-функции zk(t) = (zk1(t), . . . , zkn(t)), k = 1, 2, . . ., где

zki(t) := r−αi
k xki(tk + tr−ν

k ), i = 1, . . . , n, t ∈ R
1.

Для вектор-функций zk(t), k = 1, 2, . . . имеем:

z′k(t) = P (zk(t)) + hk(t), |zk(t)|α � |zk(0)|α = 1, t ∈ R
1, k = 1, 2, . . . ,

где
hki(t) ≡ r

−(αi+ν)
k gi

(

rα1
k zk1(t), . . . , r

αn
k zkn(t)

)

, i = 1, . . . , n.

Переходя к пределу, получаем:

z′0(t) = P (z0(t)), |z0(t)| � |z0(0)| = 1, t ∈ R
1.

Это противоречит тому, что система уравнений (5) не имеет ненулевых ограниченных решений.
Следовательно, оценка (18) верна. Лемма 2 доказана. �

В системе уравнений (15) произведем замену zi(t) = λαi
0 xi(λ

ν
0t), i = 1, . . . , n, где λ0 = (ω0/ω)

1/ν .
Тогда получаем следующую систему уравнений:

z′(t) = P (z(t)) +
(

λα1+ν
0 g1(λ

−α1
0 z1(t)), . . . , λ

αn+ν
0 gn(λ

−αn
0 zn(t))

)

, z(t) ∈ R
n. (19)

Очевидно, всякому ω-периодическому решению системы уравнений (19) соответствует ω0-перио-
дическое решение системы уравнений (15). Поэтому в силу леммы 2 система уравнений (19) не
имеет ω-периодических решений. Таким образом, при

f(y) =
(

λα1+ν
0 g1(λ

−α1
0 y1), . . . , λ

αn+ν
0 gn(λ

−αn
0 yn)

)

задача (1), (2) неразрешима.

Достаточность. Пусть γ(P ) 	= 0 и f ∈ Rn,ω(α, ν). Покажем разрешимость задачи (1), (2), при-
меняя схему доказательства из [3, с. 331-338]. Разрешимость задачи (1), (2) равносильна суще-
ствованию нуля вполне непрерывного векторного поля

Φ(x) ≡ x(t)− x(ω)−
t∫

0

(

P (x(s)) + f(s, x(s))
)

ds,

действующего в пространстве C([0, ω];Rn). Рассмотрим семейство вполне непрерывных вектор-
ных полей

Φ̃λ(x) ≡ x(t)− x(ω)−
t∫

0

(

P (x(s)) + λf(s, x(s))
)

ds, λ ∈ [0, 1].

В силу априорной оценки (7) имеем Φ̃λ(x) 	= 0 для всех λ ∈ [0, 1] на сфере ‖x‖ = r большого ради-
уса r пространства C([0, ω];Rn). Отсюда следует, что вращения вполне непрерывных векторных
полей Φ и Φ̃0 на бесконечности определены и равны

γ∞(Φ) = γ∞(Φ̃0). (20)
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Вычислим γ∞(Φ̃0), гомотопируя векторное поле Φ̃0 к другому векторному полю посредством
следующего семейства вполне непрерывных векторных полей:

Ψλ(x) ≡ x(t)− x(ω)−
t∫

0

P (x(s))ds − λ

ω∫

t

P (x(s))ds, λ ∈ [0, 1].

Проверим, что
Ψλ(x) 	= 0 ∀x ∈ C([0, ω];Rn) \ {0}, λ ∈ [0, 1]. (21)

Предположим, что Ψλ∗(x0) = 0 при некоторых x∗ ∈ C([0, ω];Rn) \ {0}, λ∗ ∈ [0, 1]. Если λ∗ = 1,
имеем:

x∗(t) ≡ x∗(ω),
ω∫

0

P (x∗(s))ds = 0.

Эти равенства противоречат предположению x∗(t) 	≡ 0. Если λ∗ < 1, то имеем

x′∗(t) = (1− λ∗)P (x∗(t)), t ∈ (0, ω), x∗(0) = x∗(ω), x∗(t) 	≡ 0.

Тогда y∗(t) = x∗(t/(1−λ∗)) является ненулевым ограниченным решением системы уравнений (5),
приходим к противоречию. Таким образом, (21) верно.

Из (21) следует, что
γ∞(Φ̃0) = γ∞(Ψ1). (22)

Вполне непрерывное векторное поле Ψ1 представляет собой разность единичного и конечномер-
ного операторов. Поэтому, согласно определению вращения вполне непрерывного векторного по-
ля [3, c. 135], имеем:

γ∞(Ψ1) = γ∞(F1), (23)
где F1 : Rn → R

n —конечномерное векторное поле, которое получается из вполне непрерывного
векторного поля Ψ1 заменой функции x(t) вектором ξ ∈ R

n:

F1(ξ) = −ωP (ξ), ξ ∈ R
n.

Учитывая, что для векторного поля −ωP вращение на бесконечности γ∞(−ωP ) равно вращению
на единичной сфере γ(−ωP ), а также используя формулу произведения вращений (см. [3, c. 32]),
находим

γ∞(F1) = γ(−ωP ) = (−1)nγ(P ). (24)
Таким образом, из (20)–(24) выводим:

γ∞(Φ) = (−1)nγ(P ).

Отсюда, в силу условия γ(P ) 	= 0 и согласно принципу ненулевого вращения (см. [3, с. 138]),
существует решение уравнения Φ(x) = 0, которое будет решением задачи (1), (2).
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1. Введение. Динамические системы с наличием запаздывания (или последействия) исполь-
зуются для описания поведения широкого круга объектов и явлений в технике, природе и об-
ществе. Одним из основных математических инструментов описания поведения таких объектов
и явлений являются системы дифференциальных уравнений, которые в зависимости от типов
уравнений, форм последействия и наличия возмущений могут быть линейными или нелиней-
ными, детерминированными или стохастическими, обыкновенными или в частных производных,
дифференциальными (сосредоточенные запаздывания) или интегро-дифференциальными (рас-
пределенные запаздывания) уравнениями, в том числе нейтрального типа, или смешанными.
Можно заметить, что в последние десятилетия интерес к изучению поведения и созданию удоб-

ных инструментов количественного анализа таких систем неуклонно растет. Современный этап
развития теории дифференциальных уравнений с запаздыванием — учет влияния случайных воз-
мущений, а как следствие, более широкое обращение к соответствующим моделям (см. [9,14,15]).
К их числу относится семейство стохастических обыкновенных (интегро-)дифференциальных
уравнений (СОИДУ, СОДУ) с конечными сосредоточенными и распределенными запаздывания-
ми и случайными возмущениями.
Методы приближенного решения детерминированных аналогов систем уравнений рассматри-

ваемого типа включают:
θ-метод (см. [12]) для модели

dx

dt
= λx(t) + μx(t− τ) +

t∫

t−τ

x(s) ds;

метод спектральных элементов [13] для

dx

dt
= f

(

t, x(t),

τ∫

0

K(t, s)x(t− s) ds
)

;

метод Рунге—Кутты [18] для системы уравнений

x′1(t) = x1(t)
[

ε1 − γ1 x2(t)−
t∫

t−τ

F1(t− s)x2(s) ds
]

,

x′2(t) = x2(t)
[

− ε2 + γ1 x1(t) +

t∫

t−τ

F2(t− s)x1(s) ds
]

;

метод Рунге—Кутты—Пуазе (см. [19]) для уравнения

d

dt

[

x(t)−
t∫

t−τ

g
(

t, s, x(s)
)

ds
]

= f
(

t, x(t), x(t − τ)
)

;

метод коллокаций со сплайнами [8] для модели

dx

dt
= f

(

t, x(t), x(t− τ),

t∫

t−τ

g(t, s x(s)) ds
)

и др.
Для анализа систем уравнений рассматриваемого типа применяются стохастические аналоги пе-
речисленных методов, а также методы Эйлера—Маруямы [11], θ-Маруямы [5], Мильштейна [4],
полунеявный метод Эйлера [7] и др., причем, как правило, эти схемы предназначены для расчета
отдельных приближенных траекторий соответствующих случайных процессов.
Целью представленного в данной работе метода является вычисление статистических харак-

теристик решений линейных СОИДУ. Для построения необходимых для этого обыкновенных
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дифференциальных уравнений (ОДУ) без запаздывания, как и в ряде наших предыдущих ра-
бот [2, 16, 17], используется схема, сочетающая расширение пространства состояний и идеологию
классического метода шагов. При этом для получения искамых характеристик в модификацию
схемы определения последовательности пространств состояний увеличивающейся размерности и
соответствующих векторов состояния, кроме распространения на новый класс моделей, включена
процедура построения объединенной системы ОДУ без запаздывания для компонент последова-
тельности векторов функций математического ожидания mX(t), матриц функций ковариации
KXX(t) и матриц ковариационных функций CXX(t, s) расширенных векторов состояния.

2. Постановка задачи. Рассмотрим линейную систему СОИДУ с конечными сосредоточен-
ными и распределенными запаздываниями и случайными возмущениями следующего вида:

dX(t) =

⎡

⎣A(t)X(t) +R(t)X(t− τ) +

t∫

t−τ

Q(θ)X(θ) dθ + c(t)

⎤

⎦ dt+H(t) dW (t), (1)

t1 < t � T <∞,

где t— время; 0 < τ < ∞—постоянное запаздывание; X = {X1,X2, . . . ,Xn}ᵀ ∈ R
n — вектор

состояния; W = {W1,W2, . . . ,Wm}ᵀ ∈ R
m— вектор независимых случайных стандартных вине-

ровских процессов; n,m ∈ N; ᵀ— символ транспонирования векторов и матриц.
Предположим, что на полуинтервале (t0, t1] случайный вектор состояния X(t) удовлетворяет

системе стохастических обыкновенных дифференциальных уравнений (СОДУ) Ито без запазды-
вания:

dX(t) =
[A0(t)X(t) + c0(t)

]

dt+H0(t) dW (t), X(t0) = X0, (2)

причем в системах уравнений (1) и (2) A(t), R(t), Q(t), H(t), A0(t), H0(t) и c(t), c0(t)—извест-
ные непрерывные матричные и векторные функции. Кроме того, предположим, что известны все
необходимые числовые характеристики случайного вектора X0. В частности, пусть в начальный
момент времени t0 для вектора X(t) заданы вектор математических ожиданий m0

X и матрица
ковариаций K0

XX .
Уравнения в форме (1) применяются при анализе динамики управляемых объектов (см. [1,6]),

плюрипотентных гемопоэтических стволовых клеток (см. [3]), рекламной деятельности (см. [10])
и др.
Основная задача состоит в построении системы ОДУ без запаздывания для компонент матрицы

ковариационных функций CXX(t, s) стохастического вектора состояния X(t) при любом t > t0.
Отметим, что входящие в системы (1) и (2) шумы аддитивные, а следовательно, СОДУ Ито и

Стратоновича имеют одну и ту же форму.

3. Построение расширенной системы СОДУ без запаздывания. Прежде, чем предста-
вить детали схемы, для компактности изложения перепишем уравнения (1) и (2) в менее строгой,
но более удобной следующей форме:

Ẋ(t) = A(t)X(t) +R(t)X(t− τ) +

t∫

t−τ

Q(θ)X(θ) dθ + c(t) +H(t)V (t), t > t1, (3)

Ẋ(t) = A0(t)X(t) + c0(t) +H0(t)V (t), t ∈ (t0, t1], X(t0) = X0, (4)

где V = {V1, V2, . . . , Vm}ᵀ ∈ R
m— вектор независимых стандартных белых шумов: E [Vk(t)] = 0,

E [Vk(t)V�(s)] = 2π δk� δ(t − s); E [·]— оператор математического ожидания; δk� — символ Кроне-
кера; δ(·)—дельта-функция Дирака.
Введем равномерную временну́ю сетку tq = t0+q ·τ , q = 0, 1, 2,. . . , N , N +1 (tN+1 � T ); новую

временну́ю переменную s ∈ [0, τ ]. Введем также следующие обозначения:

sq = s+ tq, Δq = (tq, tq+1], Xq(s) = X(sq), Xq(0) = Xq−1(τ),
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V q(s) = V (sq), V q(0) = V q−1(τ), U q(s) =

s∫

0

Q(θq)Xq(θ) dθ,

θq = θ + tq, Υ q(s) ≡ Υ q = U q−1(τ), q > 0, Y (s) ≡ Y = X0,

A0(s0) = A0(s+ t0), H0(s0) = H0(s+ t0), c0(s0) = c0(s+ t0),

A(sq) = A(s+ tq), R(sq) = R(s+ tq), Q(sq) = Q(s+ tq),

H(sq) = H(s+ tq), c(sq) = c(s+ tq),

col
(

b1, b2, . . . , bk
)

=
(

b11, . . . , b1n, b21, . . . , b2n, . . . , bk1, . . . , bkn
)ᵀ
,

где b� ∈ R
n, 	 = 1, 2,. . . , k, а равенства случайных векторов почти наверное на границах отрезков

Δq следуют из стохастической непрерывности рассматриваемых случайных процессов.
Рассмотрим последовательность полуинтервалов (сегментов) Δq.

0◦. На сегменте Δ0 систему СОДУ для векторного случайного процесса Z+
0 (s) ≡ Z0(s) =

col
(

Y (s),X0(s), U0(s)
)

и начальные условия представим так:

Ẏ (s) = On, Y (0) = X0,

Ẋ0(s) = A0(s0)X0(s) + c0(s0) +H0(s0)V 0(s), X0(0) = X0,

U̇0(s) = Q(s0)X0(s), U 0(0) = On,

где On —нулевой вектор размерности n.

1◦. Построим расширенный вектор Z+
1 (s) = col

(

Z0(s),Z1(s)
)

, где Z1(s) = col
(

Υ 1(s),X1(s),
U 1(s)

)

. Этот вектор, определенный на полуинтервалах Δ0 и Δ1, будет удовлетворять системе
СОДУ (5), к которой добавлены уравнения

Υ̇ 1(s) = On, Υ 1(0) = U0(τ),

Ẋ1(s) = A(s1)X1(s) +R(s1)X0(s) + Υ 1(s)−U 0(s)+

+U1(s) + c(s1) +H(s1)V 1(s), X1(0) = X0(τ),

U̇1(s) = Q(s1)X1(s), U1(0) = On.

(5)

В этих уравнениях учтено, что для t ∈ (t1, t2]

t∫

t−τ

Q(θ)X(θ) dθ =

t1∫

t−τ

Q(θ)X(θ) dθ +

t∫

t1

Q(θ)X(θ) dθ =

=

t1∫

t0

Q(θ)X(θ) dθ −
t−τ∫

t0

Q(θ)X(θ) dθ +

t∫

t1

Q(θ)X(θ) dθ =

= U0(τ)−
s∫

0

Q(θ0)X0(θ) dθ +

s∫

0

Q(θ1)X1(θ) dθ = Υ 1(s)−U0(s) +U1(s).

N◦. Продолжая подобным образом, заключаем, что вектор Z+
N (s) = col

(

Z0(s),Z1(s), . . . ,ZN (s)
)

,
включающий вектор ZN (s) = col

(

ΥN (s),XN (s),UN (s)
)

и представляющий поведение вектора
состояния X(t) на сегментах Δ0, Δ1,. . . , ΔN , будет единственным решением системы СОДУ, ко-
торую можно получить добавлением к уравнениям для вектора Z+

N−1(s) уравнений следующего
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вида:

Υ̇N (s) = On, ΥN (0) = UN−1(τ),

ẊN (s) = A(sN )XN (s) +R(sN )XN−1(s) + ΥN (s)−
−UN−1(s) +UN (s) + c(sN ) +H(sN )V N (s), XN (0) = XN−1(τ),

U̇N (s) = Q(sN )XN (s), UN (0) = On.

(6)

В результате первого этапа получена искомая цепочка систем линейных СОДУ (5)–(6) для рас-
ширенных векторов состояния Z+

0 , Z
+
1 ,. . . , Z

+
N увеличивающейся размерности и подобной струк-

туры без запаздывания, которая используется на следующем этапе для построения моментных
уравнений.

4. Построение систем ОДУ для функций математического ожидания и ковариации.
Воспользуемся построенной последовательностью для получения ОДУ для первых моментов век-
торов Z+

0 , Z
+
1 ,. . . , Z

+
N . Рассмотрим k-й шаг (0 � k � N) и введем расширенные матрицы A+

k (s),
H+

k (s) и векторы c+k (s), которые имеют блочную структуру и формируются следующим образом
(	 = 1, 2,. . . , k):

A0(s) =

⎡

⎣

On×n On×n On×n

On×n A0(s0) On×n

On×n Q(s0) On×n

⎤

⎦; A�(s) =

⎡

⎣

On×n On×n On×n

In A(s�) In

On×n Q(s�) On×n

⎤

⎦; c0(s) =

⎡

⎣

On

c0(s0)
On

⎤

⎦;

c�(s) =

⎡

⎣

On

c(s�)
On

⎤

⎦; H0(s) =

⎡

⎣

On×m

H0(s0)
On×m

⎤

⎦; H�(s) =

⎡

⎣

On×m

H(s�)
On×m

⎤

⎦; B�(s) =

⎡

⎣

On×n On×n On×n

On×n R(s�) −In

On×n On×n On×n

⎤

⎦;

A+
0 (s) = A0(s); A+

1 (s) =

[A0(s) O3n×3n

B1(s) A1(s)

]

; A+
� (s) =

[A+
�−1(s) O3n�×3n

B+
� (s) A�(s)

]

; c+0 (s) = c0(s);

c+1 (s) =

[

c0(s)
c1(s)

]

; c+� (s) =

[

c+�−1(s)
c�(s

]

; B+
1 (s) = B1(s); B+

� (s) =
[O3n×3n(�−1) B�(s)

]

;

H+
0 (s) = H0(s); H+

1 (s) =

[H0(s) O3n×m

O3n×m H1(s)

]

; . . . H+
� (s) =

[H+
�−1(s) O3n�×m

O3n×m� H�(s)

]

;

V +
0 (s) = V 0(s); V +

1 (s) =

[

V 0(s)
V 1(s)

]

; . . . V +
� (s)

[
V +

�−1(s)

V �(s)

]

,

где On×m—нулевая n×m-матрица, In — единичная матрица n-го порядка. Тогда система СОДУ
для вектора Zk будет иметь вид:

Ż
+
k (s) = A+

k (s)Z
+
k (s) + c+k (s) +H+

k (s)V
+
k (s), Z+

k (0) = Z+0
k . (7)

Несложно увидеть, что вследствие линейности уравнений (7) для любого Z+
k , k = 0, 1,. . . , N ,

структуры ОДУ для последовательности векторов функций математического ожидания mZ+
k
(s)

и матриц функций ковариации KZ+
k Z+

k
(s) будут иметь вид:

ṁZ+
k
(s) = A+

k (s)mZ+
k
(s) + c+k (s), (8)

K̇Z+
k Z+

k
(s) = A+

k (s)KZ+
k Z+

k
(s) +

[

A+
k (s)KZ+

k Z+
k
(s)
]ᵀ

+ 2πH+
k (s)H+ᵀ

k (s), (9)

где
mZ+

k
(s) = E

[

Z+
k (s)

]

, KZ+
k Z+

k
(s) = E

[

{Z+
k (s)−mZ+

k
(s)}{Z+

k (s)−mZ+
k
(s)}ᵀ

]

.

Теперь определим вид начальных условий для построенных ОДУ:

mZ0(0) =

⎡

⎣

m0
X

m0
X

On

⎤

⎦, mZ1(0) =

⎡

⎣

mU0(τ)
mX0(τ)

On

⎤

⎦, . . . mZk
(0) =

⎡

⎣

mUk−1
(τ)

mXk−1
(τ)

On

⎤

⎦;
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KZ0Z0(0) =

⎡

⎣

K0
XX K0

XX On×n

K0
XX K0

XX On×n

On×n On×n On×n

⎤

⎦; KZ0Z1(0) = Kᵀ
Z1Z0

(0) =

⎡

⎣

KY U0(τ) KY X0(τ) On×n

KY U0(τ) KY X0(τ) On×n

On×n On×n On×n

⎤

⎦;

KZ1Z1(0) =

⎡

⎣

KU0U0(τ) KU0X0(τ) On×n

KX0U0(τ) KX0X0(τ) On×n

On×n On×n On×n

⎤

⎦;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

KZ0Zk
(0) = Kᵀ

ZkZ0
(0) =

⎡

⎣

KY Uk−1
(τ) KY Xk−1

(τ) On×n

KY Uk−1
(τ) KY Xk−1

(τ) On×n

On×n On×n On×n

⎤

⎦;

KZ�Zk
(0) = Kᵀ

ZkZ�
(0) =

⎡

⎣

KU�−1Uk−1
(τ) KU�−1Xk−1

(τ) On×n

KX�−1Uk−1
(τ) KX�−1Xk−1

(τ) On×n

On×n On×n On×n

⎤

⎦, 1 � 	 � k − 1;

KZkZk
(0) =

⎡

⎣

KUk−1Uk−1
(τ) KUk−1Xk−1

(τ) On×n

KXk−1Uk−1
(τ) KXk−1Xk−1

(τ) On×n

On×n On×n On×n

⎤

⎦.

Вследствие того, что вектор функций математического ожидания mX(t) и матрицу функций
ковариации KXX(t) на промежутке t0 � t � tN+1 можно собрать из соответствующих блоков
векторной функции mZN

(s) и матричной функции KZNZN
(s), достаточно вычислить последние,

а затем выбрать из них необходимые элементы.

5. Формирование систем ОДУ для ковариационных функций. Обратимся к главной
цели исследования — построению системы ОДУ для расчета компонент матрицы ковариационных
функций

CXX(t̄, s̄) = E
[{

X(t̄)−m(t̄)
}{

X(s̄)−m(s̄)
}ᵀ]

случайного вектора состояния X(·) (t0 � s̄ � t̄ � T ). В процессе этого построения будут исполь-
зоваться те же системы СОДУ (5)–(6), (7)–(9).

0-0◦. Рассмотрим нижнюю правую часть области D00 (рис. 1): t0 � s̄ � t̄ � t1 (t̄ = t + t0,
s̄ = s + t0, 0 � s � t � τ). В этой части X(t̄)—подвектор вектора Z0(t̄), а следовательно,
с учетом уравнений (7), (8) будем иметь:

∂CZ0Z0(t, s)

∂t
≡ ∂E

[{

Z0(t)−mZ0(t)
}{

Z0(s)−mZ0(s)
}ᵀ]

∂t
=

= E

[

∂
{

Z0(t)−mZ0(t)
}

∂t

{

Z0(s)−mZ0(s)
}ᵀ
]

=

= E
[{A0(t)

[

Z0(t)−mZ0(t)
]

+H0(t)V 0(t)
} {

Z0(s)−mZ0(s)
}ᵀ]

,

или
∂CZ0Z0(t, s)

∂t
= A0(t)CZ0Z0(t, s), s < t, (10)

с начальными условиями CZ0Z0(s, s) = KZ0Z0(s).

1-0◦. Теперь рассмотрим область D10 (рис. 1): t1 < t̄ � t2, t0 � s̄ � t1. В этой области получим
следующие уравнения:

∂CZ1Z0(t, s)

∂t
≡ ∂E

[{

Z1(t)−mZ1(t)
}{

Z0(s)−mZ0(s)
}ᵀ]

∂t
=

= E

[

∂
{

Z1(t)−mZ1(t)
}

∂t

{

Z0(s)−mZ0(s)
}ᵀ
]

=

= E
[{B1(t)

[

Z0(t)−mZ0(t)
]

+A1(t)
[

Z1(t)−mZ1(t)
]

+H1(t)V 1(t)
} {

Z0(s)−mZ0(s)
}ᵀ]

,
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или
∂CZ1Z0(t, s)

∂t
= B1(t)CZ0Z0(t, s) +A1(t)CZ1Z0(t, s), CZ1Z0(0, s) = CZ0Z0(τ, s). (11)

Для полноты расчетных соотношений к этим уравнениям нужно добавить по очереди системы
ОДУ

∂CZ0Z0(t, s)

∂t
= A0(t)CZ0Z0(t, s), 0 < t < s � τ, CZ0Z0(0, s) = Cᵀ

Z0Z0
(s, 0) (12)

(верхняя левая часть области D00) и
∂CZ0Z0(t, s)

∂t
= A0(t)CZ0Z0(t, s), 0 < s < t � τ, CZ0Z0(s, s) = KZ0Z0(s) (13)

(нижняя правая часть области D00).

k-0◦. Продолжая подобным образом, для области Dk0: tk � t̄ � tk+1 (k > 1), t0 � s̄ � t1 можно
построить уравнения вида

∂CZkZ0(t, s)

∂t
= Bk(t)CZk−1Z0(t, s) +Ak(t)CZkZ0(t, s) (14)

с начальными условиями CZkZ0(0, s) = CZk−1Z0(τ, s). Эта система уравнений должна быть попол-
нена системами ОДУ, построенными для областей D00, D10,. . . , Dk−1,0.

1-1◦. Передвинемся на следующий временно́й слой и рассмотрим нижнюю правую нижнюю
часть области D11: t1 � s̄ � t̄ � t2 (t̄ = t + t1, s̄ = s + t1, 0 � s � t � τ). В этой части X(t̄)—
подвектор вектора Z1(t̄), а следовательно, для матрицы ковариационных функций будем иметь:

∂CZ1Z1(t, s)

∂t
≡ ∂E

[{

Z1(t)−mZ1(t)
}{

Z1(s)−mZ1(s)
}ᵀ]

∂t
=

= E

[

∂
{

Z1(t)−mZ1(t)
}

∂t

{

Z1(s)−mZ1(s)
}ᵀ
]

=

= E
[{B1(t)

[

Z0(t)−mZ0(t)
]

+A1(t)
[

Z1(t)−mZ1(t)
]

+H1(t)V 1(t)
} {

Z1(s)−mZ1(s)
}ᵀ]

,

или
∂CZ1Z1(t, s)

∂t
= B1(t)CZ0Z1(t, s) +A1(t)CZ1Z1(t, s), s < t, (15)
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Рис. 2

с начальными условиями CZ1Z1(s, s) = KZ1Z1(s). К этим уравнениям и условиям нужно доба-
вить необходимые инструменты расчета CZ0Z1(t, s) в нижней правой части области D10 с учетом
свойств ковариационных функций.

Замечание. Последовательное численное решение ОДУ для функций математического ожи-
дания и ковариации не вызывает проблем, причем группы уравнений для этих функций являются
независимыми. Расчет же поведения ковариационных функций более сложен. Алгоритм такого
расчета включает следующие шаги:
(1) дробление запаздывания на целое число частей;
(2) построение сетки на плоскости переменных (t, s), в узлах которой и будут вычисляться значе-

ния ковариационных функций (это необходимо для их расчета на участках [t0, s̄) при различ-
ных s̄ на основе формирования начальных условий в точках {t0, s̄} с помощью уже найденных
значений в точках {s̄, t0};

(3) движение через узлы по прямым, параллельным оси t.
На рис. 2 показаны промежутки интегрирования этих уравнений на отрезке [s, t] для случаев
t− τ � s (рис. 2a) и t− τ < s (рис. 2b).

6. Модельный пример. Воспользуемся изложенной схемой для анализа переходного процес-
са, описываемого модельным уравнением вида

Ẋ(t) + αX(t) = β
[

X(t)−X(t− τ)
]

+

t∫

t−τ

q(θ)X(θ) dθ + σ0 V (t), t > 0,

Ẋ(t) + α0X(t) = σ0 V (t), −τ < t � 0, X(−τ) = X0 ∼ N (m0,D0),

где X0 —неслучайная величина; α > 0, β, σ0, α0 > 0, m0, D0 > 0—постоянные; q(θ) � 0.
Ниже на рисунках показаны графики функций математического ожидания и среднеквадра-

тичного отклонения σX(t) =
√DX(t) (рис. 3) и ковариационной функции в областях D00, D10,. . . ,

D10,0 (рис. 4), построенные на основе результатов расчетов при следующих значениях параметров
задачи:

τ = 1; α =
1

2
; β =

1

10
; σ0 =

1

10
;m0 = 1; D0 =

1

16
; q =

1

20τ
,

где D—дисперсия.
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СЛЕД, ДЕТЕРМИНАНТ И СОБСТВЕННЫЕ ЧИСЛА

ЯДЕРНЫХ ОПЕРАТОРОВ

c© 2024 г. О. И. РЕЙНОВ

Аннотация. Показано, как новые результаты в теории детерминантов и следов, а также в тео-
рии квазинормированных тензорных произведений могут быть применены для получения новых
теорем о распределении собственных чисел ядерных операторов в банаховых пространствах и о
совпадении спектральных и ядерных следов таких операторов. В качестве примеров рассматри-
ваются новые классы операторов — обобщенные ядерные операторы Лоренца—Лапресте N(r,s),p.

Ключевые слова: ядерный оператор, след, детерминант, собственное число, квазинорма, тен-
зорное произведение.

TRACE, DETERMINANT AND EIGENVALUES

OF KERNEL OPERATORS

c© 2024 O. I. REINOV

Abstract. In this paper, we show how new results in the theory of determinants and traces and in the
theory of quasi-normed tensor products can be applied for obtaining new theorems on the distribution
of eigenvalues of nuclear operators in Banach spaces and on the coincidence of the spectral and nuclear
traces of such operators. As examples, we consider new classes of operators — generalized nuclear
Lorentz–LaPreste operators N(r,s),p.

Keywords and phrases: kernel operator, trace, determinant, eigenvalue, quasinorm, tensor product.

AMS Subject Classification: 47B10, 47A75

1. Введение. В 1950-х В. Б. Лидский [2] и А. Гротендик [5] независимо получили знаменитые
формулы следа для некоторых классов ядерных операторов (В. Б. Лидский — в гильберто-
вых пространствах H, А. Гротендик — в общих банаховых пространствах X): ядерный след
соответствующего оператора равен его спектральному следу. Напомним, что к классу ядерных
операторов в X принадлежат операторы T : X → X, которые допускают представления вида

T (x) =

∞∑

k=1

λkx
′
k(x)xk, x ∈ X,

где числа λk, функционалы x′k ∈ X∗ и элементы x ∈ X удовлетворяют некоторым условиям
суммируемости (при этом

∑ |λk| <∞).
Напомним некоторые факты конечномерной теории. Для всякого конечномерного оператора

T : X → X, Tx =
N∑

k=1

x′k ⊗ xk

ISSN 2782–4438 c© ВИНИТИ РАН, 2024
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ядерный след trT :=
N∑

k=1

x′k(xk) вполне определен и не зависит от представления T . Также вполне

определен детерминант оператора 1− T :

det(1− T ) =
∏

j

(1− μj),

где (μj)—полный набор собственных чисел оператора T . В этом случае, естественно, имеем фор-
мулу следа

trT =
∑

j

μj.

Для получения формулы в случае ядерных операторов надо научиться продолжать функцио-
налы «след» и «детерминант» с множества конечномерных операторов на соответствующие про-
странства ядерных операторов. Такое продолжение, в частности, — цель работы. Доказательства
основных теорем о спектральных свойствах ядерных операторов основано как раз на возможно-
сти этих продолжений.

2. Предварительные сведения. Вся терминология и факты (в настоящее время классиче-
ские), приводимые здесь без каких-либо объяснений, могут быть найдены в [4, 5, 13, 14].
Пусть X, Y — банаховы пространства. Для банахова пространства, сопряженного к X, исполь-

зуем обозначение X∗. Если x ∈ X иx′ ∈ X∗, то используем обозначение 〈x′, x〉 для x′(x).
Обозначим через X∗⊗̂Y пополнение тензорного произведения X∗ ⊗ Y (рассматриваемого как

линейное пространство всех конечномерных операторов из X в Y ) по норме

‖w‖ := inf

{(
N∑

k=1

‖x′k‖ ‖yk‖
)

: w =

N∑

k=1

x′k ⊗ yk

}

(см., например, [5, 14]). Для X = Y , естественный непрерывный линейный функционал «trace»
на X∗⊗X имеет единственное непрерывное продолжение на пространство X∗⊗̂X, которое также
будем обозначать «trace».
Обозначим через N(X,Y ) образ тензорного произведения X∗⊗̂Y в пространстве L(X,Y )

всех ограниченных линейных отображений при каноническом фактор-отображении X∗⊗̂Y →
N(X,Y ) ⊂ L(X,Y ). Рассмотрим (гротендиковское) пространство N(X,Y ) всех ядерных опера-
торов из X в Y с естественной нормой, индуцированной из X∗⊗̂Y . Для тензорного элемента
u ∈ X∗⊗̂Y обозначим через ũ соответствующий ядерный оператор из X в Y . Иногда норму
проективного тензорного произведения обозначают через π, а инъективную норму (т.е. норму,
индуцированную обычной операторной нормой) — через ε. Поэтому, например, X∗⊗̂πY = X∗⊗̂Y
и X∗⊗̂εY — замыкание множества конечномерных операторов в L(X,Y ).
Примеры ядерных операторов (о квазинормах см. информацию ниже). Напомним их общий

вид:

T (x) =
∞∑

k=1

λkx
′
k(x)xk, x ∈ X,

Например, если 0 < s � 1,
∑ |λk|s < ∞ и {x′k}, {xk} ограничены, то T ∈ Ns(X) (s-ядерный

оператор с естественной квазинормой).
Более общо, если (λk) ∈ ls,u, 0 < u � 1 (пространство Лоренца), то T ∈ Ns,u(X) (ls,u-ядерный

оператор с естественной квазинормой).
Если 0 < r � 1, 1 � p � 2, (λk) ∈ lr, т.е.

∑ |λk|r < ∞, {x′k} ограничена и (xk) ∈ lwp′(X)

(см. ниже), т.е. для всякого x′ ∈ X∗ ряд
∑ |x′(xk)|p′ сходится, то T ∈ Nr,p(X) ((r, p)-ядерный с

естественной квазинормой).
Ядерный след оператора T определяется как сумма ряда:

tr T :=
∑

λkx
′
k(xk),

спектральный след оператора T —как сумма
∑
μn, где {μn}—последовательность всех собствен-

ных чисел T .
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Ядерный след определен не для каждого ядерного оператора. В условиях теоремы Лидского
он определен всегда, а в условиях теоремы Гротендика — для случая, когда

∑ |λk|2/3 <∞.
Напомним общий вид проективного тензорного элемента:

z =

∞∑

k=1

λky
′
k ⊗ xk ∈ Y ∗⊗̂X

Сопряженное к Y ∗⊗̂X пространство есть L(X,Y ∗∗). Двойственность задается следом.
Рассмотрим функционал T̃ ∈ (Y ∗⊗̂X)∗, определяемый оператором T ∈ L(X,Y ∗∗). Имеем:

〈T̃ , z〉 := trT ◦ z =
∞∑

k=1

λkTxk(y
′
k), z =

∞∑

k=1

λky
′
k ⊗ xk ∈ Y ∗⊗̂X.

Для q ∈ (0,+∞] обозначим через lwq (X) пространство всех слабо q-суммируемых последова-
тельностей (xi) ⊂ X (см., например, [13, 14]) с квазинормой

εq((xi)) := sup

⎧

⎨

⎩

(
∑

i

|〈x′, xi〉|q
)1/q

: x′ ∈ X∗, ‖x′‖ � 1

⎫

⎬

⎭

(в случае, когда q = ∞, предполагаем, что (xi)—просто ограниченная, т.е. ε∞((xi)) = sup
i

‖xi‖).
Пространство Лоренца lp,q (0 < p <∞, 0 � ∞) состоит из последовательностей α := (αn) ∈ c0,

для которых

‖α‖p,q :=
(
∑

n∈N
α∗q
n n

q/p−1

)1/q

< +∞ при q <∞; ‖α‖p∞ := sup
n∈N

α∗
nn

1/p < +∞,

где (α∗
n)—неубывающая перестановка последовательности α, n-й элемент α∗

n которой определя-
ется так:

α∗
n := inf

|J |<n
sup
j /∈J

|αj |.
С указанными квазинормами пространства lp,q являются полными квазинормированными про-
странствами. При p = q <∞ получаем пространства lp.
Введем еще несколько стандартных обозначений: lp(X)—пространство абсолютно суммируе-

мых последовательностей из X, L(X) := L(X,X), Πp —идеалы абсолютно p-суммирующих опе-
раторов, Ns (для s ∈ (0, 1])—квазинормированный идеал s-ядерных операторов (см. ниже более
общее определения операторов из квазинормированного идеала Nr,p). Норма в банаховом про-
странстве X обозначается обычно просто ‖ · ‖, но если необходимо подчеркнуть, в каком про-
странстве берется норма, то мы пишем ‖ · ‖X . Для последовательностей элементов некоторого
множества используются обозначения типа (xk), (xk)k, (xk)k=1∞, {xk} и т. д.
Понятие детерминанта (Фредгольма) появится в своем месте. Отметим только, что для эле-

мента u ∈ X∗⊗̂X его детерминант Фредгольма есть целая функция

det(1− zu) = 1− truz + . . .

с нулями, равными 1/μk(ũ), — обратным к ненулевым собственным значениям (каждое взятое с
учетом кратности) оператора ũ (см. [5]).

3. Основные определения и факты.

3.1. Квазинормы и операторные идеалы. Наше определение квазинормы несколько нестандарт-
но. Пусть α—функция на некотором векторном пространстве E, α : E → R̂. Будем говорить, что
α— квазинорма на E, если выполнены следующие условия:
(i) α(E) ⊂ [0,+∞] и α(x) = 0 влечет x = 0;
(ii) существует такая постоянная C > 0, что α(x+ y) � C[α(x) + α(y)] для x, y ∈ E;
(iii) α(ax) = |a|α(x) для a ∈ K, x ∈ E.
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Определение 3.1. Пусть дана пара (E,α), где α—квазинорма на векторном пространстве E.
(i) Квазинормированным пространством, ассоциированным с парой (E,α), называется квази-
нормированное векторное пространство

Eα := {x ∈ E : α(x) <∞} .
(ii) Квазинормированное пространство Eα называется полным (или квазибанаховым простран-

ством), если каждая последовательность Коши в Eα α-сходится к некоторому элементу
из Eα.

Отметим, что Eα является квазинормированным пространством в смысле книги [10, с. 159];
мы можем рассматривать соответствующую топологию (см. [10, с. 159-160], [3, с. 445]).

Замечание 3.1.
1. Вполне может быть, что выполняется равенство Eα = E.
2. Хорошо известно (см. [3, с. 445]), что если Eα —квазинормированное пространство, то суще-
ствует число β ∈ (0, 1] и β-норма ‖ · ‖ на Eα, эквивалентная квазинорме α. Напомним, что
β-норма на векторном пространстве F это квазинорма ‖ · ‖ : F → R, для которой при всех
x, y ∈ F выполняется следующее β-неравенство треугольника ‖x+ y‖β � ‖x‖β + ‖y‖β .
Напомним, что операторный идеал A := (A(X,Y ) : X,Y — банаховы пространства) есть под-

класс класса всех линейных ограниченных операторов, компоненты A(X,Y ) ⊂ L(X,Y ) которого
удовлетворяют следующим условиям:
(Oi) 1K ∈ A, где K обозначает одномерное банахово пространство;
(Oii) если U, V ∈ A(X,Y ), то a1U + a2V ∈ A(X,Y ) для всех скалярных a1, a2;
(Oiii) если S ∈ L(Z,X), U ∈ A(X,Y ) и T ∈ L(Y,W ), то TUS ∈ A(Z,W ).
Операторный идеал A называется квазинормированным, если на нем определен класс a ква-

зинорм (обозначим их снова a), которые на компонентах являются квазинормами, обладающими
следующими свойствами:
(Oiv) a(1K) = 1;
(Ov) если S ∈ L(Z,X), U ∈ A(X,Y ) и T ∈ L(Y,W ), то a(TUS) � ‖T‖ a(U) ‖S‖.

3.2. Проективные квазинормы и свойства аппроксимации. Пусть α— такая квазинорма на про-
ективном тензорном произведении X⊗̂Y , что α(x ⊗ y) = ‖x‖ ‖y‖ для x ∈ X, y ∈ Y . Ассоцииро-
ванное квазинормированное тензорное произведение (которое мы будем обозначать через X⊗̂αY
и называть α-проективным тензорным произведением) является α-замыканием алгебраического
тензорного произведения X⊗Y в (X⊗̂Y )α (в конкретных случаях будем использовать некоторые
специфические обозначения). Таким образом,

X⊗̂αY :=
{

u ∈ X⊗̂Y : α(u) <∞, ∃(un) ⊂ X ⊗ Y : α(u− un) −−−→
n→∞ 0

}

.

Определение 3.2.
I. Пусть ⊗̂ обозначает класс всех тензорных элементов проективных тензорных произведений
произвольных банаховых пространств. Проективная тензорная квазинорма α— такое отоб-
ражение из ⊗̂ в R̂, что α является квазинормой на каждой компоненте X⊗̂Y , обладающей
следующими свойствами:
(Q1) α(x⊗ y) = ‖x‖ ‖y‖ для x ∈ X, y ∈ Y ;
(Q2) существует такая постоянная C > 0, что α(u1 + u2) � C[α(u1) + α(u2)] для всех X,

Y и u1, u2 ∈ X⊗̂Y ;
(Q3) если u ∈ X⊗̂Y , A ∈ L(X,E) и B ∈ L(Y, F ), то α(A⊗B(u)) � ‖A‖α(u) ‖B‖.
(Q4) для всех X,Y тензорное произведение X ⊗ Y плотно в X⊗̂αY .

II. Проективная тензорная норма α называется полной, если каждое α-проективное тензорное
произведение X⊗̂αY является полным, т.е. квази-банаховым.
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Для каждой проективной тензорной квазинормы α существуют такие β ∈ (0, 1] и эквивалент-
ная β-норма ‖ · ‖β на ⊗̂, что X⊗̂αY = X⊗̂‖·‖βY (т.е. существует такая квазинорма ‖ · ‖β с β-
неравенством треугольника, что для некоторых положительных постоянных C1, C2 и для всех
проективных тензорных элементов u выполняются неравенства C1α(u) � ‖u‖β � C2α(u)). Таким
образом, можем предполагать, если нужно, что a priori α есть β-норма.
Мы не будем здесь рассматривать детально свойства введенных объектов. Однако нам пона-

добится ниже тот факт, что отображение включения X⊗̂αY ↪→ X⊗̂Y непрерывно для всех бана-
ховых пространств X, Y (в основных примерах 3.1 ниже это будет автоматически выполнено).
Доказательство можно найти в работе автора [19, Proposition 4.1].
Так как X⊗̂αY —линейное подпространство вX⊗̂Y , то пространство L(Y,X∗) разделяет точки

X⊗̂αY . Если u ∈ X⊗̂αY , то u = 0 тогда и только тогда, когда traceU ◦ u = 0 для каждого
U ∈ L(Y,X∗). В частности, сопряженное пространство к (X⊗̂αY )∗ разделяет точки X⊗̂αY .
Ясно, что каждый тензорный элемент u ∈ X⊗̂αY порождает ядерный оператор ũ : X∗ → Y .

Если X является сопряженным пространством, скажем E∗, то получаем каноническое отобра-
жение jα : E∗⊗̂αY → L(E,Y ). Обозначим через Nα(E,Y ) образ отображения jα и снабдим его
«α-ядерной» квазинормой να: это квазинорма, индуцированная из E∗⊗̂αY фактор-отображением
E∗⊗̂αY → Nα(E,Y ). Если проективная тензорная квазинорма α полна, то Nα(E,Y ) является
квази-банаховым пространством, а Nα—квази-банахов операторный идеал.

Определение 3.3. Пусть α—полная проективная тензорная квазинорма. Говорят, что бана-
хово пространство X обладает свойством аппроксимации APα, если для любого банахова про-
странства E каноническое отображение E∗⊗̂αX → Nα(E,X) взаимно однозначно (другими сло-
вами, если E∗⊗̂αX = Nα(E,X)).

Заметим, что если α = ‖ · ‖∧, то получаем классическое свойство аппроксимации AP А. Гро-
тендика (см. [5]). Должно быть понятно, что AP влечет APα для любой проективной тензорной
квазинормы.
Ниже нам понадобится следующая лемма.

Лемма 3.1. Банахово пространство X имеет свойство APα тогда и только тогда, когда
каноническое отображение X∗⊗̂αX → L(X) взаимно однозначно.

Доказательство леммы 3.1 дословно повторяет доказательство предложения 6.1 из [19].

Пример 3.1. Пусть 0 < r, s � 1, 0 < p, q � ∞ и 1/r+1/p+1/q = 1/β � 1. Определим тензорное
произведение X⊗̂r,p,qY как линейное подпространство проективного тензорного произведения
X⊗̂Y , состоящее из всех тензорных элементов z, которые допускают представления вида

z =

∞∑

k=1

αkxk ⊗ yk, (αk) ∈ lr, (xk) ∈ lw,p(X), (yk) ∈ lw,q(Y );

мы снабжаем его квазинормой

‖z‖r,p,q := inf ‖(αk)‖r ‖(xk)‖w,p ‖(yk)‖w,q,

где инфимум берется по всем представлениям z в указанной выше форме. Отметим, что это
тензорное произведение β-нормировано (см. [11], где рассмотрена версия рассматриваемого тен-
зорного произведения как пополнение алгебраического тензорного произведения по соответству-
ющей «конечной» ‖ ·‖r,p,q-квазинорме). Оно квази-банахово (о его полноте см. [15]). Соответству-
ющий квазинормированный операторный идеал Nr,p,q есть квази-банахов идеал (r, p, q)-ядерных
операторов (см. [11, 13]). В частных случаях, когда один или два из показателей p, q равны ∞,
мы используем обозначения, близкие к аналогичным обозначениям из [17,19] (с заменой p′, q′ на
p, q): Nr,∞,∞ через Nr, Nr,∞,q через N[r,q], Nr,p,∞ через N [r,p], ⊗̂r,∞,∞ через ⊗̂r, ⊗̂r,∞,q через ⊗̂[r,q],

⊗̂r,p,∞, через ⊗̂[r,p]. Соответствующие обозначения используем также для свойств APr,p,q:
(i) для p = q = ∞ получаем APr из [19];
(ii) для p = ∞ получаем AP[r,q] из [17, 19];
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(iii) для q = ∞ получаем AP [r,p] из [17, 19].

Нам понадобятся некоторые факты о свойствах аппроксимации из примера 3.1. Соберем их в
следующей лемме.

Лемма 3.2.
(1) [см. [18, Corollary 10]]. Пусть s ∈ (0, 1], p ∈ [1,∞] и 1/s = 1 + |1/p − 1/2|. Если банахово про-

странство изоморфно подпространству фактор-пространства (или фактор-пространству
подпространства) некоторого Lp-пространства, то оно имеет свойство APs.

(2) [см. [17, Corollary 4.1], [19, Theorem 7.1]]. Пусть 1/r−1/p = 1/2. Каждое банахово простран-
ство обладает свойствами AP[r,p′] и AP [r,p′].

Доказательство утверждения 2 см. ниже (пример 3.3; см. также [19] для других результатов в
этом направлении).

Замечание 3.2. По существу доказательство того, что каждое банахово пространство имеет
свойство AP [1,2] явно содержится в [13]. Там получено, что это утверждение (после применения
некоторых фактов из комплексного анализа) влечет формулы типа формул Гротендика—Лид-
ского для операторов из N [1,2] (см. [13, 27.4.11]; это влечет формулу Лидского для trace-класса
операторов в гильбертовых пространствах и также формулу следа Гротендика для N2/3). С дру-
гой стороны, существует весьма простой способ получить эти результаты о свойствах AP [1,2] и
N [1,2] из теоремы Лидского (см. доказательства теорем [19, Theorems 7.1-7.3] для p = 2).

3.3. Факторизация через прямые суммы. Ниже X, Y —произвольные банаховы пространства.
Напомним, что последовательность (xk) элементов из X называется безусловным базисом,

если каждый x ∈ X единственным образом разлагается в ряд x =
∞∑

k=1

akxk и этот ряд безусловно

сходится (сходится при любой перестановке ряда). Это эквивалентно тому, что существует такая
постоянная K � 1, что для любого выбора знаков (tk) = (±1) выполняется неравенство

∥
∥
∥
∥
∥

∞∑

k=1

tkakxk

∥
∥
∥
∥
∥
� K

∥
∥
∥
∥
∥

∞∑

k=1

akxk

∥
∥
∥
∥
∥
.

Безусловная константа базиса (xk) есть ub(xk) := infK. Таким образом, 1-безусловный базис —

это базис, для которого ‖x‖ =

∥
∥
∥
∥

∞∑

k=1

tkakxk

∥
∥
∥
∥
для всякого x ∈ X при любом выборе знаков (tk).

Базис нормирован, если все его элементы имеют единичную норму.
Если (xk)— безусловный базис и σ—подмножество множества натуральных чисел, то есте-

ственный проектор Pσ : X → X, определяемый формулой

Pσ(x) :=
∑

k∈σ
akxk,

ограничен и ‖pσ‖ � ub(xk) (см., например, [12, с. 18]).
Напомним определение прямой суммы банаховых пространств. Пусть E — банахово простран-

ство с 1-безусловным нормированным базисом (ek) и (Xi)—последовательность банаховых про-
странств. Прямой суммой этих пространств по типу E называется банахово пространство(
∑
Xi

)

E
, состоящее из последовательностей (xi), xi ∈ Xi, для которых конечна норма

‖(xi)‖ :=

∥
∥
∥
∥
∥

∑

i

‖xi‖ ei
∥
∥
∥
∥
∥
E

.

Пространство
(
∑
Xi

)

E
обладает следующими важными свойствами:

(u1) Каждое пространство Xn естественным образом изометрически вкладывается в
(
∑
Xi

)

E
и его образ 1-дополняем там, т.е. существует (естественный) непрерывный проектор из
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(
∑
Xi

)

E
на образ Xn и норма этого проектора равна 1. Более того, то же верно, если

вместо одного пространства Xn рассмотреть конечную прямую сумму
( n∑

i=1
Xi

)

E
и соот-

ветствующий проектор Pn.1
(u2) Если в каждой из изометрических копий пространств Xi взять по элементу xi единичной

нормы, то полученная последовательность (xi) будет образовывать последовательность,
эквивалентную базису (ei).

Заметим, что определить понятие прямой суммы («по базису») с теми же хорошими свой-
ствами для пространств в базисами более слабых типов (например, условного) затруднительно
(цитата из [1]: как ни определяй понятие прямой суммы бесконечномерных пространств Xi по по-
следовательности (ei), не являющейся безусловной базисной последовательностью, свойство (u2)
прямой суммы не будет выполнено ни в каком смысле).
Ниже, говоря о прямых суммах пространств, будем подразумевать (если не задан явно тип

суммы), что рассматриваемая сумма берется по типу E для некоторого пространства E с 1-
безусловным базисом.
Пусть Z := (Zα)— семейство банаховых пространств, которое с каждой парой пространств Z1,

Z2 содержит и их прямую сумму Z1 ⊕ Z2. Обозначим через ΓZ совокупность всех операторов,
которые факторизуются через пространство из Z: T ∈ ΓZ(X,Y ) тогда и только тогда, когда
существуют пространство Z ∈ Z и такие операторы A ∈ L(X,Z) и B ∈ L(Z, Y ), что T = BA :

X
A−→ Z

B−→ Y . Пространство ΓZ(X,Y ) нормировано с нормой

γZ(T ) := inf
{

‖A‖ ‖B‖ : ∃Z ∈ Z, A ∈ L(X,Z), B ∈ L(Z, Y ); T = BA
}

,

а (ΓZ, γZ)—нормированный операторный идеал. Действительно, пусть 1K — тождественный опе-
ратор в одномерном пространстве K и Z ∈ Z. Далее, пусть j : K → Z —какое-либо изометри-
ческое вложение. Продолжим отображение (линейный функционал) 1Kj

−1 : j(K) → K с под-
пространства j(K) ⊂ Z на все Z до отображения J : Z → K с сохранением нормы. Ясно, что
1K = Jj : K → Z → K, γZ(1K) = 1. Таким образом, выполнены условия (Oi) и (Oiv).
Проверим линейность (условие (Oii)). Для U, V ∈ ΓZ(X,Y ) пусть U = B1A1 и V = B2A2—

факторизации этих операторов через пространства Z1 и через Z2 из Z соответственно. Рассмот-
рим прямую сумму Z := Z1⊕Z2, обозначив через jk и Pk естественные изометрические вложения
Zk → Z и проекторы Z → Zk, k = 1, 2,, соответственно (так что Pkjk = 1Zk

и P1j2 = P2j1 = 0).
Положим

A(·) := (j1A1(·), j2A2(·)) : X → Z = Z1 ⊕ Z2, B(·) := B1P1(·) +B2P2(·) : Z = Z1 ⊕ Z2 → Y.

Для x ∈ X имеем:

BAx = B(j1A1x, j2A2x) = (B1P1 +B2P2)(j1A1x, j2A2x) = B1A1x+B2A2x = Ux+ V x,

т.е. U + V ∈ ΓZ(X,Y ), причем ясно, что

γZ(U + V ) � γZ(U) + γZ(V ).

Мультипликативность из условия (Oii) очевидна, так же как и ясно выполнение условий (Oiii)
и (Ov).
Для полноты операторного идеала нужна сходимость соответствующих рядов. Поэтому обра-

тимся к частному случаю рассмотренного только что идеала («подидеалу»).
Пусть теперь Z := (Zα)— семейство банаховых пространств, замкнутое относительно взятия

не более чем счетных прямых сумм (напомним, что надо фиксировать банахово пространство с

1Действительно,
∥
∥
∥Pn(xi)

∞
i=1

∥
∥
∥ =

∥
∥
∥
∥
∥

n∑

i=1

‖xi‖ ei
∥
∥
∥
∥
∥
E

�
∥
∥
∥
∥
∥

∞∑

i=1

‖xi‖ ei
∥
∥
∥
∥
∥
E

согласно замечаниям выше.
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1-безусловным базисом E и говорить о прямых E-суммах). Рассмотрим снова идеал ΓZ операто-
ров, которые факторизуются через пространство из Z с нормой, описанной выше. Пространство
ΓZ(X,Y ) банахово, а (ΓZ, γZ)— банахов нормированный операторный идеал. Действительно, на-
до лишь установить полноту идеала. Для этого мы фиксируем ε > 0 и рассмотрим сходящийся
ряд

∞∑

k=1

γZ(Tk) <∞,

где Tk := BkAk ∈ ΓZ(X,Y ), Ak : X → Zk и Bk : Zk → Y для некоторых пространств Zk ∈ Z.
Будем считать, что

‖Ak‖ � (1 + ε)γZ(Tk)
1/2, ‖Bk‖ � (1 + ε)γZ(Tk)

1/2.

Покажем, что ряд
∑
Tk сходится в ΓZ(X,Y ).

Положим Z :=
(
∑
Zk

)

E
∈ Z. Для каждого k пусть jk и Pk — такие изометрическое вложение

Zk → Z и проектор Z → Zk, что 1Zk
= Pkjk, ‖Pk‖ = (ср. с тем„ как подобное было проделано

выше). Определим операторы A : X → Z и B : Z → Y равенствами

A :=

∞∑

k=1

jkAk, B :=

∞∑

k=1

BkPk.

Так как
∑

‖jkAk‖ �
∑

(1 + ε)γZ(Tk)
1/2,

∑

‖BkPk‖ �
∑

(1 + ε)γZ(Tk)
1/2,

то эти операторы вполне определены, причем

‖BA‖ =

∥
∥
∥
∥
∥

∞∑

k=1

BkPkjkAk

∥
∥
∥
∥
∥
=

∥
∥
∥
∥
∥

∞∑

k=1

BkAk

∥
∥
∥
∥
∥
�

∞∑

k=1

‖Bk‖ ‖Ak‖ � (1 + ε)

∞∑

k=1

γZ(Tk).

Отсюда заключаем, что T = BA =
∑
Tk, т.е. наш ряд сходится в ΓZ(X,Y ) и, следовательно,

пространство ΓZ(X,Y ) полно.

3.4. Спектральный тип. Пусть T — оператор в X, все ненулевые собственные значения которо-
го суть собственные числа конечной (алгебраической) кратности и которые не имеют предельных
точек, кроме, быть может, нуля. Положим

λ(T ) =
{

λ— собственное значение T
} \ {0}

(собственные числа T берутся в соответствии с их алгебраической кратностью). Будем говорить,
что оператор T ∈ L(X,X) имеет спектральный тип lp,q, если последовательность собственных
чисел λ(T ) := (λk(T )) лежит в пространстве Лоренца lp,q. Если T — спектрального типа l1, то мы
можем определить спектральный след оператора T :

sp tr(T ) :=
∑

λk(T ).

Говорим, что подпространство L1(X,X) ⊂ L(X,X) имеет спектральный тип lp,q, если каждый
оператор T ∈ L1(X,X) имеет спектральный тип lp,q. Напомним, что операторный идеал A имеет
спектральный тип lp,q, если каждая его компонента A(X,X) имеет спектральный тип lp,q.

Определение 3.4. Пусть α—проективная квазинорма. Тензорное произведение X⊗̂αX имеет
спектральный тип lp,q, если пространство Nα(X,Y ) есть пространство спектрального типа lp,q.
Проективная тензорная квазинорма α (или тензорное произведение ⊗̂α) имеет спектральный
тип lp,q, если соответствующий операторный идеал Nα имеет спектральный тип lp,q,

Пример 3.2. (i) Пространство N1(H) (= N[1,2](H) = N [1,2](H) = S1(H) (trace-класс опе-
раторов в гильбертовом пространстве) имеет спектральный тип l1 (см. [20]).

(ii) Пространства ⊗̂2/3 и N1 ◦N1 имеют спектральный тип l1 (см. [5]).
(iii) Пространство N [1,2] имеет спектральный тип l1 (см. [13, 27.4.9]).
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(iv) Пространство N[1,2] имеет спектральный тип l1 (см. [19, Theorem 7.2, p = 2]; это следует
из предыдущего утверждения.

(v) Более общо, если 1/r − 1/p = 1/2, то ̂
⊗

[r,p] = N[r,p], ̂
⊗[r,p]

= N [r,p] и они имеют спек-
тральный тип l1 (см. [19, Theorems 7.1-7.3]; простое доказательство будет дано ниже в
примере 3.3).

Отметим, что во всех случаях примера 3.2 для соответствующих операторов (скажем, T ) верна
формула следа:

traceT = sp trT.

Общий результат в этом направлении — предложение 5.2. Следующее предложение — результат
для частного случая, когда рассматривается семейство всех банаховых пространств; он является
частным случаем предложения 5.2.

Предложение 3.1. Пусть α—полная проективная квазинорма спектрального типа l1. Для
каждого банахова пространства X со свойством APα и для любого T ∈ Nα(X), имеем traceT =
sp trT .

Иногда полезно следующее обращение предыдущего предложения (для произвольной квази-
нормы).

Предложение 3.2. Пусть α—полная проективная квазинорма. Если для банахова про-
странства X и для всякого z ∈ X∗⊗̂αX выполняется равенство trace z = sp tr z̃, то X обладает
свойством APα.

Доказательство. Предположим, что X не обладает свойством APα. Согласно лемме 3.1 найдется
такой элемент z ∈ X∗⊗̂αX, что trace z = 1 и z̃ = 0. По предположению sp tr z̃ = trace z = 1;
противоречие. �

Пример 3.3. Пусть 0 < r � 1, 1 � p � 2, 1/r = 1/2 + 1/p.
1. Если T ∈ N[r,p′](X) (см. пример 3.1), то T допускает факторизацию

T = BA : X
A−→ lp

B−→ X, A ∈ Nr(X, lp), B ∈ L(lp,X).

Полные системы собственных чисел операторов T = BA and AB совпадают. Но AB ∈ Nr(lp, lp).
Следовательно, AB (и, значит, T ) имеют спектральный тип l1, как и всякий r-ядерный оператор
в lp (см. [8, Theorem 7]). Отсюда вытекает, что N[r,p′] имеет спектральный тип l1. Легко видеть,
что если z ∈ X∗⊗̂[r,p′]X таков, что z̃ = T , то trace z = traceAB (напомним, что lp имеет свой-
ство AP ). Но traceAB = sp trAB (это установлено, например, в [16, 19], а также следует из
предложения 3.1). Следовательно, для каждого z ∈ X∗⊗̂[r,p′]X имеем trace z = sp tr z̃. Соглас-
но предложению 3.2 каждое банахово пространство обладает свойством AP[r,p′] (= APr,∞,p′ ; см.
пример 3.1). Таким утверждение 2 леммы 3.2 для случая AP[r,p′] доказано.
2. Если T ∈ N [r,p′](X) (см. пример 3.1), то T допускает факторизацию

T = BA : X
A−→ lp

B−→ X, A ∈ L(X, lp), B ∈ Nr(lp,X).

Как и в п. 1, видим, что для любого z ∈ X∗⊗̂[r,p′]
X имеем trace z = sp tr z̃. Далее, согласно пред-

ложению 3.2 каждое банахово пространство имеет свойство AP [r,p] (= AP r,∞,p′; см. пример 3.1).
Таким образом, утверждение 2 леммы 3.2 для случая AP [r,p′] доказано.

Ниже нам понадобится следующий основной результат из [21]:
(W ) Если J —квази-банахов операторный идеал спектрального типа l1, то спек-
тральная сумма является следом на этом идеале J .

Напомним (см. [21, определение 2.1]), что след на операторном идеале J — это класс комплекс-
нозначных функций τ , каждая из которых задана на компоненте J(E,E), где E —произвольное
банахово пространство, причем

(i) τ(e′ ⊗ e) = 〈e′, e〉 для всех e′ ∈ E∗, e ∈ E;
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(ii) τ(AU) = τ(UA) для всех банаховых пространств E, F и операторов U ∈ J(E,F ), A ∈
L(F,E);

(iii) τ(S + U) = τ(S) + τ(U) для всех S,U ∈ J(E,E);
(iv) τ(λU) = λτ(U) для всех λ ∈ C и U ∈ J(E,E).

3.5. Свойства α-продолжения и α-лифтинга. Следующие определения и предложения понадо-
бятся ниже. Впрочем, они представляют и самостоятельный интерес.

Определение 3.5. Пусть α—полная проективная тензорная квазинорма. Банахово простран-
ство X имеет свойство α-продолжения, если для любого подпространства X0 ⊂ X и для всякого
тензорного элемента z0 ∈ X∗

0 ⊗̂αX0 существует продолжение z ∈ X∗⊗̂αX0 (так что z ◦ i = z0 и
trace i ◦ z = trace z0, где i : X0 → X — естественное вложение). Банахово пространство X имеет
свойство α-лифтинга, если для всякого подпространства X0 ⊂ X и для каждого тензорного эле-
мента z0 ∈ (X/X0)

∗⊗̂αX/X0 существует лифтинг z ∈ (X/X0)
∗⊗̂αX (так что Q ◦ z = z0, где Q—

фактор-отображение из X на X/X0, и trace z ◦Q = trace z0).

Замечание 3.3. Если X имеет свойство α-продолжения, то и каждое его подпространство
имеет свойство α-продолжения. Если пространство X имеет свойство α-лифтинга, то и каждое
его фактор-пространство имеет свойство α-лифтинга.

Пример 3.4. Каждое банахово пространство обладает свойствами ‖ · ‖r,∞,q-продолжения и
‖ · ‖r,p,∞-лифтинга (см. пример 3.1). Для тензорных произведений (⊗̂s, ‖ · ‖s,∞,∞), s ∈ (0, 1], все
банаховы пространства имеют как свойство ‖·‖s,∞,∞-продолжения, так и свойство ‖·‖s,∞,∞-лиф-
тинга. Это следует из теорема Хана—Банаха и из определения банаховых фактор-пространств.

Теорема 3.1. Пусть α—полная проективная тензорная квазинорма и банахово простран-
ство X имеет свойство α-продолжения. Если Nα(X) имеет спектральный тип lp,q, то всякое
его подпространство также имеет спектральный тип lp,q.

Доказательство. Пусть X0 —подпространство в X и T ∈ Nα(X0,X0). Найдется элемент z0 ∈
X∗

0 ⊗̂αX0, для которого z̃0 = T . Согласно предположению существует продолжение z ∈ X∗⊗̂αX0

(так что z ◦ i = z0 и trace i ◦ z = trace z0, где i : X0 → X — естественное вложение). Рассмотрим
диаграмму

iz̃i : X0
i−→ X

z̃−→ X0
i−→ X.

Так как T = z̃0 = z̃i и z̃ ∈ Nα(X,X0), то iz̃ ∈ Nα(X) и спектр sp iz̃ \ {0} ∈ lp,q. Но собственные
числа оператора T (с учетом кратностей) те же, что и собственные числа оператора iz̃. Следова-
тельно, T имеет спектральный тип lp,q. �

Теорема 3.2. Пусть α—полная проективная тензорная квазинорма и банахово простран-
ство X имеет свойство α-лифтинга. Если Nα(X) имеет спектральный тип lp,q, то всякое его
фактор-пространство также имеет спектральный тип lp,q.

Доказательство. Возьмем подпространство X0 ⊂ X и рассмотрим фактор-пространство X/X0.
Если T ∈ Nα(X/X0,X/X0), то найдется такой элемент z0 ∈ (X/X0)

∗⊗̂αX/X0), что z̃0 = T .
Согласно предположению существует тензорный элемент z ∈ (X/X0)

∗⊗̂αX, для которого Q ◦ z =
z0, где Q—фактор-отображение из X на X/X0. Рассмотрим диаграмму

Qz̃Q : X
Q−→ X/X0

z̃−→ X
Q−→ X/X0.

Так как T = z̃0 = Qz̃ и z̃ ∈ Nα(X,X0), то z̃Q ∈ Nα(X) и спектр sp z̃Q \ {0} ∈ lp,q. Но собствен-
ные числа оператора T (с учетом кратностей) те же, что и собственные числа оператора z̃Q.
Следовательно, T имеет спектральный тип lp,q. �
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4. Детерминант и след. Нам понадобятся некоторые вспомогательные факты из теории сле-
дов и детерминантов. Ниже мы доказываем два из них; нам не удалось найти в литературе
доказательства этих утверждений именно в том виде, в котором мы их применяем. Итак два
предложения о непрерывности следа и о непрерывности детерминанта.
Напомним еще раз, что для всякого конечномерного оператора

T : X → X, Tx =

N∑

k=1

x′k ⊗ xk

ядерный след trT :=
∑N

k=1 x
′
k(xk) вполне определен и не зависит от представления T . Также

вполне определен детерминант оператора 1− T :

det(1− T ) =
∏

j

(1− μj),

где (μj)—полный набор собственных чисел оператора T . В этом случае, естественно, имеем фор-
мулу следа

trT =
∑

j

μj.

Предложение 4.1. Пусть A— квазинормированный операторный идеал, X — банахово про-
странство, для которого множество конечномерных операторов плотно в пространстве A(X).
Предположим, что стандартный функционал trace ограничен на подпространстве всех конеч-
номерных операторов из A(X) (и, таким образом, может быть продолжен до непрерывного
следа на все пространство A(X)). Тогда соответствующий детерминант Фредгольма равно-
мерно непрерывен (по A-квазинорме) на некотором A-шаре подпространства всех конечномер-
ных операторов из A(X). Более того, существуют такие постоянные r0 ∈ (0, 1) и c0 > 0, что
для конечномерных u, v ∈ A(X) условия ‖u‖A � r0 и ‖v‖A � r0 влекут

∣
∣ det(1− u)− det(1− v)

∣
∣ � c0 ‖u− v‖A.

Доказательство. Без ограничения общности можем предполагать, что данная квазинорма в A
является s-нормой, т.е. существует такое число s ∈ (0, 1], что для любых x, y ∈ A выполняется
неравенство ‖x+ y‖sA � ‖x‖sA + ‖y‖sA (см. [7, с. 1102]).
Обозначим через b такую постоянную, что | traceR| � b‖R‖A для любого конечномерного опе-

ратора R из A. Пусть u, v—два конечномерных оператора из A, удовлетворяющие условиям
‖u‖sA � r и ‖v‖sA � r, где r > 0 мало. Тогда (см., например, [4, теорема I.3.3] или [5]) для |z| � 1

det(1− zu) = exp

(

−
∞∑

n=1

1

n
trace(un) zn

)

,

откуда

∣
∣ det(1− u)− det(1− v)

∣
∣ =

∣
∣
∣
∣
∣
exp

( ∞∑

n=1

(

− 1

n

)

trace(un)−
∞∑

n=1

(

− 1

n

)

trace(vn)

)∣
∣
∣
∣
∣
�

� c1

∞∑

n=1

1

n

∣
∣ trace(un)− trace(vn)

∣
∣ � c1b

∞∑

n=1

1

n
‖un − vn‖A,

для малых r > 0, где c1 —некоторая постоянная. Если q := max{‖u‖A; ‖v‖A}, то
‖un − vn‖sA �

∥
∥(un−1 − vn−1)u

∥
∥s

A
+
∥
∥vn−1(u− v)

∥
∥s

A
�

� ‖u‖sA
[∥
∥(un−2 − vn−2)u

∥
∥s

A
+
∥
∥vn−2(u− v)

∥
∥s

A

]

+ ‖vn−1‖sA ‖u− v‖sA �

(мы воспользовались тем, что в A имеет место соотношение ‖HK‖A � ‖H‖A ‖K‖A для любых
H, K, так как ‖K‖L � ‖K‖A); продолжаем неравенства:
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�
(

q(n−1)s‖u− v‖sA + qs · qs(n−2)‖u− v‖sA
)

+ q2s
∥
∥un−2 − vn−2

∥
∥ �

� 2qs(n−1)‖u− v‖sA + q2s
[∥
∥(u(n− 3)− vn−3)u

∥
∥s

A
+
∥
∥vn−3(u− v)

∥
∥s

A

]

�

� 3qs(n−1)‖u− v‖sA + q3s
∥
∥un−3 − vn−3

∥
∥s

A
� · · · �

� (n − 1)qs(n−1)‖u− v‖sA + qs(n−1)‖u− v‖sA = nqs(n−1)‖u− v‖sA.
Таким образом,

‖un − vn‖A � n1/sq(n−1)‖u− v‖A.
Поэтому, если r ∈ (0, 1) достаточно мало и если ‖u‖sA � r и ‖v‖sA � r, то

∣
∣ det(1− u)− det(1− v)

∣
∣ � c1b

∞∑

n=1

1

n
‖un − vn‖A � c1b

∞∑

n=1

n1/s−1 rn−1‖u− v‖A = c0 ‖u− v‖A. �

Следствие 4.1. В условиях предложения 3.1 функция det(1−u) допускает непрерывное про-
должение (по A-квазинорме) с подпространства всех конечномерных операторов из A(X) на
все пространство A(X).

Доказательство. Утверждение вытекает из равномерной непрерывности (по A-квазинорме) на
некотором A-шаре подпространства всех конечномерных операторов из A(X). Соответствующее
доказательство предоставляется читателю в качестве упражнения (см. [4, с. 28]). �

Предложение 4.2. Пусть A— квазинормированный операторный идеал, X — банахово про-
странство, для которого множество конечномерных операторов плотно в пространстве A(X).
Предположим, что стандартный функционал det(1+ u) допускает непрерывное продолжение с
подпространства всех конечномерных операторов из A(X) на все A(X) (по квазинорме из A(X)).
Тогда соответствующий функционал trace, ограничен (по A-квазинорме) на подпространстве
всех конечномерных операторов из A(X) и, таким образом, продолжается по непрерывности
(единственным способом) на все A(X).

Доказательство. Для конечномерного оператора u ∈ A(X) детерминант det(1 + zu) имеет вид

det(1 + zu) = 1 + z trace u+
m∑

n=1

anz
n.

Следовательно, по теореме о вычетах

traceu =
1

2πi

∫

|z|=1

det(1 + zu)− 1

z2
dz.

Так как det(1 + zu) непрерывен в точке u = 0 (по квазинорме из A), то существует такое δ > 0,
что |det(1 + zu)− 1| < 1 для ‖u‖A < δ и |z| � 1; поэтому для таких конечномерных u имеем

| traceu| � 1

π

∫

|z|=1

∥
∥
∥
∥

det(1 + zu)− 1

z2

∥
∥
∥
∥
|dz| � 1. �

Для доказательства предложения достаточно непрерывности детерминанта в нуле.

5. Спектральный тип и формула следа. Доказательство следующего факта проводится по
аналогии с принципом равномерной ограниченности (см. [14, 3.4.6]). В отличие от теоремы из [14]
мы рассматриваем выделенное семейство банаховых пространств, а не все банаховы простран-
ства. Это дает возможность, например, применять подобный принцип к семействам всех Lp(μ)-
пространств (в качестве пространства с 1-безусловным базисом берется тогда пространство lp).
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Предложение 5.1. Пусть t, u > 0, α—проективная тензорная квазинорма, F —некоторое
семейство банаховых пространств, замкнутое относительно взятия не более чем счетных
прямых сумм. Если для любого пространства X ∈ F пространство Nα(X) имеет спектральный
тип lt,u, то существует такая постоянная C > 0, что для всякого X ∈ F и для любого
оператора T ∈ Nα(X)

‖{μk(T )}‖lt,u � C‖T‖Nα

(здесь {μk(T )}—полный набор собственных значений оператора T ).

Доказательство. Предположим противное. Тогда для каждого n можно найти такие банахово
пространство Xn ∈ F и оператор Tn ∈ Nα(Xn), что (см. [14])

‖{μk(Tn)}‖lt,u � n, ‖Tn‖Nα � (2να)
−n,

где να —постоянная из «неравенства треугольника» для квазинормы из Nα. Положим X :=
( ∞∑

n=1
Xn

)

E

, и пусть jn : X → Xn, in : Xn → X — естественные фактор-отображения и вложения

(с единичными нормами). Тогда
∥
∥
∥
∥
∥

m+l∑

n=m+1

jnTnin

∥
∥
∥
∥
∥
Nα

�
∞∑

k=1

νkα ‖Tm+k‖Nα � (2να)
−m, l > 0.

Поэтому

T :=

∞∑

n=1

jnTnin ∈ Nα(X).

Поскольку Tn = jnT in, то совокупность всех собственных чисел оператора Tn есть часть семей-
ства {μk(T )}. Из этого вытекает, что

∞ > ‖{μk(T )}‖lt,u � ‖{μk(Tn)}‖lt,u � n, n = 1, 2, . . . .

Полученное противоречие доказывает предложение. �

Предложение 5.2. Пусть r ∈ (0, 1], α—проективная тензорная квазинорма, F —некоторое
семейство банаховых пространств, обладающих свойством APα, замкнутое относительно взя-
тия не более чем счетных прямых сумм. Если для любого пространства X ∈ F пространство
Nα(X) имеет спектральный тип lr, то для всякого X ∈ F и для любого оператора T ∈ Nα(X)
его ядерный след traceT вполне определен и совпадает с его спектральным следом, т.е.

trace T =

∞∑

k=1

μk(T )

(здесь {μk(T )}—полный набор, с учетом кратностей, собственных значений оператора T ). При
этом детерминант Фредгольма оператора T имеет вид

det(1− zT ) =

∞∏

k=1

(1− μk(T )z)

и является целой функцией порядка r (и, следовательно, минимального рода, если r < 1).

Доказательство. Пусть T ∈ Nα(X), где X ∈ F . Так как X ∈ APα, то Nα(X) = X∗⊗̂αX, что
гарантирует существование единственного непрерывного следа на N(X), который есть просто
непрерывное продолжение с подпространства всех конечномерных операторов в X обычного
функционала «след». По следствию 4.1 из предложения 4.1, на Nα(X) вполне определен един-
ственный непрерывный детерминант (Фредгольма), — det(1 − zT ). Возьмем последовательность
{Tn} конечномерных операторов из Nα(X), сходящуюся в пространстве Nα(X) к T .
Пространство Nα(X) имеет спектральный тип lr, так что, по предложению 5.1, существует

такая постоянная C > 0, что для любого оператора T ∈ Nα(X)

‖{μk(T )}‖l1 � C‖T‖Nα ;
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в частности, это неравенство верно для всех рассматриваемых операторов. Для конечномерного
U ∈ Nα(X) детерминант имеет вид

det(1− zU) =

M∏

i=1

(1− μi(U)z).

Следовательно, для всякого Tn

|det(1− zTn)| � exp{
∑

k

|μk(Tn)| |z|} � eC‖Tn‖Nα |z|.

Используя непрерывность детерминанта, мы приходим к неравенству

|det(1− zT )| � eC‖T‖Nα |z|.

По теореме Адамара

det(1− zT ) = ecz
∞∏

i=1

(1− μi(T )z)e
μi(T )z

(так как значение левой части в нуле есть 1). С другой стороны, разлагая правую часть равенства
в ряд, получаем det(1 − zT ) = 1 + cz + . . . . Значит, c = − trT (напомним, что det(1 − zT ) =
1− trTz + . . . ). Но {μk(T )} ∈ l1 и, следовательно,

det(1− zT ) = eaz
∞∏

i=1

(1− μi(T )z),

где a = − trT +
∑
μi.

Теперь применим теорему Уайта (см. [21]). Для этого рассмотрим банахов идеал ΓF операторов,
факторизующихся через пространства из F и образуем квазинормированный операторный идеал
ΓF ◦Nα — суперпозицию двух идеалов. Ясно, что этот идеал имеет спектральный тип l1; следова-
тельно, к нему может быть применена теорема Уайта. Поскольку идеал конечномерных операто-
ров плотен в последнем идеале, спектральный след на нем есть линейный непрерывный функци-

онал, совпадающий с ядерным следом на плотном множестве. Поэтому a = 0, traceT =
∞∑

i=1
μi(T )

и

det(1 − zT ) =

∞∏

k=1

(1− μk(T )z).

Порядок этой целой функции есть r, поскольку (μk(T )) ∈ lr (теорема Бореля о порядке канони-
ческого произведения). �

6. Примеры применения. Теперь применим полученные выше вспомогательные факты в
некоторых конкретных ситуациях.

6.1. Операторы в подпространствах фактор-пространств Lp. Сначала рассмотрим случай
ядерных операторов в подпространствах фактор-пространств пространств Lp(μ). Известно, что
такие пространства обладают свойством аппроксимации APs при 1 � p � ∞ и 0 < s < 1,
1/s = 1 + |1/p − 1/2| (см. [16–18]). Используя этот факт и некоторые идеи (как оказалось, те
же, что и в [9, 2.b.13]) из теории абсолютно суммирующих операторов, Рейнов и Латиф сначала
получили формулу Гротендика—Лидского для подпространств пространств Lp (в [16]), а затем и
для подпространств фактор-пространств пространств Lp (см. [18]).
В [9, 2.c.9], однако, получены более сильные результаты о спектрах ядерных операторов в Lp

(но не формула следа). Мы применим приведенные выше теоремы и предложения вместе с ре-
зультатом из [9, 2.c.9] для установления более общих фактов, а также снова все той же формулы
следа для операторов в подпространствах фактор-пространств пространств Lp. Приведем утвер-
ждение, усиливающее указанный выше факт о наличии свойств APs в таких пространствах (что
представляет и самостоятельный интерес).
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Лемма 6.1. Пусть 0 < s < 1, 1/s = 1+1/q. Если d := (dk) ∈ l(s,1), то найдутся α := (αk) ∈ l1
и β := (βk) ∈ l0(q,∞), для которых d = αβ, т.е. dk = αkβk для k = 1, 2, . . . . Здесь

l0(q,∞) :=
{

(βk) : ∃ak → 0, |βk| � ak
k1/q

}

.

Обратно, если α := (αk) ∈ l1 и β := (βk) ∈ l0(q,∞), то αβ ∈ l(s,1). Более того, l1 · l(q,∞) = l(s,1).

Доказательство. Возьмем d ∈ l(s,1) (предполагая, что d = d∗ = (d∗k)). Тогда
∞∑

k=1

k1/s d∗k/k <∞, т.е.
∞∑

k=1

k1/q d∗k <∞.

Пусть ε = (εk)— такая числовая последовательность, что εk ↘ 0 и
∞∑

k=1

d∗kk
1/q/εk < ∞. Положим

αk := d∗kk
1/q/εk, βk := εk/k

1/q. Тогда α := (αk) ∈ l1 и β := (βk) ∈ l0(q,∞). Таким образом,
d = αβ ∈ l1 · l0(q,∞). По поводу последних двух утверждений см. [14, 2.1.13]. �

Предложение 6.1. Пусть α ∈ [0, 1/2] и 1/s = 1+α. Для банахова пространства Y , предпо-
ложим, что

(α) существует такая постоянная C > 0, что для каждого ε > 0, для любого на-
турального n и всякого n-мерного подпространства E пространства Y существует
такой конечномерный оператор R в Y , что ‖R‖ � Cnα and ‖R|E − idE‖L(E,Y ) � ε.

Тогда Y ∈ AP(s,1).

Доказательство. Пусть 0 �= z ∈ Y ∗⊗̂(s,1)X. Воспользуемся леммой 6.1: возьмем представление

z =
∞∑

k=1

akbk y
′
k ⊗ xk, в котором (xk), (y′k) ограничены, (ak) ∈ l1, (bk) ∈ l0q∞ и bk ↘ 0. Тогда

(x̃k := bkxk) ∈ l0q∞(X) и для достаточно малого ε > 0 (которое будет выбрано ниже) можно найти
оператор R ∈ X∗ ⊗X с тем свойством, что supn ‖Rx̃n− x̃n‖ � ε (здесь мы использовали свойства
рассматриваемого пространства X, отмеченные в разделе 1 работы [19]). Так как z �= 0, то можно
найти такой оператор V ∈ L(Y ∗,X∗), что

∞∑

k=1

ak 〈V y′k, x̃k〉 = 1.

Теперь, когда оператор V выбран, получаем:

1 =

∞∑

k=1

ak 〈V y′k, x̃k −Rx̃k〉+
∞∑

k=1

ak 〈V y′k, Rx̃k〉 � ε ‖(ak)‖l1 ‖V ‖ · const+
∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

k=1

akbk 〈R∗V y′k, xk〉
∣
∣
∣
∣
∣
,

и, если ε достаточно мало, для конечномерного оператора R∗V : Y ∗ → X∗ имеем:

| tr zt ◦ (R∗V )| = | tr(R∗V ) ◦ zt| =
∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

k=1

akbk 〈R∗V y′k, xk〉
∣
∣
∣
∣
∣
> 0.

Последняя сумма есть ядерный след тензорного элемента
∞∑

k=1

akbk R
∗V y′k ⊗ xk, который является

композицией R ◦ z0 конечномерного оператора R и тензорного элемента z0 :=
∞∑

k=1

akbk V y
′
k ⊗ xk,

принадлежащего тензорному произведению X∗⊗̂(s,1)X согласно второй части леммы 6.1. Отсюда
следует, что как z0, так и z порождают ненулевые операторы z̃0 и z̃. �
Свойством (α) обладают, в частности, фактор-пространства подпространств и подпространства

фактор-пространств пространств Lp (при 1 � p � ∞ с α = |1/2 − 1/p|) (см. обсуждение этого
в [19, раздел 1] и в [18, предложение 9]).
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Следствие 6.1. Пусть s ∈ (0, 1], p ∈ [1,∞] и 1/s = 1 + |1/p − 1/2|. Если банахово простран-
ство Y изоморфно подпространству фактор-пространства (или фактор-пространству подпро-
странства) некоторого Lp-пространства, то оно обладает свойством AP(s,1) (и, следовательно,
свойством APs).

Кстати, при s = 2/3 получаем уже упоминавшийся результат о наличии свойства AP(2/3,1) у
любого банахова пространства.
H. König показал (см. [9, 2.c.9]), что если 1 < p < ∞, 0 < s < 1, 1/r = 1/s − |1/p − 1/2|,

и X = Lp(μ), то собственные значения любого оператора T ∈ Ns(X) лежат в l(r,s). Поэтому
получаем небольшое усиление ранее полученных теорем (см. [16–18]) о ядерных операторах в
подпространствах фактор-пространств пространств Lp(μ).
Итак, обобщение предложения :

Предложение 6.2 (ср. [9, 2.c.9]). Пусть 1 < p < ∞, 0 < s < 1, 1/r = 1/s − |1/p − 1/2|.
Существует такая постоянная Cs,p > 0, что для всякого подпространства X любого фактор-
пространства пространства Lp(μ) и для любого оператора T ∈ Ns(X)

‖{μk(T )}‖l(r,s) � Cs,p‖T‖Ns

(здесь {μk(T )}—полный набор собственных значений оператора T ). При r = 1 и 1 = 1/s −
|1/p− 1/2| полный набор собственных значений оператора T абсолютно суммируем, для любого
оператора T ∈ Ns(X) его ядерный след traceT вполне определен и совпадает с его спектральным
следом, т.е.

traceT =

∞∑

k=1

μk(T ).

Доказательство. Любое банахово пространство имеет как свойство ‖ · ‖s-продолжения, так и
свойство ‖ · ‖s-лифтинга (см. пример 3.4). Из [9, 2.c.9] следует, что Lp-пространства имеют спек-
тральный тип l(r,s). По теоремам 3.1 и 3.2, как подпространства, так и фактор-пространства Lp-
пространств имеют спектральный тип l(r,s). По тем же теоремам их, соответственно, фактор-про-
странства и подпространства также имеют имеют спектральный тип l(r,s). Применим предложе-
ние 5.1 к семействам фактор-пространств подпространств и подпространств фактор-пространств
пространств Lp, рассматривая прямые суммы по типу lp, получим нужные нам неравенства. При-
меняя в этих же ситуациях предложение 5.2 (учитывая наличие свойств APs), получаем формулы
следа. �

6.2. Операторный идеал N(r,s),p. Пусть 0 < r, s � 1, 1 � p � 2. Определим новую проективную
квазинорму ‖ · ‖(r,s),p следующим образом. Если u ∈ X⊗̂Y , то

‖u‖(r,s),p := inf

{

‖(λi)∞i=1‖l(r,s)‖(xi)∞i=1‖l∞(X) · ‖(yi)∞i=1‖lw
p′ (X) : u =

∞∑

i=1

λixi ⊗ yi

}

.

Получаем новое тензорное произведение X⊗̂(r,s),pY , состоящее из тензорных элементов u ∈ X⊗̂Y
конечной квазинормы ‖ · ‖(r,s),p. Оно квази-банахово (проверяется стандартным образом на абсо-
лютно сходящихся рядах) и является частичным обобщением тензорного произведения Лапресте
(см. [11]).
Естественным образом мы приходим к квазинормированному операторному идеалу N(r,s),p,

рассматривая фактор-отображения X∗⊗̂(r,s),pY → N(r,s),p(X,Y ). Всякий оператор из этого идеала
допускает соответствующее разложение в ряд. Применим полученные выше факты (аналогично
случаю операторов в подпространствах Lp-пространств) к операторам из этого нового оператор-
ного идеала типа Лапресте (идеала Лоренца—Лапресте).

Замечание 6.1. Более общим является тензорное произведение X⊗̂(r,s),p,qY , получаемое ана-
логичным образом, но с дополнительным ограничением на последовательность (yi): требуется,
чтобы эта последовательность была слабо q-суммируемой, где 1 � q <∞. Мы не рассматриваем
его здесь в силу ограниченности объема работы.
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Перейдем теперь к операторам из N(r,s),p.

Предложение 6.3. Если 1 � p � 2, 1/r = 1/p + 1/2, то всякое банахово пространство обла-
дает свойством AP(r,1),p.

Отметим, что при p = 1 свойство AP(r,1),p превращается в AP(2/3,1), о наличии которого в
любом банаховом пространстве известно из [6, 19].

Следствие 6.2. Если 0 < r � 1, 1/r = 1/p + 1/2, 1 � p � 2 и 0 < s � 1, то N(r,s),p ⊂ N(r,1),p

и, следовательно, всякое банахово пространство обладает свойством AP(r,s),p.

Предложение 6.4. Идеал N(r,s),p имеет спектральный тип l(1,s).

Доказательство. Приведем доказательство, в ходе которого будут получены все три сформу-
лированные выше утверждения. Пусть 0 < r � 1, 1/r = 1/p + 1/2, 1 � p � 2 и 0 < s � 1.
Предположим, что X /∈ AP(r,s),p. Пусть z ∈ X∗⊗̂(r,s),pX — такой элемент, что trace z = 1, z̃ = 0.
Имеем

z =

∞∑

k=1

λkx
′
k ⊗ xk,

где (λk) ∈ lr,s, (x′k) ∈ l∞(X∗), (xk)— слабо p′-суммируема.
Поскольку z =

∑
λkx

′
k ⊗ xk, где (λk) ∈ lr,s, (x′k) ∈ l∞(X∗) и (xk)— слабо p′-суммируема, то z̃

может быть факторизован:

z̃ : X
A−→ l∞

Δ−→ l1
j−→ lp

V−→ X,

где Ax = {〈x′k, x〉} ∈ l∞ для x ∈ X, V {δk} :=
∑
δkxk для {δk} ∈ lp, j — вложение, Δ—диа-

гональный оператор с диагональю (λk) из l(r,s). Так как z̃ = 0, то V |jΔA(X) = 0. Рассмотрим
S := jΔAV : lp → lp:

S{δk} =

∞∑

k=1

δkjΔAxk =

∞∑

k=1

δkjΔ

⎛

⎝

∞∑

j=1

〈x′j, xk〉ej
⎞

⎠ =

∞∑

k,j=1

λj〈x′j , δkxk〉ej =

=
∞∑

j=1

λj

〈

x′j ,
∞∑

k=1

δkxk

〉

ej =
∞∑

j=1

λj

〈

{δk}k,
{〈x′j , xk〉

}

k
〉ej ∈ lp

для {δk} ∈ lp. Положим
〈

{δk}k,
{〈x′j , xk〉

}

k

〉

=: ψj(δ).

Тогда

S{δk} =

∞∑

j=1

λjψj(δ)ej .

Следовательно,
trS =

∑

j

λjψj(ej) =
∑

j

λj〈x′j , xj〉 = 1.

Очевидно, S2 = 0 и traceS = trace z = 1.
Рассмотрим диагональный оператор jΔ : l∞ → lp с диагональю из l(r,s). Из [14, 2.9.17*] следует,

что этот оператор есть оператор вейлевского (а значит и спектрального) типа (1, s) (см. [14,
3.6.2*]; подробно об операторах Вейля см. указанную монографию). Следовательно, идеал N(r,s),p

имеет спектральный тип l1,s.
Поскольку S ∈ N(r,1),p(lp, lp), имеем

S : lp
V−→ X

A−→ l∞
Δ−→ l1

j−→ lp,

N(r,1),p имеет спектральный тип l1 и пространство lp обладает свойством аппроксимации Гротен-
дика (а, значит, и свойством AP(r,1),p), то ядерный след traceS вполне определен и равен сумме
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всех собственных значений оператора S (по предложению 5.2, в котором сейчас F есть семейство
всех банаховых пространств). Противоречие с тем, что S2 = 0. �
Применяя предложения 5.1 и 5.2 для рассматриваемой ситуации, получаем следующее утвер-

ждение.

Теорема 6.1. Пусть 0 < r � 1, 1/r = 1/p + 1/2, 1 � p � 2 и 0 < s � 1. Существует
такая постоянная C > 0, что для всякого банахова пространства X и для любого оператора
T ∈ N(r,s),p(X)

‖{μk(T )}‖l(1,s) � C‖T‖N(r,s),p

(здесь {μk(T )}—полный набор собственных значений оператора T ). В частности, полный на-
бор собственных значений оператора T абсолютно суммируем, его ядерный след trace T вполне
определен и совпадает с его спектральным следом, т.е.

traceT =

∞∑

k=1

μk(T ).

Отметим частные случаи теоремы для N(r,s),p. Пусть 0 < r � 1, 1/r = 1/p + 1/2, 1 � p � 2 и
0 < s � 1.
(a) r = 1, s = 1, p = 2: В. Б. Лидский (1959), А. Пич (1980);
(b) r = 2/3, s = 2/3, p = 1: А. Гротендик (1955);
(c) r = 2/3, s = 1, p = 1: А. Хинрихс и А. Пич (2010) и, независимо, О. И. Рейнов (2016);
(d) 0 � r � 1, s = r, 1/r = 1/2 + 1/p: О. И. Рейнов и К. Латиф (2013).

Теорема соединяет в одной шкале операторов частные случаи (c) и (a):
{

r =
2

3
, s = 1, p = 1

}

−→
{
2

3
� r � 1, s = 1,

1

r
=

1

p
+

1

2

}

−→ {r = 1, s = 1, p = 2}.
Все результаты, приведенные до теоремы об N(r,s),p, точны. Теорема точна для случаев, когда

r = s. Для r �= s проблема возникает уже в частном случае N(2/3,1) (т.е. при p = 1).
Из статьи А. Хинрихса и А. Пича [6] в нашей формулировке: верно ли что в шкале пространств

Лоренца lr,s результат «любое банахово пространство обладает свойством AP(2/3,1)» есть наи-
лучший результат?
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ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ СПИРАЛИ

В ЗАДАЧАХ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

С УПРАВЛЕНИЕМ ИЗ КРУГА

c© 2024 г. М. И. РОНЖИНА, Л. А. МАНИТА

Аннотация. Изучается окрестность особых экстремалей второго порядка в задачах оптималь-
ного управления, аффинных по двумерному управлению из круга. Исследуется задача стабилиза-
ции для линейной системы дифференциальных уравнений второго порядка, для которой начало
координат есть особая экстремаль второго порядка. Данную задачу можно рассматривать как
возмущение аналога задачи Фуллера с двумерным управлением из круга. Показано, что для та-
кого класса задач сохраняются оптимальные решения в виде логарифмических спиралей, которые
приходят в особую точку за конечное время, при этом оптимальные управления совершают беско-
нечное число оборотов вдоль окружности. Приведен краткий обзор задач, в которых возникают
решения в форме таких логарифмических спиралей.

Ключевые слова: двумерное управление из круга, особая экстремаль, раздутие особенности,
логарифмическая спираль, гамильтонова система, принцип максимума Понтрягина.

LOGARITHMIC SPIRALS IN OPTIMAL CONTROL PROBLEMS

WITH CONTROL IN A DISK

c© 2024 M. I. RONZHINA, L. A. MANITA

Abstract. We study a neighborhood of singular second-order extremals in optimal control problems
that are affine in a two-dimensional control in a disk. We study the stabilization problem for a linear
system of second-order differential equations for which the origin is a singular second-order extremal.
This problem can be considered as a perturbation of an analog of the Fuller problem with two-
dimensional control in a disk. We prove that for this class of problems, optimal solutions keep their
form of logarithmic spirals that arrive at a singular point in a finite time, while optimal controls make
an infinite number of revolutions along the circle. Finally, we present a brief review of problems whose
solutions have the form of such logarithmic spirals.

Keywords and phrases: two-dimensional control in a disk, singular extremal, blow-up of a
singularity, logarithmic spiral, Hamiltonian system, Pontryagin’s maximum principle.

AMS Subject Classification: 49J15, 49N60, 34H05

1. Введение. Решения в виде логарифмических спиралей могут возникать в задачах опти-
мального управления, аффинных по ограниченному управлению, содержащих особые экстремали
второго порядка. Особые экстремали — это траектории, в точках которых значение управления с
помощью непосредственного применения условия принципа максимума Понтрягина определяется
неоднозначно.
Для задач, аффинных по скалярному управлению u, т.е. для задач с гамильтонианом вида

H(q, p, u) = H0(q, p) + uH1(q, p), где q и p—фазовая и сопряженная переменные соответствен-
но, экстремаль является особой, если функция H1 обращается в ноль на непустом промежутке
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времени. Особая экстремаль второго порядка определяется из условий

adH1(adH0)
kH1 = 0, k = 0, 1, 2, adH1(adH0)

3H1 �= 0

(см. [13]), где (adF )G = {F,G}— скобка Пуассона функций F и G. Для оптимальной особой
экстремали второго порядка также должно быть выполнено условие Келли (см. [17]):

adH1(adH0)
3H1 < 0.

Простейший пример задачи со скалярным управлением, содержащей особую экстремаль вто-
рого порядка — задача Фуллера:

∞∫

0

x2(t)dt → inf, ẋ = y, ẏ = u, |u| � 1, x(0) = x0, y(0) = y0, u, x, y ∈ R.

Здесь начало координат является особой экстремалью второго порядка. Для задачи Фуллера по-
строен полный синтез оптимальных траекторий (см., например, [1]). Доказано, что оптимальные
траектории попадают в 0 за конечное время, при этом управление на оптимальной траектории
имеет счетное число неустранимых разрывов, а именно, счетное число переключений с 1 на −1
(феномен Фуллера, см. рис. 1). Такие траектории называют четтеринг-траекториями.

y

x

u = 1

u = −1

Рис. 1. Оптимальные четтеринг-траектории

Было доказано (см. [1, 14]), что для систем
аффинных по скалярному управлению, содер-
жащих особые экстремали 2-го порядка, нали-
чие оптимальных четтеринг-траекторий явля-
ется ситуацией общего положения. В работах
М. И. Зеликина и В. Ф. Борисова показано,
что асимптотика решений в таких задачах в
окрестности особых точек определяется реше-
ниями задачи Фуллера. Именно, было дока-
зано, что фазовое пространство расслаивает-
ся над многообразием особых траекторий на
двумерные слои, в которых поле оптимальных
траекторий устроено аналогично полю опти-
мальных траекторий задачи Фуллера.
В [24] было доказано, что для произволь-

ной управляемой системы дифференциальных
уравнений, линейной по скалярному управле-
нию, с каноническим лагранжианом, в кото-
ром кинетическая энергия зависит только от

обобщенных импульсов, особые режимы имеют порядок 2 и в окрестности многообразия осо-
бых траекторий второго порядка в расширенном фазовом пространстве имеется расслоение с
двумерными слоями, являющимися интегральными многообразиями гамильтоновой системы, за-
полненными траекториями с накоплением переключений. Такая структура лагранжиана типична
для задач управления механическими системами. Наличие четтеринг-решений было доказано для
задач управления космическими аппаратами (см. [11,20,21,23]), манипулятором (см. [4,23]), мно-
гозвенным перевернутым маятником (см. [6]), балкой Тимошенко (см. [25]), колебаниями струны
(см. [5]) и многими другими механическими системами.
Естественно предположить, что для задач с двумерным управлением структура решений в

окрестности особых траекторий второго порядка определяется аналогом задачи Фуллера с дву-
мерным управлением. Для аналога задачи Фуллера с управлением из правильного треугольника
построен полный синтез оптимальных траекторий, содержащий особые экстремали второго по-
рядка, четтеринг-траектории (см. [3]) и хаотическое поведение оптимальных траекторий на ко-
нечных промежутках времени (см. [2]). Доказано, что такое поведение решений в окрестности
особой экстремали второго порядка типично для гамильтоновых систем общего вида, аффинных
по управлению из треугольника, близкого к правильному (см. [2]).
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В настоящей работе рассматриваются задачи, аффинные по двумерному управлению из круга.
Мы предполагаем, что и в этом случае структура оптимального синтеза должна определяться
решениями аналога задачи Фуллера, для которой на данный момент найдены некоторые опти-
мальные решения: четтеринг-решения и логарифмические спирали (см. [9, 23]). Полный синтез
оптимальных траекторий для аналога задачи Фуллера с управлением из круга пока не постро-
ен. В данной работе показано, что при линейных возмущениях модельной задачи в окрестности
особой точки второго порядка имеются оптимальные логарифмические спирали.
Изложение построено следующим образом. В разделе 2 приводится обзор полученных резуль-

татов для задач, аффинных по управлению из круга, содержащих особые экстремали второго по-
рядка. В разделе 2.1 описано семейство логарифмических спиралей для аналога задачи Фуллера
с управлением из круга. В разделе 2.2 описаны результаты для системы общего вида большой
размерности. В разделе 2.3 приведены примеры систем малой размерности, в которых найдено
семейство экстремалей в виде логарифмических спиралей. В разделе 3 рассмотрена линейно-
квадратичная задача стабилизации для системы второго порядка малой размерности общего ви-
да. Для нее в разделе 3.1 приведены необходимые и достаточные условия оптимальности. В раз-
деле 3.2 доказана теорема о существовании решений задачи в форме логарифмических спиралей.

2. Особые экстремали второго порядка в задачах с двумерным управлением. Для за-
дач оптимального управления, аффинных по двумерному управлению u = (u1, u2), гамильтонова
система принципа максимума Понтрягина

q̇ =
∂H

∂p
, ṗ = −∂H

∂q
, (1)

имеет гамильтониан следующего вида:

H(q, p) = H0(q, p) +H1(q, p)u
0
1 +H2(q, p)u

0
2, (2)

где q(t) ∈ R
n, p(t) ∈ (Rn)∗. Управление выбирается из условия максимума на ограничивающем

множестве управлений U
u0 = argmax

u∈U
(H1(q, p)u1 +H2(q, p)u2) . (3)

Заметим, что как и в скалярном случае, векторные особые управления характеризуются тем,
что не определяются однозначно из условия максимума. Однако в случае векторного управле-
ния особые управления могут быть разного типа: только по одной компоненте, по нескольким
компонентам или по всем компонентам сразу.
Нас будут интересовать, во-первых, особые управления по всем компонентам, а во-вторых, те,

что имеют порядок 2. Приведем формальное определение особых экстремалей второго порядка
для системы (1)–(3), с которым мы будем работать далее.
Для системы (1)–(3) точка (qs, ps)— особая точка (особая экстремаль) второго порядка, если:
(i) функции

Hi, (adHk)Hi, adHl(adHk)Hi, adHj(adHl)(adHk)Hi, i = 1, 2, j, k, l = 0, 2,

обращаются в нуль в точке (qs, ps), а набор их дифференциалов в точке (qs, ps) имеет посто-
янный ранг;

(ii) билинейная форма

Bij = adHi(adH0)
3Hj

∣
∣
∣
(qs,ps)

, i, j = 1, 2,

имеет ранг 2, симметрична и отрицательно определена;
(iii) остальные (не зависящие от перечисленных) скобки пятого порядка от функций Hj, j = 0, 2,

обращаются в нуль в точке (qs, ps).
В данной работе мы рассматриваем задачи, в которых ограничивающее множество для управ-

лений является кругом в R
2, поэтому далее мы сформулируем базовую модель с двумерным

управлением из круга, которая является аналогом задачи Фуллера.
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2.1. Модельная задача с двумерным управлением из круга.
Задача (P1):

∞∫

0

〈x(t), x(t)〉dt → inf, ẋ = y, ẏ = u, ‖u‖ � 1, x(0) = x0, y(0) = y0, u, x, y ∈ R
2

Здесь 〈·, ·〉 и ‖·‖— скалярное произведение и евклидова норма в R
2.

Далее приведем необходимые результаты для задачи (P1) (см. [9, 23]). Следуя стандартной
схеме, применим принцип максимума Понтрягина, выпишем для модельной задачи гамильтонову
систему принципа максимума Понтрягина

ψ̇ = −φ, φ̇ = x, ẋ = y, ẏ = u, u = ψ/‖ψ‖. (4)

Введем новые координаты, сводящие гамильтонову систему (4) модельной задачи к удобному
виду:

z1i = Hi, z2i = (adH0)Hi, z3i = (adH0)
2Hi, z4i = (adH0)

3Hi, i = 1, 2,

где

H0 = −1

2
〈x, x〉+ 〈φ, y〉, H1 = ψ1, H2 = ψ2.

В координатах z = (z1, z2, z3, z4) ∈ R
8 система (4) примет вид

ż1 = z2, ż2 = z3, ż3 = z4, ż4 = −u, u = z1/‖z1‖. (5)

Доказано (см. [9, 23]), что начало координат z = 0 есть единственная особая экстремаль, при-
чем ее порядок равен двум (т.е. z = 0 удовлетворяет определению особой точки второго порядка,
приведенному выше). Было показано, что любая оптимальная траектория за конечное время при-
ходит в начало координат. Однако в задаче (P1) полный синтез оптимальных решений до сих не
построен. Только для некоторых классов начальных условий известны два семейства решений:
семейство четтеринг-траекторий и семейство логарифмических спиралей. Оптимальные решения
являются четтеринг-траекториями, если векторы x(0) и y(0) коллинеарны. Оптимальные лога-
рифмические спирали возникают, если выполняются некоторые конкретные условия на x(0) и
y(0), а именно, на угол между x(0) и y(0) и на отношение их длин (эти условия мы приведем
ниже). Особенность логарифмических спиралей состоит в в том, что они входят в начало коорди-
нат за конечное время, при этом и в плоскости x, и в плоскости y траектории совершают счетное
число оборотов вокруг начала координат (аналог феномена Фуллера, см. рис. 2). Управление на
таких траекториях за конечное время совершает счетное число оборотов по окружности (границе
круга).
Заметим, что семейство решений (5) в форме логарифмических спиралей было найдено бла-

годаря тому, что система (5) однородна относительно специальной группы симметрий (группы
Фуллера). Приведем эти решения в явном виде:

z∗m(t) = −Am−1(T
∗ − t)5−meiα log |T ∗−t|, u∗(t) = eiα log |T ∗−t|, 0 � t < T ∗, m = 1, 4. (6)

Здесь A0 = −1/126, Al+1 = −Al(4 − l + iα), l = 0, 1, 2, угол между z3(0) и z4(0) равен 2 arctg α,
α2 = 5, и |z4(0)|2 =

√
6|z3(0)|/2. Траектории z∗m(t) попадают в ноль за конечное время T ∗, и

оптимальное управление u∗(t) совершает бесконечное число оборотов вдоль окружности S1.
Оказывается, что наличие аналогичных логарифмических спиралей типичная ситуация для

гамильтоновых систем (без предположения об однородности относительно группы симметрий),
аффинных по двумерному управлению из круга, и которые обладают особой точкой второго по-
рядка. А именно, если размерность гамильтоновой системы достаточно велика (не менее 32), то
в окрестности особой точки второго порядка имеется семейство экстремалей в виде логарифми-
ческих спиралей. В следующем разделе мы приведем результаты, полученные для этого случая.
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Рис. 2. Логарифмические спирали в модельной задаче.

2.2. Общий случай с двумерным управлением. Рассмотрим гамильтонову систему (1)–(3) раз-
мерности 32 или выше. Предположим, что имеется особая точка (qs, ps) второго порядка. Для
того, чтобы исследовать ее окрестность, мы введем удобные локальные координаты (см. [7, 8]).
Применим технику, развитую в работах Л. В. Локуциевского (см., например, [2]), для чего вы-
пишем ниспадающую систему скобок Пуассона:

d

dt
Km = (adH0)Km + (adHl)Kmul, m � 4.

Здесь Km = adKm(adKm−1) . . . (adK2)K1 — скобка порядка m, где K1 = H1 или H2, и Kr,
r = 2,m, равно H0, H1 или H2.
Обозначим через K = {Km, m � 4} множество всех скобок не более 4-го порядка, т.е.

K =
{

Hi, (adHk)Hi, adHl(adHk)Hi, adHj(adHl)(adHk)Hi, i = 1, 2, j, k, l = 0, 2
}

.

Набор K состоит из 80 элементов, но в силу свойств антисимметричности и тождества Якоби
является зависимым. Число N(m) независимых скобок порядка m в K может быть вычислено с
помощью формулы Витта (см. [22])

N(m) =
1

m

∑

d|m
μ(d) · 3m/d,

где μ(d)—функция Мёбиуса. Таким образом, число независимых скобок в K равно 31 (две скоб-
ки первого порядка, три — второго порядка, восемь — третьего порядка, и 18 скобок четвертого
порядка).
Размерность гамильтоновой системы (1)–(3) больше 31, поэтому дополним K до полного на-

бора локальных координат в окрестности (qs, ps) гладкими функциями ω(q, p) ∈ R
2n−31, так что

ω(qs, ps) = 0. В координатах (K, ω) точка (qs, ps)—начало координат. В новых координатах (K, ω)
гамильтонова система для (1)–(3) примет вид

d

dt
Km = (adH0)Km + (adHl)Kmul, m � 4,

d

dt
ω = η(K, ω) + β(K, ω)u,

K1u→ max
u∈U

,

(7)

где η : R2n → R
2n−31 и β : R2n → R

2n−31 × R
2—некоторые гладкие функции.

Решения системы (7) удобнее описывать в терминах главных и неглавных скобок. Скобки
Hl, (adH0)Hl, (adH0)

2Hl, (adH0)
3Hl, l = 1, 2, в ниспадающей системе называются главными,

остальные скобки не более 4 порядка — неглавными скобками. Неглавные скобки имеют больший
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порядок малости по сравнению с главными, поэтому они не влияют на принципиальное поведение
системы (см. [2]).

Теорема 1 (см. [7, 8]). В достаточно малой окрестности начала координат существует ре-
шение системы (7) следующего вида:

главные скобки: Km(t) = km(t) (T − t)5−meiα log |T−t| eiϕm(t), m = 1, 4,

неглавные скобки: Km(t) = gm(t)(T − t)6−m, m = 1, 4,

другие координаты: ω(t) = gω(t)(T − t),

управление: u(t) = eiα log |T−t| eiϕ0(t).

Здесь gm(t) и gω(t)— ограниченные функции, α = ±√
5, T > 0,

km(t) = k0m
(

1 + o(T − t)σ
)

, ϕl(t) = ϕ0
l + o(T − t)σ при t→ T − 0,

k0m, ϕ
0
l ∈ R, m = 1, 4, l = 0, 4, σ > 0.

Найденные экстремали совершают счетное число оборотов вокруг начала координат и прихо-
дят в 0 за конечное время T .

Теорема 1 доказана для задач, у которых размерность гамильтоновых систем 32 и больше.
Однако имеются конкретные гамильтоновы системы меньшей размерности, для которых были
получены аналогичные результаты. Далее мы приведем примеры некоторых таких задач.

2.3. Примеры задач малой размерности. В данном разделе кратко перечислим задачи неболь-
шой размерности, для которых были найдены экстремали в виде логарифмических спиралей.
Заметим, все эти примеры относятся к задачам управления механическими системам: задача
быстродействия для космической ракеты, задача стабилизации колебаниями перевернутого сфе-
рического маятника и балки Тимошенко.

Задача управления космической ракетой:

tf → min, (8)

v̇x = a sin θ cosψ + gx, θ̇ = (ωx sinφ+ ωy cosφ) secψ, ω̇x = bu1,

v̇y = −a sinψ + gy, ψ̇ = ωx cosφ− ωy sinφ, ω̇y = bu2,

v̇z = a cos θ cosψ + gz, φ̇ = (ωx sinφ+ ωy cosφ) tgψ, u21 + u22 � 1.

(9)

Уравнения движения ракеты состоят из уравнений орбитальной динамики (уравнения на скоро-
сти vx, vy, vz), кинематических уравнений Эйлера (уравнения на углы Эйлера θ, ψ, φ) и динами-
ческих уравнений Эйлера (уравнения на угловые скорости ωx, ωy). Ракета управляется моментом
силы тяги u = (u1, u2), управление u ограничено единичным кругом.
В задаче (8)–(9) описана особая поверхность второго порядка, и доказано существование

четтеринг-экстремалей [26].
Гамильтонова система для задачи (8)–(9) состоит из 16 уравнений: 8 уравнений на фазовые

переменные, 8 уравнений на сопряженные переменные. В силу размерности теорема 1 для общей
задачи здесь не применима. Однако при использовании той же схемы было найдено семейство
экстремалей в виде логарифмических спиралей (см. [19]).
Ниже сформулированы еще две задачи малой размерности: задача управления перевернутым

сферическим маятником и задача управления балкой Тимошенко (точнее, ее двумя модами, ко-
торые возникают при применении метода Галеркина к исходной задаче управления системой
уравнений в частных производных). В обоих примерах управление двумерно и лежит в единич-
ном круге.
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Рис. 3. Выбор углов Эйлера в задаче управления ракетой.
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Рис. 4. Перевернутый сферический маятник Рис. 5. Балка Тимошенко

Перевернутый сферический маятник:
∞∫

0

〈x(t), x(t)〉 dt → inf, ẋ = y, ẏ = kx+ u, ‖u‖ � 1, u, x, y ∈ R
2, k > 0. (10)

Данная задача возникает при изучении линеаризованной модели перевернутого сферического ма-
ятника. Маятник может перемещаться по горизонтальной плоскости (см. рис. 4) под действием
ограниченной по величине внешней силы u. Предполагается, что сила приложена к основанию
маятника. Целевой функционал представляет собой среднеквадратичное отклонение маятника
от верхнего неустойчивого положения равновесия, через x1, x2 обозначены углы отклонения ма-
ятника от вертикали.

Балка Тимошенко:
∞∫

0

〈x(t), x(t)〉 dt → inf, ẋ = y, ẏ = Kx+ u, ‖u‖ � 1, u, x, y ∈ R
2, K = diag{k1, k2}. (11)
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Задача (11) оптимального управления балкой Тимошенко записана в терминах коэффициентов
x = (x1, x2) разложения функции (w(s, t), ξ(s, t)) (поперечное смещение центральной линии балки
относительно положения покоя и угол поворота поперечных сечений; см. рис. 5) в ряд Фурье
по двум собственным функциям эллиптического оператора, соответствующего гиперболической
системе уравнений, описывающей колебания балки (k1, k2 > 0— соответствующие собственные
значения).
Задачи (10) и (11) отличаются от модельной наличием слагаемых kx и Kx (k > 0 для маятника

и диагональная матрица K для балки Тимошенко). Размерность гамильтоновых систем в этих
задачах равна 8, поэтому теорема 1 здесь неприменима. С использованием аналогичных рассуж-
дений нами было показано, что семейство логарифмических спиралей является оптимальным в
этих задачах (см. [16, 18]).

Замечание. Далеко не все задачи малой размерности обладают семействами экстремалей в
виде логарифмических спиралей. Например, в задаче наибыстрейшей переориентации спутника,
которая отличается от задачи управления ракетой отсутствием уравнений на скорости, особое
управление второго порядка имеется только по одной компоненте управления (см. [20, 23]). Осо-
бого управления по всем компонентам нет, так как не выполняется условие на ранг билинейной
формы из определения особой точки. Поэтому в окрестности особой (по одной компоненте управ-
ления) экстремали второго порядка имеется семейство четтеринг-экстремалей (см. [20,23]), но не
может быть семейства решений в форме логарифмических спиралей.

В следующем разделе рассмотрим задачу управления линейной системой второго порядка с
квадратичным целевым функционалом, для которой размерность гамильтоновой системы равна 8
(как и для задач (10) и (11)) и которая является обобщением (в классе линейных управляемых
систем) модельной задачи.

3. Задача стабилизации для линейной системы второго порядка малой размерности.
Задача (P2):

∞∫

0

〈x(t), x(t)〉 dt → inf, ẋ = y, ẏ = Kx+ u, ‖u‖ � 1, x(0) = x0, y(0) = y0.

Здесь u, x, y ∈ R
2, K —произвольная невырожденная (2 × 2)-матрица. Допустимые решения в

задаче (P2) — абсолютно непрерывные функции, допустимые управления — ограниченные изме-
римые функции.
Нетрудно показать, что для начальных условий из достаточно малой окрестности начала коор-

динат решение задачи (P2) существует, единственно и стремится к началу координат при t→ ∞.
Доказательство аналогично доказательству, приведенному в [23] для задачи со скалярным управ-
лением.

3.1. Необходимые и достаточные условия оптимальности. Если (x(t), y(t), uopt(t))— опти-
мальное решение, то, согласно принципу максимума Понтрягина, существуют такие непрерывные
R
2-значные функции φ(t), ψ(t) и неотрицательная константа λ0, что

φ̇ = −∂H
∂x

= λ0x−KTψ, ψ̇ = −∂H
∂y

= −φ, ẋ =
∂H

∂φ
= y, ẏ =

∂H

∂ψ
= Kx+ uopt. (12)

Здесь H — гамильтониан

H(x, y, φ, ψ) = −λ0
2
〈x, x〉 + 〈φ, y〉 + 〈ψ,Kx〉+ 〈ψ, u〉.

Управление на оптимальной траектории uopt(t) определяется из условия максимума:

H
(

x(t), φ(t), ψ(t), uopt(t)
)

= −λ0
2
〈x, x〉+ 〈φ, y〉+ 〈ψ,Kx〉+ max

‖u‖�1
〈ψ, u〉. (13)

Для задачи (12)–(13) нетрудно показать, что λ0 �= 0, поэтому в дальнейшем полагаем λ0 = 1.
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Условие максимума (13) дает явное выражение для управления на оптимальной траектории,
если ψ(t) �= 0: uopt(t) = ψ(t)/‖ψ(t)‖. Если же ψ = 0, то любое допустимое управление удовлетво-
ряет условию максимума (13).
Приведем достаточные условия оптимальности для задачи (P2), которые будут необходимы

для доказательства оптимальности логарифмических спиралей. Отметим, что далее будем пред-
полагать, что начальные условия взяты из окрестности начала координат, для которой решения
задачи (P2) существуют (и единственны).

Предложение 1. Пусть
(

x̄(t), ȳ(t), φ̄(t), ψ̄(t), ū(t)
)

— решение системы (12)-(13), удовлетво-
ряющее условиям x̄(0) = x0, ȳ(0) = y0, и

x̄→ 0, ȳ(t) → 0, φ̄(t) → 0, ψ̄(t) → 0 при t → +∞.
Тогда (x̄(t), ȳ(t), ū(t)) является оптимальным решением задачи (P2).

Доказательство. Предположим, что для начальной точки (x0, y0) оптимальным является реше-
ние (x̂(t), ŷ(t), û(t)). Докажем, что

Δ =
1

2

∞∫

0

(〈

x̂, x̂
〉− 〈

x̄, x̄
〉)

dt � 0.

Так как в силу неравенства Коши—Буняковского
〈

x̂, x̂
〉− 〈

x̄, x̄
〉

� 2
〈

x̄, x̂− x̄
〉

, то

Δ � Δ1 =

∞∫

0

〈

x̄, x̂− x̄
〉

dt.

Используя (12), получим
x̄ = ˙̄φ+KT ψ̄

и подставим в Δ1:

Δ1 =

∞∫

0

〈 ˙̄φ+KT ψ̄, x̂− x̄
〉

dt

Отсюда, интегрируя по частям, получаем

Δ1 =
〈

φ̄, x̂− x̄
〉
∣
∣
∣

∞
0

−
∞∫

0

〈

φ̄, ŷ − ȳ
〉

dt+

∞∫

0

〈

KT ψ̄, x̂− x̄
〉

dt.

Первое слагаемое равно 0, так как x̄(0) = x̂(0) = x0 и функции x̄(t), x̂(t), φ̄(t) стремятся к нулю
при t→ ∞. Вычисляя первый интеграл по частям и учитывая, что ˙̄ψ = −φ̄, получаем:

Δ1 =
〈

ψ̄, ŷ − ȳ
〉
∣
∣
∣

∞
0

−
∞∫

0

〈

ψ̄,K(x̂− x̄) + (û− ū)
〉

dt+

∞∫

0

〈

ψ̄,K(x̂− x̄)
〉

dt.

Первое слагаемое опять же обращается в 0, так как ȳ(0) = ŷ(0) = y0 и функции ȳ(t), ŷ(t), ψ̄(t)
стремятся к 0 при t→ ∞. Отсюда

Δ1 =

∞∫

0

〈

ψ̄, ū− û
〉

dt.

В силу того, что управление ū(t) удовлетворяет условию максимума (13) вдоль траектории
(

x̄(t), ȳ(t), φ̄(t), ψ̄(t)
)

, имеем
〈

ψ̄, ū − û
〉

� 0, так что Δ1 � 0 и Δ � 0. Таким образом, значение
функционала задачи (P2) на траектории (x̄(t), ȳ(t)) не хуже, чем на оптимальной траектории
(

x̂(t), ŷ(t)
)

. �
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3.2. Решения гамильтоновой системы принципа максимума Понтрягина. Положим

H0 = −1

2
〈x, x〉 + 〈φ, y〉+ 〈ψ,Kx〉, H1 = ψ1, H2 = ψ2.

Введем новую систему координат, следуя той же схеме, что и для модельной задачи. Положим

z1i = Hi, z2i = (adH0)Hi, z3i = (adH0)
2Hi, z4i = (adH0)

3Hi i = 1, 2.

Тогда, в силу системы (12),

z1 = ψ, z2 = −φ, z3 = −x+KTψ, z4 = −y −KTφ

В координатах z = (z1, z2, z3, z4), z ∈ R
8, система (12)–(13) примет вид:

ż1 = z2, ż2 = z3, ż3 = z4, ż4 = −u−KKT z1 + (K +KT )z3, u = z1/‖z1‖. (14)

Заметим, что zki (в наших определениях) есть главная скобка порядка k (k = 1, 4). Таким образом,
для рассматриваемой задачи размерность гамильтоновой системы совпадает с числом главных
скобок порядка не более 4.
Приведем утверждение о существовании экстремалей типа спиралей в терминах координат z

(в исходных координатах формулы будут иметь более громозкий вид).

Теорема 2. В достаточно малой окрестности начала координат существует семейство ре-
шений системы (14) в форме логарифмических спиралей:

zm(t) = km(t) (T − t)5−meiα log |T−t| eiϕm(t), m = 1, 4,

u(t) = eiα log |T−t| eiϕ0(t), t � T,

zm(t) = u(t) = 0, t � T,

и все их возможные повороты. Здесь

km(t) = k0m
(

1 + o(T − t)σ
)

, ϕm(t) = ϕ0
m + o(T − t)σ, ϕ0(t) = ϕ0

0 + o(T − t)σ при t→ T − 0,

α = ±√
5, k0m, ϕ0

m, ϕ0
0 ∈ R, σ > 0.

Схема доказательства теоремы 2. В целом схема доказательства теоремы аналогична схеме
доказательства соответствующего результата для гамильтоновой системы общего вида большой
размерности. Отличие состоит в том, что гамильтонова система (14) записана в терминах главных
скобок, отсутствуют неглавные скобки и дополнительные функции ω.
1. Для гамильтоновой системы задачи (P2) проводим разрешение особенности (раздутие особен-
ности) в окрестности особой точки.

2. Показываем, что существует инвариантное подпространство, на котором раздутие системы
для задачи (P2) совпадает с раздутием системы для задачи (P1).

3. Доказываем, что периодическое решение для задачи (P1) есть также гиперболический цикл
для задачи (P2).

Раздутие особенности. Раздутием особенности в начале координат для системы (14) назовем
следующее отображение B : z �→ (μ, z̃):

z̃4 =
z4
μ
, z̃3 =

z3
μ2
, z̃2 =

z2
μ3
, z̃1 =

z1
μ4
, μ24 =

1

4

(∣
∣
∣
∣

z4
A3

∣
∣
∣
∣

24

+

∣
∣
∣
∣

z3
A2

∣
∣
∣
∣

12

+

∣
∣
∣
∣

z2
A1

∣
∣
∣
∣

8

+

∣
∣
∣
∣

z1
A0

∣
∣
∣
∣

6
)

, (15)

где μ ∈ R+, Aj , j = 0, 3, определены в (6) и z̃ ∈ R
8 лежит на многообразии

S =

{∣
∣
∣
∣

z̃4
A3

∣
∣
∣
∣

24

+

∣
∣
∣
∣

z̃3
A2

∣
∣
∣
∣

12

+

∣
∣
∣
∣

z̃2
A1

∣
∣
∣
∣

8

+

∣
∣
∣
∣

z̃1
A0

∣
∣
∣
∣

6

= 4

}

.
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Система (14) обыкновенных дифференциальных уравнений в координатах (μ, z̃) имеет вид

μ′ = μM, u = z̃1/‖z̃1‖,
z̃′1 = z̃2 − 4z̃1M, z̃′3 = z̃4 − 2z̃3M,

z̃′2 = z̃3 − 3z̃2M, z̃′4 = −u− μ4KKT z̃1 + μ2(K +KT )z̃3 − z̃4M,

(16)

где ′ обозначает дифференцирование по переменной s:

ds =
1

μ
dt, (17)

и

M(μ, z̃) =
1

96

(

−24

|A3|24 |z̃4|
22

〈

z̃4,
z̃1
|z̃1|

〉

+
12

|A2|12 |z̃3|
10 〈z̃3, z̃4〉+ 8

|A1|8 |z̃2|
6 〈z̃2, z̃3〉+

+
6

|A0|6 |z̃1|
4 〈z̃1, z̃2〉+ μ2

24

|A3|24 |z̃4|
22
〈

z̃4, (K +KT )z̃3
〉− μ4

24

|A3|24 |z̃4|
22
〈

z̃4,KK
T z̃1

〉

)

.

Решения системы (16) лежат на цилиндре Q = S × {μ ∈ R}. Положим

M0(z̃) =
1

96

( −24

|A3|24 |z̃4|
22

〈

z̃4,
z̃1
|z̃1|

〉

+
12

|A2|12 |z̃3|
10 〈z̃3, z̃4〉+ 8

|A1|8 |z̃2|
6 〈z̃2, z̃3〉+ 6

|A0|6 |z̃1|
4 〈z̃1, z̃2〉

)

,

M1(z̃) =
1

4

(
1

|A3|24 |z̃4|
22
〈

z̃4, (K +KT )z̃3 − μ2KKT z̃1
〉
)

;

тогда
M(μ, z̃) = M0(z̃) + μ2M1(z̃).

Для задачи (P1) K = 0 и, следовательно, M1(z̃) = 0. Гамильтонова система задачи (P1) в
координатах (μ, z̃) примет вид

μ′ = μM0(z̃), u = z̃1/‖z̃1‖,
z̃′1 = z̃2 − 4z̃1M0(z̃), z̃′3 = z̃4 − 2z̃3M0(z̃),

z̃′2 = z̃3 − 3z̃2M0(z̃), z̃′4 = −u− z̃4M0(z̃).

(18)

Следовательно, система (16) является малым возмущением системы (18). Заметим, что на нуле-
вом сечении цилиндра Q0 = Q ∩ {μ = 0} системы (16) и (18) совпадают и имеют вид

μ = 0, ũ = z̃1/‖z̃1‖,
z̃′1 = z̃2 − 4M0z̃1, z̃′3 = z̃4 − 2M0z̃3,

z̃′2 = z̃3 − 3M0z̃2, z̃′4 = −ũ−M0z̃4.

(19)

Периодическое решение. Используя известные явные решения в виде логарифмических спира-
лей (6) для задачи (P1), выражения (15) и (17), получим решение системы (19)

μ∗(s) = 0, z̃∗m(s) = Am−1e
−iαs, m = 1, 4, ũ∗(s) = e−iαs,

которое является частным решением систем (16) и (18). Заметим, что это решение является цик-
лом; обозначим его через ξ0(s) = (0, z̃∗(s)). С помощью непосредственных вычислений (аналогич-
но доказательству теоремы для общей задачи; см. [8]) получим характеристические показатели
цикла ξ0(s):

λ1 = −1, λ2 = 0, λ3 = 4, λ4 = 5, λ5 = 24,

λ6,7 =
1

2

(

5 +

√

47± 12
√
34i

)

≈ 4,65903 ± 4,0511i,

λ8,9 =
1

2

(

5−
√

47± 12
√
34i

)

≈ 0,340974 ± 4,0511i.
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ξ∗

ξ

Q0

μ

Рис. 6. Решения системы (16).

Периодическое решение ξ0(s) имеет ровно один характеристический показатель с отрицатель-
ной действительной частью, 7 характеристических показателей с положительной действитель-
ной частью и ровно один нулевой характеристический показатель. Это приводит к следующему
результату.

Лемма 1. Периодическое решение ξ0(s) является гиперболическим циклом.

Таким образом, цикл ξ0(s) не является орбитально устойчивым: имеет место сжатие вдоль
направления μ и расширение вдоль остальных направлений (см. [10]). Применяя к ξ0(s) теорему
об инвариантных многообразиях (см. [12]), получим, что система (16) имеет решение ξ(s) =
(μ(s), z̃(s)) ∈ R

9, удовлетворяющее условию
∥
∥ξ(s+ s0)− ξ0(s)

∥
∥ ecs → 0 при s→ +∞ (20)

для некоторых s0 и c > 0 (параметр c может быть выбран сколь угодно близким к 1).
Таким образом, построено двумерное устойчивое многообразие цикла ξ0(s) для системы (16)

(см. рис. 6). В следующем пункте покажем, что это многообразие соткано из логарифмических
спиралей.

Обратный ход процедуры раздутия особенности. Пусть T —момент попадания решения z(t) си-
стемы (14) в начало координат и ξ(s)—решение системы (16), удовлетворяющее условию (20).
Из условия (20) могут быть получены [16] следующие оценки:

μ(s) = κe−s
(

1 + o(e−cμs)
)

при s→ ∞,

e−s(t) = κ−1(T − t)
(

1 + o(e−cμs(t))
)

при t→ T − 0,

e−iαs(t) = eiα log(T−t)e−iα(log κ+o((T−t)cμ )) при t→ T − 0,

(21)

где κ и cμ —некоторые положительные постоянные.
Применяя (21) (аналогично [8]) к решению ξ(s) системы (16), получим окончательные асимп-

тотические формулы для решения z(t) гамильтоновой системы (14) в форме логарифмических
спиралей:

zm(t) =
∣
∣Am−1

∣
∣(T − t)5−m

(

1 + o((T − t)σ)
)

eiArgAm−1eiα log(T−t)eiα
(

γ+o(T−t)σ
)

,

u(t) = eiArg(A0)eiα log(T−t)eiα
(

γ+o(T−t)σ
)

, при t→ T − 0,
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где σ > 0, γ = s0 − log κ ∈ R. Таким образом, теорема 2 доказана. �

4. Заключение. В работе исследовалась окрестность особой экстремали второго порядка в
задаче стабилизации для линейной системы второго порядка малой размерности. Управление
двумерно и лежит в круге. Задача является линейным возмущением аналога задачи Фуллера
с двумерным управлением. Показано, что для данного класса задач сохраняются оптимальные
решения в виде логарифмических спиралей. Заметим, что на настоящий момент данный класс
задач является максимально широким классом, для которого доказана оптимальность решений
в форме логарифмических спиралей. Мы надеемся, что полученные результаты могут быть по-
лезны как с теоретической точки зрения, так и для приложений.
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24. Zelikin M. I., Borisov V. F. Optimal chattering feedback control// J. Math. Sci. — 2003. — 114. —
P. 1227–1344.

25. Zelikin M. I., Manita L. A. Optimal control for a Timoshenko beam// C. R. Méc. Acad. Sci. — 2006. —
334, № 5. — P. 292–297.
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Аннотация. Изложен алгоритм применения проекционного метода Галеркина для решения дву-
мерного нестационарного уравнения диффузии с переменным коэффициентом. Искомая концен-
трация неравновесных неосновных носителей заряда найдена в виде частичной суммы двойного
ряда Фурье по системе модифицированных функций Лагерра. Приведены результаты расчетов
для параметров, характерных для диффузии экситонов в монокристаллическом нитриде галлия.
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Abstract. In this paper, we present an algorithm for applying the Galerkin projection method to
solve a two-dimensional nonstationary diffusion equation with a variable coefficient. The concentration
of nonequilibrium minority charge carriers was found in the form of a partial sum of a double Fourier
series using a system of modified Laguerre functions. The results of calculations are presented for
parameters characteristic of exciton diffusion in single-crystal gallium nitride.
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1. Введение. В [11] рассмотрен процесс нестационарной диффузии неравновесных неосновных
носителей заряда (ННЗ) в однородной полупроводниковой мишени после прекращения воздей-
ствия низкоэнергетического (менее 10 кэВ) остро сфокусированного электронного пучка, элек-
тронного зонда, на полупроводниковую мишень. Рассматривался один канал рекомбинации, и по-
тому электрофизические параметры мишени — коэффициенты уравнения диффузии — при про-
ведении расчетов полагались постоянными. В то же время имеющиеся экспериментальные ре-
зультаты (см. [5, 6, 10]) позволяют предположить наличие нескольких каналов рекомбинации в
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этих мишенях. В настоящей работе рассмотрена математическая модель, описывающая два ме-
ханизма рекомбинации неравновесных ННЗ при выключении внешнего воздействия, при этом
зависимость числа неравновесных ННЗ от времени описывается двумя экспонентами. В этом
случае коэффициенты уравнения диффузии будут переменными.

Ранее метод Галеркина эффективно применялся для решения стационарного уравнения диф-
фузии с постоянными коэффициентами [3], и была получена порядковая оценка погрешности
невязки, соответствующей приближенному уравнению диффузии. Настоящая работа продолжает
такие исследования. Рассмотрение проведено для нестационарного уравнения диффузии, описы-
вающего зависимость от времени концентрации неравновесных ННЗ, генерированных электрон-
ным зондом в однородном полупроводнике, после прекращения действия внешнего низкоэнерге-
тического источника.

2. Постановка задачи. При стационарном облучении полупроводникового материала элек-
тронным зондом в последнем генерируются неравновесные ННЗ, после чего происходит их диф-
фузия и рекомбинация в объёме полупроводника. В математических моделях, описывающих
стационарное квазиравновесное состояние, скорости генерации и рекомбинации ННЗ считают-
ся одинаковыми [4, 8]. Но после прекращения действия электронного зонда генерации ННЗ не
происходит, и концентрация ННЗ в полупроводнике c(x, y, t) при наличии зависимости време-
ни жизни ННЗ τ от времени t может быть найдена как решение следующего нестационарного
уравнения диффузии [7]:

∂c(x, y, t)

∂t
= DΔc(x, y, t)− c(x, y, t)

τ(t)
(1)

с граничными условиями

c(x, y, 0) = n(x, y), c(±∞, y, t) = 0, c(x,±∞, t) = 0,

−∞ < x <∞, −∞ < y <∞, 0 � t <∞.
(2)

Здесь Δ = ∂2/∂x2 +∂2∂y2 —двумерный оператор Лапласа, D—коэффициент диффузии и τ(t)—
зависимость времени жизни ННЗ от времени после выключения импульса возбуждения. Функция
n(x, y) удовлетворяет стационарному дифференциальному уравнению, описывающему диффузию
ННЗ в состоянии квазиравновесия (до выключения электронного пучка):

DΔn(x, y)− n(x, y)

τ
= −ρ(x, y). (3)

В состоянии квазиравновесия τ = const, а ρ(x, y)—функция, которая описывает концентрацию
генерированных в единицу времени неравновесных ННЗ до их диффузии в мишени. Функция
ρ(x, y) пропорциональна ρ∗(x, y)—плотности мощности, выделяемой электронами пучка в ми-
шени; для полупроводниковых материалов ρ(x, y) может быть получена делением ρ∗(x, y) на
энергию образования электронно-дырочной пары или экситона. В случае узкого электронного
пучка, электронного зонда, зависимость ρ∗(x, y) может быть описана функцией распределения
типа Гаусса, что даёт для правой части (3) соотношение, позволяющее найти ρ(x, y) (см. [8, 11]):

ρ∗(x, y) =
1,085 (1 − η)E0

π3/2 a21zms(1− η + ηzss/zms)

{

exp

{

−
[
x2 + y2

a21

]}

+
ηa21

(1− η)a22
exp

{

−
[
x2 + y2

a22

]}}

.

Здесь E0 — энергия электронов зонда, рассеянная в мишени в единицу времени, zms — глубина
максимальных потерь энергии первичными электронами, испытавшими малоугловое рассеяние
и поглощёнными в мишени; zss — глубина максимальных потерь энергии обратно рассеянными
электронами, вышедшими из мишени; η —коэффициент обратного рассеяния электронов зонда.
Параметры a1 и a2 могут быть определены из соотношений

a21 = z2ms + 0,72 d2z , a22 = 0,25 z2ss + 0,72 d2z ,

где dz —диаметр электронного зонда; для остро сфокусированного пучка электронов dz = 0.
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При построении математической модели нестационарной диффузии с переменным коэффици-
ентом может использоваться подход, предложенный нами в [7] для описания диффузии экси-
тонов, генерированных низкоэнергетическим электронным зондом в монокристаллическом нит-
риде галлия — перспективном материале полупроводниковой микро-, оптоэлектроники и СВЧ-
техники. При наличии двух независимых каналов рекомбинации профиль спада концентрации
экситонов может быть описан суммой двух экспонент и их эффективное время жизни τ(t) в
уравнении (1) находится по следующей формуле (см. [7]):

τ(t) = −t/ ln (α exp(−t/τ1) + (1− α) exp(−t/τ2)
)

.

Здесь τ1 и τ2 — время жизни экситонов для первого и второго канала рекомбинации соответствен-
но, α— безразмерный параметр.

Используя замену

c(x, y, t) = exp

⎛

⎝−
t∫

0

d

τ(s)

⎞

⎠ v(x, y, t),

от задачи (1), (2) перейдем к уравнению

∂v(x, y, t)

∂t
= DΔv(x, y, t) (4)

с начальным условием
v(x, y, 0) = n(x, y) (5)

В [12] получено решение задачи (4), (5):

V (r, t) =
1

2Dt

+∞∫

0

exp

(

−r
2 + ξ2

4Dt

)

I0

(
rξ

2Dt

)

n(ξ)ξ dξ.

Тогда решение исходной задачи (1)–(3) примет следующий вид:

c(r, t) =
1

2Dt
exp

⎛

⎝−
t∫

0

ds

τ(s)

⎞

⎠

+∞∫

0

exp

(

−r
2 + ξ2

4Dt

)

I0

(
rξ

2Dt

)

n(ξ)ξ dξ. (6)

Аналитическое решение задачи (1), (2) с постоянным коэффициентом τ в уравнении (1) (т.е. если
имеется один канал рекомбинации) имеет вид (см. [12]):

c(r, t) =
exp(−t/τ)

2Dt

+∞∫

0

exp

(

−r
2 + ξ2

4Dt

)

I0

(
rξ

2Dt

)

n(ξ)ξ dξ. (7)

Здесь r—полярный радиус; I0(x)—модифицированные функции Бесселя нулевого порядка пер-
вого рода.

В [3, 11] рассмотрены некоторые возможности использования проекционного метода Галерки-
на для моделирования двумерной диффузии ННЗ с постоянными электрофизическими пара-
метрами в полупроводниковом материале, и получена порядковая оценка погрешности невязки,
соответствующей приближенному уравнению диффузии. В настоящей работе предлагается ис-
пользование этого метода для нахождения концентрации ННЗ с переменным электрофизическим
параметром и в качестве примера использовано два независимых канала рекомбинации.

3. Проекционная аппроксимация исходной модели, основанная на применении ме-
тода Галеркина. Переходя к цилиндрической системе координат, от уравнения (1) перейдем к
следующему уравнению:

Dτ(t)r
∂2c(r, t)

∂r2
+Dτ(t)

∂c(r, t)

∂r
− τ(t)r

∂c(r, t)

∂t
− rc(r, t) = 0 (8)

с граничными условиями
c(r, 0) = n(r), c(+∞, t) = 0. (9)
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Тогда уравнение (3) примет вид

Dτr
d2n(r)

dr2
+Dτ

dn(r)

dr
− rn(r) = −τrρ(r). (10)

Сравнение формул (6) и (7) позволяет привести следующий алгоритм метода Галеркина.
Для нахождения приближенного решения уравнения (8)–(10) найдем сначала приближенное

решение уравнения (8) с постоянным коэффициентом τ . Поскольку одно из граничных условий
задано на бесконечности, то для реализации проекционного метода Галеркина выберем двумер-
ный базис из модифицированных функций Лагерра с параметрами, ускоряющими сходимость
ряда (см. [9]):

ϕi,j(r, t) = ϕα1,γ1
i (r)ϕα2,γ2

j (t) = exp
(

−γ1r
2

)

Li(γ1r;α1) exp

(

−γ2t
2

)

Lj(γ2t;α2),

которые определяются через многочлены Чебышева—Лагерра Li(γ1r;α1) по переменной r и мно-
гочлены Lj(γ2t;α2) по переменной t, i, j = 0, 1, 2, . . . . Здесь параметры α1 > −1, α2 > −1 и γ1 > 0,
γ2 = 2/τ > 0 используются для оптимизации вычислительной схемы.

В методе Галеркина предполагается, что неизвестная функция c(r, t) может быть достаточно
точно представлена приближенным решением:

cm+1(r, t) = cm(r, t) + c0(r, t), (11)

где

cm(r, t) =

m−1∑

i=0

m−1∑

j=0

cijϕ
α1,γ1
i (r)ϕα2,γ2

j (t)

—прямоугольная частичная сумма двойного ряда Фурье—Лагерра порядка m×m функции c(r, t),

c0(r, t) = c0(r)
ϕα2,γ2
m (t)

ϕα2,γ2
m (0)

, c0(r) =
m−1∑

i=0

cni ϕ
α1,γ1
i (r)−

m−1∑

i=0

m−1∑

j=0

cijϕ
α1,γ1
i (r)ϕα2,γ2

j (0).

Функция c0(r, t) введена, чтобы удовлетворить граничным условиям, cni —коэффициенты разло-
жения функции n(r), которые находятся из решения уравнения (6), а неизвестные коэффициен-
ты разложения cij искомой функции c(r, t) согласно методу Галеркина определяются из решения
следующей системы уравнений:

(

R, ϕα1,γ1
k (r)ϕα2,γ2

l

)

= 0, k, l = 0,m− 1, (12)

где

R = Dτr
∂2cm+1(r, t)

∂r2
+Dτ

∂cm+1(r, t)

∂r
− τr

∂cm+1(r, t)

∂t
− rcm+1(r, t)

—невязка уравнения (8).
Обозначим столбцы (растянутые в столбцы матрицы) из коэффициентов разложения неиз-

вестной функции c(r, t) и функции n(r) по выбранному базису через Cmm и Cn
m соответственно.

Используя кронекерово произведение, введём матрицы дифференцирования по переменной r и
по переменной t:

Dr
mm = Dγ1

m ⊗ Em, Dt
mm = Em ⊗Dγ2

m ,

где Em — единичная матрица, а Dγ
m —матрица дифференцирования в одномерном базисе из мо-

дифицированных функций Лагерра, элементы которой находятся с помощью элементарных ал-
гебраических операций (см. [3]):

dij =

⎧

⎪⎨

⎪⎩

−γ/2, i = j,

−γ, i < j,

0, i > j.



О ПРОЕКЦИОННОМ МЕТОДЕ ГАЛЁРКИНА 93

Обозначим через B1 и B2 матрицы, элементы которых находятся по формулам

b1ij =

⎧

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

γ1(j − 1)/4, i+ 1 = j,

γ1(1 + 3α1/4− (i− 1)/4), j + 1 = i,

γ1(3/4 + α1/4− i/2), i = j,

0, i+ 1 < j,

γ1(1 + α1), j + 1 < i,

b2ij =

⎧

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−i/γ1, i+ 1 = j,

−(i− 1 + α1)/γ1, j + 1 = i,

(2i− 1 + α1)/γ1, i = j,

0, i+ 1 < j,

0, j + 1 < i,

которые устанавливаются на основании известных рекуррентных соотношений для функций Ла-
герра. Затем, аппроксимируя дифференциальное уравнение (10), имеем соответствующее мат-
ричное уравнение:

(

DτBT
1 +DτDγ1 −BT

2

)

Cn = τCΦ. (13)
Здесь CΦ — столбец из коэффициентов разложения функции, стоящей в правой части уравне-
ния (10). Из уравнения (13), находим столбец Cn.

Далее введем матрицы

Dr2
mm = BT

1 ⊗ Em, Dt2
mm = BT

2 ⊗Dγ2
m , Iimm = BT

2 ⊗ Em.

Перепишем систему (8) в матричном виде:
(

DτDr2
mm − τDt2

mm +DτDr
mm + τD̃t

mm − Iimm

)

Cmm = τCΦ1
mm, (14)

где D̃t
mm = BT

2 ⊗B3 —матрица с элементами b3ij = −γ2Γ(α2+ i)/(i−1)!, а столбец CΦ1
mm находится

путем растяжения матрицы:
CΦ1 = BT

2 C
n
m

(− γ2ϕ
γ2
m (0)

)T
.

Здесь ϕγ2
m (t)— столбец из m первых базисных функций.

Подстановка величин cij, определяемых из решения системы уравнений (14), в формулу (11),
дает приближенное решение. Найденное приближенное решение уравнения (8) с постоянным ко-
эффициентом τ фактически представляет собой разложение в ряд Фурье функции

V (r, t) = exp
t

τ
c(r, t) ≈ Vm(r, t) =

m−1∑

i=0

m−1∑

j=0

cvijϕ
α1,γ1
i (r)Lj

(
2t

τ
;α2

)

+ c0(r)Lm

(
2t

τ

)

.

Тогда искомое приближенное решение уравнения (8) с переменным коэффициентом в силу (6)
может быть найдено по формуле

c(r, t) ≈ exp

⎛

⎝−
t∫

0

ds

τ(s)

⎞

⎠Vm(r, t).

Интеграл в последней формуле может быть найден приближенно путем разложения подынте-
гральной функции в ряд Тейлора.

4. Условие сходимости. Используя результаты работы [3], нетрудно установить оценку
невязки неоднородного уравнения (8) с постоянным коэффициентом τ и с функцией f(r, t) ∈ L2,
стоящей в правой части этого уравнения и имеющей непрерывные частные производные до по-
рядка 2n по обоим пространственным направлениям. Покажем, что невязка R сходится к нулю
в среднем (в пределе при m→ ∞). Следуя [1], введем обозначения:

D = r
d2

dr2
+ (α1 − r + 1)

d

dr
+ t

d2

dt2
+ (α2 − t+ 1)

d

dt
;

Ln
2 (D), n = 0, 1, . . . , — класс таких функций f , что функции

f̃(r, t) = f(r, t) exp
(γ1r

2

)

exp

(
γ2t

2

)

∈ L2

имеют обобщенные частные производные в смысле Леви ∂kf̃(r, t)/∂ri∂tj , i + j = k, k = 0, 1, . . . ,
принадлежащие пространству L2, для которых Dnf̃ ∈ L2, n = 0, 1, . . . , где D0f̃ = f̃ , Dnf̃ =



94 Е. В. СЕРЕГИНА, М. А. СТЕПОВИЧ, М. Н. ФИЛИППОВ

D(Dn−1f̃), n = 1, 2, . . . , L0
2(D) = L2. Далее нам понадобится вспомогательная теорема, которой

будем пользоваться ниже.

Теорема 4.1. Для любой функции f(r, t) ∈ Ln
2 (D) справедлива оценка (см. [1, 3])

∥
∥f − Sm,m(f)

∥
∥ �

[

1− (1− h)m
]−k

m−nΩk

(

Dnf̃ ;h
)

, (15)

где n = 0, 1, . . . , 0 < h < 1. Величины Ωk

(

Dnf̃ ;h
)

— обобщённые модули непрерывности функции
Dnf̃ ,

Sm,m(f) =
m−1∑

i=0

m−1∑

j=0

cfijϕ
α1,γ1
i (r)ϕα2,γ2

j (t)

—прямоугольная частичная сумма двойного ряда Фурье функции f(r, t).

Если погрешности в исходных данных и погрешности вычислений отсутстствуют, а учиты-
ваются лишь погрешности аппроксимаций, то, опираясь на результаты работы [3], в которой
получены оценки для параметров α1 = α2 = 0, аналогично установим оценку для невязки при
α1 > 0, α2 > 0.

Теорема 4.2. Пусть функция f(r, t) ∈ L2, n > 2, имеет непрерывные частные производные
до порядка 2n по обоим пространственным направлениям. Тогда справедлива следующая оценка:

‖R‖L2 <

(√

Γ(α1 + 3)

γ1
(3Dτ + 2τ + 1) + 2Dτ

)
[

1− (1−m−1)m
]−k

m−nΩ(m−1)+

+O
(

m−n+5/4
)

ω
(

m−1
)

, α2 � 0, m→ ∞.

Здесь Ω(m−1)—мажоранта обобщенных модулей непрерывности для функций из простран-
ства L2, а ω(m−1)— заданная мажоранта модулей непрерывности дифференцируемых функций.

Доказательство. Для точного решения имеем

Dτr
∂2c(r, t)

∂r2
+Dτ

∂c(r, t)

∂r
− τr

∂c(r, t)

∂t
− rc(r, t) = −f(r, t).

Тогда справедливо неравенство

‖R‖L2 � Dτ‖r‖L2,rα1e−r

∥
∥
∥
∥

∂2c̃(r, t)

∂r2
− ∂2c̃m+1(r, t)

∂r2

∥
∥
∥
∥
L2,rα1e−rtα2e−t

+

+Dτ

∥
∥
∥
∥

∂c̃(r, t)

∂r
− ∂c̃m+1(r, t)

∂r

∥
∥
∥
∥
L2,rα1e−rtα2e−t

+ ‖r‖L2,rα1e−r

∥
∥
∥c̃(r, t) − c̃m+1(r, t)

∥
∥
∥
L2,rα1e−rtα2e−t

+

+ τ‖r‖L2,rα1e−r

∥
∥
∥
∥

∂c̃(r, t)

∂t
− ∂c̃m+1(r, t)

∂t

∥
∥
∥
∥
L2,rα1e−rtα2e−t

.

Обозначим слагаемые в правой части последнего неравенства через S1, . . . , S4 и воспользуемся
оценкой (15) и возможностью дифференцирования рядов Фурье—Лагерра (см. [1–3]), т.е.

S1 = Dτ‖r‖L2,rα1e−r

∥
∥
∥
∥

∂2c̃(r, t)

∂r2
− ∂2c̃m+1(r, t)

∂r2

∥
∥
∥
∥
L2,rα1e−rtα2e−t

�

�
√

Γ(α1 + 3)Dτ

γ1

[

1− (1− h)m
]−k

m−nΩk

(

Dn
(

c̃′′rr(r, t) + γ1c̃
′
r(r, t) + (γ21/4)c̃(r, t)

)

;h
)

+

+

√

Γ)(α1 + 3)Dτ

γ1

[

1− (1− h)m
]−k−1

m−nΩk+1

(

Dn
(

γ1c̃
′
r(r, t) + (γ21)c̃(r, t)

)

;h
)

+

+

√

Γ(α1 + 3)Dτ

γ1

[

1− (1− h)m
]−k−2

m−n−1Ωk+2

(

Dn+1
(

(γ21/4)c̃(r, t)
)

;h
)

,
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S2 = Dτ

∥
∥
∥
∥

∂c̃(r, t)

∂r
− ∂c̃m+1(r, t)

∂r

∥
∥
∥
∥
L2,rα1e−rtα2e−t

�

� Dτ
[

1− (1− h)m
]−k−1

m−nΩk+1

(

Dn
(

c̃′r(r, t) + (γ1/2)c̃(r, t)
)

;h
)

+

+Dτ
[

1− (1− h)m
]−k−2

m−n−1Ωk+2

(

Dn+1
(

(γ1/2)c̃(r, t)
)

;h
)

,

S3 = ‖r‖L2,rα1e−r

∥
∥
∥c̃(r, t) − c̃m+1(r, t)

∥
∥
∥
L2,rα1e−rtα2e−t

�

�
√

Γ(α1 + 3)

γ1

[

1− (1− h)m
]−k−2

m−n−1Ωk+2

(

Dn+1(c̃(r, t));h
)

,

S4 = τ‖r‖L2,rα1e−r

∥
∥
∥
∥

∂c̃(r, t)

∂t
− ∂c̃m+1(r, t)

∂t

∥
∥
∥
∥
L2,rα1e−rtα2e−t

�

�
√

Γ(α1 + 3)τ

γ1

[

1− (1− h)m
]−k−1

m−nΩk+1

(

Dn
(

c̃′t(r, t) + (γ2/2)c̃(r, t)
)

;h
)

+

+

√

Γ(α1 + 3)τ

γ1

[

1− (1− h)m
]−k−2

m−n−1Ωk+2

(

Dn+1
(

(γ2/2)c̃(r, t)
)

;h
)

+

+

√

Γ(α1 + 3)τ

γ1

∥
∥ϕ′α2,γ2

m (t)
∥
∥
L2,tα2e−t

ϕα2,γ2
m (0)

∥
∥(c̃0(r))

∥
∥
L2,rα1e−r ,

Оценим последнее слагаемое в S4:

√

Γ(α1 + 3)τ

γ1

∥
∥ϕ′α2,γ2

m (t)
∥
∥
L2,tα2e−t

ϕα2,γ2
m (0)

∥
∥(c̃0(r))

∥
∥
L2,rα1e−r �

�
√

Γ(α1 + 3)τ

γ1

∥
∥ϕ′α2,γ2

m (t)
∥
∥
L2,tα2e−t

ϕα2,γ2
m (0)

∥
∥
∥
∥
∥
∥

m−1∑

i=0

cni −
m−1∑

i=0

m−1∑

j=0

cijLj(0;α2)

∥
∥
∥
∥
∥
∥
L2

‖ϕ̂α1,γ1
i (r)‖L2

�

�
√

Γ(α1 + 3)τ

γ1

∥
∥ϕ′α2,γ2

m (t)
∥
∥
L2,tα2e−t

ϕα2,γ2
m (0)

m−1∑

i=0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

cni −
m−1∑

j=0

cijLj(0;α2)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

где ϕ̂α1,γ1
i (r)— ортонормированные функции Лагерра. Для оценки выражения

m−1∑

i=0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

cni −
m−1∑

j=0

cijLj(0;α2)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

воспользуемся асимптотической формулой для коэффициентов Фурье—Лагерра (см. [2]):

cim = O
(

m−(α2+2n+2)/2−1/4
)

ω
(

m−1/2
)

, (16)

учитывая, что c1m
α2 � Lm(0;α2) � c2m

α2 (см. [1]). Здесь c1 и c2 —некоторые фиксированные
положительные постоянные, а ω(t)— заданная мажоранта модулей непрерывности. Тогда в си-
лу (16) и оценки

∞∑

j=m

j−β = O
(

m−β+1
)

, β > 1,
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для отклонения сумм Фурье—Лагерра находим
∣
∣
∣
∣
∣
∣

cni −
m−1∑

j=0

cijLj(0;α2)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

j=m

cijLj(0;α2)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

= O(1)
∞∑

j=m

j−(n+1)+α2/2−1/4ω
(

j−1/2
)

= O
(

m−n+α2/2−1/4
)

ω
(

m−1/2
)

.

Заметим, что последнее соотношение имеет место, если n > α2/2− 1/4. Ясно, что если функция
c(r, t) бесконечное число раз непрерывно дифференцируема, то всегда будет сходиться ряд

∞∑

j=0

j−(n+1)+α2/2−1/4ω
(

j−1/2
)

.

Таким образом, в этом случае будем учитывать, что полученная оценка справедлива при любом
n > α2/2− 1/4. Итак,

m−1∑

i=0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

cni −
m−1∑

j=0

cijLj(0;α2)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= O
(

m−n+α2/2+3/4
)

ω
(

m−1/2
)

.

Используя формулу дифференцирования для многочленов Лагерра и известную асимптотиче-
скую формулу

Γ(α2 +m+ 1) = mα2+1
(

1 +O(m−1)
)

(m− 1)!,

получим:
∥
∥ϕ′α2,γ2

m (t)
∥
∥
L2,tα2e−t

ϕα2,γ2
m (0)

=
γ2
∥
∥ϕα2,γ2

m (t)
∥
∥
L2,tα2e−t

2ϕα2,γ2
m (0)

+ γ2
‖ϕα2+1,γ2

m−1 (t)
∥
∥
L2,t

α2+1e−t

ϕα2,γ2
m (0)

=

=
γ2
√

Γ(α2 +m+ 1)

2
√
m!ϕα2,γ2

m (0)
+ γ2

√

Γ(α2 +m+ 1)
√

(m− 1)!ϕα2,γ2
m (0)

= O(1)m(1−α2)/2.

Таким образом, имеем
√

Γ(α1 + 3)τ

γ1

∥
∥ϕ′α2,γ2

m (t)
∥
∥
L2,tα2e−t

ϕα2,γ2
m (0)

∥
∥(c̃0(r))

∥
∥
L2,rα1e−r = O

(

m−n+5/4
)

ω
(

m−1/2).

Последняя оценка имеет место, если n > 5/4.
Полагая h = m−1/2 и собирая все оценки вместе, получаем оценку для невязки:

‖R‖L2 <

(√

Γ(α1 + 3)

γ1
(3Dτ + 2τ + 1) + 2Dτ

)
[

1− (1−m−1/2)m
]−k

m−nΩ
(

m−1/2
)

+

+O
(

m−n+5/4
)

ω
(

m−1/2
)

, α2 � 0.

Здесь Ω(m−1/2)—мажоранта обобщенных модулей непрерывности (см. [1]). Теорема доказана. �

5. Результаты расчетов. Расчеты проведены с помощью математического пакета Matlab
(MathWorks, Inc.) для параметров, характерных для нитрида галлия. При энергии электронного
пучка E0 = 8 кэВ для m = 6 базисных функций Лагерра число обусловленности матрицы систе-
мы (14), порожденное спектральной нормой, не превысило 60, что позволяет использовать для
расчетов персональные ЭВМ. Отметим, что использование модифицированных функций Эрмита
для решения поставленной задачи оказалось непригодным, поскольку в силу их рекуррентных
соотношений, матрица системы (14) оказалось вырожденной.

Подынтегральная функция в экспоненциальном множителе в формуле для расчета концентра-
ции экситонов была разложена в ряд Тейлора. Использовано 7 членов разложения, что оказалось
достаточным для проведения практических расчетов.
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Рис. 1. Концентрация экситонов для случая переменного времени жизни.

Затраты машинного времени на расчет концентрации экситонов составили приблизительно 5 с,
что говорит о вычислительной эффективности предложенного метода.

6. Заключение. Метод Галеркина в комбинации с разложением в ряд Тейлора подынтеграль-
ной функции в экспоненциальном множителе, содержащей переменный коэффициент, позволяет
проводить расчеты концентрации генерированных неравновесных носителей заряда с точностью
достаточной для проведения практических расчетов. Также метод позволяет проводить расче-
ты, не используя разложения переменного коэффициента в модели диффузии в ряд Фурье, что
значительно упрощает применение проекционного метода.
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УРАВНЕНИЕ ВЕТВЛЕНИЯ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО

УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

C КВАДРАТИЧНЫМИ ВОЗМУЩЕНИЯМИ МАЛОГО ПАРАМЕТРА
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Аннотация. Статья посвящена исследованию поведения решения при ε → 0 задачи Коши для
дифференциального уравнения первого порядка в банаховом пространстве с квадратичными опе-
раторными пучками при производной от искомой функции. Получено уравнение ветвления; для
его решения применяется диаграмма Ньютона. Выявлены условия, при которых возникает по-
гранслой вблизи начальной точки, и определяется вид функций погранслоя.

Ключевые слова: уравнение ветвления, дифференциальное уравнение первого порядка, фред-
гольмов оператор, банахово пространство, квадратичное возмущение, малый параметр, явление
погранслоя.
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Abstract. This paper is devoted to the study of the behavior as ε → 0 of solutions of the Cauchy
problem for a first-order differential equation in a Banach space with quadratic operator pencils with
the derivative of the unknown function. The branching equation is obtained and analyzed by using
the Newton diagram. The conditions of the appearing of a boundary layer near the initial point are
identified and the structure of boundary-layer functions is determined.

Keywords and phrases: branching equation, first-order differential equation, Fredholm operator,
Banach space, quadratic perturbation, small parameter, boundary layer.
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1. Введение и необходимые сведения. Рассмотрим задачу Коши

(A− εB − ε2C)
du

dt
= (D + εE + ε2F )u(t, ε), (1)

u(t0, ε) = u0(ε) ∈ X1, (2)

где A, B, C, D, E, F — замкнутые линейные операторы X1 → X2, X1, X2 — банаховы простран-
ства, domA = domB = domC = domD = domE = domF = X1, u0(ε)— голоморфная в окрест-
ности точки ε = 0 функция; t ∈ T = [t0; tmax], ε ∈ E = (0; ε0).
Оператор A полагается фредгольмовым с нулевым индексом (далее —фредгольмов), имеющим

одномерное ядро. Рассматривается частный случай конечной D-жордановой цепочки операто-
ра A.

ISSN 2782–4438 c© ВИНИТИ РАН, 2024
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Под решением задачи (1), (2) подразумевается функция u(t, ε), дифференцируемая по t ∈ T
при каждом ε ∈ E и удовлетворяющая (1), (2) в T× E.
Уравнениями вида (1) описываются экономические процессы (динамическая модель Леонтьева

межотраслевого баланса; см. [5], явления в электрических и гидравлических цепях (см. [10]),
быстрых бимолекулярных реакций (см. [6]), процессы фильтрации, влагопереноса и т. д.
Задача Коши для уравнения

A
du

dt
= (B + εC)u(t, ε) (3)

с необратимым оператором A изучена в разных работах. Для фредгольмова оператора A случай
одномерного ядра изучен в [12], где исследовались качественные свойства решения, и в [4], где для
нее построено асимптотическое разложение решения; для оператора A, обладающего свойством
иметь нуль нормальным собственным числом (0-Н.С.Ч.), в случае многомерного ядра в [11] изу-
чено явление погранслоя. В [8] изучена задача Коши с правой частью уравнения (3), содержащей
квадратичный операторный пучок B + εC + ε2D перед u, с 0-Н.С.Ч. оператором A, имеющим
двумерное ядро.
В настоящей работе задача обобщается наличием квадратичного пучка перед производной.

Цель работы: выявление условий, при которых имеет место явление пограничного слоя (далее
погранслоя). Такие условия называются условиями регулярности вырождения. Для этого выво-
дится уравнение ветвления. Это уравнение решается с применением диаграммы Ньютона (см. [9]).
Приведем необходимые сведения.

Определение 1 (см. [3]). Ограниченная функция v(t, ε), определенная на T, называется
функцией погранслоя вблизи точки t = t0, если v(t, ε) ⇒ 0 на [t′; tmax] при каждом t′ ∈ (t0; tmax)
и v(t, ε) � 0 по норме в банаховом пространстве X1 на T при ε→ 0.

Рассмотрим предельную задачу для (1), (2):

A
dū

dt
= Dū(t), ū(t0) = ū0. (4)

Определение 2 (см. [1]). В задаче (1), (2) имеет место явление погранслоя, если

u(t, ε) = ū(t) + v(t, ε),

где v(t, ε)—функция погранслоя вблизи точки t = t0.

Фредгольмов оператор A : X1 → X2 вполне определяется следующим свойством (см. [7]):

X1 = KerA⊕ CoimA, X2 = ImA⊕ CokerA, (5)

где KerA—ядро оператора A, CoimA—прямое дополнение к нему, ImA— образ, CokerA—де-
фект; dimKerA = dimCokerA < ∞; сужение Ã оператора A на CoimA ∩ domA имеет ограни-
ченный обратный Ã−1.
Введем проектор Q на CokerA, полуобратный оператор

A− = Ã−1(I −Q) : ImA→ CoimA ∩ domA.

Зафиксируем элементы e ∈ KerA, e 	= 0, ϕ ∈ CokerA. В CokerA введем скалярное произведение
〈·, ·〉 так, что 〈ϕ,ϕ〉 = 1.

Лемма 1 (см. [4]). Уравнение Aξ = η, ξ ∈ X1 ∩ domA, η ∈ X2, равносильно системе

ξ = A−η + ce ∀c ∈ C, 〈Qη,ϕ〉 = 0.

Определение 3. Последовательность таких элементов ξ0, ξ1, ξ2, . . ., что

ξ0 = e, Aξi = Dξi−1, i = 1, 2, . . . ,

назовем D-жордановой цепочкой присоединенных элементов оператора A, отвечающих нулевому
собственному значению.
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Лемма 2 (см. [2]). D-Жорданова цепочка имеет конечную длину тогда и только тогда, когда
существует такое число p <∞, что

〈

QD(A−D)ie, ϕ
〉

= 0, i = 0, 1, . . . , p − 1,
〈

QD(A−D)pe, ϕ
〉 	= 0.

В настоящей работе будем рассматривать случай p � 1.
Наложим следующее условие.

Условие 1. Операторы QB, QC, QD, QE, QF , A−B, A−C, A−D, A−E, A−F ограничены.

Приведем решение задачи (4).

Теорема 1 (см. [2]). Пусть выполнено условие 1. Пусть выполнена лемма 2. Тогда решение
задачи (4) существует при выполнении условий

〈

QD(A−D)iū0, ϕ
〉

= 0, i = 0, 1, . . . , p.

Оно единственно и равно
ū(t) = etTp ū0

в обозначении

Tp(·) = A−D(·)−
〈

QD(A−D)p+1(·), ϕ〉
〈

QD(A−D)pe, ϕ
〉 e.

Далее нам понадобятся следующие утверждения.
Пусть Kj , j = 1, 2, . . . , r, — линейные операторы, действующие в одном пространстве. Обозна-

чим через SK1,K2,...,Kr

i1,i2,...,ir
сумму по всевозможным перестановкам из ij элементов Kj. Также введем

следующие обозначения:

Γm
r =

{

(i1; i2; . . . ; ir)
∣
∣
∣ ij ∈ N ∪ {0}, j = 1, 2, . . . , r, i1 + i2 + . . .+ ir = m

}

;

Γµ
r,l = Γµ

r \ {(0; . . . ; 0; μ;
︸︷︷︸

l

0; . . . ; 0)
}

.

Утверждение 1. Пусть для любого r ∈ N выполнено равенство

SK1,K2,...,Kr

i1,i2,...,ir
= K1S

K1,K2,...,Kr

i1−1,i2,...,ir
+K2S

K1,K2,...,Kr

i1,i2−1,...,ir
+ . . .+KrS

K1,K2,...,Kr

i1,i2,...,ir−1 . (6)

Тогда для любых m, r ∈ N справедлива следующая формула:

(K1 +K2 + . . .+Kr)
m =

∑

Γm
r

SK1,K2,...,Kr

i1,i2,...,ir
. (7)

Доказательство. Зафиксируем r и докажем утверждение методом математической индукции
по m. Пусть оно верно для m = μ. Покажем, что оно верно и для m = μ+ 1. Имеем:

(K1 +K2 + . . . +Kr)
µ+1 =

= (K1 +K2 + . . .+Kr)(K1 +K2 + . . . +Kr)
µ = (K1 +K2 + . . .+Kr)

∑

Γµ
r

SK1,K2,...,Kr

i1,i2,...,ir
=

= K1

∑

Γµ
r

SK1,K2,...,Kr

i1,i2,...,ir
+K2

∑

Γµ
r

SK1,K2,...,Kr

i1,i2,...,ir
+ . . .+Kr

∑

Γµ
r

SK1,K2,...,Kr

i1,i2,...,ir
.

В каждой l-й сумме извлечем слагаемое по набору (0; 0; . . . ;μ; . . . ; 0), l = 1, 2, . . . , r:

K1S
K1,K2,...,Kr
µ,0,...,0 +K1

∑

Γµ
r,1

SK1,K2,...,Kr

i1,i2,...,ir
+ . . .+KlS

K1,K2,...,Kl,...,Kr
0,0,...,µ,...,0 +

+Kl

∑

Γµ
r,l

SK1,K2,...,Kr

i1,i2,...,ir
+ . . . +KrS

K1,K2,...,Kr
0,0,...,µ +Kr

∑

Γµ
r,r

SK1,K2,...,Kr

i1,i2,...,ir
.
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Сделаем в них замену il → il − 1, внесем под одну сумму и воспользуемся равенством (6):

SK1,K2,...,Kr

µ+1,0,...,0 + SK1,K2,...,Kr

0,µ+1,0,...,0 + . . .+ SK1,K2,...,Kr

0,0,...,µ+1 +

+
∑

r⋃

l=1
Γµ+1
r,l

K1S
K1,K2,...,Kr

i1−1,i2,...,ir
+K2S

K1,K2,...,Kr

i1,i2−1,...,ir
+ . . .+KrS

K1,K2,...,Kr

i1,i2,...,ir−1 +

= SK1,K2,...,Kr
µ+1,0,...,0 + SK1,K2,...,Kr

0,µ+1,0,...,0 + . . .+ SK1,K2,...,Kr
0,0,...,µ+1 +

∑

r⋃

l=1

Γµ+1
r,l

SK1,K2,...,Kr

i1,i2,...,ir
=
∑

Γµ+1
r

SK1,K2,...,Kr

i1,i2,...,ir
,

что и требовалось доказать. �

2. Уравнение ветвления. Выведем уравнение ветвления. Подставив

u(t, ε) = exp

(
t− t0
λ(ε)

)

v(ε), (8)

где v(ε)—равномерно ограниченная в E функция, v(ε) 	= 0, в (1), получим спектральное уравне-
ние

Av(ε) =
[

εB + ε2C + λ(D + εE + ε2F )
]

v(ε). (9)
В силу леммы 1 оно равносильно системе

(

I −A−[εB + ε2C + λ(D + εE + ε2F )
])

v(ε) = e, (10)
〈

Q
[

εB + ε2C + λ
(

D + εE + ε2F
)]

v(ε), ϕ
〉

= 0. (11)

Наложим следующее условие.

Условие 2. Числа λ = λ(ε) ∈ C, отличные от нуля и достаточно малые по модулю, таковы,
что при каждом ε ∈ E выполнено неравенство

0 <
∥
∥
∥A−

[

εB + ε2C + λ(D + εE + ε2F )
]∥
∥
∥ < 1.

При выполнении условий 1, 2 уравнение (10) разрешимо:

v(ε) =
(

I −A−[εB + ε2C + λ(D + εE + ε2F )
])−1

e. (12)

Подставив (12) в (11), получим искомое уравнение ветвления:

R(λ, ε)e = 0, (13)

где

R(λ, ε)(·) =
〈

Q
[

εB + ε2C + λ(D + εE + ε2F )
](

I −A−[εB + ε2C + λ(D + εE + ε2F )
])−1

(·), ϕ
〉

.

3. Выявление условий регулярности вырождения в частном случае. Выявим условия
регулярности вырождения в задаче (1), (2), для чего рассмотрим уравнение (13).
Пусть выполнено равенство (6) для K1 = A−B, K2 = A−C, K3 = A−D, K4 = A−E, K5 = A−F .

Преобразуем выражение
(

I−A−[εB+ ε2C+λ(D+ εE+ ε2F )]
)−1 по формуле Неймана, применив

утверждение 1:
(

I −A−[εB + ε2C + λ(D + εE + ε2F )
])−1

=

= I +
∞∑

m=1

(

A−[εB + ε2C + λ(D + εE + ε2F )
])m

=

= I +

∞∑

m=1

∑

Γm
5

λi3+i4+i5εi1+2i2+i4+2i5+2SA−B,A−C,A−D,A−E,A−F
i1,i2,i3,i4,i5

.



УРАВНЕНИЕ ВЕТВЛЕНИЯ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ C ВОЗМУЩЕНИЯМИ 103

Тогда выражение R(λ, ε)(·) можно записать в виде

R(λ, ε)(·) = ε
〈

QBe,ϕ
〉

+ ε2
〈

QCe,ϕ
〉

+ λ
〈

QDe,ϕ
〉

+ λε
〈

QEe,ϕ
〉

+ λε2
〈

QFe,ϕ
〉

+

+

∞∑

m=1

[

RB
m(λ, ε) +RC

m(λ, ε) +RD
m(λ, ε) +RE

m(λ, ε) +RF
m(λ, ε)

]

(·), (14)

где

RB
m(λ, ε)(·) =

∑

Γm
5

λi3+i4+i5εi1+2i2+i4+2i5+3
〈

QBSA−B,A−C,A−D,A−E,A−F
i1,i2,i3,i4,i5

(·), ϕ〉,

RC
m(λ, ε)(·) =

∑

Γm
5

λi3+i4+i5εi1+2i2+i4+2i5+4
〈

QCSA−B,A−C,A−D,A−E,A−F
i1,i2,i3,i4,i5

(·), ϕ〉,

RD
m(λ, ε)(·) =

∑

Γm
5

λi3+i4+i5+1εi1+2i2+i4+2i5+3
〈

QDSA−B,A−C,A−D,A−E,A−F
i1,i2,i3,i4,i5

(·), ϕ〉,

RE
m(λ, ε)(·) =

∑

Γm
5

λi3+i4+i5+1εi1+2i2+i4+2i5+4
〈

QESA−B,A−C,A−D,A−E,A−F
i1,i2,i3,i4,i5

(·), ϕ〉,

RF
m(λ, ε)(·) =

∑

Γm
5

λi3+i4+i5+1εi1+2i2+i4+2i5+5
〈

QFSA−B,A−C,A−D,A−E,A−F
i1,i2,i3,i4,i5

(·), ϕ〉.

Запишем выражение (14) в виде

R(λ, ε) =

∞∑

i,j=0

λiεjHij, H00 = 0,

и введем обозначение hij = Hije.
Решим уравнение (13) при выполнении следующего условия.

Условие 3. Существует такое число n ∈ N, что

hij = 0, i = 0, 1, 2, . . . , p − 1, j = 1, 2, . . . ,

hpj = 0, j = 0, 1, 2, . . . , n − 1, hpn 	= 0.

В силу леммы 2 конечность D-жордановой цепочки оператора A влечет

hp+1,0 	= 0.

Построим диаграмму Ньютона (см. рис. 1). Уравнение ветвления имеет вид

λpεnhpn + λp+1hp+1,0 + o(λp+1) = 0,

где o(λp+1) вмещает в себя нормы ограниченных, в силу условия 1, операторов. Оно имеет реше-
ние

λ = − hpn
hp+1,0

εn. (15)

Подстановка (15) в (8) приводит к следующему результату.

Теорема 2. Пусть выполнены условия 1, 2, 3, лемма 2 и неравенство

Re
hpn
hp+1,0

> 0. (16)

Тогда в задаче (1), (2) наблюдается явление погранслоя, и функции погранслоя имеют перемен-
ную τ = (t− t0)/ε

n.

Неравенство (16) является условием регулярности вырождения.
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Рис. 1. Диаграмма Ньютона

4. О фредгольмовости одного оператора. Рассмотрим оператор A : R3 → R
3, задаваемый

числовой матрицей

A =

⎛

⎝

a11 a12 a13
a21 a22 a23

αa11 + βa21 αa12 + βa22 αa13 + βa23

⎞

⎠ ,

где aij 	= 0, отношения a2j/a1j попарно различны, i = 1, 2, j = 1, 2, 3.

Утверждение 2. Оператор A фредгольмов.

Доказательство. Возьмем элементы ξ =
(

ξ1, ξ2, ξ3
)T , η =

(

η1, η2, η3
)T ∈ R

3 (здесь T — знак транс-
понирования). Решив уравнение Aξ = 0, построим ядро оператора A:

KerA =

{(
Δ1

Δ
ξ3,

Δ2

Δ
ξ3, ξ3

)T
}

, ξ3 	= 0,

где

Δ1 = det

(

a12 a13
a22 a23

)

, Δ2 = − det

(

a11 a13
a21 a23

)

, Δ = det

(

a11 a12
a21 a22

)

.

Разложив элемент ξ ∈ X1 = R
3 в сумму ξKerA + ξCoimA элементов из KerA и CoimA соответ-

ственно, построим CoimA:

CoimA =

{(

ξ1 − Δ1

Δ
ξ3, ξ2 +

Δ2

Δ
ξ3, 0

)T
}

.

Приравнивая ξKerA = ξCoimA, находим ξ1 = ξ2 = ξ3 = 0; значит, имеет место разложение

X1 = R
3 = KerA⊕ CoimA.

Образ оператора A равен
ImA =

{

(η1, η2, αη1 + βη2)
T
}

.

Разложив элемент η ∈ X2 = R
3 в сумму ηImA + ηCokerA, построим CoimA:

CoimA =
{

(0, 0, −αη1 − βη2 + η3)
T
}

.
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Приравнивая ηImA = ηCokerA, находим η1 = η2 = η3 = 0; значит, имеет место разложение

X2 = R
3 = ImA⊕ CokerA.

Нетрудно видеть, что dimKerA = dimCokerA = 1.
Проектор на CokerA

Q(A) =

⎛

⎝

0 0 0
0 0 0

−α −β 1

⎞

⎠

является идемпотентным.
Решение уравнения AξCoimA = ηImA влечет взаимно однозначное соответствие между CoimA

и ImA, и

A− =
1

Δ

⎛

⎝

a22 −a12 0
−a21 a11 0

0 0 0

⎞

⎠ .

ограничен. Тем самым, фредгольмовость оператора A доказана. �

5. Пример. Рассмотрим задачу (1), (2) со следующими операторами A,B,C,D,E, F : R3 →
R
3:

A =

⎛

⎝

2 3 4
3 4 5
7 10 13

⎞

⎠ , B =

⎛

⎝

1 −1 0
1 3 4
3 1 4

⎞

⎠ , C =

⎛

⎝

3 0 −2
−6 5 1
0 5 −3

⎞

⎠ ,

D =

⎛

⎝

3 d 5
−10 0 0

0 −5 0

⎞

⎠ , E =

⎛

⎝

g1 8 g2
−10 0 −6

0 −4 9

⎞

⎠ , F =

⎛

⎝

−45 80 0
0 50 0
0 0 40

⎞

⎠ ,

где d, g1, g2 —параметры. В силу утверждения 2 оператор A фредгольмов. Возьмем

e =
(

1, −2, 1
)T ∈ KerA, ϕ =

(

0, 0, 1
)T ∈ CokerA.

Так как QB = QC = 0, то h0j = 0, j = 1, 2, . . .,

h10 =
〈

QDe,ϕ
〉

= 4d+ 4,

h11 =
〈

QDA−Be,ϕ
〉

+
〈

QEe,ϕ
〉

= −2g1 − 2g2 − 22d− 50,

h12 =
〈

QEA−Be,ϕ
〉

+
〈

QFe,ϕ
〉

= 30g1 + 180,

h20 =
〈

QDA−De,ϕ
〉

= 12d2 − 26d − 468.

При d 	= −1 имеем h10 	= 0, что влечет равномерную сходимость решения задачи (1), (2) к
решению задачи (4), поскольку диаграмма Ньютона вырождается в точку (1; 0).
Применим результаты теоремы 2. Пусть d = −1; тогда h11 = −2g1 − 2g2 − 28, h20 = −430.

При выполнении условия h11 < 0, т.е. g1 + g2 > −14, функции погранслоя имеют переменную
τ = (t− t0)/ε.
Если h11 = 0, т.е. g1 + g2 = −14, то при 30g1 + 180 < 0, т.е. g1 < −6 и g2 > −8, функции

погранслоя имеют переменную τ = (t− t0)/ε
2.
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ПОЛНОТА ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ

В ПРОСТРАНСТВАХ ФУНКЦИЙ В ТЕРМИНАХ ПЛОЩАДИ

c© 2024 г. Б. Н. ХАБИБУЛЛИН, Е. Г. КУДАШЕВА

Аннотация. Установлены условия полноты экспоненциальной системы в пространствах функ-
ций, непрерывных на компакте со связным дополнением и голоморфных во внутренности этого
компакта, в пространствах голоморфных функций в ограниченной односвязной области в тер-
минах евклидовой площади выпуклой оболочки этого компакта или области, а также некоторых
специальных характеристик или плотностей распределений показателей экспоненциальной систе-
мы.

Ключевые слова: полнота, экспоненциальная система, евклидова площадь, выпуклая оболочка,
опорная функция, целая функция экспоненциального типа, распределение корней.

COMPLETENESS OF EXPONENTIAL SYSTEMS

IN FUNCTION SPACES IN TERMS OF AREA

c© 2024 B. N. KHABIBULLIN, E. G. KUDASHEVA

Abstract. In this paper, we establish completeness conditions for exponential systems in spaces of
functions that are continuous on a compact set with connected complement and holomorphic inside
this compact set, in spaces of holomorphic functions in a bounded simply connected domain in terms
of the Euclidean area of the convex hull of this compact set or a domain and in terms of some special
characteristics or distribution densities of the exponents of the exponential system.

Keywords and phrases: completeness, exponential system, Euclidean area, convex hull, support
function, entire function of exponential type, root distribution.
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1. Введение.

1.1. Некоторые обозначения, понятия и соглашения. Пустое множество обозначаем через ∅,
N := {1, 2, . . . }—множество всех натуральных чисел, N0 := {0} ∪ N = {0, 1, 2, . . . }, N0 :=
N0 ∪ {+∞}—расширение множества N0 со стандартным отношением порядка � и точной верх-
ней гранью +∞ := supN0 /∈ N0, для которой неравенства n � +∞ выполнены при всех n ∈ N0.
Множество всех действительных чисел R с таким же отношением порядка � рассматриваем
и как вещественную ось в комплексной плоскости C с евклидовой нормой —модулем | · |. По-
рядковое пополнение множества R верхней и нижней гранями +∞ := supR = inf ∅ /∈ R и
−∞ := inf R = sup∅ /∈ R определяет расширенную вещественную ось R := R ∪ {±∞}, где, в
дополнение к стандартным допустимым операциям, полагаем 0 · (±∞) = (±∞) · 0 := 0. Величина

Работа выполнена в рамках государственного задания Министерства науки и высшего образования Российской
Федерации (код научной темы FMRS-2022-0124).
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c ∈ R рассматривается и как функция, тождественно равная c, как правило, на плоскости C.
Символом 0, наряду с 0 ∈ R, обозначаем и нулевые функции, меры и т. п.

Промежутки с концами a ∈ R и b ∈ R— это множества [a, b] :=
{

x ∈ R
∣
∣ a � x � b

}

—
отрезок в R, (a, b] := [a, b] \ a, [a, b) := [a, b] \ b, а (a, b) := [a, b) \ a и (a,+∞], [−∞, b)—открытые
промежутки в R, образующие базу открытых множеств при a < b. Используем также обозначение
R
+ := [0,+∞) для положительной полуоси с расширением R

+
:= [0,+∞]. При этом величина

x ∈ R положительна при x ∈ R
+, строго положительна при 0 �= x ∈ R

+, отрицательна при
x ∈ −R

+, строго отрицательна при 0 �= x ∈ −R
+, x+ := sup{0, x} ∈ R

+ —положительная часть
величины x ∈ R, x− := (−x)+ ∈ R

+ — её отрицательная часть.
Обозначим через D(r) :=

{

z′ ∈ C
∣
∣ |z| < r

}

и D(r) :=
{

z′ ∈ C
∣
∣ |z| � r

}

, а также ∂D(r) :=

D(r)\D(r), соответственно, открытый и замкнутый круги, а также окружность с центром в нуле
радиуса r ∈ R

+. Для S ⊂ C через clS, intS, bdS и coS обозначаем соответственно замыкание,
внутренность, границу и выпуклую оболочку множества S в C. Таким образом, при 0 < r ∈ R

+

имеют место равенства D(r) = clD(r) и ∂D(r) = bdD(r), но не при r = 0, поскольку в этом
случае это уже не так, а именно: clD(0) = cl∅ = ∅ = bdD(0) �= {0} = D(0) = ∂D(0).

Для расширенной числовой функции f : X → R через f+ : x 	−−−→
x∈X

(

f(x)
)+ обозначаем её

положительную часть, а через f− := (−f)+ — отрицательную часть. Если f = f+, то функция
f положительная, а если f = −f−, то отрицательная. Если X ⊂ R и для любых x1, x2 ∈ X

из x1 < x2 следует нестрогое неравенство f(x1) � f(x2) (соответственно, строгое неравенство
f(x1) < f(x2)), то функция f возрастающая (соответственно, строго возрастающая) на X; функ-
ция f убывающая (соответственно, строго убывающая) на X, если противоположная функция
−f возрастающая (соответственно, строго возрастающая) на X.

1.2. Постановка задачи. Всюду далее через Z обозначаем распределение точек на комплексной
плоскости C, среди которых могут быть повторяющиеся. Распределение точек Z однозначно
определяется функцией, действующей из C в N0 и равной в каждой точке z ∈ C количеству
повторений этой точки z в Z. Для такой функции, которую часто называют функцией кратности
распределения точек Z (см. [13, пп. 0.1.2–0.1.3]), или его дивизором, сохраняем то же самое
обозначение Z. Другими словами, Z(z)— это количество вхождений точки z ∈ C в распределение
точек Z; пишем z ∈ Z, если Z(z) > 0. Распределение точек Z можно эквивалентным образом
трактовать и как распределение масс, или меру, со значениями в N0 с тем же самым обозначением:

Z(S) :=
∑

z∈S
Z(z) ∈ N0 для любого S ⊂ C. (1)

Если считающая радиальная функция

Zrad(r) := Z
(

D(r)
) (1)
=

∑

z∈D(r)

Z(z) ∈ R
+
, r ∈ R

+
, (2)

для Z конечна при каждом r ∈ R
+, т.е. Zrad(r) < +∞ для всех r ∈ R

+, то Z —локально конечное
распределение.

Евклидову площадь множества S ⊂ C обозначаем через

area(S) :=

∫∫

S

dx dy =

∫∫

S

r dr dθ, x+ iy = reiθ, x, y, θ ∈ R, r ∈ R
+,

если двойные интегралы справа корректно определены, или множество S измеримо по плоской
мере Лебега на C. В частности, это всегда имеет место для выпуклых ограниченных S ⊂ C.

Система векторов из топологического векторного пространства полна в нём, если замыкание
линейной оболочки этой системы совпадает с этим пространством. Для распределения точек Z
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на C в данной статье далее исследуется полнота лишь экспоненциальных систем

ExpZ :=
{

w 	−−−→
w∈C

wp exp(zw)
∣
∣
∣ z ∈ Z, Z(z)− 1 � p ∈ N0

}

(3)

с распределением показателей Z, что, в частности, актуально в спектральной теории операторов.
Для функции f на S ⊂ C со значениями в C или в R полагаем

‖f‖S := sup
{∣
∣f(z)

∣
∣

∣
∣
∣ z ∈ S

}

, (4)

а через C(S) обозначаем пространство непрерывных функций f : S → C с sup-нормой (4). Для
открытого подмножества S ⊂ C через Hol(S) обозначаем пространство голоморфных функций
f : S → C с топологией равномерной сходимости на всех компактах K ⊂ S, определяемой sup-
полунормами ‖f‖K . Для компакта S ⊂ C с внутренностью intS через C(S) ∩ Hol(intS) обозна-
чаем банахово пространство непрерывных на S и голоморфных на внутренности intS функций
f : S → C с sup-нормой ‖f‖S . Таким образом, если в последнем случае intS = ∅—пустое мно-
жество, то C(S) ∩ Hol(intS)— это банахово пространство C(S) непрерывных на S функций со
значениями в C. Книга [13, п. 3.2] содержит детальный обзор по вопросам полноты экспонен-
циальных систем ExpZ по состоянию вплоть до 2012 г. в разнообразных функциональных про-
странствах — в значительной мере именно для пространств Hol(S) или C(S)∩Hol(intS) функций
соответственно на области S ⊂ C или компакте S ⊂ C. Основная задача — получить условия
полноты экспоненциальной системы ExpZ из (3) в функциональных пространствах Hol(S) или
C(S) ∩ Hol(intS), когда соответственно для ограниченной области S или компакта S априори
известна лишь евклидова площадь area(coS) его выпуклой оболочки coS или площадь area(S) в
случае выпуклой соответственно области или компакта S ⊂ C. Естественно требовать, чтобы эти
условия выражались через соотношения между какими-либо характеристиками распределения
точек-показателей Z и площадью area(coS) и были точны. В данной работе мы не останавлива-
емся на подтверждении точности наших результатов, хотя это так и есть, например, для любых
выпуклых S. Требуемые для этого примеры основаны на построении довольно тонких примеров
целых функций экспоненциального типа и очень регулярного роста, особенно для компактов S.
Построение таких примеров предполагается обсудить в другой работе.

1.3. Основные результаты. В теории целых функций одной комплексной переменной (см. [5,
6,18]) а также в некоторых других вопросах, связанных с геометрией на плоскости (см. [8, отдел
третий, гл. 3, § 1], [11, гл. 1, § 2]), опорную функцию подмножества S ⊂ C чаще всего определяли
как функцию

spfS : θ 	−−→
θ∈R

sup
s∈S

Re se−iθ ∈ R. (5)

По построению (5) 2π-периодические на R опорные функции множества S ⊂ C, его замыкания
clS в C, выпуклых оболочек coS, co clS и замыкания cl coS совпадают. Сдвиг компакта или огра-
ниченной области S в C не влияет на полноту экспоненциальной системы ExpZ соответственно в
пространстве C(S)∩Hol(intS) или Hol(S). Поэтому, не умаляя общности, всюду далее нам удобно
считать, что, после сдвига ограниченного S и сохранении за ним того же обозначения S, нулевая
точка принадлежит замыканию выпуклой оболочки множества S, т.е. выполнено условие

0 ∈ cl coS. (6)

Если S ⊂ C—компакт, то условие (6) эквивалентно условию 0 ∈ coS. Кроме того, по определе-
нию (5) для произвольного S ⊂ C условие (6) эквивалентно положительности опорной функции

spfS(θ)
(6)
�
θ∈R

0. (7)
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При трактовке распределения точек Z как распределения масс (1) для любой положительной
функции f на S можно корректно определить сумму

∑

z∈Z
z∈S

f(z) :=

∫

S

f dZ ∈ R
+
. (8)

Для точки z ∈ C через arg z ⊂ R обозначаем множество значений всех её угловых аргументов.
Для 2π-периодической функции на R со значениями в R однозначно определены значения этой
функции на arg z для любых z ∈ C \ {0}. При ограниченном S ⊂ C считающую радиальную
функцию для распределения точек Z по аргументам относительно S определяем как

Zrad
S (r)

(8)
:=

r∈R+
Z(0)‖ spfS ‖R +

∑

z∈Z
0<|z|�r

spfS(arg z) ∈ R
+
, ‖ spfS ‖R

(4)
:= sup

θ∈R

∣
∣spfS(θ)

∣
∣. (9)

При условии (6)–(7) функция Zrad
S положительная, возрастающая и непрерывная справа на R

+.
Для S := D(r) или S := D(r) их опорные функции тождественно равны

spfD(r)(θ) ≡
θ∈R

spfD(r)(θ) ≡
θ∈R

r и Zrad
D(1) = Zrad

D(1)

(2)
= Zrad (10)

— считающая радиальная функция Zrad из (2). В отличие от последней считающая радиальная
функция для Z по аргументам относительно ограниченного S ⊂ C учитывает распределение
точек из Z не только по радиусу, но и по аргументам.

Комплексно сопряжённое к z = reiθ ∈ C с r ∈ R
+ и θ ∈ R число обозначаем через z̄ := re−iθ, а

для подмножества S ⊂ C сопряжённое подмножество, зеркально симметричное S относительно
вещественной оси R, обозначаем S̄ :=

{

z̄
∣
∣ z ∈ S

}

с опорной функцией spfS̄ .
Следующая теорема — частный случай результата, анонсированного в [14, основная теорема].

Теорема 1. Пусть Z — распределение точек в C. Если для компакта S ⊂ C со связным до-

полнением C \ S при оговорённом в (6)–(7) условии 0
(6)∈ cl coS = coS для некоторого строго

положительного r0 ∈ R
+ выполнено равенство

sup
r0�r<R<+∞

( R∫

r

Zrad
S̄

(t)

t2
dt− area(coS)

π
ln
R

r

)

= +∞, (11)

то система ExpZ из (3) полна в пространстве C(S) ∩Hol(intS).

Следствие 1. Если для произвольных распределения точек Z в C и ограниченной односвязной
области S ⊂ C при условии (6)–(7) выполнено неравенство

lim sup
1<a→+∞

1

ln a
lim sup
0<r→+∞

ar∫

r

Zrad
S̄

(t)

t2
dt � 1

π
area(coS), (12)

то система ExpZ из (3) полна в пространстве Hol(S).

Замечание 1. Величину в левой части неравенства (12) по аналогии с подобными плотно-
стями из [19], [21, гл. 22], [13, гл. 3], [4], [9], [10] можно назвать верхней логарифмической блок-
плотностью для Z относительно евклидовой площади выпуклой оболочки множества S̄.

2. Доказательства результатов.
Доказательство теоремы 1. Предположим противное, а именно: в условиях теоремы 1 система
ExpZ не полна в пространстве C(S)∩Hol(∫ S). Тогда по теореме Рисса о представлении линейных
непрерывных функционалов на пространстве C(S) вкупе с теоремой Хана—Банаха о продолже-
нии линейных непрерывных функционалов с сохранением нормы— в данном случае с замкнутого
подпространства C(S) ∩ Hol(intS) в C(S), а также из известных следствий из неё, существует
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борелевская комплекснозначная мера μ �= 0 с носителем в S, аннулирующая экспоненциальную
систему ExpZ , но не аннулирующая хотя бы одну функцию из C(S) ∩ Hol(

∫

S). Последнее озна-
чает, что заданная преобразованием Фурье—Лапласа целая функция

F : z 	−−→
z∈C

∫

S

ezs dμ(s) (13)

обращается в нуль на Z с учётом кратности, а именно: кратность корня функции F в каждой
точке z ∈ C не превышает Z(z). В силу связности дополнения C \ S целая функция F из (13)
ненулевая. Действительно, если F = 0, то согласно (13) мера μ аннулирует экспоненциальную
систему

{

ezs
∣
∣ z ∈ C

}

, замыкание линейной оболочки которой содержит все многочлены (см. [3,
теорема 1], [13, гл. 1, п. 1.1.1, пример 1.1.1]). Следовательно, мера μ аннулирует все многочлены.
Но по теореме-критерию Мергеляна при условии связности C \ S множество всех многочленов
плотно в C(S) ∩ Hol(

∫

S). Тогда мера μ аннулирует все функции из C(S) ∩ Hol(
∫

S), что не
согласуется с выбором меры μ. Таким образом, далее F �= 0.

В обозначении |μ| для полной вариации меры μ и записи z := reiθ в полярной форме с r ∈ R
+

и θ ∈ R для целой функции F �= 0 из (13) имеет место оценка сверху
∣
∣F (reiθ)

∣
∣ �
reiθ∈C

∫

S

∣
∣exp(reiθs)

∣
∣ d|μ|(s) �

reiθ∈C
sup
s∈S

∣
∣exp(reiθs)

∣
∣|μ|(S) =

reiθ∈C
exp
(

r sup
s∈S

Re seiθ
)

|μ|(S),

где по определению опорной функции (5)

sup
s∈S

Re seiθ =
θ∈R

sup
s∈S

Re se−i(−θ) (5)
=
θ∈R

spfS̄(θ)

— значения опорной функции сопряжённого компакта S̄ в точках θ ∈ R. Следовательно, эта
оценка после логарифмирования может быть продолжена как

ln
∣
∣F (reiθ)

∣
∣ �
reiθ∈C

spfS̄(θ)r + ln |μ|(S), |μ|(S) �= 0. (14)

Поскольку целая функция F ненулевая, можем рассмотреть субгармоническую функцию

u := ln |F | − ln |μ|(S) �= −∞ (15)

с распределением масс Рисса, или мер Рисса (см. [16, 17, 20])

Δu :=
1

2π
u =

1

2π
 ln |F | � 0, (16)

где — оператор Лапласа, действующий на субгармоническую функцию u как обобщённую
функцию на пространстве основных финитных функций на C. В частности, ввиду обращения
в нуль целой функции F на Z и известного вида [20, теорема 3.7.8] распределения масс Рисса
субгармонической функции ln |F | при рассмотрении распределения точек Z как распределения
масс в смысле (1) имеет место неравенство

1

2π
 ln |F | � Z

и, как следствие, приходим к неравенству

Δu

(16)
� Z

для распределений масс Δu и Z на C. Это неравенство в силу положительности spfS̄ � 0 при
условии (6) по условию-равенству (11) показывает, что

sup
r0�r<R<+∞

( R∫

r

(Δu)
rad
S̄

(t)

t2
dt− area(S̄)

π
ln
R

r

)

= +∞, (17)
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где в порядке переноса определения (9) с распределений точек на распределения масс мы поло-
жили

(Δu)
rad
S̄ (t)

(9)
:=

r∈R+
(Δu)

(

D(r0)
)‖ spf S̄ ‖R +

∫

r0<|z|�t

spfS(arg z) d(Δu)(z) при t ∈ [r0,+∞) (18)

— считающая радиальная функция для распределения масс Δ по аргументам относительно S̄
вне D(r0), которая при (6)–(7) положительная, возрастающая и непрерывная справа на [r0,+∞).
Напомним, что для субгармонической на C и непрерывной функции (см. [2])

M : reiθ 	−−−−→
reiθ∈C

spfS̄(θ)r (19)

её распределение масс Рисса определяется как произведение мер [13, п. 3.3.1] через её плотность

dΔM (reiθ) =
1

2π
dr ⊗ dlco S̄(θ) (20)

в полярных координатах, где lco S̄(θ)—длина дуги границы bd co S̄, отсчитываемой при движении
по границе «против часовой стрелки» от последней точки опоры опорной к компакту cl co S̄ пря-
мой, ортогональной положительной полуоси R

+, до последней точки опоры опорной к компакту
cl co S̄ прямой, ортогональной направлению радиус-вектора точки eiθ (см. [1,11,13]). В частности,
вычисление площади выпуклого компакта co S̄ � 0 путём аппроксимации его выпуклыми опи-
санными многоугольниками, площади которых вычисляются через сумму площадей внутренних
треугольников с центрами в нулей как половины произведений длин апофем на длины соответ-
ствующих сторон, дают равенство для площади

area(S̄) =
1

2

2π∫

0

spfS̄(θ) dlco S̄(θ). (21)

Отсюда для вычитаемого произведения с area(S̄) из (17) при всех r0 � r < R < +∞ имеем

area(S̄)

π
ln
R

r
=

1

2

2π∫

0

spfS̄(θ) dlcoS(θ)

R∫

r

1

t
dt

(20)
=

∫

r<|teiθ|�R

spf S̄(θ)

r
dΔM (reiθ), (22)

а для интеграла из (17) при всех r0 � r < R < +∞ интегрирование по частям даёт равенство
R∫

r

(Δu)
rad
S̄

(t)

t2
dt =

(Δu)
rad
S̄

(R)

R
− (Δu)

rad
S̄

(r)

r
+

R∫

r

1

t
d(Δu)

rad
S̄ (t). (23)

При этом в силу (14) и (15) имеют место отграничения

u(reiθ) � spfS̄(θ)r
(19)
=: M(reiθ) при всех reiθ ∈ C, (24)

откуда u— субгармоническая функция конечного типа при порядке 1 (см. [16, гл. 4]), для которой

lim sup
z→∞

u(z)

|z| < +∞, lim sup
r→+∞

Δu

(

D(r)
)

r
< +∞. (25)

В частности, из последнего предельного соотношения ввиду ограниченности spfS̄ на R получаем

sup
r∈[r0,+∞)

(Δu)
rad
S̄

(r)

r

(18)
� sup

r∈[r0,+∞)
‖ spf S̄ ‖R

Δu

(

D(r)
)

r
< +∞,

откуда для первых двух слагаемых в правой части (23) имеем

sup
r0<r�R

∣
∣
∣
∣

(Δu)
rad
S̄

(R)

R
− (Δu)

rad
S̄

(r)

r

∣
∣
∣
∣
� 2 sup

r∈[r0,+∞)

(Δu)
rad
S̄

(r)

r
< +∞,
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а последний интеграл в (23) согласно (18) можем записать как

R∫

r

1

t
d(Δu)

rad
S̄ (t) =

∫

r<|teiθ|�R

spfS̄(θ)

t
dΔu(te

iθ).

Отсюда согласно (17) и (22) получаем

sup
r0<r<R<+∞

∫

r<|teiθ|�R

spfS̄(θ)

t
d
(

Δu −ΔM

)

(teiθ) = +∞. (26)

Итоговая наша задача — получить противоречие между этим равенством и ограничением (24),
показав,что из (24) следует конечность левой части (26). Для этого рассмотрим функцию

VR : teiθ 	−−−−−−−→
teiθ∈C\{0}

spfS̄(θ)
(1

t
− t

R2

) (5)
= sup

s∈S

(

Re seiθ
)(1

t
− t

R2

)

=
z:=teiθ �=0

sup
s∈S

Re
(s

z̄
− sz

R2

)

=
z∈C\{0}

VR(z), (27)

которая по построению положительна на D(R) ввиду условия (6)–(7), обращается в нуль на
окружности ∂D(R) и непрерывна ввиду непрерывности опорных функций ограниченных мно-
жеств. Кроме того, согласно последнему равенству в (27), функция VR представляет собой точную
верхнюю грань локально ограниченного сверху семейства гармонических на C \ {0} функций

{

Re
(s

z̄
− sz

R2

)}

s∈S
.

Отсюда сразу следует, что функцияVR субгармонична на C \ {0}.
При этом выпуклый компакт co S̄ ⊂ C можно представить как пересечение последовательности

выпуклых компактов Kn ⊃
n∈N

Kn+1, вложенных друг в друга, для которых их опорные функции

kn := spfKn
дважды непрерывно дифференцируемы. По построению убывающая последователь-

ность положительных опорных функций kn стремится к опорной функции spfS̄ и функции

vn : te
iθ 	−−−−−−−→

teiθ∈C\{0}
kn(θ)

(1

t
− t

R2

)

, (28)

согласно обоснованному выше, положительны на D(R) \ {0}, а также субгармоничны и имеют
непрерывные частные производные до второго порядка включительно на C \ {0}.

Далее нам потребуется следующее объединение двух утверждений из [12], которые могут быть
выведены и по общим интегральным формулам из [7, теорема 2].

Лемма 1 (см. [12, леммы 2.2–2.3]). Пусть 0 < r < R < +∞ и функция V положительна на
замкнутом кольце D(R)\D(r), субгармонична в его внутренности D(R)\D(r), тождественно
равна нулю на окружности ∂D(R) и совпадает с сужением на D(R) \D(r) некоторой дважды
непрерывно дифференцируемой в окрестности кольца D(R)\D(r) функции. Используя инверсию
функции V относительно окружности ∂D(r), построим положительную на C функцию

V ∗(z) :=

⎧

⎪⎨

⎪⎩

V (z), r < |z| � R,

V (r2/z̄), r2/R < |z| � r,

0, |z| � r2/R, |z| > R,

z ∈ C. (29)
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Тогда для любой пары субгармонических на окрестности круга D(R) функций u �= −∞ и M с
распределениями масс Рисса соответственно Δu и ΔM из неравенства u �M на этой окрест-
ности следует неравенство

∫

C

V ∗ dΔu �
∫

C

V ∗ dΔM +
r

π

2π∫

0

(

u(reiθ)−M(reiθ)
) ∂V

∂�nout
(reiθ) dθ, (30)

где ∂/∂�nout — оператор дифференцирования по внешней нормали к кольцу D(R) \D(r) на ∂D(r).

Интегральное среднее функции g : ∂D(r) → R по окружности ∂D(r) обозначим следующим
образом:

g◦(r) :=
1

2π

2π∫

0

g(reiθ) dθ. (31)

Следующая лемма — предельная форма предшествующей леммы 1.

Лемма 2. Пусть в убывающей последовательности функций vn : D(R) \ D(r) → R каждая
из них обладает теми же свойствами, что и функция V в предыдущей лемме, а также мо-
дули производных по радиусу от них равномерно по n ограничены сверху во всех точках на
окружности ∂D(R) некоторым числом Nr ∈ R

+. Обозначим теперь через V уже предельную
функцию для последовательности vn. Тогда для субгармонических на окрестности замкнутого
круга D(R) функций u �M , где u �= −∞, имеет место неравенство

∫

r<|z|�R

V dΔu �
∫

r<|z|�R

V dΔM +ΔM

(

D(r)
)

sup
r�|z|�R

V (z) +Nr
r

π

(|u|◦(r) + |M |◦(r)). (32)

Доказательство леммы 2. Производная по внешней нормали ∂/∂�nout к кольцу D(R) \ D(r) на
∂D(r)— это, с точностью до знака, производная по радиусу на ∂D(r). Поэтому в силу положи-
тельности функции V ∗ = lim

n→+∞ v∗n, известной теореме о монотонном пределе в интегралах, а

также равномерных оценок на ∂D(r) через Nr на производные по радиусу функций vn, переходя
к пределу по n→ +∞, из неравенства (30) леммы 1 получаем

∫

D(R)\D(r)

V dΔu �
∫

C

V ∗ dΔu �
∫

C

V ∗ dΔM +
r

π

2π∫

0

(

u(reiθ)−M(reiθ)
) ∂V

∂�nout
(reiθ) dθ

(29)
�

(29)
�

∫

D(R)\D(r)

V dΔM +

∫

D(r)\D(r2/R)

V

(
r2

z̄

)

dΔM (z) +
r

π

2π∫

0

∣
∣u(reiθ)−M(reiθ)

∣
∣Nr dθ �

�
∫

r<|z|�R

V dΔM + sup
r2/R�|z|�r

V

(
r2

z̄

)

ΔM

(

D(r)
)

+
r

π
Nr

( 2π∫

0

∣
∣u(reiθ)

∣
∣ dθ +

2π∫

0

∣
∣M(reiθ)

∣
∣ dθ

)
(29),(31)

=

(29),(31)
=

∫

r<|z|�R

V dΔM + sup
r�|z|�R

V (z)ΔM

(

D(r)
)

+
r

π
Nr

(|u|◦(r) + |M |◦(r)),

что и даёт требуемую оценку (32), завершая доказательство леммы 2. �
Для применения леммы 2 к убывающей последовательности функций (28) с предельной функ-

цией VR из (27) отметим, что функции vn удовлетворяют всем требованиям леммы 2 по установ-
ленным выше перед леммой 1 их свойствам и для них выполнены равномерные по n неравенства
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для производных по радиусу:
∣
∣
∣
∣

∂vn
∂r

(reiθ)

∣
∣
∣
∣

(28)
� sup

θ∈[0,2π]
kn(θ)

∣
∣
∣− 1

r2
− 1

R2

∣
∣
∣ � 2

r2
sup

θ∈[0,2π]
k1(θ) =

a

r2
=: Nr, (33)

где число a := sup
θ∈[0,2π]

k1(θ), очевидно, не зависит от n ∈ N. Таким образом, заключительная

оценка (32) леммы 2 может быть записана для функций V
(27)
= VR и M

(24)
� u из (19) как

∫

r<|teiθ|�R

spf S̄(θ)
(1

t
− t

R2

)

dΔu(te
iθ)

(32),(27),(33)
�

∫

r<|teiθ|�R

spfS̄(θ)
(1

t
− t

R2

)

dΔM (reiθ)+

+ΔM

(

D(r)
)

sup
r�t�R

(1

t
− t

R2

)

‖ spfS̄ ‖R +
ar

πr2
(|u|◦(r) + |M |◦(r)).

Отсюда, учитывая явный вид функции M из (19) и её распределения масс Рисса из (20), имеем

∫

r<|teiθ|�R

spf S̄(θ)

t
dΔu(te

iθ)
(19),(20)

�
∫

r<|teiθ|�R

spfS̄(θ)t

R2
dΔu(te

iθ) +

∫

r<|teiθ|�R

spfS̄(θ)

t
dΔM (reiθ)+

+ r
lco S̄(2π) − lco S̄(0)

2π

1

r
‖ spf S̄ ‖R +

a

πr

(|u|◦(r) + |M |◦(r)). (34)

Первое, третье и четвёртое слагаемые из правой части этого неравенства оцениваются сверху
числом, не зависящим от значений радиуса r � r0 > 0. Действительно, для первого получаем

∫

r<|teiθ|�R

spfS̄(θ)t

R2
dΔu(te

iθ) � ‖ spf S̄ ‖ 1
R
Δu

(

D(R)
)

� C1,

где число C1 ∈ R
+ не зависит от R � r0, поскольку для субгармонической функции u конечного

типа при порядке 1 выполнено (25). В третьем слагаемом r просто исчезает и оно оценивается

сверху через некоторое число C3 ∈ R
+. Наконец, |M |◦(r)

(19)
� ‖ spf S̄ ‖r при всех r ∈ R

+, а для ин-
тегральных средних |u|◦(r) по окружностям ∂D(r) модуля субгармонической функции u �≡ −∞
конечного типа при порядке 1 удовлетворяет, как следует, например, из [15, лемма 6.2], соот-
ношению |u|◦(r) =

R→+∞
O(r). Это даёт возможность оценить сверху четвёртое слагаемое числом

C4 ∈ R
+, не зависящим от r � r0 > 0. Таким образом, полагая C := C1 + C3 + C4 из (34) с

учётом (21) получаем оценку
∫

r<|teiθ|�R

spfS̄(θ)

t
dΔu(te

iθ)
(34)
�

∫

r<|teiθ|�R

spfS̄(θ)

t
dΔM (reiθ) +C для всех r � r0. (35)

Это противоречит равенству (26), что и завершает доказательство теоремы 1. �

Доказательство следствия 1. Для ограниченной односвязной области S ⊂ C существует после-
довательность (Sn)n∈N компактов Sn ⊂ S со связными дополнениями C \ Sn при всех n ∈ N,
объединение которых совпадает с односвязной областью S. При этом для выпуклой оболочек
coSn этих компактов имеем area(coSn) < area(coS). Для полноты системы ExpZ в Hol(S) с то-
пологией равномерной сходимости на компактах достаточно показать, что система ExpZ полна в
каждом из пространств C(Sn) ∩Hol(intSn) при n ∈ N. Положим

dn :=
n∈N

1

2

(

area(coS)− area(coSn)
)

> 0.
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При фиксированном n ∈ N из равенства (11) следует существование возрастающей неограничен-
ной последовательности (ak)k∈N чисел ak > 1, для которой

lim sup
0<r→+∞

akr∫

r

Zrad
S̄

(t)

t2
dt � 1

π

(

area(coSn) + dn
)

ln ak при всех k ∈ N.

Отсюда для каждого k ∈ N найдётся достаточно большое rk � 1, для которого
akrk∫

rk

Zrad
S̄

(t)

t2
dt � 1

π

(

area(coSn) + dn) ln ak − 1 =
1

π
area(coSn) ln

akrk
rk

+
1

π
dn ln ak − 1,

что может быть записано как неравенства
akrk∫

rk

Zrad
S̄

(t)

t2
dt− area(coSn)

π
ln
akrk
rk

� 1

π
dn ln ak − 1.

Применяя операцию sup по k к обеим частям, получаем

sup
k∈N

( akrk∫

rk

Zrad
S̄

(t)

t2
dt− area(coSn)

π
ln
akrk
rk

)

� dn
π

sup
k∈N

ln ak − 1 = +∞,

поскольку dn > 0. Тем более, имеет место равенство

sup
1<r<R<+∞

( R∫

r

Zrad
S̄

(t)

t2
dt− area(coSn)

π
ln
R

r

)

= +∞.

Отсюда по теореме 1 система ExpZ полна в пространстве C(Sn) ∩ Hol(intSn). В силу произвола
в выборе n ∈ N получаем и полноту системы ExpZ в пространстве Hol(S), что и требовалось. �
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18. Levin B. Ya. Lectures on Entire Functions. — Providence, Rhode Island: Am. Math. Soc., 1996.

19. Malliavin P., Rubel L. A. On small entire functions of exponential type with given zeros// Bull. Soc. Math.

France. — 1961. — 89, № 2. — P. 175–201.

20. Ransford T. Potential Theory in the Complex Plane. — Cambridge: Cambridge Univ. Press, 1995.

21. Rubel L. A., Colliander J. E. Entire and Meromorphic Functions. — Berlin: Springer-Verlag, 1996.

ДЕКЛАРАЦИЯ АВТОРОВ

Конфликт интересов. Авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов.
Финансирование. Работа выполнена в рамках государственного задания Министерства нау-

ки и высшего образования Российской Федерации (код научной темы FMRS-2022-0124).
Финансовые интересы. Авторы заявляют об отсутствии подлежащих раскрытию финансо-

вых или нефинансовых интересов, связанных с публикуемым материалом.

Хабибуллин Булат Нурмиевич
Институт математики с вычислительным центром
Уфимского федерального исследовательского центра Российской академии наук
E-mail: khabib-bulat@mail.ru

Кудашева Елена Геннадьевна
Башкирский государственный педагогический университет им. М. Акмуллы, Уфа
E-mail: lena_kudasheva@mail.ru



ИТОГИ НАУКИ И ТЕХНИКИ.
Современная математика и ее приложения.
Тематические обзоры.
Том 233 (2024). С. 118–126
DOI: 10.36535/2782-4438-2024-233-118-126

УДК 519.24

О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ СТАЦИОНАРНЫХ СЛУЧАЙНЫХ

ПРОЦЕССОВ С НЕЧЕТКИМИ СОСТОЯНИЯМИ
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Аннотация. В работе изучены непрерывные случайные процессы с нечеткими состояниями. Ос-
новное внимание уделено классу стационарных нечетко-случайных процессов. Установлены свой-
ства их числовых характеристик: нечетких ожиданий, ожиданий и корреляционных функций.
Обосновано их спектральное представление и обобщенная теорема Винера—Хинчина. Получен-
ные результаты опираются на свойства нечетко-случайных величин и числовых случайных про-
цессов. В качестве примеров рассмотрены треугольные нечетко-случайные процессы.

Ключевые слова: непрерывный случайный процесс, нечеткое состояние, нечеткое ожидание,
корреляционная функция, спектральное разложение.

ON SOME PROPERTIES OF STATIONARY STOCHASTIC PROCESSES
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Abstract. In this work, continuous stochastic processes with fuzzy states are studied. The main
attention is paid to the class of stationary fuzzy stochastic processes. The properties of their numerical
characteristics are established: fuzzy expectations, expectations, and correlation functions. Their
spectral representation and the generalized Wiener–Khinchin theorem are substantiated. The results
obtained are based on the properties of fuzzy stochastic variables and numerical stochastic processes.
Triangular fuzzy stochastic processes are considered as examples.

Keywords and phrases: continuous stochastic process, fuzzy state, fuzzy expectation, correlation
function, spectral decomposition.
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1. Введение. Нечеткое моделирование в последние десятилетия активно используется при ре-
шении различных прикладных задач, когда исходные данные неполны или слабо формализованы
(см. [1,5]). С другой стороны, при исследовании динамических процессов в условии ограниченной
исходной информации один из возможных подходов заключается в трактовке их параметров как
реализации некоторых случайных процессов (см. [2, 3]).
В данной работе сочетаются упомянутые подходы, а именно, исследуются непрерывные слу-

чайные процессы с нечеткими состояниями (нечетко-случайные процессы). Точнее, мы считаем
время и множество возможных нечетких состояний непрерывным. При этом сечение непрерывно-
го нечеткого случайного процесса в любой момент времени представляет собой нечетко-случай-
ную величину. В своем исследовании мы опираемся на известные результаты по теории нечетко-
случайных величин (см. [7, 11, 12]) и классические результаты теории вещественных случайных
процессов (см. [2, 3]).
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В настоящей работе введены и исследованы стационарные нечетко-случайные процессы, в част-
ности, их спектральное представление, обобщенная теорема Винера—Хинчина. Полученные в
этой области результаты являются развитием на случай нечеткости известных (см. [2, гл. 1], [3,
гл. 23]) для стандартных непрерывных случайных процессов. Подчеркнем, что в нашем случае
важную роль играют нечеткие ожидания, отражающие тренды нечетко-случайных процессов.
Отметим отличие нашего подхода и результатов от работ, посвященных случайным процессам с
непрерывным временем и дискретными нечеткими состояниями (см., например, [4]).
Ниже под нечетким числом z̃, заданным на универсальном пространстве R вещественных чи-

сел, будем понимать совокупность упорядоченных пар (x, μz̃(x)), где функция принадлежности
μz̃ : R → [0, 1] определяет степень принадлежности каждого x ∈ R множеству z̃ (см. [1, гл. 5]).
Множество α-уровня нечеткого числа z̃ с функцией принадлежности μz̃(x) определяется со-

отношением Zα = {x|μz̃(x) � α}, α ∈ (0, 1], Z0 = cl{x|μz̃(x) > 0} где cl обозначает замыкание
множества.
Будем считать, что все α-уровни нечеткого числа — замкнутые и ограниченные интервалы ве-

щественной оси. Таким образом, Zα = [z−(α), z+(α)], где z−(α) и z+(α)—левый и правый α-
индексы нечеткого числа, соответственно. Ниже будем рассматривать совокупность нечетких
чисел J , для которых индексы z±(α) измеримы и ограничены на [0, 1].

2. Нечеткие ожидания, ожидания и ковариации нечетко-случайных величин. Пусть
(Ω,Σ, P )— вероятностное пространство, где Ω—множество элементарных событий, Σ— σ-алгеб-
ра, состоящая из подмножеств множества Ω, P — вероятностная мера. Рассмотрим отображение
X̃ : Ω → J . Его интервалы α-уровня Xα(ω) при фиксированном ω ∈ Ω определяются формулами

Xα(ω) =
{

r ∈ R : μX̃(ω)(r) � α
}

, α ∈ (0, 1], X0(ω) = cl
{

μX̃(ω)(r) > 0
}

,

где μX̃(ω)(r)—функция принадлежности нечеткого числа X̃(ω). Интервал Xα(ω) представим в
виде Xα(ω) = [X−(ω,α),X+(ω,α)]. Его границы X−(ω,α), X+(ω,α) называют левым и правым
α-индексами для X̃(ω), соответственно.
Отображение X̃ : Ω → J называют нечетко-случайной величиной (кратко н.с.в.; см., например,

[11, 12]), если вещественнозначные функции X±(ω,α) измеримы по ω для всех α ∈ [0, 1]. В этом
случае α-индексы являются вещественными случайными величинами при α ∈ [0, 1].
В дальнейшем будем рассматривать класс X н.с.в., для которых индексы X−(ω,α) и X+(ω,α)

являются квадратично суммируемыми на Ω× [0, 1]. Положим

x−(α) =
∫

Ω

X−(ω,α)dP, x+(α) =

∫

Ω

X+(ω,α)dP. (1)

Нечеткое число с индексами, определяемыми в (1), называют нечетким ожиданием н.с.в. X̃ и
обозначают M(X̃), а его индексы — [M(X̃)]±α .
Ожидание m(X̃) н.с.в. X̃ ∈ X определяют как среднее (см. [9]) нечеткого числа M(X̃) с α-

индексами [M(X̃)]±α ), задаваемыми формулой (1):

m(X̃) =
1

2

1∫

0

(

[M(X̃)]−(α) + [M(X̃)]+(α)
)

. (2)

Для н.с.в. X̃ и Ỹ ковариацию определяют равенством

cov(X̃, Ỹ ) =
1

2

1∫

0

(

cov(X−
α , Y

−
α ) + cov(X+

α , Y
+
α )
)

dα (3)

(см. [10]), а дисперсию — равенством D(X̃) = cov(X̃, X̃). В (3) ковариации вещественных случай-
ных величин X±

α и Y ±
α определены стандартной формулой (см. [11, гл. 23])

cov(X±
α , Y

±
α ) = E

(

X±
α − E(X±

α )
)(

Y ±
α − E(X±

α )
)

.
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Здесь и ниже символ E обозначает математическое ожидание случайной величины, т.е. для слу-
чайной величины ξ(ω) полагаем

Eξ =

∫

Ω

ξ(ω)dP.

Свойства ковариаций и дисперсий н.с.в. обсуждаются в [10], [8, гл. 6].

3. Непрерывные случайные процессы с нечеткими состояниями. Пусть [t0, T ]—рас-
ширенный отрезок числовой оси. Непрерывным случайным процессом с нечеткими состояниями
или нечетко-случайным процессом (н.с.п.) X̃(t) будем называть отображение X̃ : [t0, T ] → X, т.е.
функцию X̃(t) = X̃(ω, t), значениями которой при всех t ∈ [t0, T ] являются н.с.в. из X.
Обозначим α-индексы н.с.п. X̃(t) через X±

α (ω, t).
Ниже будем рассматривать н.с.п., для которых вещественные функции X±

α (ω, t) квадратично
суммируемы по совокупности переменных на Ω× [0, 1] × [t0, T ].
Определим нечеткое ожидание M(X̃(t)) =M(X̃(ω, t)) н.с.п. X̃(ω, t) при каждом t ∈ [t0, T ] как

нечеткое ожидание (1) соответствующей н.с.в. с α-индексами
[

M(X̃(ω, t))
]±
α
=

∫

Ω

X±
α (ω, t)dP ∀α ∈ [0, 1]. (4)

Свойства нечетких ожиданий н.с.п. вытекают из свойств нечетких ожиданий н.с.в. (см., на-
пример, [6, 7]).

Утверждение 1. Нечеткие ожидания н.с.п. обладают следующими свойствами :
(i) для неслучайной функции z̃ : [t0, T ] → J справедливо

M(z̃(t)) = z̃(t);

(ii) если φ : [t0, T ] → R—неслучайный скалярный множитель, а X̃(t)—н.с.п., то

M(φ(t)X̃(t)) = φ(t)M(X̃(t));

(iii) для н.с.п. X̃(t) и Ỹ (t) справедливо равенство

M(X̃(t) + Ỹ (t)) =M(X̃(t)) +M(Ỹ (t)).

Ожидание н.с.п. X̃(t) при всех t ∈ [t0, T ] согласно (2) определяется формулой

m(X̃(t)) =
1

2

1∫

0

(

[M(X̃(t))]−(α) + [M(X̃(t))]+(α)
)

dα.

Пример 1. Пусть случайные числовые процессы ξi(ω, t) (i = 1, 2, 3; ω ∈ Ω, t ∈ [t0, T ]) квад-
ратично суммируемы на Ω × [t0.T ] и таковы, что ξ1(ω, t) < ξ2(ω, t) < ξ3(ω, t) при всех ω ∈ Ω,
t ∈ [t0, T ].
Рассмотрим н.с.п. X̃(t), для которого при всех ω ∈ Ω, t ∈ [t0, T ] нечеткое число X̃(ω, t) имеет

треугольный вид (ξ1(ω, t), ξ2(ω, t), ξ3(ω, t)), т.е. функция принадлежности X̃(ω, t) при всех ω ∈ Ω,
t ∈ [t0, T ] дается формулой

μω,t(x) =

⎧

⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x− ξ1(ω, t)

ξ2(ω, t)− ξ1(ω, t),
если x ∈ [ξ1(ω, t), ξ2(ω, t)];

x− ξ3(ω, t)

ξ2(ω, t)− ξ3(ω, t),
если x ∈ [ξ2(ω, t), ξ3(ω, t)];

0, в противном случае.

В этом случае α-индексы X̃(t) определяются выражениями

X−(ω, t) = (1− α)ξ1(ω, t) + αξ2(ω, t), X+(ω, t) = (1− α)ξ3(ω, t) + αξ2(ω, t). (5)
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Тогда нечеткое ожидание M(X̃(t)) задается формулами для α-индексов

[M(X̃)]−α (t) = (1− α)Eξ1(t) + αEξ2(t), [M(X̃)]+α (t) = (1− α)Eξ3(t) + αEξ2(t)

для всех α ∈ [0, 1]).

Ниже рассмотрим понятие корреляционной функции н.с.п. и ее свойства. В соответствии с (3)
корреляционной функцией н.с.п. X̃(t) назовем величину

KX̃(t, s) = cov(X̃(t), X̃(s)) =
1

2

1∫

0

(

KX−
α
(t, s) +KX+

α
(t, s)

)

dα. (6)

ЗдесьKX−
α
(t, s) иKX+

α
(t, s)—корреляционные функции случайных процессов X−

α (ω, t) иX+
α (ω, t).

Дисперсия н.с.п. X̃(t) определяется равенством DX̃(t) = KX̃(t, t).
Согласно (6) и [10] имеет место следующее утверждение.

Утверждение 2. Корреляционная функция н.с.п. X̃(t) обладает следующими свойствами:
(i) симметричность: KX̃(t1, t2) = KX̃(t2, t1) при всех t1, t2 ∈ [t0, T ];
(ii) если φ(t)—неслучайная числовая функция и Ỹ (t) = φ(t)X̃(t), то

KỸ (t1, t2) = φ(t1)φ(t2)KX̃(t1, t2)

при φ(t1)φ(t2) � 0;
(iii) если Ỹ (t) = X̃(t) + φ(t), то

KỸ (t1, t2) = KX̃(t1, t2);

(iv) справедливо соотношение

|KX̃(t1, t2)| �
√

DX̃(t1)DX̃(t2).

Пример 2. Пусть выполнены условия примера 1 и дополнительно случайные процессы
ξ1(t), ξ2(t), а также ξ2(t), ξ3(t) попарно некоррелированны. Выразим корреляционную функ-
цию KX̃(t1, t2) н.с.п. X̃(t) треугольного вида (ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t)) через корреляционные функции
Kξ1(t1, t2), Kξ2(t1, t2), Kξ3(t1, t2) случайных процессов ξ1(t), ξ2(t) и ξ3(t).
Согласно формуле (5) для левого индекса X−

α треугольного нечеткого процесса и по предпо-
ложению о некоррелированности ξ1(t) и ξ2(t) для корреляционной функции KX−

α
(t1, t2) имеем

KX−
α
(t1, t2) = (1− α)2Kξ1(t1, t2) + α2Kξ2(t1, t2).

Аналогично
KX+

α
(t1, t2) = (1− α)2Kξ3(t1, t2) + α2Kξ2(t1, t2).

Тогда по определению (6) корреляционной функции н.с.п. получим

KX̃(t1, t2) =
1

2

{ 1∫

0

(1− α)2dαKξ1(t1, t2) + 2

1∫

0

α2dαKξ2(t1, t2) +

1∫

0

(1− α)2dαKξ3(t1, t2)

}

=

=
1

6

{

Kξ1(t1, t2) + 2Kξ2(t1, t2) +Kξ3(t1, t2)
}

.

4. Стационарные нечетко-случайные процессы. К стационарным (в широком смысле)
случайным процессам относятся такие, математические ожидания которых не зависят от време-
ни, а корреляционные функции зависят лишь от разности аргументов (см. [2, гл. 8], [3, гл. 24]).
Назовем н.с.п. X̃(t) стационарным, если его нечеткое ожидание M(X̃(t)) и ожидание m(X̃(t))

постоянны, а корреляционная функция KX̃(t1, t2) = KX̃(t2 − t1) зависит от разности аргументов
t2 − t1 = τ .

Теорема 1. Пусть α-индексы н.с.п. X̃(t) при всех α ∈ [0, 1] являются стационарными слу-
чайными процессами. Тогда н.с.п. X̃(t) является стационарным случайным процессом.
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Действительно, обозначим постоянные математические ожидания α-индексов X±
α (t) н.с.п. X̃(t)

при всех α ∈ [0, 1] через m±
α . Согласно определению (4) они являются α-индексами нечеткого

ожидания m±
α = [M(X̃(t))]±α . Тогда нечеткое ожидание M(X̃(t)) постоянно. При этом

m(X̃(t)) =
1

2

1∫

0

(

m+
α +m−

α

)

dα.

Обозначим корреляционные функции случайных процессов X±
α (ω, t) черезKX±

α
(t1, t2). По усло-

вию KX±
α
(t1, t2) = KX±

α
(t2 − t1). Тогда по определению (6) корреляционная функция н.с.п. X̃(t)

зависит от разности аргументов.

Теорема 2. В условиях теоремы 1 корреляционная функция KX̃(τ) н.с.п. X̃(t) обладает сле-
дующими свойствами:

(i) корреляционная функция является четной, т.е. KX̃(τ) = KX̃(−τ);
(ii) дисперсия н.с.п. X̃(t) постоянна и равна DX̃ = KX̃(0);
(iii) для всех τ ∈ R справедливо неравенство |KX̃(τ) � KX̃(0)|.
Теорема 2 следует из выполнения соответствующих свойств для корреляционных функций

KX−
α
(τ), KX−

α
(τ) (см. [11, гл. 23]) и представления (6).

Пример 3. Пусть выполнены условия примера 2 и дополнительно все случайные процессы
ξj(t), j = 1, 2, 3, являются стационарными в широком смысле. Тогда треугольный н.с.п. X̃(t)
является стационарным. Это следует из выражений, полученных в примерах 1–2 для нечетких
ожиданий и соответственно корреляционных функций треугольного н.с.п. (ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t)).

Рассмотрим вопрос о спектральном разложении н.с.п. Как известно, спектральным разложе-
нием вещественного случайного процесса ξ(t) называют представление вида

ξ(t) = mξ +

∞∑

i=0

(ξi cosωit+ ηi sinωit), (7)

где mξ — вещественное число, ξi и ηi — случайные величины (коэффициенты), а ωi = iω1 — отно-
сительные частоты гармоник, кратные основной частоте ω1.

Лемма 1 (см. [2, гл. 8], [3, гл. 25]). Пусть случайные коэффициенты ξi и ηi случайного про-
цесса (7) взаимно некоррелированны и имеют математические ожидания Eξi = Eηi = 0 и
дисперсии Dξi = Dηi = Di, i = 0, 1, 2, . . . , причем

∞∑

i=0

Di <∞.

Тогда случайный процесс (7) имеет постоянное математическое ожидание Eξ(t) = mξ и корре-
ляционную функцию Kξ(t1, t2) = Kξ(t), зависящую только от разности τ = t2−t1, т.е. является
стационарным в широком смысле. При этом

Kξ(t) =

∞∑

i=0

Di cosωiτ,

а дисперсия Dξ определяется равенством

Dξ =
∞∑

i=0

Di.

Отметим, что совокупность Di, i = 0, 1, 2, . . . , называют спектром стационарного случайного
процесса.
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Теорема 3. Пусть α-индексы н.с.п. X̃(t) при всех α ∈ [0, 1] допускают спектральные разло-
жения

X±
α (t) = m±

α +

∞∑

i=0

(

(ξ±α )i cosωit+ (η±α )i sinωit
)

, (8)

причем при всех α ∈ [0, 1] для случайных величин (ξ±α )i, (η±α )i выполнены следующие условия:
(i) E(ξ±α )i = E(η±α )i = 0, i = 0, 1, 2, . . . ;
(ii) E

(

(ξ±α )i(ξ±α )j
)

= E
(

(η±α )i, (η±α )j
)

= 0, i �= j;
(iii) E

(

(ξ±α )i(η±α )i
)

= 0 для всех i, j = 0, 1, 2, . . . . Пусть

D(ξ±α )i = D(η±α )i = (D±
α )i,

∞∑

i=1

(D±
α )i <∞ ∀α ∈ [0, 1].

Тогда X̃(t)— стационарный н.с.п.: его ожидание постоянно и имеет α-индексы, равные m−
α и

m+
α , а корреляционная функция н.с.п. X̃(t) имеет вид

KX̃(τ) =
1

2

∞∑

i=0

1∫

0

(

(D−
α )i + (D+

α )i

)

dα cosωiτ. (9)

При этом дисперсия н.с.п. X̃(t) определяется формулой

DX̃ =
1

2

∞∑

i=0

1∫

0

(

(D−
α )i + (D+

α )i

)

dα.

Действительно, значения α-индексов нечеткого ожидания стационарного н.с.п. X̃(t) следуют
из формул (8) и определения (4) с учетом предположений теоремы на коэффициенты (ξ±α )i и
(η±α )i. Кроме того, в условиях теоремы 3 согласно лемме 1, справедливо представление

KX±
α
(τ) =

∞∑

i=0

(D±
α )i cosωiτ.

Поэтому формула (9) следует из определения (6) корреляционной функции н.с.п. Формула для
дисперсии DX̃ вытекает из теоремы 2.

Пример 4. Пусть в условиях примера 1 случайные величины ξj(t), j = 1, 2, 3, допускают
спектральные разложения

ξj(t) = mj +

∞∑

i=1

(ξj,i cosωit+ ηj,i sinωit) , (10)

причем для всех j = 1, 2, 3 и всех i = 0, 1, 2, . . . выполнены условия

E(ξj,i) = E(ηj,i) = 0, E(ξj,iξs,k) = E(ηj,iηs,k) = 0

во всех случаях, кроме одновременного выполнения равенств j = s, i = k. Пусть, кроме того,
E(ξj,iηs,k) = 0 для всех j = 1, 2, 3 и всех i, s, k = 1, 2, . . . , а также Dξj,i = Dηj,i = Dj,i для всех
j = 1, 2, 3 и всех i = 0, 1, 2, . . . , причем

∞∑

i=0

Dj,i � ∞, j = 1, 2, 3.

Тогда корреляционная функция н.с.п. X̃(t) треугольного вида (ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t)) представима фор-
мулой

KX̃(τ) =
1

6

∞∑

i=0

(

D1,i + 2D2,i +D3,i

)

cosωiτ.
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Действительно, согласно (10) и (5), левый и правый индексы нечеткого треугольного процесса
X̃(t), порождаемого тройкой (ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t)) имеют вид (8), где в обозначениях теоремы 3

m−
α (t) = (1− α)m1 + αm2, (ξ−α )i = (1− α)ξ1,i + αξ2,i, (η−α )i = (1− α)η1,i + αη2,i.

Аналогично,

m+
α (t) = (1− α)m3 + αm2, (ξ+α )i = (1− α)ξ3,i + αξ2,i, (η+α )i = (1− α)η3,i + αη2,i.

Тогда согласно предположениям примера 4

D(ξ−α )i = (1− α)2D1,i + α2D2,i = D(η−α )i, D(ξ+α )i = (1− α)2D3,i + α2D2,i = D(η+α )i.

Поскольку в условиях примера выполнены предположения теоремы 3, то (9) влечет доказывае-
мую формулу для KX̃(τ).

5. Спектральная плотность стационарного н.с.п. Обобщенная теорема Винера—Хин-
чина. Рассмотренное выше спектральное представление (7) характерно для стационарных слу-
чайных процессов, заданных на конечном промежутке времени. Для стационарного скалярного
случайного процесса, определенного на бесконечном интервале времени, вместо спектра диспер-
сий рассматривают спектральную плотность дисперсий.

Лемма 2 (теорема Винера—Хинчина; см. [2, гл. 8]; [3, гл. 25]). Ковариационная функция Kξ(τ)
и спектральная плотность Sξ(ω) стационарного случайного процесса ξ(t) связаны между собой
взаимно обратными косинус-преобразованиями Фурье

Kξ(τ) =

∞∫

0

Sξ(ω) cos ωτdω, Sξ(ω) =
2

π

∞∫

0

Kξ(τ) cos ωτdτ.

Приведем обобщение этого утверждения на случай стационарных н.с.п. Пусть стационарный
н.с.п. X̃(t), заданный на (−∞,∞), имеет α-индексы X±

α (t) и пусть SX±
α
(ω)— спектральные плот-

ности стационарных случайных процессов X±
α (t) для всех α ∈ [0, 1], причем функции SX±

α
(ω)

суммируемы по α на [0, 1].
Спектральной плотностью стационарного н.с.п. X̃(t) назовем функцию

SX̃(ω) =
1

2

1∫

0

(

SX+
α
(ω) + SX−

α
(ω)
)

dα. (11)

Пример 5. Пусть выполнены условия примера3. Обозначим через Si(ω) спектральные плот-
ности случайных процессов ξi(t), i = 1, 2, 3. Тогда спектральная плотность н.с.п. X̃(t) треуголь-
ного вида (ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t)) описывается формулой

SX̃(ω) =
1

6

(

S1(ω) + 2S2(ω) + S3(ω)
)

.

Действительно, согласно (5) и в силу предположения о попарной некоррелированности случайных
процессов ξ1 и ξ2, а также ξ2 и ξ3 для α-индексов X±

α н.с.п. X̃(t) можем записать

DX−
α
= (1− α)2Dξ1 + α2Dξ2 , DX+

α
= (1− α)2Dξ3 + α2Dξ2 .

По определению спектральная плотность дисперсий случайного процесса ξ(t) равна

Sξ(ω) = lim
Δ→0

Dω

Δω
,

где Dω —дисперсия, приходящаяся на интервал частот Δω в окрестности ω. Тогда на основании
формул для дисперсий случайных процессов X±

α имеем

SX−
α
= (1− α)2S1(ω) + α2S2(ω), SX+

α
= (1− α)2S3(ω) + α2S2(ω).
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Поэтому в соответствии с (11) спектральная плотность н.с.п. X̃(t) треугольного типа
(ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t)) имеет вид

SX̃(ω) =
1

2

⎛

⎝

1∫

0

(1− α)2 dαS1(ω) +

1∫

0

α2 dαS2(ω) +

1∫

0

(1− α)2 dαS3(ω) +

1∫

0

α2 dαS2(ω)

⎞

⎠ =

=
1

6
(S1(ω) + 2S2(ω) + S3(ω)).

Отметим, что по определению (11) и в силу свойств спектральных плотностей скалярных слу-
чайных процессов выполнены следующие свойства спектральной плотности н.с.п.:

(i) спектральная плотность н.с.п. X̃(t) неотрицательна, т.е. SX̃(ω) � 0;
(ii) интеграл от спектральной плотности н.с.п. X̃(t) в пределах от нуля до бесконечности

равен дисперсии н.с.п. X̃(t):
∞∫

0

SX̃(ω)dω = DX̃ .

Целесообразность данного выше определения (11) спектральной плотности н.с.п. подтверждается
приводимой ниже обобщенной теоремой Винера—Хинчина.

Теорема 4. Пусть X̃(t)— стационарный н.с.п. и для его α-индексов X±
α (t) при любом α ∈

[0, 1] определены ковариационная функция KX±
α
(τ) и спектральная плотность SX±

α
(ω), причем

они суммируемы по совокупности переменных на [0,∞)× [0, 1]. Тогда ковариационная функция и
спектральная плотность стационарного н.с.п. X̃(t) связаны между собой взаимно обратными
косинус-преобразованиями Фурье:

KX̃(τ) =

∞∫

0

SX̃(ω) cos ωτdω, SX̃(ω) =
2

π

∞∫

0

KX̃(τ) cos ωτdτ. (12)

Покажем первую из формул (12). Для скалярных стационарных процессов X±
α (t) по лемме 2

имеем

KX−
α
(τ) =

∞∫

0

SX−
α
(ω) cos ωτdω, KX+

α
(τ) =

∞∫

0

SX+
α
(ω) cosωτdω.

Сложим обе части этих равенств, а затем проинтегрируем полученные результаты по α от 0 до
1. Тогда

1∫

0

(KX−
α
(τ) +KX+

α
(τ))dα =

1∫

0

∞∫

0

(

SX−
α
(ω) + SX+

α
(ω)
)

cosωτdωdα.

Меняя в правой части порядок интегрирования на основании теоремы Фубини и исполь-
зуя (6), (11), установим формулу для KX̃(τ). Кроме того, по лемме 2

SX±
α
(ω) =

2

π

∞∫

0

KX±
α
(τ) cos ωτdτ.

Отсюда, аналогично предыдущему, с учетом (6), (11) следует вторая из формул (12).

Пример 6. Пусть выполнены условия примера 2, причем каждый из случайных процессов
ξi(t), i = 1, 2, 3, является стационарным белым шумом, а именно, ξi(t)— стационарный случайный
процесс с постоянной спектральной плотностью Si, i = 1, 2, 3. Как известно (см. [3, гл. 25]), в этом
случае корреляционная функция ξi(t) имеет вид Kξi(τ) = 2πSiδ(τ), где δ(τ)—дельта-функция
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Дирака. Тогда в соответствии с примером 2 корреляционная функция н.с.п. X̃(t) треугольного
вида, порождаемого тройкой (ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t)), имеет вид

KX̃(τ) =
π

3
(S1 + 2S2 + S3)δ(τ).

6. Заключение. Существенное содержание и научную новизну данной работы составляют тео-
ремы 1–4. Подчеркнем значимость введенного в данной статье понятия спектральной плотности
стационарного н.с.п. Примеры 1–6 показывают возможность применения развитой теории к тре-
угольным н.с.п.
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A

absorbant number число поглощения
absorbent set, absorbing set, absorbant set поглощающее множество
acceptable assignment насыщающая разметка
accordion аккордеон (граф)
acyclic graph ациклический граф
acquisition number число приобретения
adjacency matrix матрица смежности
adjacent vertices смежные вершины
adjoint digraph сопряженный орграф
alphabet overlap graph граф алфавитного перекрытия
alt альт, альтернативный фрагмент, закрытый фрагмент
altermatic number альтерматическое число
alternating group знакопеременная группа
alternating chain чередующаяся (альтернирующая) цепь
amalgamation амальгамирование, слияние
amallamorphic graphs амалламорфные графы
amount of a flow величина потока
ancestor of a vertex предок вершинs
Andrasfai graph граф Андрашфаи
animal полимино
annihilating-ideal graph граф аннулирующих идеалов
annihilation number число аннигиляции
annihilator graph аннуляторный граф
anti-adjacency matrix матрица антисмежности
anti-Kekule number антикекулево число
antiprism graph граф антипризмы
anti-Ramsey number антирамсеево число
anti-triangle антитреугольник, дополнение треугольника
apex graph апексный граф
arachnoid graph арахноидальный граф
arank number аранговое число
arbitrarily traceable graph произвольно вычерчиваемый граф
arbitrarily traverseable graph произвольно проходимый граф
arborable graph разветвляемый граф
arboreal hypergraph древесный гиперграф
arborescence ориентированное дерево
arboricity древесность
arc дуга
arc-transitive graph дуготранзитивный граф
Archimedean graph архимедов граф
arithmetic graph арифметический граф
arrangeable graph упорядочиваемый граф
arrangement graph граф расположения
arrow стрела (граф)
articulation point точка сочленения
assignment problem задача о назначениях
assortativity ассортативность
atom-bond connectivity index индекс связности атомного соединения
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attachment vertex вершина присоединения
augmented adjacency matrix расширенная матрица смежности
augmenting chain увеличивающая цепь
automaton graph автоматный граф
automorphism group группа автоморфизмов

B

backbone хребет
backbone coloring хребтовая раскраска
back-edge обратная дуга
backward arc обратная дуга
balanced graph сбалансированный граф
ball number шаровое число (графа)
bandwidth ширина полосы, пропускная способность
banner флаг, баннер (граф)
barbell гантель (граф)
barier барьер
base digraph базовый орграф
base of a directed graph база орграфа, основание орграфа
basic cycle базисный цикл
basis number базисное число
basis graph of matroid граф баз матроида
bend number число изгиба
Beraha number число Бераха
Berge graph граф Бержа
Bertz index индекс Берца
Bethe tree дерево Бете
betweeness промежуточность
bi-arc graph двухдуговой граф
biased graph смещенный граф
biclique биклика
biclique graph граф биклик
bicolored 2-раскрашенный граф
biconnected component компонента двусвязности, блок
Bidiakis cube куб Бидиакиса
bidirectional arcs двунаправленные дуги
Biggs-Smith graph граф Биггса-Смита
bigraph биграф
binary tree бинарное дерево
binding number число связи
Binet-Caushy theorem теорема Бине-Коши
bipartite graph двудольный граф
bipartiteness двудольность
bipartition разделение (графа) на две части, биразделение
biregular graph бирегулярный граф
bishop graph граф слона
Blanusa snark снарк Блануши
block блок
block-cactus graph (полно)блочно-кактусный граф
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block graph граф блоков
block-cutpoint graph граф блоков и точек сочленения
blossom tree цветущее дерево
blow-up lemma лемма о раздутии
bluff graph блефовый граф
body-hinge graph телошарнирный граф
Bollobas graph граф Боллобаша
bond бонд
bond percolation просачивание по ребрам
bondage number число зависимости
book graph книжный граф
borderenergetic graph граничноэнергетический граф
boron tree двоичное дерево
bottleneck узкое место
bouquet букет (граф)
bowtie галстук-бабочка (граф)
boxity ящичность.
brace брекет (скоба)(граф)
bracelet браслет (граф)
bramble ежевика, колючка (граф)
bramble number терновое число
branch ветвь
branch vertex вершина ветвления
branchwidth ширина ветвления
BFS (breadth first search) поиск в ширину
brick брикет, брусок (граф)
bridge мост
bridged graph, bridge graph граф с мостами
bridgeless graph граф без мостов
broadcast graph граф широковещания
broom метла (граф)
Brouwer-Haemers graph граф Брауэра-Хемерса
Bruhat graph граф Брюа
brush number щеточное число
bubble-sort graph граф пузырьковой сортировки
bug жук (граф)
bull бык (граф)
bull’s head graph граф головы быка (граф)
bundle расслоение
bunkbed conjecture гипотеза о двухъярусной кровати
burning number число горения
burnt pancake graph граф подгоревших блинов
Burnside lemma лемма Бернсайда
butterfly бабочка (граф)

C

cactus кактус (граф)
cage клетка
cage graph клеточный граф
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call graph граф [вызова] процедур
capacity of a cut-set пропускная способность разреза
carambola карамбола (граф)
Cartesian product of graphs декартово произведение графов
carving нарезка (графа)
caterpillar гусеница (граф)
cathedral купол
Cayley graph граф Кэли
center центр
centipede сороконожка (граф)
centroid центроид
chain цепь
chain graph цепной граф
chair кресло (граф)
chamber graph камерный граф
Chang graph граф Чана
character degree graph граф степеней характеров
Cheeger constant константа Чигера
cherry черри (граф)
child потомок, порожденный, дочерний
chip-firing поджигание
chiral graph хиральный граф
choice number число выбора
choosability выбираемость
chord хорда
chordal graph хордальный граф
chromatic number хроматическое число
chromatically unique graph хроматически единственный граф
Chvatal graph граф Хватала
circle graph круговой граф
circuit цикл
circuit connected циклически связный
circuit rank цикломатический ранг, цикломатическое число
circuitless graph граф без циклов
circulant graph циркулянтный граф
circular-arc graph граф дуг окружности
circular coloring круговая раскраска
circumference окружение
claw лапа, клешня
claw-free graph граф без лап
claw-heavy graph граф с тяжелыми лапами
clean graph чистый граф
Clebsh graph граф Клебша
clique клика
clique cover кликовое покрытие
clique graph граф клик
clique number кликовое число
clique-width кликовая ширина
closure замыкание
cluster кластер
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clustered graph кластерный граф
clutter клаттер, беспорядок
coalescing срастание
coarseness крупность, зернистость, шероховатость
Coates graph граф Коутса
cocktail party graph граф коктейльной вечеринки
cocycle коцикл
cohesion сцепление
coin graph монетный граф
collapsible graph сжимаемый, стягиваемый граф
color-blind index индекс дальтонизма
colored graph раскрашенный граф
coloring раскраска
coloured class цветной класс
comb graph гребешковый граф
comet комета (граф)
commuting graph граф коммутирования
comparability graph граф сравнимости
comparable vertices сравнимые вершины
competition graph граф конкуренции
complement of a graph, complementary graph дополнение графа
complete graph полный граф
complete multipartite graph полный многодольный граф
complete tree завершенное дерево
NP-complete problem NP-полная задача
complex unit gain graph граф усиления с комплексной единицей
component of a graph компонента графа
composition of graphs композиция графов
compound graph составной граф
condensation конденсация
conference graph конференсный граф
congestion скопление
conjunction of graphs конъюнкция графов
connected component компонента связности
connected graph связный граф
connecter соединитель
connectivity связность
constellation созвездие (граф)
contact graph контактный граф
containment graph граф включений
contraction of an edge стягивание ребра
control flow graph граф потока управления
converse digraph обратный орграф
convex dominating set выпуклое доминирующее множество
convex domination number число выпуклого доминирования
co-occurrence graph граф совместного появления
Cops and Robbers game игра полицейские и воры
cop-win graph граф выигрыша полицейского
cordial graph сердечный граф
core ядро, сердцевина



СЛОВАРЬ ПО ТЕОРИИ ГРАФОВ 133

coreness ядерность
coritivity коритивность
corona корона (графов)
correspondence coloring соответствующая раскраска
coset graph граф смежных классов
cospectral graphs коспектральные графы
cotree кодерево
covering graph покрывающий граф, накрывающий граф
countable graph счетный граф
coupon coloring купонная раскраска
Coxeter graph граф Коксетера
CPM (critical path method) метод критического пути
crossing number число скрещиваний, число пересечений
crown graph граф короны
crumby coloring рассыпчатая раскраска
cube graph граф куба
cubic graph кубический граф
cubicity кубичность
curling number число завихрения
current ток
curvature кривизна
cut of a layout разрез укладки
cut-edge ребро-разрез, мост
cutpoint точка сочленения, шарнир
cutpoint graph граф точек сочленения
cutset разрез, сечение
cutwidth of a layout ширина разреза укладки
cyclability циклируемость
cycle цикл
cycle matrix матрица циклов
cyclic sequence циклический маршрут
cyclomatic number цикломатическое число, цикломатический ранг

D

DAG (directed acyclic graph) ациклический орграф
dart дротик (граф)
de Bruijn graph граф де Брёйна
decision problem задача принятия решения
decidable problem (алгоритмически) разрешимая задача
decision tree дерево решений
deck колода (графа)
decomposable graph разложимый граф
decomposition разложение, декомпозиция
decycling number число дециклирования
deer олень (граф)
defensive alliance оборонительный союз
deficiency дефицит
defining set определяющее множество
degree of a vertex степень вершины
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degree sequence степенная последовательность
Dejter graph граф Дейтера
demand graph граф заказов
demigenus полурод
dense graph плотный граф
density плотность
depth of a tree глубина дерева
DFS (depth-first search) поиск в глубину
derangement graph граф беспорядков
derivation tree дерево вывода
derived graph производный граф
Desargues graph граф Дезарга
descendant потомок
descendance graph граф потомства
dessin d’enfant детский рисунок
detour обход
diameter диаметр
diamond алмаз (граф)
difference graph разностный граф
digon двуугольник
digraph орграф
Dijkstra algorithm алгоритм Дейкстры
Dilworth number число Дилуорса
Dinitz algorithm алгоритм Диница
dipole диполь (граф)
direct product прямое произведение (графов)
directed edge ориентированное ребро, дуга
directed graph ориентированный граф, орграф
directed sequence ориентированный маршрут
disc диск
disk graph дисковый граф
disconnected graph несвязный граф
disjoint paths непересекающиеся цепи
disjintness graph граф непересекаемости
disjunct union of graphs дизъюнктное объединение графов
dismantlable graph разборный граф
disorientation of an arc дезориентация дуги
dissection рассечение
dissociation number число диссоциации
distance расстояние
distance hereditary graph дистанционно-наследуемый граф
distance regular graph дистанционно-регулярный граф
distinguishing number отличительное число
ditree ордерево
domatic number доматическое число
dominance number, domination number число доминирования
dominant set, dominating set доминирующее множество
dominator обязательный предшественник, доминатор
dominator tree доминаторное дерево
dot product скалярное произведение
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doublecross graph граф с двойным пересечением
double dominating set двойное доминирующее множество
double domination number число двойного доминирования
dragon graph драконов граф
drawing укладка (графа)
dual graph двойственный граф
dually chordal graph двойственно-хордальный граф
Dudeney set множество Дьюдене
dumbell graph гантельный граф
duplicate graph граф дублирования
Dürer graph граф Дюрера
dyadic graph двоичный граф
Dyck graph граф Дика

E

ear expansion колосковое разложение
ears of graphs уши графов
eccentricity эксцентриситет
edge ребро
edge adding добавление ребра
edge coloring реберная раскраска
edge connectivity реберная связность
edge cut, edge cut set разрез
eigenvalue собственное значение (графа)
elegant graph элегантный граф
Ellingham-Horton graph граф Эллингема-Хортона
embedding of a graph вложение графа
enclave анклав
endblock концевой блок, висячий блок
k-ended tree к-законченное дерево
endpoint, end-vertex висячая, концевая вершина
energy энергия (графа)
entire colouring целая, сплошная раскраска
entire Zagreb index полный загребский индекс
entry vertex стартовая вершина, входная вершина
equally coloured vertices соцветные вершины
equicoverable graph равнопокрываемый граф
equienergetic graph равноэнергетический граф
equimatchable равносогласуемый, равнопаросочетаемый
equipartite graph равнодольный граф
equitable partition справедливое разбиение
equivelar map эквивелярная карта
Erdös-Gyarfas conjecture гипотеза Эрдёша-Дьярфаша
Erdös-Renyi model модель Эрдёша-Реньи
Errera graph граф Эрреры
Estrada index индекс Эстрады
eternal coloring вечная раскраска
Euler-Poincare characteristic характеристика Эйлера-Пуанкаре
Eulerian graph, Euler graph эйлеров граф
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even graph четный граф
excellent graph превосходный граф
exceptional graph исключительный граф
excess избыток
exchanged hypercube обмененный гиперкуб
exhaustive search перебор
expander расширитель
expansion graph граф расширения
exponent of a digraph экспонента орграфа
extendable graph расширяемый граф
exterior face внешняя грань
external stability set внешне устойчивое множество
external vertex висячая вершина
eye-free graph безглазый граф

F

face грань (графа)
factor-critical graph фактор-критический граф
factor фактор
factorable graph, factorizable graph факторизуемый граф
factorization факторизация
factor-graph фактор-граф
fair matching справедливое паросочетание
fall coloring падающая раскраска
fan веер (граф)
Farey graph граф Фарея
fasciagraph фасциаграф
fat graph толстый граф
father of a vertex отец (непосредственный предок) вершины
fault tolerance отказоустойчивость
feed back vertex вершина обратной связи
felicitous graph удачный граф
fibre слой
firecracker фейерверк (граф)
first-fit coloring первая подходящая (непосредственная) раскраска
fixatic number число закрепления
fixed vertex неподвижная вершина
fixity неподвижность
flag флаг (граф)
flip graph граф переворачиваний
flat graph плоский граф
flow augmenting path путь (цепь), увеличивающий поток
flow graph управляющий граф
flow-equivalent graphs потоко-эквивалентные графы
flower цветок (граф)
Floyd-Warshal algorithm алгоритм Флойда-Уоршалла
folded hypercube складной гиперкуб
Folkman graph граф Фолкмана
forbidden subgraph запрещенный подграф
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forcing minor вынужденный минор
forcing number число форсинга
Ford-Fulkerson theorem теорема Форда-Фалкерсона
forest лес
fork вилка (граф)
forward arc прямая дуга, дуга вперед
four color theorem теорема о четырех красках
fractional coloring дробная раскраска
fragile graph хрупкий граф
frame фрейм
frame graph каркасный граф
friendship graph граф дружбы
friends-and-strangers graph граф друзей и незнакомцев
frieze group группа бордюра
Frucht graph граф Фрухта
frustration фрустрация
fulleren фуллерен
fuzzy graph нечеткий граф

G

gain graph граф усиления
galaxy галактика (граф)
gamburger гамбургер (граф)
game chromatic number игровое хроматическое число
game domination number число игрового доминирования
gap-planar graph разрывно-планарный граф
gear шестерня (граф)
gem драгоценный камень, гемма (граф)
general graph общий граф, граф общего вида
generating function производящая функция
genus род (графа)
geodesic геодезическая
geodetic graph геодезический граф
Gewirtz graph граф Гевирца
girth обхват
s-gonal tree s-угольное дерево
gonality гональность
Gordon-Scantlebury index индекс Гордона-Скантлбери
gossip graph граф распространения слухов
graceful graph грациозный граф
grafting пересадка, прививка
Graham-Houghton graph граф Грэхема-Хоутона
Graovac-Gorbani index индекс Граоваца-Горбани
graph bundle связка графов
graph chessboard таблица графа
graphlet графлет
graph of mapping граф отображения
graph of a partial order граф частичного порядка
graphon графон
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graph pebbling фиширование графа, игра с фишками на графе
graph unfolding развертка графа
graph union объединение графов
graphic sequence графическая последовательность
graphoid графоид
greedoid гридоид
greedy algorithm жадный алгоритм
grid graph граф решетки
Grötzsch graph граф Грётша
group graph граф группы
groupie групи
growing tree растущее дерево
Gruenberg-Kegel graph граф Грюнберга-Кегеля
Grundy number число Гранди
guessing number число угадывания
Gupta scheme код Гапта

H

Hadamard graph граф Адамара
Hadwiger number число Хадвигера
Hajos graph граф Хайоша
half-edge полуребро
half graph полуграф
Halin graph граф Халина
Hall theorem теорема Холла
hammer молот (граф)
Hamiltonian circuit гамильтонов цикл
Hamiltonian connected graph гамильтоново-связный граф
Hamiltonian decomposable graph гамильтоново разложимый граф
Hamiltonian graph гамильтонов граф
Hamming graph граф Хэмминга
hammock гамак
handcuff наручники (граф)
handshake’s lemma лемма о рукопожатиях
Hawkes graph граф Хоукса
heap куча
Heawood graph граф Хивуда
hedgehog ёж (граф)
height of a tree высота дерева
Helly hypergraph гиперграф Хелли
helm штурвал (граф)
hereditary class of graphs наследственный класс графов
Herschel graph граф Хершеля
Hertz graph граф Герца
Higman-Sims graph граф Хигмана-Симса
hinge vertex шарнирная вершина
hole дыра
homeomorphical graphs гомеоморфные графы
homeomorphically irreducible graph гомеоморфно несводимый граф
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homology гомология
honest graph честный граф
Hosoya index индекс Хосойа
host graph базовый граф
hourglass песочные часы (граф)
house дом (граф)
hub number центральное число
Hückel graph граф Хюккеля
hull number оболочечное число
hydra number число гидры
hyper de Bruijn graph гиперграф де Брёйна
hyper Petersen graph гиперграф Петерсена
hyper-Wiener index гипериндекс Винера
hypercube гиперкуб
hypergraph гиперграф
hypohamiltonian graph гипогамильтонов граф
hypermap гиперкарта

I

identical group тождественная группа
identity tree асимметрическое дерево
idomatic number идоматическое число
immediate dominator непосредственный обязательный предшественник
immediate postdominator непосредственный обязательный преемник
immersion погружение, иммерсия
immovable vertex неподвижная вершина
impropriety неправильность
incenter внутренний центр
incidence graph граф инцидентности
incidence matrix матрица инцидентности
incidentor coloring инцидентная раскраска
inclusion tree дерево вложенности
incomparable vertices несравнимые вершины
incompatibility graph граф несовместимости
indecomposable неразложимый
indegree, in-degree полустепень захода (вершины)
independence number число независимости
independent dominating number число независимого доминирования
independent set независимое множество
indicated coloring индикаторная раскраска
indifference graph индифферентный граф, граф безразличия
induced subgraph порожденный подграф
inflation инфляция
inheritance graph граф наследования
inhibitor arc ингибиторная дуга
initial node начальная вершина
in-neighborhood входящая окрестность
input arc заходящая дуга
inradius внутренний радиус
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inset заходящее множество
integer distance graph граф целочисленных расстояний
integral graph целочисленный граф
integrity целостность (графа)
interchange graph граф замен
interlace polynomials многочлен сплетения
intersection graph граф пересечений
intersection of graphs пересечение графов
interval graph интервальный граф
intractable problem труднорешаемая задача
in-tree входящее ордерево
inverse arborescence обратная древесность
irreducible graph несводимый граф
irredundance неизбыточность
irreflexive relation антирефлексивное отношение
irregular graph неоднородный (нерегулярный) граф
irregularity strength степень нерегулярности
Isaaks graph граф Айзекса
isolation number изоляционное число
isoperimetric number число изопериметричности
isthmus перешеек, мост

J

Jahangir graph граф Джахангира
jellyfish graph медузный граф
jewel жемчужина (граф)
Johnson graph граф Джонсона
join соединение (графов)
judicious partition разумное разбиение
jump graph граф скачков
jump distance расстояние скачков
justified tree выровненное дерево
juxtaposition наложение, сопоставление

K

kaleidoscope калейдоскоп (граф)
Karp-Miller tree дерево Карпа-Миллера
Kautz digraph орграф Каутца
kayak paddle байдарка (граф)
kernel ядро
kernelization выделение ядра
keyring связка ключей (граф)
king король
king graph граф короля
kipas кипас (граф)
Kirchoff matrix матрица Кирхгофа
Kirszbraun graph граф Киршбрауна
kissing number поцелуйное число
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kite воздушный змей (граф)
kite system змейковая система
Kittel graph граф Киттеля
Klein bottle бутылка Клейна
Kneser graph граф Кнезера
Knödel graph граф Кнёделя
knot узел
knowledge graph граф знаний
König’s theorem теорема Кёнига
Königsberg’s bridges problem задача о кенигсбергских мостах
Krausz dimension of a graph краусова размерность графа
Kronecker product кронекерово произведение
Kruskal’s algorithm алгоритм Краскала

L

labeled graph помеченный граф
labeling разметка
laceability связываемость
ladder лестница (граф)
Laman graph ламанов граф
lamplighter graph граф фонарщика
Lanzhou index индекс Ланьчжоу
Laplacian eigenvalues лапласово собственное значение
Laplacian matrix матрица Лапласа, лапласиан
lattice graph граф решётки
layout укладка, нумерация, схема
leaf лист
leaf number листовое число
leafage крона
leaf-connected листово связный
leapfrog fulleren скачкообразный фуллерен
left linear tree левостороннее дерево
left-sided balanced tree левостороннее балансированное дерево
letter graph буквенный граф
lettericity буквенность
level graph граф уровней
Levi graph граф Леви
liar’s domination доминирование лжеца
lifting graph граф поднятия
light edge легкое ребро
line graph реберный граф
line-independence number реберное число независимости
linear arboricity линейная древесность
linear arrangement линейное размещение
link звено, ребро
linkage соединение
linked graph связанный граф
list coloring предписанная раскраска
Ljubljana graph граф Любляны
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lobe graph блок
lobster омар (граф)
locating chromatic number размещенное хроматическое число
locating total domination локализующе-тотальное доминирование
location number число размещения
lollypop graph леденцовый граф
loop петля, цикл
loop region циклический участок
loose cycle неплотный цикл
looseness несвязанность
lopsidependency graph граф односторонней зависимости
Loupekine snark снарк Лупекина
Lovacz lemma лемма Ловаса

M

magic labeling магическая разметка
magnitude of a flow мощность потока, величина потока
main eigenvalue главное собственное значение
majestic coloring грандиозная раскраска
majority domination number число мажоритарного доминирования
maker-breaker game игра созидатель-разрушитель
map карта
marked graph маркированный граф
marking разметка, маркировка
Mason graph граф Мэзона
matcher сопоставитель
matching паросочетание
matching equivalent эквивалентность по паросочетаниям
matching number число паросочетания
matching polynomial полином паросочетаний
matching preclusion number число препятствия для паросочетания
matchoid матчоид
matchstick graph спичечный граф
matrix-tree theorem матричная теорема о деревьях
matroid матроид
Matthews graph граф Мэтьюза
max-flow min-cut theorem теорема о наибольшем потоке и наименьшем разрезе
McGee graph граф МакГи
McLaughlin graph граф Маклафлина
mean graph средний граф
meander меандр
meanness серединность
median graph медианный граф
Menger’s theorem теорема Менгера
Meredith graph граф Мередита
mergeable heap сливаемое дерево
Meringer graph граф Мерингера
Merrifield-Simmons index индекс Меррифилда-Симмонса
mesh сеть



СЛОВАРЬ ПО ТЕОРИИ ГРАФОВ 143

metric dimension метрическая размерность
metrized graph метризованный граф
middle graph серединный граф
minor минор (графа)
minor-closed class of graphs минорно замкнутый класс графов
minus domination number число минус-доминирования
mixed graph смешанный граф
Möbius ladder лестница Мёбиуса (граф)
Monge graph граф Монжа
monochromatic class (set) одноцветный класс
Moore graph граф Мура
Moser graph (spindle) граф (веретено) Мозера
Mostar index индекс Мостара
MC coloring MC раскраска, раскраска с монохроматической связью
multipartite graph многодольный граф
multiple domination кратное доминирование
multiway tree многоходовое дерево
Mycielskian of a graph мысельскиан графа

N

near perfect matching почти совершенное паросочетание
nearly regular graph почти однородный граф
necklace ожерелье(граф)
neighbourhood matrix матрица соседства
neighbourhood of a vertex окрестность вершины
neighbouring vertices соседние вершины
NEPS (noncomplete extended p-sum) неполная расширенная p–сумма
neutrosophic graph нейтрософный граф
network сеть
niche graph граф ниш
nilradical graph нильрадикальный граф
node узел, вершина
noncovered vertex свободная вершина
non-backtracking graph граф без возврата
noncursal vertex нонкурсальная вершина
nondecidable problem (алгоритмически) неразрешимая проблема
non-edge неребро, отсутствие ребра
non-separable graph неразделимый граф
Nordhaus-Gaddum boundary Нордхауза-Гаддума граница
nowhere-zero flow нигде не нулевой поток
NP-hard problem NP-трудная задача
null graph нуль-граф
nullity дефект
numbering нумерация (вершин графа)
nut graph ореховый граф
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O

obstruction set препятствующее множество
occurence graph граф событий
octree октодерево, восьмеричное дререво
odd graph нечётный граф
offensive alliance наступательный союз
one-ended одноконцевой
one-to-one mapping взаимно однозначное отображение
order of a graph число вершин графа
ordered tree упорядоченное дерево
ordering упорядочение
oriented graph направленный граф
outcenter внешний центр
outcoming arc исходящая дуга
outdegree, out-degree полустепень исхода (вершины)
outerplanar graph внешнепланарный граф
out-neighbourhood исходящая окрестность
outradius внешний радиус

P

P=NP problem, P versus NP problem P=NP проблема
pack of a graph колода графа
page number книжное число
pair group парная группа
palette index индекс палитры
Paley graph граф Пэли
pan сковорода (граф)
pancyclic graph панциклический граф
pancake graph блинный граф
pants graph граф штанов
Pappus graph граф Паппа
paraglider параплан, параглайдер (граф)
Parikh mapping отображение Париха
parity coloring сравнимая раскраска
parse tree дерево разбора
parsimony distance экономное расстояние
partial edge частичное ребро
partially ordered set частично упорядоченное множество, посет
n-partite graph n-дольный граф
partition of a graph разбиение графа
patch участок, блок
path путь, цепь
path connectivity цепная (путевая) связность
path covering путевое покрытие
path-distance width дистанционно-путевая ширина
pathos пафос (графа)
pathos clique graph пафосно-кликовый граф
pathos lict subdivision пафосное ликтовое подразбиение
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pathwidth of a graph путевая ширина графа
paw лапа (граф)
pebbling фиширование
pebbling number фишечное число, число мощения
pegging number число привязки
pendant vertex висячая вершина, концевая вершина
peninsula полуостров
percolation просачивание, перколяция
perfect graph совершенный граф
perfect matching совершенное паросочетание
peripheral vertex периферийная вершина
permutation graph граф перестановки
permuton пермутон
petal graph лепестковый граф
Petersen graph граф Петерсена
Petri net сеть Петри
pfafian graph пфаффов граф
phylogeny graph филогенный граф
pineapple graph ананасный граф
piercing number число пирсинга
Pisot number число Пизо
pivot number поворотное число
plabic (planar+bicoloured) graph плабический граф
planar graph планарный граф
plane graph плоский граф
planted tree дерево с висячим корнем
Platonic graph платонов граф
platypus утконос (граф)
plex сплетение (сеть)
point точка, вершина (графа)
point-covering number число вершинного покрытия
point-line group вершинно-реберная группа
point-symmetric вершинно-симметричный
point visibility graph граф видимости точек
pointihedron острогранник
Polya enumeration theorem теорема перечисления Пойа
polytop graph граф многогранника
polyhedral graph полиэдральный граф
polyomino graph полиминный граф
Posa theorem теорема Поша
poset посет, частично упорядоченное множество
postdominator обязательный преемник, постдоминатор
Poussin graph граф Пуссена
power domination доминирование по мощности
predecessor of a vertex предок вершины
prefix graph префиксный граф
premap предкарта
preorder предпорядок
pretzel крендель (граф)
primal-dual прямо-двойственное (представление)
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prime graph примитивный граф, элементарный граф
prism призма (граф)
product of graphs произведение графов
profinite graph проконечный граф
proper coloring собственная, правильная раскраска
proximity близость
Prüfer code код Прюфера
pruned tree обрезанное дерево
pseudograph псевдограф
Ptolemaic graph птолемеев граф
pumping lemmas леммы о возрастании
pumpkin тыква (граф)
pushable chromatic number выталкиваемое хроматическое число
pushdown graph магазинный граф

Q

quadrangulation квадрангуляция
quadrilateral четырехсторонник, четырехугольник
quadrilateral graph четырехугольный граф
quadtree кваддерево
queen graph граф ферзя
queue number число очередей
quipu кипу (граф)
quiver колчан (граф)
quorum coloring кворумная раскраска

R

radio number радио число, лучевое число
radius радиус (графа)
rainbow connection number число радужной связи
Ramanujan graph граф Рамануджана
Ramsey number число Рамсея
Randic index индекс Рандича
random graph случайный граф
random walk случайное блуждание
rank ранг (графа)
ranking number число ранжирования
Rauzy graph граф Рози
ray луч
reachability graph граф достижимости
reconfiguration graph граф реконфигурации
Reeb graph граф Риба
rectagraph ректаграф
regular graph регулярный (однородный) граф
reinforcement number число подкрепления
relation precedence отношение предшествования
removal of an edge удаление ребра
reproduction graph граф воспроизводства
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resolving set разрешающее множество
restrained dominating set ограниченное доминирующее множество
restricted domination number число ограниченного доминирования
retraction ретракция (графа)
reverse arc обратная дуга
revised Szeged index дополненный сегедский индекс
ribbon graph ленточный граф
ridge graph хребтовый граф
right-linear tree правостороннее дерево
rigid circuit graph циклически жесткий граф, хордальный граф
rigid graph жесткий граф
rim обод (граф)
ring-sum кольцевая сумма (графов)
rising sun graph граф восходящего солнца
Roman domination римское доминирование
Roman domination number число римского доминирования
rook graph граф ладьи, ладейный граф
root корень
rooted graph корневой граф
rose graph граф розы
rotagraph ротаграф
roughness грубость
route обход, маршрут
routing маршрутизация
rubbling измельчение, рубка
rupture degree степень разрыва
Ryjachek closure замыкание Рыячека

S
Sachs graph граф Захса
safe number число безопасности
sandglass graph граф песочных часов
sandpile group критическая группа
satisfiability problem задача о выполнимости
saturated graph насыщенный граф
scattering number число рассеяния
Schrläfli graph граф Шлефли
Schrijver graph граф Схрейвера
Schultz index индекс Шульца
score счет (в турнире)
scorpion скорпион (граф)
scramble number число шифрования
security number число безопасности
Seidel switching переключатель Зейделя
self-centered graph самоцентрированный граф
self-complementary graph самодополнительный граф
self-converse graph самообратный граф
selfdual самодвойственный
semigraph полуграф
separable graph разделимый граф
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separating set разделяющее множество, разрез
separator разделитель
sequence маршрут
sequence graph граф последовательности
serf крепостной (граф)
series-parallel graph последовательно-параллельный граф
sesquivalent полуторавалентный
set-graceful graph множественно-грациозный граф
set Ramsey number множественное число Рамсея
shadow graph теневой граф
shredder разделитель
Shrikhande graph граф Шрикханде
Sierpinski graph граф Серпинского
sign graph, sigraph знаковый граф
signed domination number число знакового доминирования
similar vertices подобные вершины
simple graph простой граф, обыкновенный граф
simplicial vertex симплициальная вершина
simply rooted однокорневой
singleton graph одноэлементный граф
sink выход, сток
sink-tree дерево источников
size of a graph число ребер графа
size Ramsey number реберное число Рамсея
skein моток
skeleton graph остов
skew energy асимметричная (косая) энергия
skewed tree дерево со скосом
skewness of a graph искаженность, асимметрия графа
skirting cycle крайний цикл
Slater number число Слейтера
small-world graph граф малого мира
Smarandachely graph граф Смарандаке
Smith graph граф Смита
smooth graph гладкий граф
snake graph граф змеи
snark снарк
snowflake снежинка (граф)
snub prism курносая призма
soccerball graph граф футбольного мяча
son of a vertex сын вершины
sorting tree дерево сортировки
source источник, начало дуги
Sousselier graph граф Сусилье
spanner стягиватель
spanning tree остов, каркас, скелет
sparse graph разреженный граф
spider паук
split graph расщепляемый граф
splitting of a vertice расщепление вершины
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spoke спица
spread размах (спектра), спред
square квадрат
square graph квадратный граф
squared graph отквадрированный граф
squco (square-complementary) graph квадратично-дополнительный граф
stability number число стабильности
stable set устойчивое множество
stamen of a flower тычинка цветка (граф)
star звезда
star coloring звездная раскраска
starfish морская звезда (граф)
starlike tree звёздоподобный граф, звёздоподобное дерево
Steiner distance расстояние Штейнера
stem ствол, стебель
straight line graph граф с ребрами, являющимися отрезками прямых
stretcher носилки (граф)
string graph струнный граф
strong closure of a graph сильное замыкание графа
strong component of a digraph бикомпонента
strong dominating set строго доминирующее множество
strong orientation сильная ориентация
strong product of graphs сильное произведение графов
strongly chordal graph строго хордальный граф
strongly connected graph сильно связный граф
strongly regular graph сильно регулярный граф
Sturmian graph граф Штурма
subdivision graph граф подразбиений
subdivision of an edge подразбиение ребра
subgraph подграф
successive coloring последовательная раскраска
successor of a vertex преемник вершины
suffle cube перетасованный куб
sum graph граф сумм
sum hypergraph суммарный гиперграф
sum of graphs сумма графов
sun солнце (граф)
sunflower подсолнечник (граф)
sunlet graph солнечный граф
sunlike graph солнцеподобный граф
supergraph надграф
support опора (графа)
support vertex опорная вершина
swap graph граф замены
switch operation операция переключения
switch equivalent graphs графы, эквивалентные по переключению
switching переключение
Sylvester graph граф Сильвестра
Szeged index сегедский индекс
Szekeres snark снарк Секереша



150 В. А. ВОБЛЫЙ, Н. А. АРХИПОВА

T

tadpole головастик (граф)
tail конец (дуги)
tangle связка, сплетение, клубок
tanglegram танглграмма
target сток, конец дуги
tenacity прочность (графа)
tensegrity graph тенсегритный граф
terminal vertex концевая вершина, висячая вершина
Terwilliger graph граф Тервиллигера
tetrahedral graph тетраэдральный граф
tesselation замощение, мозаика
theta graph тэта-граф
thickness of a graph толщина графа
Thomsen graph граф Томсена
thorn graph колючий граф
thrackle трекл
threshold graph пороговый граф
throttling number число дросселирования
tiered graph многоярусный граф
Tietze graph граф Титце
tightened graph стягиваемый граф
tight graph плотный граф
tiling замощение
token фишка
token graph маркерный граф
tolerance graph граф толерантности
total chromatic number тотальное хроматическое число
total dominating number, total domination number число тотального доминирования
total graph тотальный граф
tough graph жесткий граф
toughness of a graph жесткость графа
tour маршрут, тур
tournament турнир
traceable number число вычерчиваемости
trail след, маршрут
trampoline трамполин, батут (граф)
transformation graph граф преобразований
transitive graph транзитивный граф
transmission трансмиссия
transversal трансверсаль
trap ловушка
TSP (traveling salesman problem) задача коммивояжера
traversal of a graph обход графа
tree дерево
tree dominating set древесное доминирующее множество
tree domination number число древесного доминирования
tree graph граф каркасов
tree traversal inorder внутренний порядок обхода дерева
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tree-like graph древовидный граф
treewidth древесная ширина
triameter триаметр
triangle треугольник
triangle-free graph граф без треугольников
triangular graph треугольный граф
triangulated graph триангулированный граф
triconnected graph трехсвязный граф
trie префиксное дерево, нагруженное дерево
Trinajstic index индекс Тринайстича
tripod тренога (граф)
n-tuple domination n-кратное доминирование
trunk ствол
tulgeity дремучесть
Turing machine машина Тьюринга
Tutte polynomial многочлен Татта
twin domination двойное доминирование

U

unavoidable graph неизбежный граф
unbounded face внешняя грань, бесконечная грань (плоского графа)
undecidable problem (алгоритмически) неразрешимая задача
undensity неплотность графа, число независимости, число внутренней устойчивости
underlying graph базовый граф, основной граф
undirected graph неориентированный граф
unicursal graph уникурсальный граф
unicyclic graph унициклический граф, одноциклический граф
uniform hypergraph однородный гиперграф
unigraph униграф
unigraphical (degree) sequence униграфическая (степенная) последовательность
unilateral connectivity односторонняя связность
union of graphs объединение графов
uniquely coloured graph однозначно раскрашиваемый граф
unit acquisition number число прибавления единицы
unit-disk graph единичнодисковый граф
unit distance graph граф единичных расстояний
univoque graph однотонный граф
unit gain graph граф единичного усиления
unknotting number число развязывания
urchin ёж (граф)
utility graph граф полезности

V

vague graph нечеткий граф
valency of a vertex валентность вершины, степень вершины
vertex (of a graph) вершина (графа)
vertex connected graph вершинно-связный граф
vertex connectivity вершинная связность
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vertex-deleted вершинно-вычеркнутый
vertex disjoint graphs вершинно непересекающиеся графы
vertex weighted graph вершинно взвешенный граф
visibility graph граф видимости
voltage graph граф напряжения
volvox graph вольвоксовый граф
Voronoi diagram диаграмма Вороного
vulnerability уязвимость

W

walk маршрут
walk-regular graph маршрутно-регулярный граф
wallpaper group кристаллографическая группа
Watkins graph граф Уоткинса
wavelet tree вейвлетное дерево
web graph веб-граф, интернет-граф
weighted graph взвешенный граф
well-hued graph хорошо окрашенный граф
well-located graph хорошо размещенный граф
well-partitioned graph вполне разделенный граф
Wells graph граф Уэлса
Wenger graph граф Венгера
wheel колесо (граф)
Whitney number число Уитни
wide diameter широкий диаметр
width ширина
windmill ветряная мельница (граф)
Wiener-Araya graph граф Винера-Арайи
wirelength протяженность (графа)
witness rectangle graph граф привязочных прямоугольников
word-representable словесно-представимый (граф)
WORM coloring раскраска без радужных и монохроматических подграфов
wounded spider раненый паук (граф)
wreath product of graphs композиция графов (веночное произведение графов)

Y

Yanov schemata схемы Янова
Yutsis graph граф Юциса

Z

Zagreb index загребский индекс
zero-divisor graph граф делителей нуля
zero forcing number число нулевого форсинга
zip product сжатое произведение
Zhang-Zhang polynomial многочлен Чжан-Чжана
zig-zag graph зигзагообразный граф
zombie number число зомби
zone зона, сильно связная область
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