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Аннотация. Рассматриваются мультиоперации ранга 2 с суперпозицией, определенной на основе
теоретико-множественной операции пересечения с выделением одного элемента. Описан интервал
между клоном самодвойственных операций и мультиклоном всех мультиопераций. Полученные
результаты могут быть применены при изучении других интервалов в решетке мультиклонов
ранга 2.
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Abstract. We consider rank-2 multi-operations. The superposition is defined on the basis of a set-
theoretic intersection operation with selection of a single element. The interval between the clone of
self-transitive operations and the multiclone of all multi-operations is described. The results obtained
can be applied to the description of other intervals in the lattice of rank-2multiclones.
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1. Введение. В теории дискретных функций одним из объектов исследования являются муль-
тиоперации — операции, заданные на конечном множестве и возвращающие в качестве своих зна-
чений подмножества этого множества. Множество мультиопераций содержит в себе множества
операций (чаще называемое множеством операций k-значной логики), частичных операций и ги-
перопераций. Классификация мультиопераций относительно оператора суперпозиции приводит к
континууму числа замкнутых классов, поэтому задача полного описания решетки таких классов
является трудно решаемой. В связи с этим интерес представляют некоторые фрагменты такой
решетки. Одной из первых в этом направлении была работа [1], в которой были описаны клоны
частичных операций, содержащие максимальные клоны операций. Оказалось, что в четырех слу-
чаях эти множества конечны, а в одном имеют мощность континуум. Задача исследования таких
клонов для произвольных клонов операций была сформулирована в [8] и решена для частичных
операций в [7]. Для мультиопераций авторам не известно решение этой проблемы на сегодняшний
день. Стоит заметить, что для мультиопераций и суперпозиция определяется неоднозначно.
Для исследований нами был выбран интервал между клоном так называемых самодвойствен-

ных булевых операций, который максимален в клоне всех операций (см. [9]), и мультиклоном
всех мультиопераций ранга 2. При этом применяется суперпозиция, основанная на теоретико-
множественной операции пересечения с выделением одного элемента. Для такой суперпозиции
рассматриваемый интервал содержит 22 клона. Если не выделять отдельно один элемент, то
данный интервал содержит 17 элементов (см. [2, 3]).

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (проект № 24-21-00011) в Бурятском государ-
ственном университете им. Д. Банзарова.
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2. Основные понятия и определения. Пусть E2 = {0, 1}. Для целого положительного n
отображение f : En

2 → 2E2 называется n-местной мультиоперацией ранга 2. Множество всех
мультиопераций ранга 2 обозначим M2.
В множестве M2 выделяют подмножества операций (O2), квазиопераций (частичных опера-

ций) (O∗
2) и гиперопераций (H2):

O(n)
2 =

{
f : |f(α̃)| = 1 для всех α̃ ∈ En

2

}
, O2 =

⋃
n

O(n)
2 ,

O(n) ∗
2 =

{
f : |f(α̃)| � 1 для всех α̃ ∈ En

2

}
, O∗

2 =
⋃
n

O(n) ∗
2 ,

H(n)
2 =

{
f : |f(α̃)| � 1 для всех α̃ ∈ En

2

}
, H2 =

⋃
n

H(n)
2 ,

где через |A| обозначена мощность множества A.
Основным оператором замыкания для дискретных операций является суперпозиция. Суперпо-

зиция с внешней n-местной мультиоперацией f0 и внутренними m-местными мультиоперациями
f1, . . . , fn должна определять некоторую m-местную мультиоперацию s(f0, f1, . . . , fn).
Если рассматривать суперпозицию только операций, то значение s(f0, f1, . . . , fn) на

наборе (α1, . . . , αm) ∈ Em
2 вычисляется следующим образом. Вначале находятся зна-

чения внутренних мультиопераций на заданном наборе. Эти значения образуют набор(
f1(α1, . . . , αm), . . . , fn(α1, . . . , αm)

)
, на котором уже определяется значение внешней мультиопе-

рации. Это значение и объявляется значением суперпозиции. Очевидно, что такое определение
для мультиопераций не проходит, так как набор из значений внутренних мультиопераций не обя-
зательно будет двоичным.
В теории мультиопераций имеется несколько способов вычисления значения суперпозиции на

заданном наборе. В основном они основаны на теоретико-множественных операциях пересечения
и объединения (см. [4, 10]).
В данной работе используется определение, основанное на пересечении с выделением «особен-

ного элемента». Этот «особенный» элемент можно трактовать как «поломку». Дадим строгое
определение.
Рассматриваем суперпозицию s(f0, f1, . . . , fn) с внешней n-местной мультиоперацией f0 и внут-

ренними m-местными мультиоперациями f1, . . . , fn. Пусть набор (α1, . . . , αm) принадлежит Em
2

и g = s(f0, f1, . . . , fn). Тогда

g(α1, . . . , αm) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∅, если найдется такой i из {1, . . . , n}, что
fi(α1, . . . , αm) = ∅ или найдется набор
(β1, . . . , βn), где βj ∈ fj(α1, . . . , αm) для j ∈
{1, . . . , n} и при этом f0(β1, . . . , βn) = ∅;⋂

βi∈fi(α1,...,αm)
i∈{1,...,n}

f0(β1, . . . , βn), если пересечение не пусто;

⋃
βi∈fi(α1,...,αm)

i∈{1,...,n}

f0(β1, . . . , βn) иначе.

Определение суперпозиции позволяет считать мультиоперации, заданные на некотором конеч-
ном множестве A, операциями, заданными на множестве 2A. При этом такие операции на наборах,
образованных только одноэлементными подмножествами, принимают произвольные значения.
На наборах, в которых хотя бы один элемент не является синглетоном, значение определяется
уже в соответствии с определением суперпозиции, в которой внутренние операции суть подмно-
жества. Переход к операциям, заданным на множестве 2A можно избежать, если отождествить
множество из одного элемента и элемент этого множества, т.е. {a} = a.
В дальнейшем мультиоперации будем рассматривать с точностью до фиктивных аргументов.

Переменные для обозначения аргументов используем обычным образом, как и понятие «муль-
тиоперация-переменная».
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Мультиоперацию f , зависящую от n переменных, будем записывать в виде вектора (τ0̃, . . . , τ1̃)
длины 2n, где каждый элемент τσ̃ есть f(σ̃), а 0̃, . . . , 1̃— все двоичные представления чисел
0, . . . , 2n−1 соответственно. Для одноместных и двухместных мультиопераций такой вектор имеет
вид (f(0) f(1)) и (f(0, 0) f(0, 1) f(1, 0) f(1, 1)), соответственно.
Проекцией называется такая n-местная мультиоперация eni (x1, . . . , xn) (n ∈ {1, 2, . . .}), что

eni (x1, . . . , xn) = xi для i ∈ {1, . . . , n}.
Мультиклоном назовем множество мультиопераций, содержащее все проекции и замкнутое

относительно суперпозиции. Вместо термина мультиклон будем использовать термин клон, если
это не вызывает недоразумений.
Мультиклон Q называется максимальным в мультиклоне R, если не существует такого муль-

тиклона K, что Q ⊂ K ⊂ R, и просто максимальным, если R = M2.
Интервалом I(Q,R) называется частично упорядоченное по включению множество всех муль-

тиклонов, в котором любой элемент K удовлетворяет условию Q ⊆ K ⊆ R. Как обычно, для
частично упорядоченных множеств интервалы будем изображать в виде диаграмм.
При описании замкнутых классов мультиопераций важную роль играет понятие сохранение

предиката.
Пусть ρm —m-местный предикат, заданный на множестве 2A. Для мультиоперации f(x1, . . . , xn)

будем говорить, что она сохраняет предикат ρm, если для любых n наборов (a11, . . . , am1), . . . ,
(a1n, . . . , amn) из предиката набор

(
f(a11, . . . , a1n), . . . , f(am1, . . . , amn)

)
также принадлежит пре-

дикату.
Рассмаривая f(ai1, . . . , ain) (i ∈ {1, . . . ,m}) как суперпозицию, мы сможем найти значение f

на таком наборе, т.е. определение является корректным.
Если m-местный предикат R содержит всего t наборов, то его удобно задавать в виде матрицы

размерности m× t, в которой столбцами являются наборы из предиката.
Для двоичного набора α̃ ∈ En

2 противоположный набор (0 противоположен 1 и наоборот)
будем обозначать α̃. Если не указано, какой набор рассматривается, то подразумевается, что это
двоичный набор, размерность которого определяется из контекста.
Замыкание множества мультиопераций Q относительно суперпозиции будем обозначать [Q].

Множество мультиопераций Q называется замкнутым, если [Q] = Q.
Для упрощения записи будем также использовать кодировку ∅ ↔ ∗ , {0, 1} ↔ −, а для супер-

позиции s(f0, f1, . . . , fn) будем также использовать обозначение f0(f1, . . . , fn).
Недостающие определения можно найти в [2, 5, 8].

3. Основной результат. Определим следующие множества мультиопераций:

S —класс самодвойственных операций;

S− —класс гиперопераций, сохраняющих предикат
(
0 1 −
1 0 −

)
;

S
−∗ —класс мультиопераций, сохраняющих предикат

(
0 1 − ∗
1 0 − ∗

)
;

K1 —множество таких мультиопераций, что на одном наборе из любой пары противополож-
ных наборов мультиоперация возвращает ∗ ;
K2 — класс мультиопераций, сохраняющих предикат

(
0 1 − ∗ ∗ 0 ∗ 1 ∗ −
1 0 − ∗ 0 ∗ 1 ∗ − ∗

)
.

Утверждение 1. Классы S, S−, K1, S− ∪ K1, S
−∗ , S

−∗ ∪ K1, K2 замкнуты относительно
суперпозиции.

Доказательство. S и S− — это классы самодвойственных операций и самодвойственных гиперо-
пераций, которые являются замкнутыми относительно суперпозиции.
Замкнутость класса K1 следует из определения суперпозиции, из которого следует, что ес-

ли внутренняя мультиоперация на каком-нибудь наборе возвращает ∗ , то и вся суперпозиция
возвращает ∗ .
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Рассмотрим класс S− ∪ K1. Пусть g(x1, . . . , xm) = s(f0, f1, . . . , fn), где для любого i ∈
{0, 1, . . . , n} выполняется fi ∈ S− ∪K1.
Если все внутренние операции и внешняя операция из множества S−, то и g ∈ S−. Пусть хотя

бы одна из внутренних операций fi (i ∈ {1, . . . , n}) принадлежит множеству K1. Если рассмот-
реть g(x1, . . . , xm) на противоположных наборах α̃ и α̃, то на одном из них fi возвращает ∗ . Это
означает, что и g на этом наборе возвращает ∗ , т.е. g ∈ K1. Предположим, что все внутренние
операции из множества S−, а внешняя операция f0 принадлежит K1. Так как на противопо-
ложных наборах α̃ и α̃ внутренние операции возвращают противоположные значения, то наборы
(f1(α̃), . . . , fn(α̃)) и (f1(α̃), . . . , fn(α̃) являются противоположными. На одном из них f0 возвра-
тит ∗ . Из этого следует, что g ∈ K1.

Доказательство замкнутости класса S
−∗ сводится к замкнутости класса S−.

Замкнутость класса S
−∗ ∪K1 следует из замкнутости класса S− ∪K1.

Класс K2— это класс мультиопераций, сохраняющих предикат
(
0 1 − ∗ ∗ 0 ∗ 1 ∗ −
1 0 − ∗ 0 ∗ 1 ∗ − ∗

)
.

Пусть g(x1, . . . , xm) = s(f0, f1, . . . , fn), где для любого i ∈ {0, 1, . . . , n} выполняется fi ∈ K2. Пред-
положим, что на некоторых наборах из предиката g возвращает набор не из предиката. Очевидно,
что при этом наборы из предиката не содержат ∗ . Поэтому можно считать, что выполняется

g

(
0 1 −
1 0 −

)
∈
{

0 1 − − 1 0
0 1 0 1 − −

}

(применяя при необходимости перестановку переменных, отождествление и добавление фиктив-
ных переменных). Достаточно рассмотреть следующие случаи:

g

(
0 1 −
1 0 −

)
∈
{

0 0
0 −

}
.

Пусть (g(01−)g(10−)) = (00). Тогда для некоторого α выполняется g(01α) = 0. В соответствии
с леммой 1 из [6] будет выполняться g(10α) ∈ {1, ∗ }, а потому g(10−) 
= 0. �
Если (g(01−)g(10−)) = (0−), то снова для некоторого α выполняется g(01α) = 0 и g(10α) ∈

{1, ∗ }. Очевидно, что g(10α) 
= ∗ . Но, если g(10α) = 1, то найдется β для которого выполняется
g(10β) = 0. По лемме 1 из [6] имеем g(01β) ∈ {1, ∗ }. Значит, g(01−) 
= 0; противоречие.

Утверждение 2. Справедливы следующие включения:
(a) [H2 ∪K1] = M2;

(b) S− ⊂ S− ∪ {∗ } ⊆ S− ∪K1 ⊆ S
−∗ ∪K1 ⊂ K2 ⊂ M2;

(c) S− ⊂ S− ∪ {∗ } ⊆ S
−∗ ⊂ S

−∗ ∪K1 ⊂ K2 ⊂ M2.

Доказательство. (a) В классе K1 имеется мультиоперация f2(x) = (0 ∗ ), а в классе O2 — опера-
ция f3(x, y) = (1000). Суперпозиция f2(f3) определяет квазиоперацию f4(x, y) = ( ∗ 000). Пусть
f5(x, y) = y. Суперпозиция s(f5, f4, (0001)) определяет мультиоперацию f6 = ( ∗ 001). Суперпози-
ция s((010−), ( ∗ 001), (0101)) определяет мультиоперацию ( ∗ 10−). Кроме того,

[O2 ∪ {( ∗ 10−)}] = M2.

(b), (c) следуют из того, что S− ⊂ S
−∗ ⊆ K2 и K1 ⊆ K2. �

Лемма 1. Справедливо соотношение K1 ⊆ [S ∪ {(−∗ )}].
Доказательство. Пусть f1(x) = (−∗ ), f2(x) = (10), f3(x, y) = y. Построим операции

f4(x, y) = f3(f1, f2) = (1 ∗ ), f5(x) = f4(f2) = ( ∗ 1),
f2(f5) = f6(x) = ( ∗ 0), f7(x, y) = f1(y), f8(x, y) = f2(x).

Тогда
f3(f7, f8) = (1 ∗ 0 ∗ ), f3(f6(y), f6(x)) = ( ∗ ∗ ∗ 0) = f9(x, y).
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Из f9 с помощью отрицания несложно получить операцию f10 = (1 ∗ ∗ ∗ ). Добавив в f10 и f1
фиктивные аргументы, получим операции

f11(x, y, z, u) = (1111 ∗ . . . ∗ ), f12(x, y, z, u) = (−−−− ∗ . . . ∗ ).
В классе S есть операция g(x, y, z) = (01001101). Тогда суперпозиция g(f12, y, z) даст операцию
g1(x, y, z) = (−10− ∗ . . . ∗ ).
Суперпозиция f3(f11(x, y, z, u), g1(y, z, u)) определяет g2(x, y, z, u) = (−10− ∗ . . . ∗ ).
Пусть операция f(x1, . . . , xn) принадлежит K1. По f в классе S найдем четыре операции

f1, f2, f3, f4 следующим образом:

набор f f1 f2 f3 f4

α̃ 0 0 0 1 0

α̃ ∗ 1 1 0 1

β̃ 1 0 0 0 1

β̃ ∗ 1 1 1 0

набор f f1 f2 f3 f4

γ̃ − 0 0 0 0

γ̃ ∗ 1 1 1 1

δ̃ ∗ 0 1 0 0

δ̃ ∗ 1 0 1 1

Несложно проверить, что f(x1, . . . , xn) = g2(f
1, f2, f3, f4). �

Следствие 1. K1 ⊆ [S− ∪ {(−∗ )}]
Следствие 2. Если f ∈ {( ∗ 0), ( ∗ , 1), (0 ∗ ), (1 ∗ )}, то K1 ⊆ [S− ∪ {f}].

Доказательство. Если f = ( ∗ 0), то s((−1), ( ∗ 0)) = ( ∗−). Остальные случаи легко сводятся к
рассмотренному. �

Лемма 2. Пусть для мультиоперации f найдутся такие наборы α̃ и β̃, что

(f(α̃), f(α̃)) = (−−), (f(β̃), f(β̃)) = ( ∗ ∗ ).
Тогда S

−∗ ⊆ S− ∪ {f}.
Доказательство. Применяя отождествление и перестановку переменных, от мультиоперации f
можно перейти к мультиоперации g с такими же свойствами, но зависящей от четырёх перемен-
ных. Поэтому считаем, что f зависит от четырёх переменных.

В матрице
(
α̃ β̃ β̃ α̃

)t
столбцами являются столбцы вида (0011)t, (0101)t, (1100)t, (1010)t.

Операции, соответствующие этим столбцам, принадлежат S−. Подставив эти мультиоперации
в f , получим мультиоперацию f1(x, y) = (−∗ ∗−). Добавляя фиктивную переменную, получим
f2(x, y, z) = (−− ∗ ∗ ∗ ∗ −−).
Суперпозиция s((10001110), f2 , z, ȳ) определяет мультиоперацию g(x, y, z) = (−0 ∗ ∗ ∗ ∗ 1−).

Пусть теперь мультиоперация h(x1, . . . , xn) принадлежит S
−∗ . По h построим операции f1, f2,

f3 из S так, как указано в таблице:

набор f f1 f2 f3

α̃ − 0 0 0

α̃ − 1 1 1

β̃ 0 0 0 1

β̃ 1 1 1 0

γ̃ ∗ 0 1 0

γ̃ ∗ 1 0 1

Несложно проверить, что h(x1, . . . , xn) = g(f1, f2, f3). �
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Утверждение 3. Пусть f /∈ S− и [S− ∪ {f}] = A. Тогда S− ∪ {∗ } ⊆ A или H2 ⊆ A.

Доказательство. Если f — гипероперация, то, как известно, [S− ∪ {f}] = H2.
Если f не является гипероперацией и не принадлежит S−, то для нее найдется пара противопо-

ложных наборов α̃ и α̃ на которых f принимает одно значение из {(00), (11), ( ∗ a), (b ∗ ), (−c), (d−)}
где {a, b} ⊆ {0, 1, ∗ ,−}, {c, d} ⊆ {0, 1, ∗ }.
Так как операции (01) и (10) принадлежат S−, то можно получить одну из мультиопераций

{(00), (11), ( ∗ a), (b ∗ ), (−c), (d−)}.
Класс S содержится в S−, а с другой стороны, является предполным в O2. Поэтому, если

получена одна из констант, то можно получить и O2. Но O2 является предполным в H2, поэтому
[O2 ∪ S−] = H2.
Гипероперации вида (−c), (d−), где {c, d} ⊆ {0, 1}, позволяют получить константы, т.е. этот

случай сводится к предыдущему.
Если получена квазиоперация, тождественно равная ∗ , то S− ∪ {∗ } ⊆ A.
Случаи ( ∗ a), (−c), где {a} 
= { ∗ }, c = ∗ , согласно лемме 1 позволяют получить множество

K1 и, соответственно, множество S− ∪K1. �

Утверждение 4. Пусть f /∈ S−∪{∗ } и [S−∪{∗ }∪{f}] = A. Тогда S
−∗ ⊆ A, или S−∪K1 ⊆ A,

или H∪ {∗ } ⊆ A.

Доказательство. Не будем рассматривать случаи, разобранные в предыдущем утверждении.
Рассмотрим случай, когда f не удовлетворяет ни одному из рассмотренных случаев. Пусть f на
противоположных наборах возвращает только (01), (10), (−−) и ( ∗ ∗ ). В этом случае согласно
лемме 2 выполняется S

−∗ ⊆ A. �

Утверждение 5. Пусть f /∈ S
−∗ и [S

−∗ ∪ {f}] = A. Тогда S
−∗ ∪K1 ⊆ A или M2 ⊆ A.

Доказательство. Если f /∈ S
−∗ , то найдутся такие противоположные наборы α̃ и α̃, что

(
f(α̃), f(α̃)

) ∈ {
(00), (11), (−0), (−1), (1−), (0−), ( ∗ 0), ( ∗ 1), ( ∗−), (0 ∗ ), (1 ∗ ), (−∗ )}.

Суперпозиция с внешней f и внутренними (01) и (10) позволит получить одну мультиоперацию из
множества (00), (11), (−0), (−1), (1−), (0−), ( ∗ 0), ( ∗ 1), ( ∗−), (0 ∗ ), (1 ∗ ), (−∗ ). Мультиоперации
из множества (00), (11), (−0), (−1), (1−), (0−) позволят получить H2 иM2, а из множества ( ∗ 0),
( ∗ 1), ( ∗−), (0 ∗ ), (1 ∗ ), (−∗ ), согласно следствию 2, позволят получить S

−∗ ∪K1. �

Утверждение 6. Пусть f /∈ S− ∪K1 и [S− ∪K1 ∪ {f}] = A. Тогда S
−∗ ∪K1 ⊆ A или M2 ⊆ A.

Доказательство. Если f /∈ S− ∪ K1, то найдется пара противоположных наборов, на которой
f принимает значения из множества (−0), (−1), (0−), (1−), (00), (11) либо найдется пара про-
тивоположных наборов, на одном из которых f возвращает ∗ и при этом найдется другая пара
противоположных наборов, ни на одном из которых f не возвращает ∗ . Это позволит получить
константы либо получить мультиоперации из множества ( ∗ 010), ( ∗ − −0), ( ∗ 01 ∗ ), ( ∗ − −∗ ),
( ∗ 010−), ( ∗ − −−). Каждая из них по лемме 2 позволяет получить множество S

−∗ . �

Утверждение 7. Пусть f /∈ S
−∗ ∪K1 и [S

−∗ ∪K1 ∪ {f}] = A. Тогда K2 ⊆ A или M2 ⊆ A.

Доказательство. Покажем, что любая мультиоперация g(x1, . . . , xm) ∈ K2 может быть выражена

с помощью суперпозиции мультиопераций из множества S
−∗ ∪ K1 и мультимультиоперации f ∈

K2 \ (S
−∗ ∪ K1). Достаточно рассмотреть случай, когда g(x1, . . . , xm) ∈ K2 \ (S

−∗ ∪ K1). Введём
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следующие обозначения для наборов и соответствующих значений мультимультиоперации g:

α̃1, . . . , α̃t1 0 α̃1, . . . , α̃t1 1 β̃1, . . . , β̃t2 1 β̃1, . . . , β̃t2 0

γ̃1, . . . , γ̃t3 − γ̃1, . . . , γ̃t3 − δ̃1, . . . , δ̃t4 ∗ δ̃1, . . . , δ̃t4 ∗
ζ̃1, . . . , ζ̃t5 ∗ ζ̃1, . . . , ζ̃t5 0 η̃1, . . . , η̃t6 0 η̃1, . . . , η̃t6 ∗
θ̃1, . . . , θ̃t7 ∗ θ̃1, . . . , θ̃t7 1 λ̃1, . . . , λ̃t8 1 λ̃1, . . . , λ̃t8 ∗
ξ̃1, . . . , ξ̃t9 ∗ ξ̃1, . . . , ξ̃t9 − σ̃1, . . . , σ̃t10 −; σ̃1, . . . , σ̃t10 ∗

а также

i ∈ {1, . . . , t1}, j ∈ {1, . . . , t2}, k ∈ {1, . . . , t3}, l ∈ {1, . . . , t4}, m ∈ {1, . . . , t5},
n ∈ {1, . . . , t6}, p ∈ {1, . . . , t7}, q ∈ {1, . . . , t8}, r ∈ {1, . . . , t9}, s ∈ {1, . . . , t10}.

Так как f ∈ K2\(S
−∗ ∪ K1), то эту мультиоперацию можно привести к одной из следующих форм:

f1 = (0 ∗ 01), f1 = (−∗ 1−), f1 = (−∗ 0−), f1 = (0 ∗ − 1), f1 = (0 ∗ 11), f1 = (−∗ − −).

Рассмотрим только случай, когда f1 = (0 ∗ 01); остальные случаи аналогичны. Построим су-
перпозицию h(x1, x2, x3, x4) = h1(f1, f2, f3, f4), где h1 = (0 − −10 − −1), f2 = (00 ∗ ∗ 0011),
f3 = (0111101100100001), f4 = (0000110 ∗ ∗ 1001111)—мультиоперации, принадлежащие клас-
су S

−∗ . Тогда

h(x1, x2, x3, x4) = (0− 11 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − 1000 − 1),

g(x1, . . . , xm) = h(g1(x1, . . . , xm), . . . , g4(x1, . . . , xm)),

где g1, . . . , g4 — такие самодвойственные булевы мультиоперации, что

(g1(α̃i), . . . , g4(α̃i)) = (0000), (g1(α̃i), . . . , g4(α̃i)) = (1111),

(g1(β̃j), . . . , g4(β̃j)) = (0010), (g1(β̃j), . . . , g4(β̃j)) = (1101),

(g1(γ̃k), . . . , g4(γ̃k)) = (0001), (g1(γ̃k), . . . , g4(γ̃k)) = (0111),

(g1(δ̃l), . . . , g4(δ̃l)) = (0010), (g1(δ̃l), . . . , g4(δ̃l)) = (1000),

(g1(ζ̃m), . . . , g4(ζ̃m)) = (0100), (g1(ζ̃n), . . . , g4(ζ̃n)) = (1011),

(g1(η̃j), . . . , g4(η̃j)) = (1011), (g1(η̃n), . . . , g4(η̃n)) = (0100),

(g1(θ̃p), . . . , g4(θ̃p)) = (0101), (g1(θ̃p), . . . , g4(θ̃p)) = (1010),

(g1(λ̃q), . . . , g4(λ̃q)) = (1010), (g1(λ̃q), . . . , g4(λ̃q)) = (0101),

(g1(ξ̃r), . . . , g4(ξ̃r)) = (0110), (g1(ξ̃r), . . . , g4(ξ̃r)) = (1001),

(g1(σ̃s), . . . , g4(σ̃s)) = (1001), (g1(σ̃s), . . . , g4(σ̃s)) = (0110).

Остальные случаи для f позволяют получить множество M2 �

Утверждение 8. Пусть f /∈ K2 и [K2 ∪ {f}] = A. Тогда M2 ⊆ A.

Доказательство. Если f /∈ K2, то подстановка вместо переменных некоторых наборов из преди-
ката позволяет получить набор не из предиката. Наборы, содержащие ∗ , очевидно, не использу-
ются. Осталось только три набора. Отождествление, перестановка и возможность использования
фиктивных переменных позволяет считать, что f зависит от трех переменных x, y, z и при этом
вместо x подставляется (01)t, вместо y— (10)t, вместо z— (−−)t. Запишем это в виде

f

(
0 1 −
1 0 −

)
∈
{

0 1 − − 1 0
0 1 0 1 − −

}
.
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Рис. 1. Интервал I (S−,M2).

S

S ∪ {∗}

S1 S ∪ S2

O2
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O∗
2

Рис. 2. Интервал I (S,O∗
2).

Мультиоперации (01), (10), (−−) принадлежат S−, поэтому можно считать, что получена неко-
торая мультиоперация из множества (00), (11), (−0), (−1), (1−), (0−). Каждая из них позволяет
получить константу, а значит, и множества H2 и M2. �

Теорема 1. Интервал I (S−,M2) содержит ровно 9 различных мультиклонов, а именно,
мультиклоны, представленные на рис. 1.

Доказательство следует из утверждений 2–8. �
В [1] введены следующие замкнутые классы квазиопераций:

S1—класс квазиопераций, сохраняющих предикат
(

0 1 ∗
1 0 ∗

)
;

S2—класс квазиопераций таких, что на одном из любой пары противоположных наборов она
возвращает ∗ ;
S∗ — класс квазиопераций, сохраняющих предикат

(
0 1 ∗ b
1 0 a ∗

)
, при этом {a, b} ⊆ {0, 1, ∗ }.

Решетка клонов квазиопераций, содержащих клон самодвойственных операций имеет вид, изоб-
ражённый на рис. 2 (см. [1]).
Пусть f /∈ S и [S ∪{f}] = A. Так как f /∈ S, то найдется такая пара противоположных наборов

α̃ и α̃, что
(
f(α̃), f(α̃)

) ∈ {
(0a), (1b), (−c), ( ∗ d), {a, b, c, d} ⊆ {0, 1,−, ∗ }, a 
= 1, b 
= 0

}
. (1)

Это означает, что подставляя в f самодвойственные операции (01) и (10), можно получить одну
из одноместных мультиопераций из правой части равенства (1).
Если получили одну из констант 0 или 1, то, поскольку S максимален в O2, получим O2 ⊆ A.
Предположим, что получили одну из операций (0−), (1−), (−0), (−1).
Рассмотрим случай (0−). Суперпозиция s((0−), (0−)) определяет (00). Но [S ∪ {(00)}] = O2.

Для остальных вариантов этого случая все аналогично, т.е. имеем O2 ⊆ A.
Если получена гипероперация (−−), то с учетом максимальности S в S− (см. [3, 4]) получим

S− ⊆ A.
Если получена квазиоперация h(x), то [S ∪ {h}] находится в интервале I(S,O2).
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Осталось рассмотреть случай, когда получена u(x) = ( ∗−). Но в этом случае по лемме 1
получим K1 ⊆ A. Квазиоперация, тождественно равная ∗ , принадлежит K1, поэтому дальше
можно рассматривать только множество S ∪ {∗ }.

Утверждение 9. Пусть f /∈ S ∪ {∗ } и [S ∪ {∗ } ∪ {f}] = A. Тогда S− ⊆ A, или O∗
2 ⊆ A, или

S1 ⊆ A, или S ∪ S2 ⊆ A, или S ∪K1 ⊆ A.

Доказательство. Легко получить равенство (1) с условием d 
= ∗ и повторить последующие
рассуждения. �
Эти же рассуждения приводят к справедливости следующих четырех утверждений.

Утверждение 10.
(i) Пусть f /∈ S1 и [S1 ∪ {f}] = A. Тогда O∗

2 ⊆ A, или S1 ∪K1 ⊆ A, или S− ⊆ A.
(ii) Пусть f /∈ S ∪ S2 и [S ∪ S2 ∪ {f}] = A. Тогда O∗

2 ⊆ A, или S ∪K1 ⊆ A, или S− ⊆ A.
(iii) Пусть f /∈ S1 ∪ S2 и [S1 ∪ S2 ∪ {f}] = A. Тогда O∗

2 ⊆ A, или S1 ∪K1 ⊆ A, или S− ⊆ A.
(iv) Пусть f /∈ S∗ и [S∗ ∪ {f}] = A. Тогда O∗

2 ⊆ A, или S∗ ∪K1 ⊆ A, или S− ⊆ A.

Утверждение 11. Пусть f /∈ S ∪K1 и [S ∪K1 ∪ {f}] = A. Тогда M2 ⊆ A, или S1 ∪K1 ⊆ A,
или S− ⊆ A.

Доказательство. Пусть f на некоторой паре противоположных наборов возвращает одномест-
ную мультиоперацию h, которая не принадлежит S ∪ K1. Если h—квазиоперация, то S1 ⊆ A
или M2 ⊆ A, если h— гипероперация, то S− ⊆ A или M2 ⊆ A. Поэтому осталось рассмотреть
случай, когда для f есть пара противоположных наборов, на которых f возвращает ( ∗−), и пара
противоположных наборов, на которых f возвращает (01). Это позволяет получить мультиопера-
ции ( ∗ 01−) и (−01 ∗ ). Из этих мультиопераций несложно получить h = ( ∗ 01 ∗ ). Суперпозиция
мультиоперации h и мультиопераций из класса S позволяет построить любую мультиоперацию
из класса S1. �

Утверждение 12. Пусть f /∈ S1 ∪K1 и [S1 ∪K1 ∪{f}] = A. Тогда M2 ⊆ A, или S∗ ∪K1 ⊆ A,
или S− ⊆ A.

Доказательство. Рассмотрим только случай, когда для f имеется пара противоположных набо-
ров, на которых f возвращает ( ∗−), и пара противоположных наборов, на которых f возвраща-
ет (01). Это позволяет получить мультиоперации ( ∗ 01−), (010 ∗ ) и ( ∗ 011). Если

f1(x, y, z) = (00010111), f2(x, y, z) = ( ∗ ∗ 001111),
f3(x, y, z) = (010 ∗ 010 ∗ ), f4(x, y, z) = (00110011),

то суперпозиция s(f1, f2, f3, f4) определяет мультиоперацию ( ∗ ∗ 0 ∗ 011 ∗ ). Суперпозиция этой
мультиоперации и мультиопераций из класса S позволяет построить любую мультиоперацию из
класса S∗. �

Определим класс S′ как класс мультиопераций, сохраняющих предикат
(

0 1 ∗ b
1 0 α ∗

)
,

{a, b} ⊆ {0, 1,−, ∗ }. Несложно доказать, что этот класс замкнут относительно суперпозиции.
Кроме того, этот класс содержит в себе классы K1 и S∗.

Утверждение 13. Пусть f /∈ S∗ ∪K1 и [S∗ ∪K1 ∪ {f}] = A. Тогда M2 ⊆ A, или S′ ⊆ A, или
S− ⊆ A.

Доказательство. Рассмотрим вначале случай, когда для f найдется пара противоположных на-
боров, на которых f возвращает (−−). Суперпозиция s((01001101), (0101), (−−−−), (0011)) опре-
деляет мультиоперацию (0−−1). Мультиоперация (001 −−011) определяется суперпозицией

s((01001101), (00 −−−−11), (01010101), (00110011)).
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Пусть

f1(x, y, z, u) = (001 −−011001 −−011), f2(x, y, z, u) = (010 ∗ 00110011 ∗ ∗ ∗ ∗ ),
f3(x, y, z, u) = (0011001100110011), f4(x, y, z, u) = (0000111100001111).

Суперпозиция s(f1, f2, f3, f4) определяет мультиоперацию

g(x, y, z, u) = (01 − ∗ 0− 0101 − 1 ∗ ∗ ∗ ∗ ).
Если h(x1, . . . , xn) принадлежит классу S′, то ее значения на противоположных наборах образуют
только следующие столбцы: (

0 1 ∗ ∗ 0 ∗ 1 ∗ −
1 0 ∗ 0 ∗ 1 ∗ − ∗

)
.

По h в классе S найдем четыре операции f1, f2, f3, f4 следующим образом:

набор h f1 f2 f3 f4

α̃ 0 0 0 0 0

α̃ ∗ 1 1 1 1

β̃ 1 0 0 0 1

β̃ ∗ 1 1 1 0

γ̃ − 0 0 1 0

γ̃ ∗ 1 1 0 1

δ̃ ∗ 0 0 1 1

δ̃ ∗ 1 1 0 0

ν̃ 0 0 1 0 1

ν̃ 1 1 0 1 0

Суперпозиция s(g, f1, f2, f3, f4) задает h.
Рассмотрим оставшийся случай, когда для f найдется пара противоположных наборов на ко-

торых f возвращает ( ∗−) и пара противоположных наборов на которых f возвращает (01). Это
позволяет получить мультиоперацию ( ∗ 01−) и, добавляя фиктивные аргументы, мультиопера-
цию h1 = ( ∗ ∗ ∗ ∗ 00001111 −− − −). В классе S∗ есть квазиоперация h2 = (000000001111111 ∗ ),
операции h3 = (0101010101010101), h4 = (0011001100110011) и h5 = (0010001010111011).
Суперпозиция s(h5, h1, h2, h3, h4) определяет мультиоперацию g = ( ∗ ∗ ∗ ∗ 01001101−100 ∗ ), ко-

торая на противоположных наборах принимает в качестве своих значений все возможные столбцы
из предиката, задающего класс S′. �

Утверждение 14. Пусть f /∈ S′ и [S′ ∪ {f}] = A. Тогда M2 ⊆ A, или K2 ⊆ A, или S− ⊆ A.

Доказательство. Пусть для f найдется пара противоположных наборов, на которых f воз-
вращает (−−). Суперпозиция s((01001101), (0101), (−−−−), (0011)) определяет мультиоперацию
(0−−1).
Мультиоперация (001 −−011) определяется суперпозицией

s((01001101), (00 −−−−11), (01010101), (00110011))

. Пусть

f1(x, y, z, u) = (001 −−011001 −−011), f2(x, y, z, u) = (010 ∗ 00110011 ∗ ∗ ∗ ∗ ),
f3(x, y, z, u) = (0011001100110011), f4(x, y, z, u) = (0000111100001111).

Суперпозиция s(f1, f2, f3, f4) определяет мультиоперацию

g(x, y, z, u) = (01 − ∗ 0− 0101 − 1 ∗ ∗ ∗ ∗ ).
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Если h(x1, . . . , xn) принадлежит классу K2, то ее значения на противоположных наборах образу-
ют только следующие столбцы:(

0 1 − ∗ ∗ 0 ∗ 1 ∗ −
1 0 − ∗ 0 ∗ 1 ∗ − ∗

)
.

По h в классе S найдем четыре операции f1, f2, f3, f4 следующим образом:

набор h f1 f2 f3 f4

α̃ 0 0 0 0 0

α̃ ∗ 1 1 1 1

β̃ 1 0 0 0 1

β̃ ∗ 1 1 1 0

γ̃ − 0 0 1 0

γ̃ ∗ 1 1 0 1

набор h f1 f2 f3 f4

δ̃ ∗ 0 0 1 1

δ̃ ∗ 1 1 0 0

λ̃ − 0 1 0 0

λ̃ − 1 0 1 1

ν̃ 0 0 1 0 1

ν̃ 1 1 0 1 0

Суперпозиция s(g, f1, f2, f3, f4) задает h. �
Таким образом, доказан основной результат.

Теорема 2. Интервал I (S,M2) содержит ровно 22 различных мультиклона, а именно,
мультиклоны, представленные на рис. 3.

S

S ∪ {∗}

S1 S ∪ S2

O2

O2 ∪ {∗}

S1 ∪ S2

S∗

O∗
2

S ∪K1

S1 ∪K1

S∗ ∪K1

K2

M2

S− ∪ {∗}

S− ∪K1

S
−∗

S
−∗ ∪K1

S−

H2

H2 ∪ {∗}

Рис. 3. Интервал I (S,M2).

Для того, чтобы избежать лишних нагромождений, на рисунке не отмечены некоторые вклю-
чения.
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