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5. Инварианты однородных систем произвольного нечетного порядка

5.1. Введение. Нахождение достаточного количества тензорных инвариантов (не только авто-
номных первых интегралов), как известно [14,15,83], облегчает исследование, а иногда позволяет
точно проинтегрировать систему дифференциальных уравнений. Например, наличие инвариант-
ной дифференциальной формы фазового объема позволяет уменьшить количество требуемых
первых интегралов. Для консервативных (в частности, гамильтоновых) систем этот факт есте-
ствен, когда фазовый поток сохраняет объем с гладкой (или постоянной) плотностью.

Сложнее (в смысле гладкости инвариантов) дело обстоит для систем, обладающих притяги-
вающими или отталкивающими предельными множествами. Для таких систем коэффициенты
искомых инвариантов должны, вообще говоря, включать функции, обладающие существенно
особыми точками.

Как и в разделах 1–4 наш подход состоит в том, что для точного интегрирования автономной
системы порядка m надо знать m−1 независимый тензорный инвариант. При этом для достиже-
ния точной интегрируемости приходится соблюдать также ряд дополнительных условий на эти
инварианты.

Важные случаи интегрируемых систем с конечным числом степеней свободы в неконсерва-
тивном поле сил уже рассматривались в работах автора [4, 5, 41, 42]. Настоящее исследование
распространяет результаты этих работ на более широкий класс динамических систем. При этом
в этих работах упор делался на нахождение достаточного количества именно первых интегралов.
Но, как известно, иногда полного набора первых интегралов для систем может и не быть, зато
достаточное количество инвариантных форм может быть обеспечено.

Для систем классической механики понятия «консервативность», «силовое поле», «диссипа-
ция» и др. вполне естественны. Поскольку в данной работе изучаются динамические системы на
касательном расслоении к гладкому многообразию (пространству положений), уточним данные
понятия для таких систем.

Анализ «в целом» начинается с исследования приведенных уравнений геодезических на n-
мерной поверхности, левые части которых при правильной параметризации представляют собой
записи координат ускорения движения материальной частицы по такой поверхности, а правые
части приравнены к нулю. Соответственно, величины, которые ставятся в дальнейшем в пра-
вую часть, можно рассматривать как некоторые обобщенные силы. Такой подход традиционен
для классической механики, а теперь он естественно распространяется на более общий случай
касательного расслоения к гладкому многообразию. Последнее позволяет, в некотором смысле,
конструировать «силовые поля». Так, например, введя в систему коэффициенты, линейные по
одной из координат (по одной из квазискоростей системы) касательного пространства, получим
силовое поле с диссипацией разного знака (в зависимости от знака самого коэффициента).

И хотя словосочетание «диссипация разного знака» несколько противоречиво, тем не менее,
будем его употреблять. Учитывая при этом, что в математической физике диссипация «со знаком
«плюс» — это рассеяние полной энергии в обычном смысле, а диссипация «со знаком «минус» —
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это своеобразная «подкачка» энергии (при этом в механике силы, обеспечивающие рассеяние
энергии называются диссипативными, а силы, обеспечивающие подкачку энергии называются
разгоняющими).

Консервативность для систем на касательных расслоениях можно понимать в традиционном
смысле, но мы добавим к этому следующее. Будем говорить, что система консервативна, если она
обладает полным набором гладких первых интегралов, что говорит о том, что она не обладает
притягивающими или отталкивающими предельными множествами. Если же она последними
обладает, то будем говорить, что система в той или иной области фазового пространства обладает
диссипацией какого-то знака. Как следствие этого — обладание системы хотя бы одним первым
интегралом (если они вообще есть) с существенно особыми точками.

В данной работе силовое поле разделяется на так называемые внутреннее и внешнее. Внутрен-
нее поле характерно тем, что оно не меняет консервативности системы. А внешнее может вносить
в систему диссипацию разного знака. Заметим также, что вид внутренних силовых полей заим-
ствован из классической пространственной динамики твердого тела.

В данном разделе 5 приведены первые интегралы, а также инвариантные дифференциальные
формы классов однородных по части переменных динамических систем произвольного нечетно-
го (2n + 1)-порядка, в которых может быть выделена система с n степенями свободы на своем
2n-мерном многообразии. При этом силовое поле разделяется на внутреннее (консервативное) и
внешнее, которое обладает так называемой знакопеременной диссипацией. Внешнее поле вводится
с помощью некоторого унимодулярного преобразования и обобщает силовые поля, рассматрива-
емые ранее.

5.2. Некоторые примеры из динамики n-мерного твердого тела в неконсерватив-
ном поле сил. Рассмотрим движение однородного осесимметричного n-мерного твердого тела
с передним плоским торцом ((n − 1)-мерным диском) в неконсервативном поле сил в условиях
квазистационарности. Пусть (v, α, β1, . . . , βn−2)— (обобщенные) сферические координаты векто-
ра скорости некоторой характерной точки D твердого тела (D—центр n-мерного диска, лежа-
щий на оси симметрии тела), Ω— тензор угловой скорости тела, Dx1 . . . xn — система координат,
связанная с телом, при этом ось симметрии CD совпадает с осью Dx1 (C —центр масс), а оси
Dx2, . . . ,Dxn лежат в гиперплоскости диска, I1, I2, I3 = I2, . . . , In = I2, m — инерционно-
массовые характеристики.

Тогда та часть динамических уравнений движения тела (в том числе, и в случае аналитиче-
ских функций Чаплыгина [8, 19]), которые описывают движение центра масс и соответствуют
пространству R

n, при котором касательные силы воздействия среды на (n − 1)-мерный диск
отсутствуют, примет вид:

d

dt

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

v cosα
v sinα cos β1

v sinα sin β1 cosβ2
. . . . . . . . .

v sinα sin β1 . . . sin βn−3 cosβn−2

v sinα sin β1 . . . sin βn−2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+Ω

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

v cosα
v sinα cos β1

v sinα sinβ1 cos β2
. . . . . . . . .

v sinα sin β1 . . . sin βn−3 cos βn−2

v sinα sin β1 . . . sin βn−2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+

+Ω2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−σ
0
0
. . .
0
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+ Ω̇

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−σ
0
0
. . .
0
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Fx/m
0
0
. . .
0
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (5.2.1)

где Fx = −S, S = s(α)v2, σ = CD, v > 0.
Вспомогательная матрица для вычисления момента неконсервативной силы имеет вид(

0 x2N x3N . . . xnN
−S 0 0 . . . 0

)
, (5.2.2)
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тогда та часть динамических уравнений движения тела, которые описывают движение тела во-
круг центра масс и соответствуют алгебре Ли so(n), может быть представлена в виде

(I1 + (n− 3)I2)ω̇1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

(I1 + (n− 3)I2)ω̇r1−1 = 0,

(n− 2)I2ω̇r1 + (−1)n+1(I1 − I2)Wn−1(Ω) = (−1)nxnN

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
s(α)v2,

(I1 + (n− 3)I2)ω̇r1+1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

(I1 + (n− 3)I2)ω̇r2−1 = 0, (5.2.3)

(n− 2)I2ω̇r2 + (−1)n(I1 − I2)Wn−2(Ω) = (−1)n−1xn−1,N

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
s(α)v2,

(I1 + (n− 3)I2)ω̇r2+1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

(I1 + (n− 3)I2)ω̇rn−2−1 = 0,

(n− 2)I2ω̇rn−2 + (I1 − I2)W2(Ω) = −x3N

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
s(α)v2,

(n− 2)I2ω̇rn−1 + (I2 − I1)W1(Ω) = x2N

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
s(α)v2.

Таким образом, фазовым пространством системы (5.2.1), (5.2.3) порядка n(n + 1)/2 является
прямое произведение n-мерного многообразия на алгебру Ли so(n): R1 × S

n−1 × so(n).
Сразу же заметим, что система (5.2.1), (5.2.3), в силу имеющейся динамической симметрии

I2 = I3 = . . . = In, обладает циклическими первыми интегралами

ωk1 ≡ ω0
k1 = const, . . . , ωks ≡ ω0

ks = const, s =
(n− 1)(n − 2)

2
. (5.2.4)

При этом в дальнейшем будем рассматривать динамику системы на нулевых уровнях:

ω0
k1 = . . . = ω0

ks = 0. (5.2.5)

Если же рассматривается более общая задача о движении тела при наличии некоторой следя-
щей силы T , лежащей на прямой CD = Dx1 и обеспечивающей во все время движения выполне-
ние равенства (V C — скорость центра масс, см. также [54,57, 60])

V C ≡ const, (5.2.6)

то в системе (5.2.1), (5.2.3) вместо Fx должна стоять величина, тождественно равная нулю, по-
скольку на тело будет действовать неконсервативная пара сил: T − s(α)v2 ≡ 0.

Очевидно, что для этого нужно выбрать величину следящей силы T в виде

T = Tv(α,Ω) = s(α)v2, T ≡ −S. (5.2.7)

Случай (5.2.7) выбора величины T следящей силы является частным случаем возможности
отделения независимой подсистемы порядка 2(n − 1) после некоторого преобразования системы
(5.2.1), (5.2.3) порядка n(n+ 1)/2.

Действительно, пусть выполнено следующее условие на величину T :

T = Tv(α, β1, . . . , βn−2,Ω) =

=

n−1∑
i,j=0, i�j

τi,j

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
ωriωrj = T1

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
v2, ωr0 = v. (5.2.8)
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Для этого преобразуем величины ωr1 , . . . , ωrn−1 посредством композиции (n− 2)-х поворотов:
⎛
⎜⎜⎝

z1
z2
. . .
zn−1

⎞
⎟⎟⎠ = Tn−2,n−1(−β1) ◦ Tn−3,n−2(−β2) ◦ . . . ◦ T1,2(−βn−2)

⎛
⎜⎜⎝

ωr1

ωr2

. . .
ωrn−1

⎞
⎟⎟⎠ , (5.2.9)

где матрица Tk,k+1(β), k = 1, . . . , n−2, получена из единичной наличием минора второго порядка
Mk,k+1:

Tk,k+1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0

0
. . . 0 0 0

0 0 Mk,k+1 0 0

0 0 0
. . . 0

0 0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (5.2.10)

Mk,k+1 =

(
mk,k mk,k+1

mk+1,k mk+1,k+1

)
, mk,k = mk+1,k+1 = cos β, mk+1,k = −mk,k+1 = sin β.

В частности, при n = 5 справедливы следующие соотношения:
z1 = ω4 cosβ3 + ω7 sinβ3,

z2 = (ω7 cos β3 − ω4 sin β3) cos β2 + ω9 sin β2,

z3 = [(−ω7 cos β3 + ω4 sin β3) sin β2 + ω9 cos β2] cos β1 + ω10 sin β1,

z4 = [(ω7 cos β3 − ω4 sin β3) sin β2 − ω9 cos β2] sin β1 + ω10 cosβ1.

(5.2.11)

Систему (5.2.1), (5.2.3) в случаях (5.2.4), (5.2.5) можно переписать в виде

v̇ + σ

(
n−1∑
s=1

z2s

)
cosα− σ

v2

(n− 2)I2
s(α) sinα · Γv

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
=

=
T1

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω
v

)
v2 − s(α)v2

m
cosα, (5.2.12)

α̇v + zn−1v − σ

(
n−1∑
s=1

z2s

)
sinα− σ

v2

(n− 2)I2
s(α) cosα · Γv

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
=

=
s(α)v2 − T1

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω
v

)
v2

m
sinα, (5.2.13)

β̇1 sinα− zn−2 cosα− σv

(n− 2)I2
s(α) ·Δv,1

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
= 0. (5.2.14)

β̇2 sinα sin β1 + zn−3 cosα− σv

(n− 2)I2
s(α) ·Δv,2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
= 0, (5.2.15)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β̇n−2 sinα sin β1 . . . sin βn−3 + (−1)nz1 cosα−

− σv

(n− 2)I2
s(α) ·Δv,n−2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
= 0, (5.2.16)

ω̇r1 = (−1)n
v2

(n− 2)I2
xnN

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
s(α), (5.2.17)

ω̇r2 = (−1)n+1 v2

(n− 2)I2
x(n−1)N

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
s(α), (5.2.18)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

ω̇rn−1 =
v2

(n− 2)I2
x2N

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
s(α). (5.2.19)
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Здесь введены следующие функции:

Δv,1

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
= (rN , iN

(
β1 +

π

2
, β2, . . . , βn−2

)
),

Δv,2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
= (rN , iN

(π
2
, β2 +

π

2
, β3, . . . , βn−2

)
),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Δv,n−3

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
= (rN , iN

(π
2
, . . . ,

π

2
, βn−3 +

π

2
, βn−2

)
),

Δv,n−2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
= (rN , iN

(π
2
, . . . ,

π

2
, βn−2 +

π

2

)
),

а функция Γv (α, β1, . . . , βn−2,Ω/v) представляется в виде

Γv

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
= |rN | = (rN , iN (β1, . . . , βn−2)) =

= 0 · cos π
2
+

n∑
s=2

xsN

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
isN (β1, . . . , βn−2).

Здесь isN (β1, . . . , βn−2), s = 1, . . . , n, (i1N (β1, . . . , βn−2) ≡ 0) — компоненты единичного векто-
ра по оси вектора rN = {0, x2N , . . . , xnN} на (n − 2)-мерной сфере S

n−2{β1, . . . , βn−2}, задан-
ной равенством α = π/2, как экваториальном сечении соответствующей (n − 1)-мерной сферы
S
n−1{α, β1, . . . , βn−2}.
Таким образом,

iN (β1, . . . , βn−2) = iv

(π
2
, β1, . . . , βn−2

)
,

а вектор iv (α, β1, . . . , βn−2) определяется следующим образом:

iv (α, β1, . . . , βn−2) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

cosα
sinα cos β1

sinα sin β1 cosβ2
. . .

sinα sin β1 . . . sin βn−3 cosβn−2

sinα sin β1 . . . sin βn−2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

— единичный вектор по оси вектора v.
Введя далее новые фазовые переменные и дифференцирование по формулам zk = n1vZk, k =

1, . . . , n − 1, < · >= n1v <′>, n1 > 0, n1 = const, система (5.2.12)–(5.2.19) приведется к следую-
щему виду:

v′ = vΨ(α, β1, . . . , βn−2, Z), (5.2.20)

α′ = −Zn−1 + σn1

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
sinα+

σ

(n− 2)I2n1
s(α) cosα · Γv (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)−

−T1 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)− s(α)

mn1
sinα, (5.2.21)

Z ′
n−1 =

s(α)

(n − 2)I2n2
1

· Γv (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)−
(

n−2∑
s=1

Z2
s

)
cosα

sinα
+

+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα

{
n−2∑
s=1

(−1)sZn−1−sΔv,s (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)

}
−

−Zn−1 ·Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) , (5.2.22)

Z ′
n−2 = Zn−2Zn−1

cosα

sinα
+

(
n−3∑
s=1

Z2
s

)
cosα

sinα

cos β1
sin β1

+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα
×
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×
{
Zn−1Δv,1 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) +

n−2∑
s=2

(−1)s+1Zn−1−sΔv,s (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)
cos β1
sin β1

}
−

− s(α)

(n− 2)I2n
2
1

·Δv,1 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)− Zn−2 ·Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) , (5.2.23)

Z ′
n−3 = Zn−3Zn−1

cosα

sinα
− Zn−3Zn−2

cosα

sinα

cos β1
sin β1

−
(

n−4∑
s=1

Z2
s

)
cosα

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

+

+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα

{
Δv,2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)

[
−Zn−1 + Zn−2

cos β1
sin β1

]
+

+

n−2∑
s=3

(−1)sZn−1−sΔv,s (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)
1

sin β1

cos β2
sin β2

}
+

+
s(α)

(n− 2)I2n2
1

·Δv,2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)− Zn−3 ·Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) , (5.2.24)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Z ′
1 = Z1

cosα

sinα

{
n−2∑
s=1

(−1)s+1Zn−s
cos βs−1

sin β1 . . . sin βs−1

}
+

+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα
(−1)n+1Δv,n−2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)

{
n−1∑
s=2

(−1)sZn+1−s
cos βs−1

sin β1 . . . sin βs−1

}
+

+(−1)n
s(α)

(n− 2)I2n2
1

Δv,n−2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)− Z1 ·Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) , (5.2.25)

β′
1 = Zn−2

cosα

sinα
+

σ

(n − 2)I2n1

s(α)

sinα
Δv,1 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) , (5.2.26)

β′
2 = −Zn−3

cosα

sinα sin β1
+

σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα sinβ1
Δv,2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) , (5.2.27)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β′
n−2 = (−1)n+1Z1

cosα

sinα sin β1 . . . sin βn−3
+

+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα sin β1 . . . sin βn−3
Δv,n−2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) , (5.2.28)

Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) = −σn1

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
cosα+

+
σ

(n− 2)I2n1
s(α) sinα · Γv (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) +

T1 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)− s(α)

mn1
cosα.

Видно, что в системе (5.2.20)–(5.2.28) порядка 2(n− 1) + 1 может быть выделена независимая
подсистема (5.2.21)–(5.2.28) порядка 2(n − 1), которая может быть самостоятельно рассмотрена
на своем 2(n − 1)-мерном фазовом пространстве. В частности, при выполнении условия (5.2.7)
только что рассмотренный прием выделения независимой подсистемы порядка 2(n − 1) также
возможен.

Система (5.2.20)–(5.2.28) содержит динамические уравнения движения n-мерного твердого те-
ла. При отсутствии силового поля (формально при s(α) ≡ T1 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) ≡ 0) она при-
мет вид

v′ = vΨ(α, β1, . . . , βn−2, Z), Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) = −σn1

(
Z2
1 + . . . + Z2

n−1

)
cosα, (5.2.29)

α′ = −Zn−1 + σn1

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
sinα, (5.2.30)
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Z ′
n−1 = −

(
n−2∑
s=1

Z2
s

)
cosα

sinα
+ σn1Zn−1

(
Z2
1 + . . .+ Z2

n−1

)
cosα, (5.2.31)

Z ′
n−2 = Zn−2Zn−1

cosα

sinα
+

(
n−3∑
s=1

Z2
s

)
cosα

sinα

cos β1
sin β1

+ σn1Zn−2

(
Z2
1 + . . .+ Z2

n−1

)
cosα, (5.2.32)

Z ′
n−3 = Zn−3Zn−1

cosα

sinα
− Zn−3Zn−2

cosα

sinα

cos β1
sin β1

−
(

n−4∑
s=1

Z2
s

)
cosα

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

+

+σn1Zn−3

(
Z2
1 + . . .+ Z2

n−1

)
cosα, (5.2.33)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Z ′
1 = Z1

cosα

sinα

{
n−2∑
s=1

(−1)s+1Zn−s
cos βs−1

sin β1 . . . sin βs−1

}
+ σn1Z1

(
Z2
1 + . . . + Z2

n−1

)
cosα, (5.2.34)

β′
1 = Zn−2

cosα

sinα
, (5.2.35)

β′
2 = −Zn−3

cosα

sinα sin β1
, (5.2.36)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β′
n−2 = (−1)n+1Z1

cosα

sinα sin β1 . . . sin βn−3
. (5.2.37)

5.2.1. Случай отсутствия зависимости момента неконсервативных сил от тензора угловой
скорости. Подобно выбору аналитических функций Чаплыгина [8,19], динамические функции s,
x2N , . . . , xnN примем в следующем виде:

s(α) = B cosα, rN = R(α)iN , R(α) = A sinα, A,B > 0, (5.2.38)

убеждающем нас в том, что в рассматриваемой системе отсутствует зависимость момен-
та неконсервативных сил от тензора угловой скорости (имеется лишь зависимость от углов
α, β1, . . . , βn−2).

При этом функции Γv (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) ,Δv,s (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) , s = 1, . . . , n − 2, входя-
щие в систему (5.2.20)–(5.2.28), примут следующий вид:

Γv (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) = R(α) = A sinα, Δv,s (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) ≡ 0, s = 1, . . . , n− 2.

Тогда, благодаря условиям (5.2.6), (5.2.38) преобразованная динамическая часть уравнений
движения (система (5.2.20)–(5.2.28)) примет вид аналитической системы

v′ = vΨ(α, β1, . . . , βn−2, Z), (5.2.39)

α′ = −Zn−1 + b

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
sinα+ b sinα cos2 α, (5.2.40)

Z ′
n−1 = sinα cosα−

(
n−2∑
s=1

Z2
s

)
cosα

sinα
+ bZn−1

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
cosα− bZn−1 sin

2 α cosα, (5.2.41)

Z ′
n−2 = Zn−2Zn−1

cosα

sinα
+

(
n−3∑
s=1

Z2
s

)
cosα

sinα

cos β1
sin β1

+bZn−2

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
cosα−bZn−2 sin

2 α cosα, (5.2.42)

Z ′
n−3 = Zn−3Zn−1

cosα

sinα
− Zn−3Zn−2

cosα

sinα

cosβ1
sinβ1

−

−
(

n−4∑
s=1

Z2
s

)
cosα

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

+ bZn−3

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
cosα− bZn−3 sin

2 α cosα, (5.2.43)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Z ′
1 = Z1

cosα

sinα

{
n−2∑
s=1

(−1)s+1Zn−s
cos βs−1

sin β1 . . . sin βs−1

}
+
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+bZ1

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
cosα− bZ1 sin

2 α cosα, (5.2.44)

β′
1 = Zn−2

cosα

sinα
, (5.2.45)

β′
2 = −Zn−3

cosα

sinα sin β1
, (5.2.46)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β′
n−3 = (−1)nZ2

cosα

sinα sin β1 . . . sin βn−4
, (5.2.47)

β′
n−2 = (−1)n+1Z1

cosα

sinα sin β1 . . . sin βn−3
, (5.2.48)

Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) = −b

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
cosα+ b sin2 α cosα,

при этом выбирая, как и выше, безразмерный параметр b и постоянную n1 следующим образом:
b = σn0, n2

0 = AB/(n− 2)I2, n1 = n0.
Итак, система (5.2.39)–(5.2.48) может быть рассмотрена на своем фазовом (2n − 1)-мерном

многообразии W1 = R
1
+{v} × TSn−1{Z1, . . . , Zn−1, 0 < α < π, 0 < β1 < π, . . . , 0 < βn−3 <

π, 0 � βn−2 < 2π}, т.е. на прямом произведении числового луча на касательное расслоение к
(n − 1)-мерной сфере S

n−1{ 0 < α < π, 0 < β1 < π, . . . , 0 < βn−3 < π, 0 � βn−2 < 2π}.
Теорема 5.1. Система (5.2.39)–(5.2.48) обладает n+2 независимыми первыми интегралами

(полным набором), n + 1 из которых являются трансцендентными функциями с точки зре-
ния комплексного анализа. При этом эти интегралы выражаются через конечную комбинацию
элементарных функций.

Здесь (как и в разделах 1–4) необходимо привести важное замечание. Дело в том, что с точки
зрения теории элементарных функций полученный первый интеграл является трансцендентным
(т.е. не алгебраическим). В данном же случае трансцендентность понимается в смысле теории
функций комплексного переменного, когда у функции, после ее формального продолжения в
комплексную область, имеются существенно особые точки, соответствующие притягивающим и
отталкивающим предельным множествам рассматриваемой динамической системы.

5.2.2. Случай зависимости момента неконсервативных сил от тензора угловой скорости.
Дальнейший пример посвящен случаю движения при наличии зависимости момента действу-
ющих сил от тензора угловой скорости. Поэтому введем такую зависимость.

Пусть x = (x1N , . . . , xnN )—координаты точки N приложения неконсервативной силы (воз-
действия среды) на (n − 1)-мерный диск, Q = (Q1, . . . , Qn)—компоненты силы S «воздей-
ствия среды», не зависящие от тензора угловой скорости. Будем вводить зависимость функций
(x1N , . . . , xnN ) от тензора угловой скорости лишь линейным образом, поскольку само данное вве-
дение априори не очевидно.

Итак, примем следующую зависимость: x = Q + R, где R = (R1, . . . , Rn)— вектор-функция,
содержащая компоненты тензора угловой скорости. При этом зависимость функции R от компо-
нент тензора угловой скорости — гироскопическая:

R =

⎛
⎜⎜⎝

R1

R2

. . .
Rn

⎞
⎟⎟⎠ = −1

v
Ωh, h =

⎛
⎜⎜⎝

h1
h2
. . .
hn

⎞
⎟⎟⎠ . (5.2.49)

Здесь Ω— тензор угловой скорости, (h1, . . . , hn)—некоторые положительные параметры.
Теперь, применительно к нашей задаче, поскольку x1N ≡ 0, то x2N = Q2 − h1ωrn−1/v, x3N =

Q3+h1ωrn−2/v, . . . , xnN = Qn+(−1)n+1h1ωr1/v. Здесь ωr1 , . . . , ωrn−1 — оставшиеся, вообще говоря,
ненулевые компоненты тензора угловой скорости Ω.
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Подобно выбору аналитических функций Чаплыгина [8, 19] допустим равенство Q = R(α)iN ,
а динамические функции s, x2N , . . ., xnN примем в следующем виде:

s(α) = B cosα, rN = Q− 1

v
Ωh, R(α) = A sinα, A,B > 0, (5.2.50)

убеждающем нас в том, что в рассматриваемой системе присутствует также еще и дополнитель-
ный демпфирующий (а в некоторых областях фазового пространства и разгоняющий) момент
неконсервативной силы (т.е. присутствует зависимость момента от компонент тензора угловой
скорости). Причем h2 = . . . = hn в силу динамической симметрии тела.

При этом функции Γv (α, β1, . . . , βn−2,Ω/v) ,Δv,s (α, β1, . . . , βn−2,Ω/v) , s = 1, . . . , n − 2, входя-
щие в систему (5.2.21)–(5.2.28), примут следующий вид:

Γv

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
= A sinα− h1

v
zn−1,

Δv,1

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
=

h1
v
zn−2, (5.2.51)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Δv,n−2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
= (−1)n+1h1

v
z1.

Тогда, благодаря условиям (5.2.6), (5.2.50) преобразованная динамическая часть уравнений
движения (система (5.2.20)–(5.2.28)) примет вид аналитической системы

v′ = vΨ(α, β1, . . . , βn−2, Z), (5.2.52)

α′ = −Zn−1 + b

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
sinα+ b sinα cos2 α− bH1Zn−1 cos

2 α, (5.2.53)

Z ′
n−1 = sinα cosα− (1 + bH1)

(
n−2∑
s=1

Z2
s

)
cosα

sinα
+

+bZn−1

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
cosα− bZn−1 sin

2 α cosα+ bH1Z
2
n−1 sinα cosα−H1Zn−1 cosα, (5.2.54)

Z ′
n−2 = (1 + bH1)Zn−2Zn−1

cosα

sinα
+ (1 + bH1)

(
n−3∑
s=1

Z2
s

)
cosα

sinα

cos β1
sin β1

+

+bZn−2

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
cosα− bZn−2 sin

2 α cosα+ bH1Zn−2Zn−1 sinα cosα−H1Zn−2 cosα, (5.2.55)

Z ′
n−3 = (1 + bH1)Zn−3Zn−1

cosα

sinα
− (1 + bH1)Zn−3Zn−2

cosα

sinα

cos β1
sin β1

−

−(1 + bH1)

(
n−4∑
s=1

Z2
s

)
cosα

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

+

+bZn−3

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
cosα− bZn−3 sin

2 α cosα+ bH1Zn−3Zn−1 sinα cosα−H1Zn−3 cosα, (5.2.56)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Z ′
1 = (1 + bH1)Z1

cosα

sinα

{
n−2∑
s=1

(−1)s+1Zn−s
cos βs−1

sin β1 . . . sin βs−1

}
+

+bZ1

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
cosα− bZ1 sin

2 α cosα+ bH1Z1Zn−1 sinα cosα−H1Z1 cosα, (5.2.57)

β′
1 = (1 + bH1)Zn−2

cosα

sinα
, (5.2.58)
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β′
2 = −(1 + bH1)Zn−3

cosα

sinα sinβ1
, (5.2.59)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β′
n−3 = (−1)n(1 + bH1)Z2

cosα

sinα sin β1 . . . sin βn−4
, (5.2.60)

β′
n−2 = (−1)n+1(1 + bH1)Z1

cosα

sinα sinβ1 . . . sinβn−3
, (5.2.61)

Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) = −b

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
cosα+ b sin2 α cosα− bH1Zn−1 sinα cosα,

при этом выбирая безразмерные параметры b, H1 и постоянную n1 следующим образом: b =
σn0, n2

0 = AB/(n − 2)I2, H1 = Bh1/(n− 2)I2n0, n1 = n0.
Итак, система (5.2.52)–(5.2.61) может быть рассмотрена на своем фазовом (2n − 1)-мерном

многообразии W1 = R
1
+{v} × TSn−1{Z1, . . . , Zn−1, 0 < α < π, 0 < β1 < π, . . . , 0 < βn−3 <

π, 0 � βn−2 < 2π}, т.е. на прямом произведении числового луча на касательное расслоение к
(n − 1)-мерной сфере S

n−1{ 0 < α < π, 0 < β1 < π, . . . , 0 < βn−3 < π, 0 � βn−2 < 2π}.
Теорема 5.2. Система (5.2.52)–(5.2.61) обладает n+2 независимыми первыми интегралами

(полным набором), n + 1 из которых являются трансцендентными функциями с точки зре-
ния комплексного анализа. При этом эти интегралы выражаются через конечную комбинацию
элементарных функций.

Здесь (как и в разделах 1–4) необходимо повторить важное замечание. С точки зрения теории
элементарных функций полученный первый интеграл является трансцендентным (т.е. не алгеб-
раическим). В данном же случае трансцендентность понимается в смысле теории функций ком-
плексного переменного, когда у функции, после ее формального продолжения в комплексную
область, имеются существенно особые точки, соответствующие притягивающим и отталкиваю-
щим предельным множествам рассматриваемой динамической системы, хотя рассматриваемые
первые интегралы являются действительными функциями.

5.3. Системы порядка (2n+1) при отсутствии внешнего силового поля. Пусть v, α, β =
(β1, . . . , βn−1), z = (z1, . . . , zn)—фазовые переменные в гладкой динамической системе, правые
части которой — однородные полиномы по переменным v, z с коэффициентами, зависящими от
α, β следующим образом:

(v̇, żn, . . . , ż1, vα̇, vβ̇1, . . . , vβ̇n−1)
T = A(α, β)P,

P T = (v2, vzn, . . . , vz1, z
2
n, znzn−1, . . . , znz1, z

2
n−1, zn−1zn−2, . . . , zn−1z1, . . . , z

2
2 , z2z1, z

2
1),

(5.3.1)

где A(α, β)—матрица размером (2n+ 1)× (n+ 1)(n+ 2)/2 (система, аналогичная (1.3.1), (2.3.1),
(3.3.1), (4.3.1)).

Тогда, выбирая новую независимую переменную q (dq = vdt, d/dq =<′>, v �= 0), а также
новые фазовые переменные Zk, zk = Zkv, k = 1, . . . , n, Z = (Z1, . . . , Zn), систему (5.3.1) можно
переписать в следующем виде:

v′ = vΨ(α,Z), Ψ(α,Z) = Av(α, β)Q,

QT = (1, Zn, . . . , Z1, Z
2
n, ZnZn−1, . . . , ZnZ1, Z

2
n−1, Zn−1Zn−2, . . . , Zn−1Z1, . . . , Z

2
2 , Z2Z1, Z

2
1 ),

(5.3.2)

(Z ′
n, . . . , Z

′
1, α

′, β′
1, . . . , β

′
n−1)

T = Â(α, β)Q − (ZnΨ(α,Z), . . . , Z1Ψ(α,Z), 0, . . . , 0)T , (5.3.3)

где Av(α, β)—первая строка матрицы A(α, β), а Â(α, β)—матрица A(α, β) без первой строки, т.е.

A(α, β) =

(
Av(α, β)

Â(α, β)

)
.

При этом уравнение (5.3.2) на v отделяется, что дает возможность рассматривать 2n
оставшихся уравнений в качестве системы (5.3.3) на 2n-мерном фазовом многообразии
N2n{Zn, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−1}.
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В данном разделе мы ограничимся следующим важным частным случаем системы (5.3.2),
(5.3.3) порядка 2n+ 1:

v′ = vΨ(α,Z), Ψ(α,Z) = −b(Z2
1 + . . .+ Z2

n)Δ̃(α)fn(α), Δ̃(α) =
dΔ(α)

dα
, Δ(α) =

δ(α)

fn(α)
, (5.3.4)

α′ = fn(α)Zn + b(Z2
1 + . . . + Z2

n)δ(α),

Z ′
n = −fn(α) [Γ

α
αα(α, β) +Dfn(α)]Z

2
n − f2

1 (α)

fn(α)
Γα
11(α, β)Z

2
n−1−

− f2
2 (α)

fn(α)
g21(β1)Γ

α
22(α, β)Z

2
n−2 − . . .

. . . − f2
n−1(α)

fn(α)
g2n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

α
n−1,n−1(α, β)Z

2
1 − ZnΨ(α,Z) = ζn(Z;α, β),

Z ′
n−1 = −fn(α)

[
2Γ1

α1(α, β) +Df1(α)
]
Zn−1Zn − f2

2 (α)

f1(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β)Z

2
n−2 − . . .

. . . − f2
n−1(α)

f1(α)
g2n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

1
n−1,n−1(α, β)Z

2
1 − Zn−1Ψ(α,Z) = ζn−1(Z;α, β),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Z ′
2 = −fn(α)

[
2Γn−2

α,n−2(α, β) +Dfn−2(α)
]
Z2Zn−

− f1(α)
[
2Γn−2

1,n−2(α, β) +Dgn−3(β1)
]
Z2Zn−1 − . . .

. . . − fn−3(α)gn−4(β1)hn−5(β2) . . . s1(βn−4)
[
2Γn−2

n−3,n−2(α, β) +Dr1(βn−3)
]
Z2Z3−

− f2
n−1(α)

fn−2(α)

g2n−2(β1)

gn−3(β1)

h2n−3(β2)

hn−4(β2)
. . .

r22(βn−3)

r1(βn−3)
i21(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(α, β)Z

2
1−

− Z2Ψ(α,Z) = ζ2(Z;α, β),

Z ′
1 = −fn(α)

[
2Γn−1

α,n−1(α, β) +Dfn−1(α)
]
Z1Zn−

− f1(α)
[
2Γn−1

1,n−1(α, β) +Dgn−2(β1)
]
Z1Zn−1−

− f2(α)g1(β1)
[
2Γn−1

2,n−1(α, β) +Dhn−3(β2)
]
Z1Zn−2 − . . .

. . . − fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)
[
2Γn−1

n−2,n−1(α, β) +Di1(βn−2)
]
Z1Z2−

− Z1Ψ(α,Z) = ζ1(Z;α, β),

β′
1 = Zn−1f1(α),

β′
2 = Zn−2f2(α)g1(β1),

β′
3 = Zn−3f3(α)g2(β1)h1(β2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β′
n−1 = Z1fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2),

(5.3.5)
DQ(ξ) = d ln |Q(ξ)|/dξ, b � 0, δ(α), fk(α), k = 1, . . . , n, gl(β1), l = 1, . . . , n− 2, hm(β2),
m = 1, . . . , n− 3, . . ., i1(βn−2), Γi

jk(α, β), i, j, k = α, β —некоторые гладкие функции, и будем рас-
сматривать систему (5.3.4), (5.3.5) как систему при отсутствии внешнего поля сил.

Уравнение (5.3.4) отделяется, что дает возможность рассматривать уравнения (5.3.5) в качестве
независимой системы (с n степенями свободы) на 2n-мерном многообразии

N2n{Zn, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−1} = TMn{Zn, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−1}
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(касательном расслоении гладкого n-мерного многообразия Mn{α, β1, . . . , βn−1}, см. также [64,
73, 74]).

Система (5.3.4), (5.3.5) имеет более общий вид, чем система (5.2.29)–(5.2.37) (где в данном
случае нужно формально заменить n → n+1), взятая из динамики многомерного твердого тела,
и при b = σn1, δ(α) = sinα, а также при

f1(α) ≡ . . . ≡ fn−1(α) =
cosα

sinα
, fn(α) ≡ −1, g1(β1) ≡ . . . ≡ gn−2(β1) = − 1

sinβ1
,

h1(β2) ≡ . . . ≡ hn−3(β2) = − 1

sin β2
, . . . , i1(βn−2) = − 1

sin βn−2
, Γα

αα(α, β) ≡ 0,

Γ1
α1(α, β) ≡ . . . ≡ Γn−1

αn−1(α, β) =
1 + cos2 α

2 cosα sinα
, Γ2

12(α, β) ≡ . . . ≡ Γn−1
1,n−1(α, β) =

cos β1
sin β1

,

. . . , Γn−1
n−2,n−1(α, β) =

cos βn−2

sin βn−2
, Γα

11(α, β) = − sinα

cosα
, Γα

22(α, β) = − sinα

cosα
sin2 β1, . . . ,

Γα
n−1,n−1(α, β) = − sinα

cosα
sin2 β1 . . . sin

2 βn−2, Γ
1
22(α, β) = − sin β1 cos β1,

Γ1
33(α, β) = − sin β1 cosβ1 sin

2 β2, . . . , Γ
1
n−1,n−1(α, β) = − sin β1 cos β1 sin

2 β2 . . . sin
2 βn−2,

. . . , Γn−2
n−1,n−1(α, β) = − sinβn−2 cos βn−2,

в частности, они совпадают.
Рассмотрим структуру системы (5.3.5). Она для простоты соответствует следующим уравне-

ниям геодезических линий с n(n − 1) + 1 ненулевым коэффициентом связности на касательном
расслоении TMn{α̇, β̇1, . . . , β̇n−1;α, β1, . . . , βn−1} многообразия Mn{α, β1, . . . , βn−1} (в частности,
на расслоении (n-мерной) поверхности вращения, пространства Лобачевского и т.д.):

α̈+ Γα
αα(α, β)α̇

2 + Γα
11(α, β)β̇

2
1 + . . .+ Γα

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0,

β̈1 + 2Γ1
α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1

22(α, β)β̇
2
2 + . . .+ Γ1

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0,

β̈2 + 2Γ2
α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2

12(α, β)β̇1β̇2 + Γ2
33(α, β)β̇

2
3 + . . .+ Γ2

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0,

β̈3 + 2Γ3
α3(α, β)α̇β̇3 + 2Γ3

13(α, β)β̇1β̇3 + 2Γ3
23(α, β)β̇2β̇3+

+ Γ3
44(α, β)β̇

2
4 + . . .+ Γ3

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β̈n−2 + 2Γn−2
α,n−2(α, β)α̇β̇n−2 + 2Γn−2

1,n−2(α, β)β̇1β̇n−2 + . . .+

+ Γn−2
n−3,n−2(α, β)β̇n−3β̇n−2 + Γn−2

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0,

β̈n−1 + 2Γn−1
α,n−1(α, β)α̇β̇n−1 + 2Γn−1

1,n−1(α, β)β̇1β̇n−1 + . . . + Γn−1
n−2,n−1(α, β)β̇n−2β̇n−1 = 0.

(5.3.6)

Действительно, выбрав новые координаты z1, . . ., zn в касательном пространстве в виде

α̇ = znfn(α),

β̇1 = zn−1f1(α),

β̇2 = zn−2f2(α)g1(β1),

β̇3 = zn−3f3(α)g2(β1)h1(β2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β̇n−1 = z1fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2),

(5.3.7)

мы получаем следующие соотношения (ср. с (5.3.5)):

Z ′
k = ζk(Z;α, β), k = 1, . . . , n, (5.3.8)
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при этом уравнения (5.3.6) почти всюду эквивалентны совокупности (5.3.7), (5.3.8), которая,
прежде всего, присутствует в системе (5.3.5). Здесь для полной ясности лучше изменить незави-
симую переменную и вместо (5.3.7) выбрать равенства

α′ = Znfn(α),

β′
1 = Zn−1f1(α),

β′
2 = Zn−2f2(α)g1(β1),

β′
3 = Zn−3f3(α)g2(β1)h1(β2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β′
n−1 = Z1fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2).

Отметим задачи, приводящие к уравнениям (5.3.6).
(a) Системы на касательном расслоении к n-мерной сфере. Здесь необходимо выделить два

случая метрик на сфере. Один случай — метрика, индуцированная евклидовой метрикой объем-
лющего (n + 1)-мерного пространства. Такая метрика естественна для изучения задачи о дви-
жении точки по такой сфере. Второй случай — приведенная метрика, индуцированная группами
симметрий, характерных для пространственного движения динамически симметричного (n+1)-
мерного твердого тела (см. также [77,79, 80]).

(b) Системы на касательном расслоении более общей n-мерной поверхности вращения.
(c) Системы на касательном расслоении n-мерного пространства Лобачевского в модели Клей-

на.
Далее, в системе (5.3.4), (5.3.5) также присутствуют коэффициенты при параметре b � 0.

Но, как и в системах (1.3.5), (1.3.6), (2.3.4), (2.3.5), (3.3.4), (3.3.5) и других, они не нарушают
консервативности, поскольку система (5.3.4), (5.3.5) обладает полным набором (а именно, n+ 2)
гладких первых интегралов.

5.3.1. О количествах неизвестных функций и условий, на них накладываемых. Если рассмат-
ривать общие уравнения геодезических на касательном расслоении n-мерного гладкого многооб-
разия, то разных ненулевых коэффициентов связности, вообще говоря, будет n2(n + 1)/2 функ-
ций. Как видно из этого, общая задача интегрирования уравнений геодезических очень сложна.
К данному количеству коэффициентов связности добавляются еще функции (в нашем случае
fk(α), k = 1, . . . , n, gl(β1), l = 1, . . . , n − 2, hm(β2), m = 1, . . . , n − 3, . . ., i1(βn−2) из (5.3.7)),
определяющие координаты на касательном расслоении.

Поэтому, как было отмечено ранее, ограничимся лишь n(n− 1)+1 ненулевым коэффициентом
связности, формирующим уравнения геодезических (5.3.6). При этом по такому количеству выби-
рается и количество функций, определяющих координаты на касательном расслоении — их будет
n(n − 1)/2 + 1 функция. Таким образом, мы имеем 3n(n − 1)/2 + 2 функции, характеризующие
исключительно геометрию фазового многообразия и координаты на нем.

Каково же количество накладываемых алгебраических и дифференциальных условий (B(n))
на имеющиеся A(n) = 3n(n−1)/2+2 функции? Ведь данные условия являются достаточными для
полного интегрирования уравнений геодезических. Понятно, что таких функциональных условий
должно быть меньше A(n), иначе задача не имеет смысла. Вопрос — на сколько меньше, потому
что чем меньше число B(n), тем больше разность A(n) − B(n), и тем больше систем уравнений
геодезических допускают полный набор инвариантов для их интегрирования.

В данной работе будем накладывать B(n) = (n − 1)2 + n(n − 1)/2 + 1 условие на имеющиеся
A(n) функций. Число B(n) складывается из трех слагаемых: B(n) = B1(n) +B2(n) +B3(n).

Число B1(n) равно количеству условий, накладываемых на функции fk(α), k = 1, . . . , n, gl(β1),
l = 1, . . . , n− 2, hm(β2), m = 1, . . . , n− 3, . . ., i1(βn−2), а именно,
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f1(α) ≡ . . . ≡ fn−1(α) =: f(α),

g1(β1) ≡ . . . ≡ gn−2(β1) =: g(β1),

h1(β2) ≡ . . . ≡ hn−3(β2) =: h(β2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

i1(βn−2) =: i(βn−2),

(5.3.9)

т.е. B1(n) = (n− 1)(n − 2)/2.
Число B2(n) равно количеству условий, накладываемых на коэффициенты связности, а имен-

но,
Γ1
α1(α, β) ≡ . . . ≡ Γn−1

α,n−1(α, β) ≡ Γ1(α),

Γ2
12(α, β) ≡ . . . ≡ Γn−1

1,n−1(α, β) ≡ Γ2(β1),

Γ3
23(α, β) ≡ . . . ≡ Γn−1

2,n−1(α, β) ≡ Γ3(β2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Γn−1
n−2,n−1(α, β) ≡ Γn−1(βn−2),

(5.3.10)

т.е. B2(n) = n(n− 1)/2.
Число B3(n) равно количеству алгебраических и дифференциальных условий, накладываемых

и на функции fk(α), k = 1, . . . , n, gl(β1), l = 1, . . . , n − 2, hm(β2), m = 1, . . . , n − 3, . . ., i1(βn−2), и
на коэффициенты связности, а именно,

f2
n(α)

[
2Γ1

α1(α, β) +Df1(α)
]
+ f2

1 (α)Γ
α
11(α, β) ≡ 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

f2
n(α)

[
2Γn−1

α,n−1(α, β) +Dfn−1(α)
]
+

+ f2
n−1(α)g

2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

α
n−1,n−1(α, β) ≡ 0,

f2
1 (α)

[
2Γ2

12(α, β) +Dg1(β1)
]
+ f2

2 (α)g
2
1(β1)Γ

1
22(α, β) ≡ 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

f2
1 (α)

[
2Γn−1

1,n−1(α, β) +Dgn−2(β1)
]
+

+ f2
n−1(α)g

2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

1
n−1,n−1(α, β) ≡ 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

f2
n−2(α)g

2
n−3(β1)h

2
n−4(β2) . . . r

2
1(βn−3)

[
2Γn−1

n−2,n−1(α, β) +Di1(βn−2)
]
+

+ f2
n−1(α)g

2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(α, β) ≡ 0,

Γα
αα(α, β) +

d ln |fn(α)|
dα

≡ 0,

(5.3.11)

т.е. B3(n) = n(n− 1)/2 + 1.
Видно, что в общем случае

B(n) = B1(n) +B2(n) +B3(n) =

=
(n − 1)(n− 2)

2
+

n(n− 1)

2
+

n(n− 1)

2
+ 1 = (n− 1)2 +

n(n− 1)

2
+ 1,

при этом

A(n)−B(n) =
3n(n− 1)

2
+ 2− (n− 1)2 − n(n− 1)

2
− 1 = n,

что говорит об увеличении количества произвольных функций по сравнению с условиями, на-
кладываемыми на них, ровно на n (n—размерность рассматриваемого риманова многообразия).
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Замечание 5.1. Пусть выполнены условия (5.3.9), (5.3.10), при этом реализуется система
дифференциальных равенств (5.3.11). Тогда справедливы следующее n(n− 1)/2 + 1 тождество:

Γα
11(α, β) = Γα

11(α), Γα
22(α, β) = Γα

22(α, β1), . . . ,

Γα
n−1,n−1(α, β) = Γα

n−1,n−1(α, β1, . . . , βn−2),

Γ1
22(α, β) = Γ1

22(β1), Γ1
33(α, β) = Γ1

33(β1, β2), . . . ,

Γ1
n−1,n−1(α, β) = Γ1

n−1,n−1(β1, . . . , βn−2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Γn−2
n−1,n−1(α, β) = Γn−2

n−1,n−1(βn−2),

Γα
αα(α, β) ≡ Γα

αα(α),

(5.3.12)

а также (n− 1)(n − 2)/2 тождеств

Γα
11(α) ≡ g2(β1)Γ

α
22(α, β1) ≡ g2(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β1, β2) ≡ . . .

. . . ≡ g2(β1)h
2(β2) . . . i

2(βn−2)Γ
α
n−1,n−1(α, β1, . . . , βn−2) =: Γn(α),

Γ1
22(β1) ≡ h2(β2)Γ

1
33(β1, β2) ≡ . . . ≡ h2(β2) . . . i

2(βn−2)Γ
1
n−1,n−1(β1, . . . , βn−2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Γn−3
n−2,n−2(βn−3) ≡ i2(βn−2)Γ

n−3
n−1,n−1(βn−3, βn−2).

(5.3.13)

Доказательство. В условиях замечания первая группа из первых n − 1 равенства из (5.3.11)
переписывается в виде

f2
n(α) [2Γ1(α) +Df(α)] + f2(α)Γα

11(α, β) ≡ 0,

f2
n(α) [2Γ1(α) +Df(α)] + f2(α)g2(β1)Γ

α
22(α, β) ≡ 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

f2
n(α) [2Γ1(α) +Df(α)]+

+ f2(α)g2(β1)h
2(β2) . . . i

2(βn−2)Γ
α
n−1,n−1(α, β) ≡ 0.

(5.3.14)

Из (5.3.14) следуют первые две строки тождеств из (5.3.12) и первые две строки тождеств из
(5.3.13).

Далее, в условиях замечания вторая группа из n−2 равенств из (5.3.11) переписывается в виде

[2Γ2(β1) +Dg(β1)] + g2(β1)Γ
1
22(α, β) ≡ 0,

[2Γ2(β1) +Dg(β1)] + g2(β1)h
2(β2)Γ

1
33(α, β) ≡ 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

[2Γ2(β1) +Dg(β1)] +

+ g2(β1)h
2(β2) . . . i

2(βn−2)Γ
1
n−1,n−1(α, β) ≡ 0.

(5.3.15)

Из (5.3.15) следуют вторые две строки тождеств из (5.3.12) и третья строка тождеств из
(5.3.13).

И так далее.
И, наконец, в условиях замечания (n − 1)-я группа из одного равенства из (5.3.11) переписы-

вается в виде
[2Γn−1(βn−2) +Di(βn−2)] + i2(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(α, β) ≡ 0. (5.3.16)

Из (5.3.16) следует предпоследняя строка тождеств из (5.3.12).
Из последней строки (5.3.11) также следует последняя строка тождеств из (5.3.12). �
Следующее замечание является в некотором смысле обратным к замечанию 5.1.
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Замечание 5.2. Пусть выполнены условия (5.3.9), (5.3.10), при этом реализуются (n− 1)2+1
тождество (5.3.12) и (5.3.13). Тогда система дифференциальных равенств (5.3.11) перепишется в
следующем виде:

Γα
11(α) ≡ g2(β1)Γ

α
22(α, β1) ≡ g2(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β1, β2) ≡ . . .

. . . ≡ g2(β1)h
2(β2) . . . i

2(βn−2)Γ
α
n−1,n−1(α, β1, . . . , βn−2) =: Γn(α),

Γ1
22(β1) ≡ h2(β2)Γ

1
33(β1, β2) ≡ . . . ≡ h2(β2) . . . i

2(βn−2)Γ
1
n−1,n−1(β1, . . . , βn−2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Γn−3
n−2,n−2(βn−3) ≡ i2(βn−2)Γ

n−3
n−1,n−1(βn−3, βn−2); Γα

αα(α) +
d ln |fn(α)|

dα
≡ 0;

f2
n(α) [2Γ1(α) +Df(α)] + f2(α)Γn(α) ≡ 0,

2Γ2(β1) +Dg(β1) + g2(β1)Γ
1
22(β1) ≡ 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

2Γn−1(βn−2) +Di(βn−2) + i2(βn−2)Γ
n−2
n−1,n−1(βn−2) ≡ 0.

(5.3.17)

Таким образом, при выполнении (n−1)2 условий (5.3.9), (5.3.10) n(n−1)/2+1 условие (5.3.11)
и n(n− 1)/2 + 1 условие (5.3.17) в упомянутом смысле эквивалентны.

5.3.2. Достаточные условия интегрируемости. Для полного интегрирования системы порядка
2n + 1 достаточно знать, вообще говоря, 2n независимых инвариантов.

Как будет показано, для полного интегрирования системы (5.3.4), (5.3.5) достаточно знать
n + 2 независимых тензорных инварианта: или n + 2 первых интеграла, или n + 2 независимых
дифференциальных формы, или какую-то комбинацию из интегралов и форм общим количеством
n + 2. При этом, конечно, инварианты (в частности, для случая отсутствия внешнего поля сил)
можно искать и в более общем виде, чем рассмотрено далее.

И то, что полный набор состоит из n + 2, а не из 2n, тензорных инвариантов (помимо упомя-
нутого тривиального), будет показано ниже.

Как известно, первым интегралом уравнений геодезических линий (5.3.6), переписанных в виде

ẍi +

n∑
j,k=1

Γi
jk(x)ẋ

j ẋk = 0, i = 1, . . . , n, (5.3.18)

является гладкая функция

Φ(ẋ;x) =

n∑
j,k=1

gjk(x)ẋ
j ẋk, (5.3.19)

но мы представим его в более простой форме, нужным образом подобрав координаты на каса-
тельном расслоении, тем самым «выпрямив» квадратичную форму на фазовом многообразии.

Кроме того, подчеркнем, что в следующей теореме 5.3 (которая справедлива и при более об-
щих условиях) накладываются (n − 1)2 + n(n − 1)/2 + 1 алгебраическое и дифференциальное
соотношение (5.3.9), (5.3.10), (5.3.17) на 3n(n − 1)/2 + 2 функции: на n(n − 1)/2 + 1 функцию
fk(α), k = 1, . . . , n, gl(β1), l = 1, . . . , n − 2, hm(β2), m = 1, . . . , n − 3, . . ., i1(βn−2) из (5.3.7) и на
n(n− 1) + 1, вообще говоря, ненулевой коэффициент связности Γi

jk(α, β) из (5.3.6).

Теорема 5.3. Если выполнены условия (5.3.9), (5.3.10), (5.3.17), то система (5.3.4), (5.3.5),
рассмотренная на произведении R

1
+{v} × TMn{Zn, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−1}, обладает полным на-

бором, состоящим из n+ 2 гладких первых интегралов вида

Φ0(v;Zn;α) = v2(1 + 2bZnΔ(α)) = C0 = const; (5.3.20)

Φ1(v;Zn, . . . , Z1) = v2(Z2
1 + . . .+ Z2

n) = C2
1 = const; (5.3.21)
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Φ2(v;Zn−1, . . . , Z1;α) = v2
√

Z2
1 + . . . + Z2

n−1Δ(α) = C2 = const,

Δ(α) = A1f(α) exp

⎧⎨
⎩2

α∫

α0

Γ1(b)db

⎫⎬
⎭ , A1 = const;

(5.3.22)

Φ3(v;Zn−2, . . . , Z1;α, β1) = v2
√

Z2
1 + . . . + Z2

n−2Δ(α)Ψ1(β1) = C3 = const,

Ψ1(β1) = g(β1) exp

⎧⎪⎨
⎪⎩
2

β1∫

β1,0

Γ2(b)db

⎫⎪⎬
⎪⎭

;
(5.3.23)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Φn(v;Z1;α, β1, . . . , βn−2) = v2Z1Δ(α)Ψ1(β1) . . .Ψn−2(βn−2) = Cn = const,

Ψn−2(βn−2) = i(βn−2) exp

⎧⎪⎨
⎪⎩
2

βn−2∫

βn−2,0

Γn−1(b)db

⎫⎪⎬
⎪⎭

;
(5.3.24)

Φn+1(βn−2, βn−1) = βn−1 ±
βn−2∫

βn−2,0

Cni(b)√
C2
n−1Ψ

2
n−2(b)−C2

n

db = Cn+1 = const . (5.3.25)

Более того, после некоторого ее приведения— замен независимой переменной
d

dt
= fn(α)

d

dτ
(5.3.26)

и фазовых

wn = Zn, w∗
n−1 = ln |wn−1|, wn−1 =

√
Z2
1 + . . .+ Z2

n−1,

w∗
s = ln

∣∣∣ws +
√

1 + w2
s

∣∣∣ , s = 1, . . . , n − 2,

wn−2 =
Z2

Z1
, wn−3 =

Z3√
Z2
1 + Z2

2

, . . . , w1 =
Zn−1√

Z2
1 + . . .+ Z2

n−2

(5.3.27)

— фазовый поток системы (5.3.4), (5.3.5) сохраняет фазовый объем с плотностью

ρ(v;α) =
v3

fn(α)

на произведении R1
+{v}×TMn{wn, w

∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−1}, т.е. сохраняется соответству-

ющая внешняя дифференциальная форма

v3

fn(α)
dv ∧ dwn ∧ dw∗

n−1 ∧ . . . ∧ dw∗
1 ∧ dα ∧ dβ1 ∧ . . . ∧ dβn−1.

Доказательство. Докажем, для начала, вторую часть теоремы 5.3, а именно, сделаем замены
(5.3.26) независимой переменной и (5.3.27) фазовых переменных. Тогда система (5.3.4), (5.3.5)
при выполнении условий (5.3.9), (5.3.10), (5.3.17) распадается следующим образом:

v′ = vΨ1(α,w), Ψ1(α,w) = −b(e2w
∗
n−1 +w2

n)Δ̃(α), (5.3.28)

α′ = wn + b(e2w
∗
n−1 + w2

n)Δ(α),

w′
n = −f2(α)

f2
n(α)

Γn(α)e
2w∗

n−1 − wnΨ1(α,w),

w′∗
n−1 =

f2(α)

f2
n(α)

Γn(α)wn −Ψ1(α,w),

(5.3.29)
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w′∗
s = ew

∗
n−1Ξs(w

∗
s−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βs−1)

[
2Γs+1(βs) +

d ln |j(βs)|
dβs

]
,

β′
s = ew

∗
n−1Ξs(w

∗
s−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βs−1)

Ws(w
∗
s)√

1 +W 2
s (w

∗
s)
, s = 1, . . . , n− 2,

(5.3.30)

β′
n−1 = ± ew

∗
n−1√

(1 +W 2
1 (w

∗
1)) . . . (1 +W 2

n−2(w
∗
n−2))

f(α)

fn(α)
g(β1)h(β2) . . . i(βn−2), (5.3.31)

где

Ξs(w
∗
s−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βs−1) = ± f(α)

fn(α)
g(β1)h(β2) . . . j(βs−1)×

× 1√
(1 +W 2

1 (w
∗
1)) . . . (1 +W 2

s−1(w
∗
s−1))

, s = 1, . . . , n− 2,
(5.3.32)

ws = Ws(w
∗
s), s = 1, . . . , n− 2,

в силу замены (5.3.27), при этом в составной системе (5.3.28)–(5.3.31) штрихом обозначена также
производная по новому независимому переменному τ . Здесь j(βs)—функция от соответствующе-
го угла βs (например, f(α), g(β1), . . ., i(βn−2)).

При этом, более явно,

Ξ1(α) = ± f(α)

fn(α)
,

Ξ2(w
∗
1 ;α, β1) = ± f(α)

fn(α)
g(β1)

1√
1 +W 2

1 (w
∗
1)
,

Ξ3(w
∗
2 , w

∗
1;α, β1, β2) = ± f(α)

fn(α)
g(β1)h(β2)

1√
(1 +W 2

1 (w
∗
1))(1 +W 2

2 (w
∗
2))

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Ξn−2(w
∗
n−3, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−3) = ± f(α)

fn(α)
g(β1)h(β2) . . . r(βn−3)×

× 1√
(1 +W 2

1 (w
∗
1)) . . . (1 +W 2

n−3(w
∗
n−3))

.

(5.3.33)

Видно, что для полной интегрируемости системы (5.3.28)–(5.3.31) достаточно указать два неза-
висимых тензорных инварианта системы (5.3.29), по одному — для систем (5.3.30) (их всего n−2;
после соответствующих замен независимых переменных в них) и два дополнительных тензорных
инварианта, привязывающих уравнения (5.3.28) и (5.3.31) (т.е. всего n+ 2).

Как было указано выше, вычисление с некоторым множителем ρ(v;α, β;w) дивергенции век-
торного поля W0(v;α, β;w) системы (5.3.28)–(5.3.31) есть не что иное, как вычисление диверген-
ции векторного поля ρ(v;α, β,w)W0(v;α, β;w) преобразованной системы (т.е. системы (5.3.28)–
(5.3.31), умноженной на ρ(v;α, β;w)) после замены ρ(v;α, β;w)d/dt1 = d/dt2 старой независимой
переменной t1 при переходе к новой независимой переменной t2 в системе (5.3.28)–(5.3.31).

Используем для вычисления дивергенции векторного поля W0(v;α, β;w) системы (5.3.28)–
(5.3.31) функцию ρ2(v) = v3 (полученную ранее для системы (1.3.10), (1.3.11) без внешнего поля
сил, а также используемую для систем (1.5.1), (1.5.2), (2.3.23), (2.3.24), (2.6.1), (2.6.2) и других).
Имеем:

div
[
v3W0(v;α, β;w)

]
= −4v3b(e2w

∗
n−1 + w2

n)Δ̃(α) + v3b(e2w
∗
n−1 + w2

n)Δ̃(α)+

+ v3b(e2w
∗
n−1 + 3w2

n)Δ̃(α) + 2v3be2w
∗
n−1Δ̃(α) + 0 + . . . + 0 ≡ 0,

что и доказывает вторую часть теоремы.
Докажем первую часть теоремы о существовании n+ 2 первых интегралов.
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Действительно, дифференцирование функции (5.3.20) в силу системы (5.3.4), (5.3.5) при вы-
полнении условий (5.3.9), (5.3.10), (5.3.17) дает

2bv2fn(α)(Z
2
1 + . . .+ Z2

n−1)

{[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Δ(α)− dΔ(α)

dα

}
≡ 0,

поскольку следующее тождество

dΔ(α)

dα
=

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Δ(α) (5.3.34)

выполнено тогда и только тогда, когда выполнено второе уравнение из (5.3.22).
Дифференцирование функции (5.3.21) в силу системы (5.3.4), (5.3.5) в условиях теоремы дает

− 2
[
f2
n(α)

[
2Γ1

α1(α, β) +Df1(α)
]
+ f2

1 (α)Γ
α
11(α, β)

] v2Z2
n−1Zn

fn(α)
−

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

− 2
[
f2
n(α)

[
2Γn−1

α,n−1(α, β) +Dfn−1(α)
]
+

+f2
n−1(α)g

2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

α
n−1,n−1(α, β)

] v2Z2
1Zn

fn(α)
−

− 2
[
f2
1 (α)

[
2Γ2

12(α, β) +Dg1(β1)
]
+ f2

2 (α)g
2
1(β1)Γ

1
22(α, β)

] v2Z2
n−2Zn−1

f1(α)
−

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

− 2
[
f2
1 (α)

[
2Γn−1

1,n−1(α, β) +Dgn−2(β1)
]
+

+f2
n−1(α)g

2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

1
n−1,n−1(α, β)

] v2Z2
1Zn−1

f1(α)
−

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

− 2
[
f2
n−2(α)g

2
n−3(β1)h

2
n−4(β2) . . . r

2
1(βn−3)

[
2Γn−1

n−2,n−1(α, β) +Di1(βn−2)
]
+

+f2
n−1(α)g

2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(α, β)

]
×

× v2Z2
1Z2

fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)
≡ 0.

Дифференцирование функции Φ2 из (5.3.22) в силу системы (5.3.4), (5.3.5) в условиях теоремы
дает

−v2fn(α)
√

Z2
1 + . . . + Z2

n−1Zn

{[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Δ(α)− dΔ(α)

dα

}
.

Но, благодаря второму уравнению из (5.3.22), функция Δ(α) удовлетворяет обыкновенному диф-
ференциальному уравнению (5.3.34), что и доказывает наличие первого интеграла (5.3.22).

Дифференцирование функции (5.3.23) в силу системы (5.3.4), (5.3.5) в условиях теоремы дает

−v2fn(α)

{[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Δ(α)− dΔ(α)

dα

}√
Z2
1 + . . .+ Z2

n−2ZnΨ1(β1)−

−v2f(α)

{[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
Ψ1(β1)− dΨ1(β1)

dβ1

}√
Z2
1 + . . .+ Z2

n−2Zn−1Δ(α).

Но функции Δ(α) и Ψ1(β1) удовлетворяют, соответственно, обыкновенным дифференциальным
уравнениям (5.3.34) и

dΨ1(β1)

dβ1
=

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
Ψ1(β1), (5.3.35)

что и доказывает наличие первого интеграла (5.3.23).
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В дальнейшем по предположению индукции считаем, что в условиях теоремы доказано суще-
ствование первого интеграла вида

Φn−1(v;Z2, Z1;α, β1, . . . , βn−3) = v2
√
Z2
1 + Z2

2 Δ(α)Ψ1(β1) . . .Ψn−3(βn−3) = Cn−1 = const .

(5.3.36)
Идем далее. Дифференцирование функции (5.3.24) в силу системы (5.3.4), (5.3.5) в условиях

теоремы дает

− v2fn(α)Z1ZnΨ1(β1) . . .Ψn−2(βn−2)

[[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Δ(α)− dΔ(α)

dα

]
+

+ v2Z1Zn−1f(α)Δ(α)Ψ2(β2) . . .Ψn−2(βn−2)

[
−
[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
Ψ1(β1) +

dΨ1(β1)

dβ1

]
+

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

+ v2Z1Z2f(α)g(β1) . . . r(βn−3)Δ(α)Ψ1(β1) . . .Ψn−3(βn−3)×

×
[
(−1)n

[
2Γn−1(βn−2) +

d ln |i(βn−2)|
dβn−2

]
Ψn−2(βn−2) + (−1)n+1 dΨn−2(βn−2)

dβn−2

]
.

Но функции Δ(α), Ψ1(β1), . . ., Ψn−2(βn−2) удовлетворяют, соответственно, обыкновенным диф-
ференциальным уравнениям (5.3.34), (5.3.35), . . ., а также

dΨn−2(βn−2)

dβn−2
=

[
2Γn−1(βn−2) +

d ln |i(βn−2)|
dβn−2

]
Ψn−2(βn−2), (5.3.37)

что и доказывает наличие первого интеграла (5.3.24).
Далее, рассмотрим два уровня Cn−1 и Cn первых интегралов (5.3.36) и (5.3.24) соответственно.

На этих уровнях справедливо равенство

Z1

Z2
= ∓ Cn√

C2
n−1Ψ

2
n−2(βn−2)− C2

n

. (5.3.38)

Но угол βn−1 будем искать из следующего уравнения, полученного из двух последних уравнений
системы (5.3.5):

dβn−1

dβn−2
=

Z1

Z2
i(βn−2).

Используя в этом уравнении равенство (5.3.38), и получаем требуемое утверждение о наличии
первого интеграла (5.3.25).

Теорема полностью доказана. �
Заметим также, что равенства (5.3.11) могут трактоваться как возможность преобразования

квадратичной формы метрики многообразия к каноническому виду с законом сохранения энергии
(5.3.21). История и текущее состояние рассмотрения данной более общей проблемы достаточно
обширны. Ну а поиск первых интегралов опирается на наличие в системе дополнительных групп
симметрий.

Пример 5.1. В случае обобщенных сферических координат (α, β1, . . . , βn−1), когда метрика
на n-мерной сфере S

n индуцирована евклидовой метрикой объемлющего (n + 1)-мерного про-
странства (задача класса (a)), система порядка 2n + 1, при получении которой использованы
уравнения геодезических
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α̈−
[
β̇2
1 + β̇2

2 sin
2 β1 + β̇2

3 sin
2 β1 sin

2 β2 + . . .+ β̇2
n−1 sin

2 β1 . . . sin
2 βn−2

]
sinα cosα = 0,

β̈1 + 2α̇β̇1
cosα

sinα
−

−
[
β̇2
2 + β̇2

3 sin
2 β2 + β̇2

4 sin
2 β2 sin

2 β3 + . . . + β̇2
n−1 sin

2 β2 . . . sin
2 βn−2

]
sin β1 cos β1 = 0,

β̈2 + 2α̇β̇2
cosα

sinα
+ 2β̇1β̇2

cos β1
sinβ1

−

−
[
β̇2
3 + β̇2

4 sin
2 β3 + β̇2

5 sin
2 β3 sin

2 β4 + . . . + β̇2
n−1 sin

2 β3 . . . sin
2 βn−2

]
sin β2 cos β2 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β̈n−2 + 2α̇β̇n−2
cosα

sinα
+ 2β̇1β̇n−2

cos β1
sin β1

+ . . .+ 2β̇n−3β̇n−2
cos βn−3

sin βn−3
−

− β̇2
n−1 sin βn−2 cos βn−2 = 0,

β̈n−1 + 2α̇β̇n−1
cosα

sinα
+ 2β̇1β̇n−1

cos β1
sin β1

+ . . .+ 2β̇n−2β̇n−1
cos βn−2

sin βn−2
= 0

(5.3.39)

и имеющая первые интегралы (5.3.20)–(5.3.25), примет следующий вид:

v′ = vΨ(α,Z), Ψ(α,Z) = −b(Z2
1 + . . .+ Z2

n) cosα,

α′ = −Zn + b(Z2
1 + . . . + Z2

n) sinα,

Z ′
n = −(Z2

1 + . . . + Z2
n−1)

cosα

sinα
− ZnΨ(α,Z),

Z ′
n−1 = Zn−1Zn

cosα

sinα
+ (Z2

1 + . . .+ Z2
n−2)

1

sinα

cos β1
sin β1

− Zn−1Ψ(α,Z),

Z ′
n−2 = Zn−2Zn

cosα

sinα
− Zn−2Zn−1

1

sinα

cosβ1
sinβ1

−

− (Z2
1 + . . .+ Z2

n−3)
1

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

− Zn−2Ψ(α,Z),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Z ′
1 = Z1Zn

cosα

sinα
+ Z1

1

sinα

{
n−1∑
s=2

(−1)s+1Zn+1−s
cos βs−1

sin β1 . . . sin βs−1

}
− Z1Ψ(α,Z),

β′
1 = Zn−1

1

sinα
,

β′
2 = −Zn−2

1

sinα

1

sin β1
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β′
n−1 = (−1)nZ1

1

sinα

1

sin β1 . . . sin βn−2
.

(5.3.40)

Пример 5.2. В случае обобщенных сферических координат (α, β1, . . . , βn−1), но когда метрика
на n-мерной сфере S

n индуцирована метрикой специального силового поля при наличии неко-
торой группы симметрий (задача класса (a)), система порядка 2n + 1, при получении которой
использованы уравнения геодезических
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α̈−
[
β̇2
1 + β̇2

2 sin
2 β1 + β̇2

3 sin
2 β1 sin

2 β2 + . . .+ β̇2
n−1 sin

2 β1 . . . sin
2 βn−2

] sinα
cosα

= 0,

β̈1 + α̇β̇1
1 + cos2 α

sinα cosα
−

−
[
β̇2
2 + β̇2

3 sin
2 β2 + β̇2

4 sin
2 β2 sin

2 β3 + . . . + β̇2
n−1 sin

2 β2 . . . sin
2 βn−2

]
sin β1 cos β1 = 0,

β̈2 + α̇β̇2
1 + cos2 α

sinα cosα
+ 2β̇1β̇2

cosβ1
sinβ1

−

−
[
β̇2
3 + β̇2

4 sin
2 β3 + β̇2

5 sin
2 β3 sin

2 β4 + . . . + β̇2
n−1 sin

2 β3 . . . sin
2 βn−2

]
sin β2 cos β2 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β̈n−2 + α̇β̇n−2
1 + cos2 α

sinα cosα
+ 2β̇1β̇n−2

cos β1
sin β1

+ . . .+ 2β̇n−3β̇n−2
cos βn−3

sin βn−3
−

− β̇2
n−1 sin βn−2 cos βn−2 = 0,

β̈n−1 + α̇β̇n−1
1 + cos2 α

sinα cosα
+ 2β̇1β̇n−1

cos β1
sin β1

+ . . .+ 2β̇n−2β̇n−1
cos βn−2

sin βn−2
= 0

(5.3.41)

и имеющая первые интегралы (5.3.20)–(5.3.25), примет следующий вид:

v′ = vΨ(α,Z), Ψ(α,Z) = −b(Z2
1 + . . .+ Z2

n) cosα,

α′ = −Zn + b(Z2
1 + . . . + Z2

n) sinα,

Z ′
n = −(Z2

1 + . . . + Z2
n−1)

cosα

sinα
− ZnΨ(α,Z),

Z ′
n−1 = Zn−1Zn

cosα

sinα
+ (Z2

1 + . . . + Z2
n−2)

cosα

sinα

cos β1
sin β1

− Zn−1Ψ(α,Z),

Z ′
n−2 = Zn−2Zn

cosα

sinα
− Zn−2Zn−1

cosα

sinα

cos β1
sinβ1

−

− (Z2
1 + . . .+ Z2

n−3)
cosα

sinα

1

sinβ1

cos β2
sin β2

− Zn−2Ψ(α,Z),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Z ′
1 = Z1Zn

cosα

sinα
+ Z1

cosα

sinα

{
n−1∑
s=2

(−1)s+1Zn+1−s
cos βs−1

sin β1 . . . sin βs−1

}
− Z1Ψ(α,Z),

β′
1 = Zn−1

cosα

sinα
,

β′
2 = −Zn−2

cosα

sinα

1

sin β1
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β′
n−1 = (−1)nZ1

cosα

sinα

1

sin β1 . . . sin βn−2
.

(5.3.42)

Пример 5.3. В случае n-мерного пространства Лобачевского (с координатами x1 = β1, . . .,
xn−1 = βn−1, y = α, задача класса (c)) система порядка 2n+1, при получении которой использо-
ваны уравнения геодезических

α̈− 1

α
(α̇2 − β̇2

1 − . . . − β̇2
n−1) = 0, β̈1 − 2

α
α̇β̇1 = 0, . . . , β̈n−1 − 2

α
α̇β̇n−1 = 0 (5.3.43)

и имеющая первые интегралы (5.3.20)–(5.3.25), примет следующий вид:

v′ = vΨ(α,Z), Ψ(α,Z) = b(Z2
1 + . . .+ Z2

n)
1

α2
,
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α′ = Znα+ b(Z2
1 + . . .+ Z2

n)
1

α
,

Z ′
n = −Z2

n−1 − . . .− Z2
1 − ZnΨ(α,Z),

Z ′
n−1 = Zn−1Zn − Zn−1Ψ(α,Z),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Z ′
1 = Z1Zn − Z1Ψ(α,Z),

β′
1 = Zn−1α,

β′
2 = Zn−2α,

. . . . . . . . . . . . ,

β′
n−1 = Z1α.

(5.3.44)

Может показаться излишним нахождение инвариантных дифференциальных форм после на-
хождения полного набора (а именно, n + 2) первых интегралов рассматриваемой системы, по-
скольку она уже интегрируема в квадратурах (точно интегрируема). Но, как известно, не всегда
можно найти полный набор первых интегралов, а полный набор инвариантных дифференциаль-
ных форм фазового объема может быть найден независимо от первых интегралов, что также
будет свидетельствовать о точной интегрируемости системы. Другое дело, что из полного набора
функционально независимых дифференциальных форм фазового объема можно будет получить
некоторые первые интегралы.

5.4. Добавление внешнего силового поля и гладкость первых интегралов. Теперь
переходим к некоторому усложнению, добавляя следующим образом в систему (5.3.4), (5.3.5)
при условиях (5.3.9), (5.3.10), (5.3.17) (лишь в уравнение на Z ′

n) внешнее гладкое силовое по-
ле −F (α)fn(α), F (0) = 0, dF (0)/dα > 0, при наличии внутреннего (b > 0), при этом пусть, в
частности, fn(α) ≡ −1.

Исследуем вопрос устойчивости по Ляпунову тривиального решения рассматриваемой систе-
мы (для этого некоторые коэффициенты необходимо доопределить по непрерывности) по части
переменных α,Zn, . . . , Z1. Соответствующие уравнения на α′, Z ′

n, . . . , Z
′
1 (а их n + 1 уравнение)

можно представить следующим образом:

α′ = −Zn + b(Z2
1 + . . .+ Z2

n)δ(α),

Z ′
n = F (α) + f2(α)Γn(α)(Z

2
n−1 + . . . + Z2

1 ) + bZn(Z
2
1 + . . .+ Z2

n)δ̃(α),

Z ′
n−1 = −f2(α)Γn(α)Zn−1Zn − f(α)g2(β1)Γ

1
22(β1)(Z

2
n−2 + . . .+ Z2

1 )+

+ bZn−1(Z
2
1 + . . .+ Z2

n)δ̃(α),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Z ′
2 = −f2(α)Γn(α)Z2Zn + f(α)g2(β1)Γ

1
22(β1)Z2Zn−1 − . . .−

− f(α)g(β1) . . . r(βn−3)i
2(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(βn−2)Z

2
1 + bZ2(Z

2
1 + . . .+ Z2

n)δ̃(α),

Z ′
1 = −f2(α)Γn(α)Z1Zn + f(α)g2(β1)Γ

1
22(β1)Z1Zn−1 + . . .+

+ f(α)g(β1) . . . r(βn−3)i
2(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(βn−2)Z1Z2 + bZ1(Z

2
1 + . . .+ Z2

n)δ̃(α).

(5.4.1)

Может создаться впечатление, что система осталась консервативной (что, действительно, име-
ет место при b = 0, т.е. при отсутствии внутреннего поля). Консервативность подтвердилась
бы наличием в системе полного набора (в данном случае n + 2) гладких (автономных) первых
интегралов.

Рассмотрим следующую функцию (Ляпунова) для уравнений (5.4.1):

W (Zn, . . . , Z1;α) = Z2
1 + . . .+ Z2

n + 2

α∫

0

F (ξ)dξ, F (0) = 0,
dF (0)

dα
> 0, (5.4.2)
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которая в проколотой окрестности начала координат положительна и равна нулю только в самом
начале координат.

Предложение 5.1. Если функции δ̃(α) и F (α)δ(α) строго одного знака в проколотой окрест-
ности начала координат, то начало координат для рассматриваемой системы, содержащей
уравнения (5.4.1), — либо притягивающая, либо отталкивающая точка.

Доказательство. Полная производная функции (5.4.2) в силу уравнений (5.4.1) равна

b(Z2
1 + . . .+ Z2

n)
2δ̃(α) + b(Z2

1 + . . . + Z2
n)F (α)δ(α). (5.4.3)

Если функции δ̃(α) и F (α)δ(α) одновременно отрицательны в проколотой окрестности начала
координат, то начало координат для рассматриваемой системы, содержащей уравнения (5.4.1), —
притягивающая точка.

Если функции δ̃(α) и F (α)δ(α) одновременно положительны в проколотой окрестности начала
координат, то начало координат для рассматриваемой системы, содержащей уравнения (5.4.1), —
отталкивающая точка.

Два последних утверждения следуют из теорем Ляпунова и Четаева. �

Следствие 5.1. В условиях предложения 5.1 рассматриваемая система, содержащая урав-
нения (5.4.1), не может обладать полным набором гладких первых интегралов.

Следствие 5.2. В динамике многомерного твердого тела (см. также раздел 5.2) в системах,
где присутствуют уравнения вида (5.4.1), функции δ(α) и F (α) имеют следующий вид: δ(α) =
sinα, F (α) = sinα cosα. Таким образом, величина (5.4.3) перепишется в виде

b(Z2
1 + . . .+ Z2

n) cosα
[
Z2
1 + . . .+ Z2

n + sin2 α
]
.

Видно, что в данном случае начало координат для рассматриваемой системы, содержащей
уравнения (5.4.1), — отталкивающая точка.

Таким образом, добавляя в систему (5.3.4), (5.3.5) при условиях (5.3.9), (5.3.10), (5.3.17) (лишь в
уравнение на Z ′

n) внешнее гладкое силовое поле −F (α)fn(α), F (0) = 0, dF (0)/dα > 0, при наличии
внутреннего (b > 0) рассматриваемая система, вообще говоря, перестает быть консервативной.

5.5. Введение внешнего силового поля с диссипацией через унимодулярные пре-
образования. Модифицируем систему (5.3.4), (5.3.5) при наличии двух ключевых параметров
b � 0, b1 �= 0, введя внешнее гладкое силовое поле. Если ввести такое поле, добавив коэффициент
F (α)fn(α) в уравнение на Z ′

n системы (5.5.1), (5.5.2) и даже положив при этом b1 = 0, получен-
ная система, вообще говоря, не будет консервативной. Консервативность будет (как показано в
предыдущем разделе 5.4) при дополнительном условии: b = 0.

Мы расширим введение силового поля, положив b > 0, b1 �= 0. При этом (как и выше) сделаем
вспомогательную замену независимого переменного t на τ по формуле d/dt = fn(α)d/dτ и бу-
дем по-прежнему штрихом обозначать производную по τ . Рассматриваемая система на прямом
произведении числового луча и касательного расслоения TMn{Zn, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−1} примет
вид

v′ = vΨ(α,Z), Ψ(α,Z) = −b(Z2
1 + . . .+ Z2

n)Δ̃(α) + b1F (α)Δ(α), (5.5.1)
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α′ = Zn + b(Z2
1 + . . .+ Z2

n)Δ(α) + b1F (α)f(α), f(α) =
μ−Δ2(α)

Δ̃(α)
,

Z ′
n = F (α) − [Γα

αα(α, β) +Dfn(α)]Z
2
n − f2

1 (α)

f2
n(α)

Γα
11(α, β)Z

2
n−1−

− f2
2 (α)

f2
n(α)

g21(β1)Γ
α
22(α, β)Z

2
n−2 − . . .

. . .− f2
n−1(α)

f2
n(α)

g2n−2(β1)h
2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

α
n−1,n−1(α, β)Z

2
1 − ZnΨ(α,Z),

Z ′
n−1 = − [2Γ1

α1(α, β) +Df1(α)
]
Zn−1Zn − f2

2 (α)

f1(α)fn(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β)Z

2
n−2 − . . .

. . .− f2
n−1(α)

f1(α)fn(α)
g2n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

1
n−1,n−1(α, β)Z

2
1 − Zn−1Ψ(α,Z),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Z ′
2 = −

[
2Γn−2

α,n−2(α, β) +Dfn−2(α)
]
Z2Zn − f1(α)

fn(α)

[
2Γn−2

1,n−2(α, β) +Dgn−3(β1)
]
Z2Zn−1 − . . .

. . .− fn−3(α)

fn(α)
gn−4(β1)hn−5(β2) . . . s1(βn−4)

[
2Γn−2

n−3,n−2(α, β) +Dr1(βn−3)
]
Z2Z3−

− f2
n−1(α)

fn−2(α)fn(α)

g2n−2(β1)

gn−3(β1)

h2n−3(β2)

hn−4(β2)
. . .

r22(βn−3)

r1(βn−3)
i21(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(α, β)Z

2
1 − Z2Ψ(α,Z),

Z ′
1 = −

[
2Γn−1

α,n−1(α, β) +Dfn−1(α)
]
Z1Zn − f1(α)

fn(α)

[
2Γn−1

1,n−1(α, β) +Dgn−2(β1)
]
Z1Zn−1−

− f2(α)

fn(α)
g1(β1)

[
2Γn−1

2,n−1(α, β) +Dhn−3(β2)
]
Z1Zn−2 − . . .

. . .− fn−2(α)

fn(α)
gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)

[
2Γn−1

n−2,n−1(α, β) +Di1(βn−2)
]
Z1Z2−

− Z1Ψ(α,Z),

β′
1 = Zn−1

f1(α)

fn(α)
,

β′
2 = Zn−2

f2(α)

fn(α)
g1(β1),

β′
3 = Zn−3

f3(α)

fn(α)
g2(β1)h1(β2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β′
n−1 = Z1

fn−1(α)

fn(α)
gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2),

(5.5.2)
здесь μ > 0—параметр. При этом коэффициенты консервативной составляющей внутреннего
силового поля содержат параметр b, а неконсервативной составляющей внешнего поля— пара-
метр b1.

Напомним, что система (5.5.1), (5.5.2) фактически является образом следующей системы при
замене d/dt = fn(α)d/dτ независимой переменной:
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v′ = vΨ(α,Z), Ψ(α,Z) = −b(Z2
1 + . . .+ Z2

n)Δ̃(α)fn(α) + b1F (α)δ(α), (5.5.3)

α′ = fn(α)Zn + b(Z2
1 + . . . + Z2

n)δ(α) + b1F (α)f(α)fn(α),

Z ′
n = F (α)fn(α)− fn(α) [Γ

α
αα(α, β) +Dfn(α)]Z

2
n − f2

1 (α)

fn(α)
Γα
11(α, β)Z

2
n−1−

− f2
2 (α)

fn(α)
g21(β1)Γ

α
22(α, β)Z

2
n−2 − . . .

. . .− f2
n−1(α)

fn(α)
g2n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

α
n−1,n−1(α, β)Z

2
1 − ZnΨ(α,Z),

Z ′
n−1 = −fn(α)

[
2Γ1

α1(α, β) +Df1(α)
]
Zn−1Zn − f2

2 (α)

f1(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β)Z

2
n−2 − . . .

. . .− f2
n−1(α)

f1(α)
g2n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

1
n−1,n−1(α, β)Z

2
1 − Zn−1Ψ(α,Z),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Z ′
2 = −fn(α)

[
2Γn−2

α,n−2(α, β) +Dfn−2(α)
]
Z2Zn−

− f1(α)
[
2Γn−2

1,n−2(α, β) +Dgn−3(β1)
]
Z2Zn−1 − . . .

. . .− fn−3(α)gn−4(β1)hn−5(β2) . . . s1(βn−4)
[
2Γn−2

n−3,n−2(α, β) +Dr1(βn−3)
]
Z2Z3−

− f2
n−1(α)

fn−2(α)

g2n−2(β1)

gn−3(β1)

h2n−3(β2)

hn−4(β2)
. . .

r22(βn−3)

r1(βn−3)
i21(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(α, β)Z

2
1 − Z2Ψ(α,Z),

Z ′
1 = −fn(α)

[
2Γn−1

α,n−1(α, β) +Dfn−1(α)
]
Z1Zn−

− f1(α)
[
2Γn−1

1,n−1(α, β) +Dgn−2(β1)
]
Z1Zn−1−

− f2(α)g1(β1)
[
2Γn−1

2,n−1(α, β) +Dhn−3(β2)
]
Z1Zn−2 − . . .

. . .− fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)
[
2Γn−1

n−2,n−1(α, β) +Di1(βn−2)
]
Z1Z2−

− Z1Ψ(α,Z),

β′
1 = Zn−1f1(α),

β′
2 = Zn−2f2(α)g1(β1),

β′
3 = Zn−3f3(α)g2(β1)h1(β2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β′
n−1 = Z1fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2).

(5.5.4)

Также напомним, что выше (раздел 5.4) мы ввели подобное поле, добавив коэффициент F (α)
в уравнение на Z ′

n системы (5.4.1), и убедились, что полученная система, вообще говоря, не
будет консервативной. Консервативность будет при дополнительном условии: b = 0 (отсутствие
внутреннего силового поля).

Но мы будем рассматривать одновременное присутствие двух силовых полей в системе, поло-
жив b > 0, b1 �= 0. Рассматриваемая система на прямом произведении числового луча R

1
+{v} и

касательного расслоения TMn{Zn, . . . , Z1;α, β1, . . . βn−1} приняла вид (5.5.1), (5.5.2).
Только что было введено составное силовое поле со знакопеременной диссипацией (или с дис-

сипацией переменного знака) с помощью некоторого унимодулярного преобразования.
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Система (5.5.3), (5.5.4) имеет более общий вид, чем система (5.2.39)–(5.2.48), взятая из дина-
мики многомерного твердого тела, и при b = −b1, μ = 1, δ(α) = sinα, F (α) = −Δ(α)Δ̃(α),

f1(α) ≡ . . . ≡ fn−1(α) =
cosα

sinα
, fn(α) ≡ −1, g1(β1) ≡ . . . ≡ gn−2(β1) = − 1

sinβ1
,

h1(β2) ≡ . . . ≡ hn−3(β2) = − 1

sin β2
, . . . , i1(βn−2) = − 1

sin βn−2
, Γα

αα(α, β) ≡ 0,

Γ1
α1(α, β) ≡ . . . ≡ Γn−1

αn−1(α, β) =
1 + cos2 α

2 cosα sinα
, Γ2

12(α, β) ≡ . . . ≡ Γn−1
1,n−1(α, β) =

cos β1
sin β1

,

. . . , Γn−1
n−2,n−1(α, β) =

cos βn−2

sin βn−2
, Γα

11(α, β) = − sinα

cosα
, Γα

22(α, β) = − sinα

cosα
sin2 β1, . . . ,

Γα
n−1,n−1(α, β) = − sinα

cosα
sin2 β1 . . . sin

2 βn−2, Γ
1
22(α, β) = − sin β1 cos β1,

Γ1
33(α, β) = − sin β1 cosβ1 sin

2 β2, . . . , Γ
1
n−1,n−1(α, β) = − sin β1 cos β1 sin

2 β2 . . . sin
2 βn−2,

. . . , Γn−2
n−1,n−1(α, β) = − sinβn−2 cos βn−2,

в частности, они совпадают.
Силовое поле в уравнениях на v′, Z ′ определяется функцией Ψ(α,Z). Опишем введение силово-

го поля в виде двумерного столбца, в первой строке которого стоят коэффициенты из уравнения
на α′, а во второй строке — коэффициенты из функции Ψ(α,Z). Таким образом, совместное си-
ловое поле (в котором присутствуют три параметра b � 0, b1 �= 0, μ > 0) будет иметь вид

U

(
b(Z2

1 + . . . + Z2
n)

b1F (α)

)
, U =

(
Δ(α) f(α)

−Δ̃(α) Δ(α)

)
,

где U —преобразование с определителем, равным μ, и являющееся унимодулярным преобразова-
нием при μ = 1. В частности, если μ = 1, а Δ(α) = cosα или Δ(α) = sinα, то данное преобразо-
вание задает поворот на угол α. Более того, такое преобразование вносит в систему диссипацию
(как одного знака, так и другого).

5.6. Системы со знакопеременной диссипацией.

5.6.1. Первые интегралы и инвариантные дифференциальные формы. Перейдем теперь к ин-
тегрированию системы (5.5.1), (5.5.2) порядка 2n + 1 при выполнении свойств (5.3.9), (5.3.10),
(5.3.17), которые обеспечивают отделение независимой подсистемы порядка 2n− 1.

Как будет показано, для полного интегрирования системы (5.5.1), (5.5.2) достаточно знать
n + 2 независимых тензорных инварианта: или n + 2 первых интеграла, или n + 2 независимых
дифференциальных формы, или какую-то комбинацию из интегралов и форм общим количеством
n+2. При этом, конечно, инварианты можно искать и в более общем виде, чем рассмотрено далее.

Кроме того, подчеркнем, что в следующей теореме 5.4 (которая справедлива и при более об-
щих условиях) накладываются (n − 1)2 + n(n − 1)/2 + 1 алгебраическое и дифференциальное
соотношение (5.3.9), (5.3.10), (5.3.17) на 3n(n − 1)/2 + 2 функции: на n(n − 1)/2 + 1 функцию
fk(α), k = 1, . . . , n, gl(β1), l = 1, . . . , n− 2, hm(β2), m = 1, . . . , n− 3, . . ., i1(βn−2) и на n(n− 1) + 1,
вообще говоря, ненулевой коэффициент связности Γi

jk(α, β).
Тогда после замены фазовых переменных (5.3.27) система (5.5.1), (5.5.2) при условиях (5.3.9),

(5.3.10), (5.3.17) распадается следующим образом:

v′ = vΨ0(α,w), Ψ0(α,w) = −b(w2
n−1 + w2

n)Δ̃(α) + b1F (α)Δ(α), (5.6.1)

α′ = wn + b(w2
n−1 + w2

n)Δ(α) + b1F (α)f(α),

w′
n = F (α) − Γn(α)

f2(α)

f2
n(α)

w2
n−1 − wnΨ0(α,w),

w′
n−1 = Γn(α)

f2(α)

f2
n(α)

wn−1wn − wn−1Ψ0(α,w),

(5.6.2)



ИНВАРИАНТЫ СИСТЕМ С ДИССИПАЦИЕЙ. V. ОБЩИЙ СЛУЧАЙ 77

w′
s = Zn−s(w1, . . . , wn−1)

1 + w2
s

ws
f(α)g(β1) ˜. . .

[
2Γs+1(βs) +

d ln |j(βs)|
dβs

]
,

β′
s = Zn−s(w1, . . . , wn−1)f(α)g(β1) ˜. . ., s = 1, . . . , n− 2,

(5.6.3)

β′
n−1 = Z1(w1, . . . , wn−1)f(α)g(β1)h(β2) . . . i(βn−2), (5.6.4)

где в системах (5.6.3) символом « ˜. . .» показаны одинаковые члены, а функция j(βs)— одна из
функций g, h, . . ., зависящая от соответствующего угла βs, при этом

Zk(w1, . . . , wn−1) ≡ Zk, k = 1, . . . , n − 1,

— функции в силу замены (5.3.27).
Видно, что для полной интегрируемости системы (5.6.1)–(5.6.4) достаточно указать два неза-

висимых тензорных инварианта системы (5.6.2), по одному — для систем (5.6.3) (их всего n − 2;
после соответствующих замен независимых переменных в них) и два дополнительных тензорных
инварианта, привязывающих уравнения (5.6.1) и (5.6.4) (т.е. всего n+ 2).

Внесем некоторые ограничения на силовое поле. Пусть для некоторого κ ∈ R выполнено ра-
венство

f2(α)

f2
n(α)

Γn(α) = κ
d

dα
ln |Δ(α)| = κ

Δ̃(α)

Δ(α)
, (5.6.5)

а для некоторого λ ∈ R—равенство

F (α) = λ
d

dα

Δ2(α)

2
= λΔ̃(α)Δ(α). (5.6.6)

Условие (5.6.5) назовем «геометрическим», а условие (5.6.6) — «энергетическим».
Условие (5.6.5) названо геометрическим в том числе потому, что накладывает условие на клю-

чевой коэффициент связности Γn(α), приводя соответствующие коэффициенты системы к одно-
родному виду относительно функции Δ(α) при участии функций f1(α), . . ., fn(α), входящих в
кинематические соотношения.

Условие (5.6.6) названо энергетическим в том числе потому, что (внешние) силы становятся,
в некотором смысле, «потенциальными» по отношению к «силовой» функции Δ2(α)/2, приводя
соответствующие коэффициенты системы к однородному виду (опять же относительно функции
Δ(α)). При этом сама функция Δ(α), в определенном смысле, и вносит в систему диссипацию
разных знаков или так называемую (знако)переменную диссипацию.

Теорема 5.4. Пусть для некоторых κ, λ ∈ R выполняются условия (5.6.5) и (5.6.6). Тогда
система (5.6.1)–(5.6.4) обладает полным набором — n+ 2 (одним гладким и n+ 1, вообще гово-
ря, имеющим существенно особые точки) независимыми первыми интегралами. Кроме того,
она также обладает n + 2 инвариантными дифференциальными формами, между собой неза-
висимыми, но зависимыми с первыми интегралами.

Доказательство. Для доказательства теоремы 5.4 для начала сопоставим системе третьего по-
рядка (5.6.2) неавтономную систему второго порядка

dwn

dα
=

F (α) − f2(α)Γn(α)w
2
n−1/f

2
n(α) + bwn(w

2
n−1 + w2

n)Δ̃(α) − b1wnF (α)Δ(α)

wn + b(w2
n−1 + w2

n)Δ(α) + b1F (α)f(α)
,

dwn−1

dα
=

f2(α)Γn(α)wn−1wn/f
2
n(α) + bwn−1(w

2
n−1 + w2

n)Δ̃(α) − b1wn−1F (α)Δ(α)

wn + b(w2
n−1 + w2

n)Δ(α) + b1F (α)f (α)
.

(5.6.7)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

wn = u2Δ(α), wn−1 = u1Δ(α), Δ(α) =
δ(α)

fn(α)
, (5.6.8)



78 М. В. ШАМОЛИН

приводим систему (5.6.7) к следующему виду:

Δ(α)
du2
dα

+ Δ̃(α)u2 =

=
F (α)− f2(α)Γn(α)Δ

2(α)u21/f
2
n(α) + bu2(u

2
1 + u22)Δ̃(α)Δ3(α)− b1u2F (α)Δ2(α)

u2Δ(α) + b(u21 + u22)Δ
3(α) + b1F (α)f (α)

,

Δ(α)
du1
dα

+ Δ̃(α)u1 =

=
f2(α)Γn(α)Δ

2(α)u1u2/f
2
n(α) + bu1(u

2
1 + u22)Δ̃(α)Δ3(α)− b1u1F (α)Δ2(α)

u2Δ(α) + b(u21 + u22)Δ
3(α) + b1F (α)f (α)

,

(5.6.9)

которая переписывается в виде

Δ(α)
du2
dα

=
F (α) − f2(α)Γn(α)Δ

2(α)u21/f
2
n(α)− Δ̃(α)Δ(α)u22 − b1μu2F (α)

u2Δ(α) + b(u21 + u22)Δ
3(α) + b1F (α)f (α)

,

Δ(α)
du1
dα

=
[f2(α)Γn(α)/f

2
n(α)− Δ̃(α)/Δ(α)]Δ2(α)u1u2 − b1μu1F (α)

u2Δ(α) + b(u21 + u22)Δ
3(α) + b1F (α)f (α)

,

(5.6.10)

здесь и далее напомним, что

Δ̃(α) =
dΔ(α)

dα
.

Теперь для интегрирования системы (5.6.10) нам потребуется выполнение геометрического и
энергетического условий (5.6.5) и (5.6.6).

Действительно, после их выполнения из системы (5.6.10) вытекают следующие дифференци-
альные соотношения:

Δ
du2
dΔ

=
λ− κu21 − u22 − b1λμu2

u2 + b(u21 + u22)Δ
2 + b1λ(μ−Δ2)

,

Δ
du1
dΔ

=
(κ− 1)u1u2 − b1λμu1

u2 + b(u21 + u22)Δ
2 + b1λ(μ−Δ2)

,

(5.6.11)

из которых легко следует уравнение первого порядка
du2
du1

=
λ− κu21 − u22 − b1λμu2
(κ− 1)u1u2 − b1λμu1

. (5.6.12)

Уравнение (5.6.12) имеет вид уравнения Абеля [10, 82] и его общее решение имеет достаточно
громоздкий вид. В частности, при κ = −1 данное уравнение имеет следующий первый интеграл:

u22 + u21 + b1λμu2 − λ

u1
= C1 = const, (5.6.13)

который в прежних переменных выглядит как

Θ1(wn, wn−1;α) = G1

(
wn

Δ(α)
,
wn−1

Δ(α)

)
=

w2
n + w2

n−1 + b1λμwnΔ(α)− λΔ2(α)

wn−1Δ(α)
= C1 = const .

(5.6.14)
Система (5.6.1)–(5.6.4) является динамической системой с переменной диссипацией. При этом

при F (α) ≡ 0 она превращается в систему консервативную (или в систему (5.3.4), (5.3.5), в
которой необходимо перейти к новой независимой переменной по формуле (5.3.26), или в систе-
му (5.3.28)–(5.3.31), в которой уже введены фазовые переменные (5.3.27)). Так система (5.3.4),
(5.3.5), в частности, при некоторых естественных условиях обладает двумя гладкими первыми
интегралами вида (5.3.21), (5.3.22) (Z → w).

Более того, если функция F (α) не равна тождественно нулю, но b1 = 0, то система (5.6.1)–
(5.6.4) при условии (5.6.6) обладает первым интегралом вида

Θ

∣∣∣∣
B=0

(B; v;wn, wn−1;α) = v2(w2
n−1 + w2

n − λΔ2(α)) = const, (5.6.15)

где
Θ(B; v;wn, wn−1;α) = v2(w2

n−1 + w2
n +BλμwnΔ(α)− λΔ2(α))



ИНВАРИАНТЫ СИСТЕМ С ДИССИПАЦИЕЙ. V. ОБЩИЙ СЛУЧАЙ 79

— семейство функций, зависящих от параметра B � 0.
Очевидно, что отношение двух первых интегралов (5.6.15), (5.3.22) (Z → w) также является

первым интегралом системы (5.6.1)–(5.6.4) при не равенстве функции F (α) тождественно нулю,
но b1 = 0. Но при b1 > 0 каждая из функций

Θ

∣∣∣∣
B=b1

(B; v;wn, wn−1;α) = v2(w2
n−1 + w2

n + b1λμwnΔ(α)− λΔ2(α)) = const (5.6.16)

и (5.3.22) (Z → w) по отдельности не является первым интегралом системы (5.6.1)–(5.6.4). Однако
отношение функций (5.6.16), (5.3.22) (Z → w) является первым интегралом (5.6.14) системы
(5.6.1)–(5.6.4) (для простоты, при κ = −1) при любом b1 > 0.

Вообще же, как и указывалось ранее, для систем с диссипацией трансцендентность функций (в
смысле наличия существенно особых точек) как первых интегралов наследуется из нахождения
в системе притягивающих или отталкивающих предельных множеств.

Далее, найдем явный вид дополнительного первого интеграла системы третьего порядка (5.6.2)
при κ = −1. Для этого преобразуем для начала инвариантное соотношение (5.6.13) при u1 �= 0
следующим образом:

(
u2 +

b1λμ

2

)2

+

(
u1 − C1

2

)2

=
b21λ

2μ2 + C2
1

4
+ λ. (5.6.17)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетворять условию

b21λ
2μ2 + C2

1 + 4λ � 0, (5.6.18)

и фазовое пространство системы (5.6.2) расслаивается на семейство поверхностей, задаваемых
равенством (5.6.17).

Таким образом, в силу соотношения (5.6.13) первое уравнение системы (5.6.10) при условиях
(5.6.5) и (5.6.6) можно переписать в виде

Δ
du2
dΔ

=
λ− κu21 − u22 − b1λμu2

u2 + b(u21 + u22)Δ
2 + b1λ(μ−Δ2)

. (5.6.19)

Тогда дополнительный первый интеграл системы третьего порядка (5.6.2) при κ = −1 найдется
из следующего уравнения Бернулли:

dΔ

du2
=

(b1λμ+ u2)Δ +
{
b[U2(C1, u2) + u22]− b1λ

}
Δ3

u(u2) + U2(C1, u2)
, (5.6.20)

U(C1, u2) =
1

2

{
C1 ±

√
C2
1 + 4u(u2)

}
, u(u2) = λ− b1λμu2 − u22,

при этом постоянная C1 выбирается из условия (5.6.18).

Замечание 5.3. В выражение найденного дополнительного первого интеграла формально
можно вместо C1 подставить левую часть выражения (5.6.13).

Тогда полученный дополнительный первый интеграл имеет следующий структурный вид:

Θ2(wn, wn−1;α) = G2

(
Δ(α),

wn

Δ(α)
,
wn−1

Δ(α)

)
= C2 = const . (5.6.21)

Выражение первого интеграла (5.6.21) через конечную комбинацию элементарных функций
зависит не только от вычисления квадратур, но также и от явного вида функции Δ(α) (а она, в
принципе, может быть функцией неэлементарной).

Таким образом, для интегрирования системы (5.6.1)–(5.6.4) порядка 2n + 1 при некоторых
условиях уже найдены два независимых первых интеграла системы (5.6.2). Для полной же ее
интегрируемости достаточно найти первые интегралы — по одному для систем (5.6.3) (их всего
n − 2; меняя в них независимые переменные), становящихся независимыми подсистемами после
соответствующих замен независимых переменных, а также еще два (дополнительных) первых
интеграла, привязывающих уравнения (5.6.1) и (5.6.4).
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Первые интегралы для систем (5.6.3) выглядят следующим образом:

Θs+2(ws;βs) =

√
1 + w2

s

Ψs(βs)
= Cs+2 = const, s = 1, . . . , n− 2, (5.6.22)

о функциях Ψs(βs), s = 1, . . . , n− 2, см. (5.3.23), . . ., (5.3.24).
Действительно, системам (5.6.3) можно сопоставить, соответственно, следующие уравнения

первого порядка:

dws

dβs
=

1 + w2
s

ws
[2Γs+1(βs) +Dj(βs)] , s = 1, . . . , n− 2, j = g, h, . . . , i,

интегрирование которых и дает искомые первые интегралы (5.6.22).
В переменных Z первые интегралы (5.6.22) будут выглядеть следующим образом:

Θ′
3(Zn−1, . . . , Z1;β1) =

√
Z2
1 + . . . + Z2

n−1√
Z2
1 + . . . + Z2

n−2 Ψ1(β1)
= C ′

3 = const,

Θ′
4(Zn−2, . . . , Z1;β2) =

√
Z2
1 + . . . + Z2

n−2√
Z2
1 + . . . + Z2

n−3 Ψ2(β2)
= C ′

4 = const,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Θ′
n(Z2, Z1;βn−2) =

√
Z2
1 + Z2

2

Z1 Ψn−2(βn−2)
= C ′

n = const .

(5.6.23)

Для получения искомого первого интеграла, привязывающего уравнение (5.6.4), рассмотрим
уровень Cn первого интеграла (5.6.22). На этом уровне справедливо равенство

Z1

Z2
= ∓ 1√

C2
nΨ

2
n−2(βn−2)− 1

. (5.6.24)

Но угол βn−1 будем искать из следующего уравнения,полученного из двух последних уравнений
системы (5.5.2):

dβn−1

dβn−2
=

Z1

Z2
i(βn−2).

Используя в этом уравнении равенство (5.6.24), и получаем требуемое утверждение о наличии
следующего первого интеграла, привязывающего уравнение (5.6.4):

Θn+1(βn−2, βn−1) = βn−1 ±
βn−2∫

βn−2,0

i(b)√
C2
nΨ

2
n−2(b)− 1

db = C5 = const . (5.6.25)

И наконец, нетрудно проверить, что у системы (5.6.1)–(5.6.4) существует гладкий первый ин-
теграл (по аналогии с (1.5.17), (2.6.27) и другими), который, например, при b = −b1 примет
вид

Θ0(v;wn, wn−1;α) = v2(1 + 2bwnΔ(α) − b2μ(w2
n−1 + w2

n)) = C0 = const (5.6.26)

и привязывает уравнение (5.6.1).
Продолжим доказательство теоремы 5.4.
I. Составная рассматриваемая система (5.6.1)–(5.6.4) при выполнении свойств (5.6.5), (5.6.6)

имеет следующий вид (w∗
n−1 = ln |wn−1|, w∗

s = ln
∣∣∣ws +

√
1 + w2

s

∣∣∣ , s = 1, . . . , n− 2):

v′ = Xv(v;wn, w
∗
n−1;α) = vΨ1(α,w), Ψ1(α,w) = −b(e2w

∗
n−1 + w2

n)Δ̃(α) + b1λΔ
2(α)Δ̃(α), (5.6.27)
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α′ = Xα(wn, w
∗
n−1;α) = wn + b(e2w

∗
n−1 + w2

n)Δ(α) + b1λΔ(α)(μ −Δ2(α)),

w′
n = Xwn(wn, w

∗
n−1;α) = λΔ(α)Δ̃(α)− κ

Δ̃(α)

Δ(α)
e2w

∗
n−1 − wnΨ1(α,w),

w′∗
n−1 = Xw∗

n−1
(wn, w

∗
n−1;α) = κ

Δ̃(α)

Δ(α)
wn −Ψ1(α,w),

(5.6.28)

w′∗
s = Xw∗

s
(wn−1, w

∗
s−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βs) =

= ew
∗
n−1Ξs(w

∗
s−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βs−1)

[
2Γs+1(βs) +

d ln |j(βs)|
dβs

]
,

β′
s = Xβs(wn−1, w

∗
s , . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βs−1) =

= ew
∗
n−1Ξs(w

∗
s−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βs−1)

Ws(w
∗
s)√

1 +W 2
s (w

∗
s)
, s = 1, . . . , n− 2,

(5.6.29)

β′
n−1 = Xβn−1(w

∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−2) =

= ± ew
∗
n−1√

(1 +W 2
1 (w

∗
1)) . . . (1 +W 2

n−2(w
∗
n−2))

f(α)

fn(α)
g(β1)h(β2) . . . i(βn−2),

(5.6.30)

где

Ξs(w
∗
s−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βs−1) = ± f(α)

fn(α)
g(β1)h(β2) . . . j(βs−1)×

× 1√
(1 +W 2

1 (w
∗
1)) . . . (1 +W 2

s−1(w
∗
s−1))

, s = 1, . . . , n− 2,
(5.6.31)

ws = Ws(w
∗
s), s = 1, . . . , n− 2,

в силу замены (5.3.27), при этом в составной системе (5.6.27)–(5.6.30) штрихом обозначена также
производная по новому независимому переменному τ . Здесь j(βs)—функция от соответствующе-
го угла βs (например, f(α), g(β1), . . ., i(βn−2)).

При этом, более явно,

Ξ1(α) = ± f(α)

fn(α)
,

Ξ2(w
∗
1 ;α, β1) = ± f(α)

fn(α)
g(β1)

1√
1 +W 2

1 (w
∗
1)
,

Ξ3(w
∗
2 , w

∗
1;α, β1, β2) = ± f(α)

fn(α)
g(β1)h(β2)

1√
(1 +W 2

1 (w
∗
1))(1 +W 2

2 (w
∗
2))

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Ξn−2(w
∗
n−3, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−3) = ± f(α)

fn(α)
g(β1)h(β2) . . . r(βn−3)×

× 1√
(1 +W 2

1 (w
∗
1)) . . . (1 +W 2

n−3(w
∗
n−3))

.

(5.6.32)

В принципе, замены ws → w∗
s , s = 1, . . . , n− 1, носят технический характер, и при этом можно

использовать как переменные w∗
s , так и переменные ws.

Для составной системы (5.6.27)–(5.6.30) будем искать интегральные инварианты с плотностью
ρ(v;wn, w

∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−1), соответствующие дифференциальным формам объема

ρ(v;wn, w
∗
n−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βn−1)dv ∧ dwn ∧ dw∗

n−1 ∧ . . . ∧ dw∗
1 ∧ dα ∧ dβ1 ∧ . . . ∧ dβn−1,

из следующего линейного дифференциального уравнения c частными производными:

div
[
ρ(v;wn, w

∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−1)X(v;wn, w

∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−1)

]
= 0, (5.6.33)
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где

X(v;wn, w
∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−1) =

= {Xv(v;wn, w
∗
n−1;α),Xα(wn, w

∗
n−1;α),Xwn (wn, w

∗
n−1;α),Xw∗

n−1
(wn, w

∗
n−1;α),

Xw∗
n−2

(w∗
n−1, w

∗
n−3, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−2),Xβn−2(w

∗
n−1, w

∗
n−2, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−3), . . . ,

Xw∗
1
(w∗

n−1;α, β1),Xβ1(w
∗
n−1, w

∗
1;α),Xβn−1(w

∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−2)}

(5.6.34)

— векторное поле рассматриваемой составной системы (5.6.27)–(5.6.30) в координатах

(v;wn, w
∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−1).

Уравнение (5.6.33) перепишется в виде

Xv(v;wn, w
∗
n−1;α)ρv+

+Xα(wn, w
∗
n−1;α)ρα +Xwn(wn, w

∗
n−1;α)ρwn +Xw∗

n−1
(wn, w

∗
n−1;α)ρw∗

n−1
+

+Xw∗
n−2

(w∗
n−1, w

∗
n−3, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βn−2)ρw∗

n−2
+

+Xβn−2(w
∗
n−1, w

∗
n−2, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βn−3), ρβn−2 + . . .+

+Xw∗
1
(w∗

n−1;α, β1)ρw∗
1
+Xβ1(w

∗
n−1, w

∗
1 ;α)ρβ1+

+Xβn−1(w
∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−2)ρβn−1 =

= −ρ divX(v;wn, w
∗
n−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βn−1).

(5.6.35)

Как было указано выше для систем меньшего порядка, вычисление с некоторым множителем
ρ(v;wn, w

∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−1) дивергенции векторного поля

X(v;wn, w
∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−1)

системы (5.6.27)–(5.6.30) есть не что иное, как вычисление дивергенции векторного поля

ρ(v;wn, w
∗
n−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βn−1)X(v;wn, w

∗
n−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βn−1)

преобразованной системы, т.е. системы (5.6.27)–(5.6.30), умноженной на

ρ(v;wn, w
∗
n−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βn−1),

после замены

ρ(v;wn, w
∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−1)

d

dt1
=

d

dt2

старой независимой переменной t1 при переходе к новой независимой переменной t2 в системе
(5.6.27)–(5.6.30).

Используем для вычисления дивергенции векторного поляX(v;wn, w
∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−1)

системы (5.6.27)–(5.6.30) функцию ρ2(v) = v3 из (1.3.18) (полученную ранее для системы (1.3.10),
(1.3.11) без внешнего поля сил, а также используемую для систем (1.5.1), (1.5.2), (2.3.23), (2.3.24)
и других систем). Имеем:

div
[
v3X(v;wn, w

∗
n−1, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−1)

]
=

= −4v3b(e2w
∗
n−1 + w2

n)Δ̃(α) + v3b(e2w
∗
n−1 + w2

n)Δ̃(α)+

+ v3b(e2w
∗
n−1 + 3w2

n)Δ̃(α) + 2v3be2w
∗
n−1Δ̃(α) + 0 + . . .+ 0 + 4v3b1λΔ

2(α)Δ̃(α)+

+ v3b1λΔ̃(α)(μ − 3Δ2(α)) − v3b1λΔ
2(α)Δ̃(α) − 0 + 0 + . . .+ 0 ≡ v3b1λμΔ̃(α).
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Тогда преобразованная система уравнений характеристик линейного дифференциального урав-
нения (5.6.35) в частных производных примет следующий вид:

v′ = v3Xv(v;wn, w
∗
n−1;α),

α′ = v3Xα(wn, w
∗
n−1;α),

w′
n = v3Xwn(wn, w

∗
n−1;α),

w′∗
n−1 = v3Xw∗

n−1
(wn, w

∗
n−1;α),

w′∗
n−2 = v3Xw∗

n−2
(w∗

n−1, w
∗
n−3, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βn−2),

β′
n−2 = v3Xβn−2(w

∗
n−1, w

∗
n−2, . . . , w

∗
1;α, β1, . . . , βn−3),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

w′∗
1 = v3Xw∗

1
(w∗

n−1;α, β1),

β′
1 = v3Xβ1(w

∗
n−1, w

∗
1;α),

β′
n−1 = v3Xβn−1(w

∗
n−1, . . . , w

∗
1 ;α, β1, . . . , βn−2),

ρ′ = −v3b1λμΔ̃(α)ρ

(5.6.36)

(здесь штрихом обозначено дифференцирование по новой независимой переменной).
У системы, состоящей из первых 2n+1 уравнения системы (5.6.36), уже найдены n+2 первых

интеграла (5.6.26), (5.6.14), (5.6.21), (5.6.22) и (5.6.25) (полный набор). Найдем и дополнительный
первый интеграл, привязывающий уравнение (последнее уравнение системы (5.6.36)) на функ-
цию ρ.

Действительно, из системы уравнений (5.6.36) можно получить следующее соотношение:

dρ

dα
=

−ρ[b1λμ]Δ̃(α)

wn + b(w2
n−1 + w2

n)Δ(α) + b1λΔ(α)(μ −Δ2(α))
, (5.6.37)

тогда, вводя в рассмотрение однородные координаты (5.6.8), имеем:

dρ

dα
=

−ρ[b1λμ]Δ̃(α)

u2Δ(α) + b(u21 + u22)Δ
3(α) + b1λΔ(α)(μ −Δ2(α))

(5.6.38)

или

Δ
dρ

dΔ
=

−ρ[b1λμ]

u2 + b(u21 + u22)Δ
2 + b1λ(μ−Δ2)

. (5.6.39)

Теперь, из соотношения (5.6.39) и первого соотношения (5.6.11) вытекает следующее диффе-
ренциальное равенство (при κ = −1):

dρ

du2
=

−ρ[b1λμ]

λ− b1λμu2 − u22 + u21
, (5.6.40)

а из него — следующая квадратура:

dρ

ρ
=

−[b1λμ]du2
U2(C1, u2)

, U2(C1, u2) = 2u(u2) +C1U(C1, u2) (5.6.41)

(о функциях u(u2) и U(C1, u2) см. (5.6.20)).
Становится справедливым следующее инвариантное соотношение:

ρ · exp
{
b1λμ

∫
du2

U2(C1, u2)

}
= Cρ = const .

Отсюда, в частности, следует, что одним из возможных вариантов инвариантной дифферен-
циальной формы объема является следующая форма:

v3 exp

{
−b1λμ

∫
du2

U2(C1, u2)

}
dv ∧ dwn ∧ dw∗

n−1 ∧ . . . ∧ dw∗
1 ∧ dα ∧ dβ1 ∧ . . . ∧ dβn−1, u2 =

wn

Δ(α)
.
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Ну а общее решение линейного дифференциального уравнения (5.6.35) в частных производных
примет следующий вид:

ρ = v3 exp

{
−b1λμ

∫
du2

U2(C1, u2)

}
· F [Θ0,Θ1, . . . ,Θn+1] , (5.6.42)

где F [Θ0,Θ1, . . . ,Θn+1]—произвольная гладкая функция n+2 аргументов, при этом Θ0, Θ1, . . .,
Θn+1 — n+2 независимых первых интеграла (5.6.26), (5.6.14), (5.6.21), (5.6.22) и (5.6.25) соответ-
ственно.

В частности, за n + 2 функционально независимых решения линейного уравнения (5.6.35) в
частных производных можно взять следующие функции (u2 = wn/Δ(α), u1 = wn−1/Δ(α), w∗

n−1 =

ln |wn−1|, w∗
s = ln

∣∣∣ws +
√

1 + w2
s

∣∣∣, s = 1, . . . , n− 2):

ρ0(v;wn, w
∗
n−1;α) = v3 exp

{
−b1λμ

∫
du2

U2(C1, u2)

}
·Θ0(v;wn, w

∗
n−1;α), (5.6.43)

ρ1(v;wn, w
∗
n−1;α) = v3 exp

{
−b1λμ

∫
du2

U2(C1, u2)

}
·Θ1(wn, w

∗
n−1;α), (5.6.44)

ρ2(v;wn, w
∗
n−1;α) = v3 exp

{
−b1λμ

∫
du2

U2(C1, u2)

}
·Θ2(wn, w

∗
n−1;α), (5.6.45)

ρ3(v;wn, w
∗
n−2;α, βn−2) = v3 exp

{
−b1λμ

∫
du2

U2(C1, u2)

}
·Θ3(w

∗
n−2;βn−2), (5.6.46)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

ρn(v;wn, w
∗
1;α, β1) = v3 exp

{
−b1λμ

∫
du2

U2(C1, u2)

}
·Θn(w

∗
1;β1), (5.6.47)

ρn+1(v;wn;α, βn−2, βn−1) = v3 exp

{
−b1λμ

∫
du2

U2(C1, u2)

}
·Θn+1(βn−2, βn−1). (5.6.48)

II. Рассмотрим далее системы (5.6.3). Поскольку они могут быть приведены к независимым
подсистемам, проведем рассуждения об «автономном» поиске инвариантных дифференциальных
форм, хотя общий подход для поиска таких форм уже освещен выше.

После некоторого их приведения — замен независимых переменных в них
d

dt
= ±wn−1f(α)

d

dτ
,

d

dt
= ± wn−1√

1 + w2
1

f(α)g(β1)
d

dτ
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

d

dt
= ± wn−1√

(1 + w2
1) . . . (1 + w2

n−3)
f(α)g(β1) . . . r(βn−3)

d

dτ

(5.6.49)

при s = n− 2, . . . , 1 соответственно — системы (5.6.3) можно объединить следующим образом:

w′
s = Xws(ws;βs) =

√
1 + w2

s

[
2Γs+1(βs) +

d ln |j(βs)|
dβs

]
,

β′
s = Xβs(ws;βs) =

ws√
1 + w2

s

, s = 1, . . . , n− 2, j = r, . . . , h, g,
(5.6.50)

при этом в системе (5.6.50) штрихом обозначена также производная по новой независимой пере-
менной τ .

Для каждого s = 1, . . . , n − 2 для системы (5.6.50) будем искать интегральный инвариант с
плотностью ρ(ws;βs), соответствующей дифференциальной форме площади ρ(ws;βs)dws ∧ dβs,
из следующего линейного дифференциального уравнения:

div [ρ(ws;βs)X(ws;βs)] = 0, (5.6.51)
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где
X(ws;βs) = {Xws(ws;βs),Xβs(ws;βs)} (5.6.52)

— векторное поле рассматриваемой системы (5.6.50) в координатах (ws;βs).
Уравнение (5.6.51) перепишется в виде

Xws(ws;βs)ρws +Xβs(ws;βs)ρβs = −ρdivX(ws;βs), (5.6.53)

при этом

divX(ws;βs) =
ws√
1 + w2

s

[
2Γs+1(βs) +

d ln |j(βs)|
dβs

]
. (5.6.54)

Тогда система уравнений характеристик (для каждого s = 1, . . . , n − 2) линейного дифферен-
циального уравнения (5.6.53) в частных производных примет следующий вид:

ẇs = Xws(ws;βs),

β̇s = Xβs(ws;βs),

ρ̇ = −ρ
ws√
1 +w2

s

[
2Γs+2(βs) +

d ln |j(βs)|
dβs

]
.

(5.6.55)

У системы, состоящей из первых двух уравнений системы (5.6.55), уже найден первый интеграл
(5.6.22) (для любого s = 1, . . . , n−2). Найдем дополнительный независимый первый интеграл для
системы (5.6.55) уравнений характеристик.

Сопоставим двум последним уравнениям системы (5.6.55) следующее неавтономное уравнение:
dρ

dβs
= −ρ

[
2Γs+1(βs) +

d ln |j(βs)|
dβs

]
, s = 1, . . . , n− 2. (5.6.56)

Последнее уравнение дает следующее инвариантное соотношение:

Θρs+2(βs; ρ) = ρ ·Ψs(βs) = Cρs+2 = const, (5.6.57)

которое является вторым, недостающим, первым интегралом системы уравнений характеристик
(5.6.55) (для каждого s = 1, . . . , n − 2). О функциях Ψs(βs), s = 1, . . . , n − 2, см. (5.3.23), . . .,
(5.3.24).

Таким образом, общее решение линейного уравнения (5.6.53) (для каждого s = 1, . . . , n − 2) в
частных производных примет следующий вид:

ρ =
G [Θs+2]

Ψs(βs)
, (5.6.58)

где G [Θs+2]—произвольная гладкая функция одного аргумента (для каждого s = 1, . . . , n − 2),
при этом Θs+2, s = 1, . . . , n− 2, — первый интеграл (5.6.22).

В частности, если в качестве функции G [Θs+2] выбрать

G [Θs+2] =
1

Θs+2
=

Ψs(βs)√
1 + w2

s

, (5.6.59)

то за решение линейного уравнения (5.6.53) (для каждого s = 1, . . . , n−2) в частных производных
можно взять следующую функцию:

ρs+2(ws;βs) =
1√

1 + w2
s

. (5.6.60)

Теорема 5.4 доказана. �
Заметим, что все найденные в разделе 5.6.1 инвариантные внешние дифференциальные формы

для систем (5.5.1), (5.5.2) позволяют выписать соответствующие дифференциальные формы и для
систем (5.5.3), (5.5.4). Для этого все найденные формы надо поделить на fn(α) (т.е. вернуться к
старой независимой переменной t).

В заключение некоторое замечание об интегрируемости. Как известно, понятие интегрируемо-
сти достаточно многообразное. В данном разделе 5 предъявлены полные наборы не только первых
интегралов, но и инвариантных дифференциальных форм для однородных систем порядка 2n+1.
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Эти наборы содержат в себе почти всюду гладкие функции, имеющие существенно особые точки.
Если в случае консервативных систем инварианты определяются гладкими функциями своих фа-
зовых переменных, то при внесении в систему достаточно общего диссипативного силового поля
обязаны появиться инварианты, гладкость которых разрушается из-за наличия в системе суще-
ственно особых точек. Такие точки в случае, когда они притягивающие, характеризуют рассеяние
энергии возле себя, а если они отталкивающие — характеризуют подкачку энергии. Результат ис-
ключительно интересен тем, что все это происходит в разных частях фазового пространства, но
для одной и той же динамической системы.

Примеры, перечисленные выше из приложений, также являются новыми нетривиальными слу-
чаями интегрируемости систем геодезических и систем с диссипацией в явном виде.
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83. Poincaré H. Calcul des probabilités. — Paris: Gauthier-Villars, 1912.

84. Shamolin M. V. Some questions of the qualitative theory of ordinary differential equations and dynamics
of a rigid body interacting with a medium// J. Math. Sci. — 2002. — 110, № 2. — P. 2528–2557.

85. Shamolin M. V. Invariants of dynamical systems with dissipation on tangent bundles of low-dimensional
manifolds// in: Differential Equations, Mathematical Modeling and Computational Algorithms (Vasilyev V.,
ed.). — Cham: Springer, 2023. — P. 167–179.

ДЕКЛАРАЦИЯ АВТОРА
Конфликт интересов. Автор заявляет об отсутствии конфликта интересов.
Финансирование. Автор заявляет об отсутствии финансовой поддержки от каких-либо ор-

ганизаций или частных лиц.
Финансовые интересы. Автор заявляет об отсутствии подлежащих раскрытию финансовых

или нефинансовых интересов, связанных с публикуемым материалом.

Шамолин Максим Владимирович (Shamolin Maksim Vladimirovich)
Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова
(M. V. Lomovosov Moscow State University, Moscow, Russia)
E-mail: shamolin.maxim@yandex.ru, shamolin@imec.msu.ru



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile (Color Management Off)
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 600
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.01667
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 600
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 2.03333
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 2400
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV <>
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [2834.646 2834.646]
>> setpagedevice


