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Аннотация. Ресурсные сети — динамические графовые модели, введенные в рассмотрение
О. П. Кузнецовым и Л. Ю. Жиляковой. В основе модели лежат правила их функционирования.
В работе предложен общий подход к определению функционирования ресурсных сетей, состоя-
щий в задании на дугах ресурсной сети функции приоритетности, которая и определяет правила
функционирования ресурсной сети. Ресурсные сети Кузнецова—Жиляковой являются частным
случаем ресурсных сетей с приоритетами на дугах, когда все дуги имеют одинаковые приорите-
ты. Приведены примеры, показывающие, что ресурсные сети, имеющие одинаковую топологию,
при разных функциях приоритетности функционируют по-разному. Получены критерии возник-
новения стационарного функционирования ресурсной сети с приоритетами на дугах, главным
из которых является условие сбалансированности потока. Наиболее общим расширением поня-
тия ресурсной сети является приведенное в работе определение ресурсной сети с динамическими
приоритетами на дугах. В этом случае функция приоритетности, заданная на дугах сети, зависит
от дискретного времени, в котором функционирует сеть.
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Ресурсные сети — новые динамические сетевые модели, введенные в рассмотрение О. П. Куз-
нецовым и Л. Ю. Жиляковой (см., например, [2–8]). Настоящая статья посвящена расширению
понятия ресурсной сети. Речь пойдет об общем определении ресурсной сети, при этом ресурсные
сети Кузнецова—Жиляковой будут частным случаем ресурсных сетей.

1. Ресурсные сети с приоритетами на дугах. К сожалению, определение ресурсной сети
с приоритетами на дугах довольно громоздко, как и определение ресурсной сети по Кузнецову—
Жиляковой.

Определение 1. Ресурсной сетью G(X,U, f, ρ,pr) с приоритетами на дугах будем называть
конечный связный ориентированный граф без петель (здесь X —множество вершин сети, U —
множество дуг сети, f : U → X × X — отображение инцидентности, ставящее в соответствие
каждой дуге упорядоченную пару вершин (начало и конец дуги), ρ : U → R+ = (0;+∞)—
отображение, задающее пропускные способности дуг сети, pr : U → N —отображение приоритет-
ности (считается, что чем меньше значение pr(u) на дуге u ∈ U , тем приоритет этой дуги выше),
с заданными правилами функционирования, которые сформулируем в определении 2.

Определение 2 (правила функционирования). Ресурсная сеть G(X,U, f, ρ,pr) функциони-
рует в дискретном времени Z+, т.е. на множестве неотрицательных целых чисел. Множество Z+

представим в виде объединения множеств Z+чет четных и Z+нечет нечетных чисел. Функциони-
рование ресурсной сети на Z+ определяется двумя рекурсивными функциями

q(x, t) : X × Z+чет → R+ = [0;+∞), ϕ(u, t) : U × Z+нечет → R+ = [0;+∞)

называемыми соответственно распределением ресурса в вершинах сети и потоком ресурса на
дугах сети.

Эти функции определены следующими условиями (a)–(c):
(a) Задается начальное распределение ресурса в вершинах сети, т.е. неотрицательные значения

функции q(x, 0) на множестве X.
(b) Каждое из множеств U+(x) = f−1({x} × X) представим в виде объединения попарно непе-

ресекающихся подмножеств (U+(x))i, i = 1, 2, . . . , kx, kx = max
u∈U+(x)

pr(u), отнеся ко множеству

(U+(x))1 все дуги из U+(x), имеющие наивысший приоритет, ко множеству (U+(x))2 все ду-
ги из U+(x), имеющие следующее возможное значение приоритета и т. д. Для каждого из
множеств (U+(x))i определим величину

(W (x))i =
∑

u∈(U+(x))i

ρ(x).

Значения потоковой функции ϕ(u, t) в момент времени t = 2n+1 в множестве U+(x) опреде-
ляются индуктивно по множествам (U+(x))i в соответствии со следующим алгоритмом:
(i) Полагаем S = q(x, 2n). Если S � (W (x))1, то

ϕ(u, 2n + 1) =
ρ(u)∑

v∈(U+(x))1

ρ(v)
· q(x, 2n) ∀u ∈ (U+(x))1,

а поток на дугах остальных множеств (U+(x))i, i = 2, . . . , kx, полагаем равным нулю. На
этом определение потока ϕ(u, 2n + 1) на множестве U+(x) завершено.

(ii) В противном случае полагаем

ϕ(u, 2n + 1) = ρ(u) ∀u ∈ (U+(x))1, S = q(x, 2n)−
∑

u∈(U+(x))1

ϕ(u, 2n + 1),

и переходим к определению потока на множестве (U+(x))2 по правилу, описанному в
п. (bi) и т. д.
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(c) Значение функции q(x, t) в момент времени t = 2n+2 в каждой вершине x ∈ X определяется
её значением в момент времени t = 2n и потоком на дугах в момент времени t = 2n + 1
следующим правилом:

q(x, 2n+ 2) = q(x, 2n) −
∑

u∈U+(x)

ϕ(u, 2n + 1) +
∑

u∈U−(x)

ϕ(u, 2n + 1). (1)

Общее определение ресурсной сети, которое состоит из двух определений 1 и 2, завершено.
Ясно, что функционирование ресурсной сети на Z+ однозначно определяется начальным рас-

пределение ресурса в вершинах сети, т.е. q(x, 0) для любого x ∈ X. Равенство 1 называют балан-
совым соотношением; оно, в частности, означает, что ресурс во время функционирования сети не
поступает в сеть и не расходуется в ней, т.е.

∑

x∈X
q(x, 0) =

∑

x∈X
q(x, 2n) ∀n ∈ N. (2)

Из определения ресурсной сети (определение 1(b) следует, что

0 � ϕ(u, 2n + 1) � ρ(u) ∀u ∈ U, ∀n ∈ Z+. (3)

Неравенство (3) означает, поток по любой дуге ресурсной сети в любой момент времени не пре-
восходит её пропускной способности, что позволяет говорить о том, что ресурсная сеть является
динамической сетевой моделью.
Ресурсные сети Кузнецова—Жиляковой (см. [7]) являются частным случаем ресурсных сетей,

когда все дуги имеют одинаковый приоритет.
Приведем три примера ресурсных сетей. В качестве основы для рассматриваемых ресурсных

сетей возьмем один и тот же граф, приведенный на рис. 1. Пропускные способности всех дуг
(I–V) полагаем равными 8.

1 2

34

I

II

III

IV

V

Рис. 1. Граф ресурсной сети примеров 1-3.

Пример 1. Рассмотрим функционирование ресурсной сети с начальным распределением ре-
сурса (2, 2, 2, 2) как сети Кузнецова—Жиляковой (все дуги имеют одинаковый приоритет). Резуль-
таты, полученные с помощью описанной в [6] программы и приведенные в таблице 1, показывают,
что довольно простая ресурсная сеть по Кузнецову—Жиляковой функционирует довольно «при-
хотливо».

Пример 2. Рассмотрим функционирование ресурсной сети с начальным распределением ре-
сурса (2, 2, 2, 2) в случае, когда дуга I имеет более высокий приоритет, чем все остальные дуги.
Ясно, что в этом случае поток по дуге V в любой момент времени равен нулю. Функционирова-
ние такой ресурсной сети приведено в таблице 2, из которой видно, что начальное распределение
ресурса (2, 2, 2, 2) порождает стационарное функционирование сети.

Пример 3. Рассмотрим функционирование ресурсной сети с начальным распределением ре-
сурса (2, 2, 2, 2) в случае, когда дуга V имеет более высокий приоритет, чем все остальные дуги.
Ясно, что в этом случае поток по дуге I в любой момент времени равен нулю. Функционирование
такой ресурсной сети приведено в таблице 3, из которой видно, что начальное распределение
ресурса (2, 2, 2, 2) порождает её периодическое функционирование, начиная с t = 2.
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Таблица 1. Функционирование ресурсной сети (рис. 1) с начальным распределением ресурса
(2, 2, 2, 2) без учёта приоритетов дуг (пример 1).

Ресурс в вершинах Поток на дугах сети
Время Вершины Дуги

«1» «2» «3» «4» «I» «II» «III» «IV» «V»
0 2 2 2 2
1 1 2 2 2 1
2 2 1 3 2
3 1 1 3 2 1
4 2 1 2 3
5 1 1 2 3 1
6 3 1 2 2
7 1,5 1 2 2 1,5
8 2 1,5 2 2,5
9 1 1,5 2 2,5 1
10 2 1 2,5 2,5
11 1 1 2,5 2,5 1
12 2,5 1 2 2,5
13 1,25 1 2 2,5 1,25
14 2,5 1,25 2,25 2
15 1,25 1,25 2,25 2 1,25
16 2 1,25 2,5 2,25
17 1 1,25 2,5 2,25 1
18 2,25 1 2,25 2,5
19 1,125 1 2,25 2,5 1,125
20 2,5 1,125 2,125 2,25
21 1,25 1,125 2,125 2,25 1,25
22 2,25 1,25 2,375 2,125
23 1,125 1,25 2,375 2,125 1,125
24 2,125 1,125 2,375 2,375
25 1,0625 1,125 2,375 2,375 1,0625
26 2,375 1,0625 2,1875 2,375
27 1,1875 1,0625 2,1875 2,375 1,1875
28 2,375 1,1875 2,25 2,1875
29 1,1875 1,1875 2,25 2,1875 1,1875
30 2,1875 1,1875 2,375 2,25

Для заполнения таблиц 2 и 3 использована программа, составленная В. А. Бабинцевым, кото-
рая в отличие от [9] рассчитана на ресурсные сети, рассмотренные в этой работе, т.е. с приори-
тетами на дугах.
Начальное состояние ресурсной сети, однозначно определяющее вместе с топологией графа и

пропускными способностями дуг функционирование ресурсной сети, было названо в [11] состо-
янием, ведущим к стационарному функционированию сети, если начиная с какого-то момента
времени T0 ∈ Z+чет имеет место равенство

q(x, T0) = q(x, T0 + 2) = q(x, T0 + 4) = . . . ∀x ∈ X. (4)

Из определения потока в ресурсной сети с приоритетами на дугах следует, что с момента T0+1
поток тоже стационарен, т.е.

ϕ(u, T0 + 1) = ϕ(u, T0 + 3) = ϕ(u, T0 + 5) = . . . ∀u ∈ U. (5)
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Таблица 2. Функционирование ресурсной сети (рис. 1) с начальным распределением ресурса
(2, 2, 2, 2) в случае, когда дуга I имеет более высокий приоритет (пример 2).

Ресурс в вершинах Поток на дугах сети
Время Вершины Дуги

«1» «2» «3» «4» «I» «II» «III» «IV» «V»
0 2 2 2 2
1 2 2 2 2 0
2 2 2 2 2
3 2 2 2 2 0
4 2 2 2 2
5 2 2 2 2 0
6 2 2 2 2
7 2 2 2 2 0
8 2 2 2 2
9 2 2 2 2 0
10 2 2 2 2
11 2 2 2 2 0
12 2 2 2 2

Таблица 3. Функционирование ресурсной сети (рис. 1) с начальным распределением ресурса
(2, 2, 2, 2) в случае, когда дуга V имеет более высокий приоритет (пример 3).

Ресурс в вершинах Поток на дугах сети
Время Вершины Дуги

«1» «2» «3» «4» «I» «II» «III» «IV» «V»
2 2 2 2

1 0 2 2 2 2
2 2 0 4 2
3 0 0 4 2 2
4 4 0 2 2
5 0 0 2 4 2
6 4 0 2 2
7 0 0 2 2 4
8 2 0 4 2
9 0 0 4 2 2
10 2 0 2 4
11 0 0 2 4 2
12 4 0 2 2
13 0 0 2 2 4
14 2 0 4 2
15 0 0 4 2 2

При этом в каждой вершине сети для потока выполнено равенство
∑

u∈U−(x)

ϕ(u, t) =
∑

u∈U+(x)

ϕ(u, t) ∀x ∈ X, ∀ t ∈ Z+нечет, t � T0 + 1. (6)

Равенство (6) выглядит аналогично условию неразрывности потока в любой промежуточной вер-
шине классической по Форду—Фалкерсону сети (см. [10]).
В [11] были получены два критерия стационарного функционирования ресурсной по Кузнецо-

ву—Жиляковой (КЖ) сети, состоящие в следующем.
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Критерий 1. Ресурсная сеть КЖ функционирует стационарно с момента времени T0 ∈ Z+чет,
т.е. с выполнением (4) и (5), тогда и только тогда, когда выполнено равенство

q(x, T0) = q(x, T0 + 2) = . . . ∀x ∈ X. (7)

Критерий 2. Ресурсная сеть КЖ функционирует стационарно с момента времени T0 ∈ Z+чет,
т.е. с выполнением (4) и (5), тогда и только тогда, когда для потока на дугах сети в момент
времени T0 + 1 выполнено равенство

∑

u∈U−(x)

ϕ(u, T0 + 1) =
∑

u∈U+(x)

ϕ(u, T0 + 1) ∀x ∈ X. (8)

Проанализировав доказательство этих критериев, легко понять, что они справедливы и для
ресурсных сетей с приоритетами на дугах.

Определение 3. Поток ϕ(u, t), u ∈ U , t ∈ Z+нечет, в ресурсной сети G(X,U, f, ρ,pr), порож-
денный некоторым начальным распределением ресурса, будем называть сбалансированным в
момент времени t0, если для него в этот момент времени во всех вершинах сети выполнено ра-
венство (6).

Как уже отмечалось, выполнение равенства (6) для потока в ресурсной сети в момент време-
ни t0 является необходимым и достаточным условием того, что ресурсная сеть вышла в своем
функционировании на стационарный режим; значит, доказана следующая теорема.

Теорема 1. Если поток в сети сбалансирован в какой-либо момент времени t0, то он сба-
лансирован и в любой момент времени t � t0, t ∈ Z+нечет.

Определение 4. Рассмотрим ресурсную сеть G(X,U, f, ρ,pr) и её функционирование, порож-
денное некоторым начальным распределением ресурса. Говорят, что функционирование выходит
на периодический режим, если существуют такие T0 ∈ Z+чет и L ∈ Z+чет, L > 2, что выполнены
условия

(x, t) = q(x, t+ L) = q(x, t+ 2L) = . . . ∀x ∈ X, ∀ t � T0, t ∈ Z+чет, (9)
q(x, t) �= q(x, t+ 2) �= · · · �= q(x, t+ L− 2). (10)

Для ресурсных сетей с приоритетами на дугах справедлив следующий критерий выхода на
периодический режим.

Теорема 2 (критерий выхода на периодический режим). Для того чтобы функционировние
ресурсной сети G(X,U, f, ρ,pr), порожденное некоторым начальным распределением ресурса,
выходило на периодический режим, необходимо и достаточно, чтобы существовали такие
T0 ∈ Z+чет и L ∈ Z+чет, L > 2, для которых выполнено два условия:

(I) q(x, T0) = q(x, T0 + L) для всех x ∈ X;
(II) поток ϕ(u, t) не является сбаласированным ни в один из моментов времени на отрезке

[T0 + 1, L− 1]Z+нечет .

Ясно, что условие (II) необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие (10) определе-
ния 4. Ясно, что в случае выхода ресурсной сети на периодический режим функционирования не
только распределение ресурса, но и поток периодичен, т.е. удовлетворяет условиям аналогичным
условию периодичности распределения ресурса (определение 3).

2. Ресурсные сети с динамическими приоритетами на дугах. Рассмотренные примеры 2
и 3 показывают, что при одном и том же начальном распределении ресурса, на одном и том же
графе сети с разными приоритетами функционируют совершенно по-разному (пример 2 — стаци-
онарно, пример 3— периодически). В этом разделе введем понятие ресурсной сети с динамиче-
скими приоритетами на дугах. Поскольку определение ресурсной сети с приоритетами на дугах
достаточно громоздко (ср. определения 1 и 2), ограничимся только необходимыми изменениями,
которые следует в них внести, чтобы получить определение ресурсной сети с динамическими
приоритетами на дугах.
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Таблица 4. Функционирование ресурсной сети с динамическими приоритетами на дугах
(пример 4).

Ресурс в вершинах Поток на дугах сети
Время Вершины Дуги

«1» «2» «3» «4» «I» «II» «III» «IV» «V»
0 2 2 2 2
1 2 2 2 2 0
2 2 2 2 2
3 0 2 2 2 2
4 2 0 4 2
5 2 0 4 2 0
6 2 2 0 4
7 0 2 0 4 2
8 4 0 4 0
9 4 0 4 0 0
10 0 4 0 4
11 0 4 0 4 0
12 4 0 4 0
13 4 0 4 0 0
14 0 4 0 4

В определении 1 отображение G(X,U, f, ρ,pr) заменяется на отображение приоритетности
G(X,U, f, ρ,Pr), где Pr : U × Z+нечет → N (считается, что чем меньше значение Pr(u, t) на дуге
u ∈ U , тем приоритет этой дуги в момент времени t выше в сравнении с другими дугами в этот
же момент времени).
Наиболее существенно меняется в этом случае пункт (b) определения 2. Он заменяется на

следующее условие:
(b′) Каждое из множеств U+(x) = f−1({x} ×X) представим в виде объединения попарно непе-

ресекающихся подмножеств (U+(x, t))i, i = 1, 2, . . . , kx, kx = max
u∈U+(x)

Pr(u, t), отнеся ко мно-

жеству (U+(x, t))1 все дуги из U+(x), имеющие наивысший приоритет в момент времени t,
ко множеству ((U+(x, t))2 — все дуги из U+(x), имеющие следующее возможное значение
приоритета в момент времени t и т. д. Для каждого из множеств (U+(x, t))i определим ве-
личину (W (x, t))i =

∑
u∈(U+(x,t))i

ρ(x). Значения потоковой функции ϕ(u, t) в момент времени t

на множестве U+(x) определяются индуктивно по множествам (U+(x, t))i в соответствии со
следующим алгоритмом:
(iii) Полагаем S = q(x, t− 1). Если S � (W (x, t))1, то

ϕ(u, t) =
ρ(u)∑

v∈(U+(x))1

ρ(v) · q(x, t− 1) ∀u ∈ (U+(x, t))1,

а поток на дугах остальных множеств (U+(x, t))i, i = 2, . . . , kx, полагаем равным нулю.
На этом определение потока ϕ(u, t) на множестве U+(x) завершено.

(iv) В противном случае полагаем

ϕ(u, t) = ρ(u) ∀u ∈ (U+(x, t))1, S = q(x, t− 1)−
∑

u∈(U+(x))1

ϕ(u, t)

и переходим к определению потока на множестве (U+(x, t))2 по правилу, описанному в
п. (bi) и т. д.

Пример 4. Рассмотрим граф, приведенный на рис. 1, считая, что пропускные способности
всех дуг равны 8. Динамические приоритеты дуг определены следующим образом: при t = 1
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Таблица 5. Функционирование ресурсной сети с динамическими приоритетами на дугах
(пример 5).

Ресурс в вершинах Поток на дугах сети
Время Вершины Дуги

«1» «2» «3» «4» «I» «II» «III» «IV» «V»
0 2 2 2 2
1 2 2 2 2 0
2 2 2 2 2
3 0 2 2 2 2
4 2 0 4 2
5 1 0 4 2 1
6 2 1 1 4
7 2 1 1 4 0
8 4 2 1 1
9 0 2 1 1 4
10 1 0 6 1
11 0,5 0 6 1 0,5
12 1 0,5 0,5 6
13 1 0,5 0,5 6 0
14 6 1 0,5 0,5
15 0 1 0,5 0,5 6
16 0,5 0 7 0,5
17 0,25 0 7 0,5 0,25
18 0,5 0,25 0,25 7
19 0,5 0,25 0,25 7 0
20 7 0,5 0,25 0,25
21 0 0,5 0,25 0,25 7
22 0,25 0 7,5 0,25
23 0,125 0 7,5 0,25 0,125
24 0,25 0,125 0,125 7,5
25 0,25 0,125 0,125 7,5 0
26 7,5 0,25 0,125 0,125
27 0 0,25 0,125 0,125 7,5
28 0,125 0 7,75 0,125
29 0,0625 0 7,75 0,125 0,0625

наивысший приоритет имеет дуга I, приоритет остальных дуг меньше; при t = 3 наивысший
приоритет имеет дуга V, приоритет остальных дуг меньше; при t = 5 наивысший приоритет
имеет дуга I, приоритет остальных дуг меньше; при t = 7 наивысший приоритет имеет дуга V,
приоритет остальных дуг меньше и т. д.
Зададим начальное распределение ресурса в вершинах (2, 2, 2, 2) и рассмотрим функциониро-

вание ресурсной сети с динамическими приоритетами на дугах. Как видно из таблицы 4, эта
ресурсная сеть с начального распределения ресурса (2, 2, 2, 2) выходит начиная с t = 8 на перио-
дическое функционирование (но не такое, как в примере 3).

Пример 5. Рассмотрим граф, приведенный на рис. 1, считая, что пропускные способности
всех дуг равны 8. Динамические приоритеты дуг определены следующим образом: при t = 1
наивысший приоритет имеет дуга I, приоритет остальных дуг меньше; при t = 3 наивысший при-
оритет имеет дуга V, приоритет остальных дуг меньше; при t = 5 приоритет всех дуг одинаковые
(т.е. ресурсы распределяются, как в сети Кузнецова—Жиляковой), а потом повторяется процесс,
т.е. при t = 7 наивысший приоритет имеет дуга I, приоритет остальных дуг меньше; при t = 9
наивысший приоритет имеет дуга V, приоритет остальных дуг меньше; при t = 11 приоритет
всех дуг одинаковые (КЖ) и т. д.
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Зададим начальное распределение ресурса в вершинах (2, 2, 2, 2), и рассмотрим функциониро-
вание ресурсной сети с динамическими приоритетами на дугах (таблица 5). Результаты, получен-
ные в [1, 11] для ресурсных сетей Кузнецова—Жиляковой справедливы и для ресурсных сетей с
заданными приоритетами на дугах (определения 1, 2 настоящей работы).
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