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Аннотация. На основе методов качественной теории дифференциальных уравнений проведено
исследование корректности математической модели одномерной диффузии неравновесных носи-
телей заряда, генерированных электронным пучком, доказана непрерывная зависимость решения
от входных данных, получены оценки влияния погрешностей исходных данных на распределение
диффундирующей примеси. Полученные результаты могут быть использованы при планировании
эксперимента в электроннозондовых технологиях.

Ключевые слова: математическая модель, дифференциальное уравнение диффузии, задача
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Abstract. Based on the methods of the qualitative theory of differential equations, we examine
the well-posedness of the mathematical model of one-dimensional diffusion of nonequilibrium charge
carriers generated by an electron beam. We prove the continuous dependence of solutions on input data
and obtain estimates of the influence of errors in the initial data on the distribution of the diffusing
impurity. The results obtained can be used in electron probe technologies.
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1. Введение. При математическом описании любых явлений и процессов необходимо решить
ряд математических задач, наиболее важными из которых являются следующие: установление
существования решения, доказательство единственности решения, обоснование непрерывной за-
висимости решения от данных задачи (начальных и граничных данных, свободного члена, ко-
эффициентов операторного уравнения (см. [2]). Задачи, удовлетворяющие этим требованиям,
называются корректно поставленными. В настоящей работе на примере диффузии носителей за-
ряда, генерированных в однородном полупроводнике широким электронным пучком, рассмотрен
вопрос о корректности одной модельной задачи тепломассопереноса. Эта математическая задача
представляет интерес как с точки зрения изучения рассматриваемого класса дифференциальных
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уравнений, так и как задача, интересная для практического приложения в физическом матери-
аловедении.

Выбор объекта исследования обусловлен следующим. Одними из немногих методов, позволя-
ющими реализовать бесконтактную неразрушающую диагностику твёрдых тел, являются элек-
троннозондовые методы, основанные на использовании остро сфокусированных пучков кило-
вольтных электронов низких (примерно до 8—10 кэВ) и средних (от 8—10 до 50 кэВ) энергий
(см. [8]). В полупроводниковом материаловедении при проведении локальных исследований ма-
териалов с использованием сфокусированных пучков электронов наиболее часто в качестве ин-
формативного регистрируется сигнал, связанный с генерацией и диффузией в полупроводнико-
вой мишени неравновесных неосновных носителей заряда (ННЗ) и/или регистрируются сигналы,
характеристики которых существенно зависят от распределения ННЗ.

Регистрация информативных сигналов, возбуждаемых в полупроводниковой мишени и сравне-
ние экспериментальных данных с математической моделью этого явления позволяют идентифи-
цировать параметры полупроводника, которые весьма сложно или даже невозможно определить
другими методами (см. [5, 6, 9]).

Однако математически корректное исследование математических моделей физических явле-
ний, возникающих при взаимодействии электронных пучков с полупроводниковыми объектами
и описываемых дифференциальными уравнениями тепломассопереноса, ранее практически не
проводилось (см. [10–14]). Необходимость подобных математических исследований обусловлена
также недостаточной изученностью физических явлений математическими методами: имеются
лишь единичные публикации, посвящённые изучению корректности математических моделей,
используемых в электроннозондовых технологиях. В частности, можно сказать, что ранее такая
задача моделирования диффузии для рассматриваемого процесса в определённой степени носила
полуколичественный характер. Она решалась только при использовании модели потерь энергии
первичными низкоэнергетическими электронами в мишени в виде нормального распределения
Гаусса (см. [?, 5, 7, 11]), что для широкого диапазона материалов и энергий электронов зонда
(до 50 кэВ) является довольно грубым приближением, описывающим имеющиеся эксперимен-
тальные данные потерь энергии в конденсированном веществе во многом лишь качественно (см.,
например, [3,4]). В настоящей работе использована математическая модель, наиболее полно опи-
сывающая потери энергии электронами пучка в конденсированном веществе и количественное
рассмотрение проведено на основе этой модели, чего ранее не делалось.

2. Постановка задачи. Для количественного описания задачи тепломассопереноса необходи-
мо построить математическую модель рассматриваемого явления. Для этого требуется описать
процесс потерь энергии электронами пучка в твердом теле и, как следствие этого, генерацию
электронно-дырочных пар в полупроводнике, а также процесс диффузии генерированных элек-
тронным пучком ННЗ. Анализ характерных времён вышеуказанных процессов показывает, что
эти процессы можно описывать последовательно, а значит, моделировать каждый из них отдель-
но (см., например, [3, 9]).

Диффузию ННЗ, генерированных в полупроводниковой мишени электронным пучком, будем
описывать с использованием модели независимых источников, согласно которой на диффузию
генерированных электронным пучком неравновесных ННЗ из любого микрообъема полупровод-
ника не оказывают влияния другие электроны или дырки из других микрообластей материала
(см. [1]). В этом случае для одномерной диффузии в полубесконечном полупроводнике распре-
деление избыточных ННЗ по глубине Δp(z) дается выражением

Δp(z) =

∞∫

0

Δp(z, z0)dz0.

Здесь функция Δp(z, z0) описывает распределение по глубине ННЗ, генерированных плоским
бесконечно тонким источником, находящимся на глубине z0, z0 ∈ [0,∞); z—координата, отсчи-
тываемая от плоской поверхности в глубь полупроводника. Распределение Δp(z, z0) является
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решением дифференциального уравнения

D
d2Δp(z, z0)

dz2
− Δp(z, z0)

τ
= −ρ(z)δ(z − z0) (1)

с граничными условиями

D
dΔp(z, z0)

dz

∣∣∣∣
z=0

= υsΔp(0, z0), Δp(∞, z0) = 0. (2)

Здесь ρ(z)—концентрация ННЗ, пропорциональная плотности энергии первичного электронного
пучка, рассеянной в тонком слое мишени на глубине z, а постоянные D, τ и vs —коэффициент
диффузии, время жизни и скорость поверхностной рекомбинации ННЗ соответственно; δ(z−z0)—
дельта-функция.

3. О существовании и единственности решения рассматриваемой задачи. Следующая
теорема посвящена установлению решения задачи (1)—(2) на луче z � 0.

Теорема 1. Задача (1)—(2) на луче z � 0 имеет решение, которое определяется следующей
формулой:

Δp(z, z0) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ρ(z0)τ

2L
exp

(
−z0

L

) [
exp

( z

L

)
− S − 1

S + 1
exp

(
− z

L

)]
∀z ∈ [0, z0],

ρ(z0)τ

2L
exp

(
− z

L

) [
exp

(z0
L

)
− S − 1

S + 1
exp

(
−z0

L

)]
∀z ∈ [z0,∞) .

(3)

Здесь L =
√
Dτ — диффузионная длина ННЗ, а S = υsL/D—приведённая скорость поверхност-

ной рекомбинации ННЗ.

Доказательство теоремы 1, т.е. решение задачи (1)—(2) в виде (3), приведено в [1, 9].
В следующей теореме устанавливается единственность решения задачи (1)—(2).

Теорема 2. Решение задачи (1)—(2) единственно на луче z � 0.

Доказательство. Предположим противное. Пусть n1 и n2 —два различных решения зада-
чи (1)—(2) на луче z � 0. Рассмотрим функцию u = n2−n1, которая удовлетворяет следующему
дифференциальному уравнению

D
d2u

dz2
− u

τ
= 0.

и стремится к 0 в бесконечности. Применив к полученной задаче формулу (3) с ρ(z0) = 0, получим
u = 0, откуда следует n2 = n1. Полученное противоречие и доказывает единственность решения
задачи (1)—(2) на луче z � 0. Теорема 2 доказана. �

4. Теоремы об оценках решения рассматриваемой задачи. Следующие теоремы уста-
навливают непрерывную зависимость решения задачи (1)—(2) от члена в правой части диффе-
ренциального уравнения (1).

Теорема 3. Пусть Δp1(z, z0)— решение уравнения

D
d2Δp1(z, z0)

dz2
− Δp1(z, z0)

τ
= −ρ1(z)δ(z − z0)

с граничными условиями (2), Δp2(z, z0)—решение уравнения

D
d2Δp2(z, z0)

dz2
− Δp2(z, z0)

τ
= −ρ2(z)δ(z − z0)

с граничными условиями (2) и для всех z � 0

|ρ2(z) − ρ1(z)| � ε. (4)

Тогда для всех z � 0 справедлива оценка

|Δp2(z, z0)−Δp1(z, z0)| � ετ

L
.
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Доказательство. На отрезке z ∈ [0, z0] решение задачи (1)—(2) определяется формулой (3). Тогда
для функций Δp1(z, z0) и Δp2(z, z0) имеем

Δp1(z, z0) =
ρ1(z0)τ

2L
exp

(
−z0

L

)[
exp

( z

L

)
− S − 1

S + 1
exp

(
− z

L

)]
,

Δp2(z, z0) =
ρ2(z0)τ

2L
exp

(
−z0

L

)[
exp

( z

L

)
− S − 1

S + 1
exp

(
− z

L

)]
,

откуда

|Δp2(z, z0)−Δp1(z, z0)| � |ρ2(z0)− ρ1(z0)|τ
2L

exp
(
−z0

L

)[
exp

( z

L

)
− S − 1

S + 1
exp

(
− z

L

)]
.

Применив оценку (4) и учитывая условие z ∈ [0, z0], получим

|Δp2(z, z0)−Δp1(z, z0)| � ετ

L
exp

(
−z0 − z

L

)
. (5)

На полуинтервале z ∈ [z0,∞) решение задачи (1)—(2) также определяется формулой (3). Тогда
для функций Δp1(z, z0) и Δp2(z, z0) имеем

Δp1(z, z0) =
ρ1(z0)τ

2L
exp

(
− z

L

)[
exp

(z0
L

)
− S − 1

S + 1
exp

(
−z0

L

)]
,

Δp2(z, z0) =
ρ2(z0)τ

2L
exp

(
− z

L

)[
exp

(z0
L

)
− S − 1

S + 1
exp

(
−z0

L

)]
,

откуда

|Δp2(z, z0)−Δp1(z, z0)| � |ρ2(z0)− ρ1(z0)|τ
2L

exp
(
− z

L

)[
exp

(z0
L

)
− S − 1

S + 1
exp

(
−z0

L

)]
.

Применив оценку (4) и учитывая условие z ∈ [z0,∞), получим

|Δp2(z, z0)−Δp1(z, z0)| � ετ

L
exp

(
−z − z0

L

)
. (6)

Объединяя оценки (5) и (6), получим, что при всех z � 0

|Δp2(z, z0)−Δp1(z, z0)| � ετ

L
exp

(
−|z − z0|

L

)
,

откуда вытекает
|Δp2(z, z0)−Δp1(z, z0)| � ετ

L
.

Теорема 3 доказана. �

Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 3. Тогда при всех z � 0 справедлива оценка

|Δp2(z)−Δp1(z)| � ετ.

Доказательство. Оценим выражение

|Δp2(z)−Δp1(z)| =
∞∫

0

|Δp2(z, z0)−Δp1(z, z0)|dz0.

Применив оценку (5), получим

|Δp2(z)−Δp1(z)| � ετ

L

∞∫

0

exp

(
−|z − z0|

L

)
dz0. (7)

Поскольку
∞∫

0

exp

(
−|z − z0|

L

)
dz0. =

z0∫

0

exp

(
z − z0
L

)
dz0 +

∞∫

z0

exp

(
z0 − z

L

)
dz0 = L exp

(
− z

L

)
,
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из (7) получим
|Δp2(z)−Δp1(z)| � ετ.

Теорема 4 доказана. �
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