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Аннотация. В статье рассмотрены некоторые лифты тензорных полей и линейных связностей,
заданных на гладком класса C∞ многообразии, в его расслоение Вейля MA

n . Дан краткий обзор
результатов по теории расслоений Вейля второго порядка, полученных за последние годы.
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Abstract. In the paper, some lifts of tensor fields and linear connections given on a smooth manifold
of the class C∞ to its Weil bundle MA

n are considered. A brief review of results on the theory of
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1. Введение. Линейная связность в геометрии была введена в 1918 году Г. Вейлем, а в об-
щем виде пространство аффинной связности определено Э. Картаном. Одной из основных задач
геометрии пространства, снабженного дифференциально-геометрической структурой, является
изучение группы автоморфизмов этого пространства. Вопрос о движениях в евклидовых и неев-
клидовых пространствах был поставлен С. Ли. В конце XIX и начале XX века были опубликованы
работы В. Киллинга, Г. Фубини, Л. Бианки, Г. Риччи и других авторов по группам движений
в римановых пространствах.
В 1953 году А. Вейль построил расслоение A-близких точек, где A—локальная алгебра. К чис-

лу таких расслоений относятся касательные расслоения и расслоения pv-скоростей Эресмана.
А. П. Широков показал, что на расслоениях Вейля существует естественная A-гладкая струк-
тура. Этот факт позволил упростить построение лифтов с базовых многообразий на тотальные
пространства этих расслоений. В. В. Вишневским изучались многообразия над алгеброй плю-
ральных чисел, являющиеся полукасательными расслоениями высших порядков над ступенчато
расслоенным многообразием.
В. В. Шурыгиным изучались категории многообразий над алгебрами, объектами которых яв-

ляются многообразия над ассоциативными, коммутативными алгебрами, моделируемые произ-
вольными модулями, функторы Вейля, связности в расслоениях Вейля.
Расслоения Вейля в настоящее время являются активно развивающейся областью геометрии.

Отметим работы А. Моримото, И. Коларжа, Р. Алонсо, Г. Н. Бушуевой и В. В. Шурыгина,
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Л. Б. Смоляковой и В. В. Шурыгина и других авторов. Подробная библиография работ по тео-
рии расслоенных пространств и многообразиям над алгебрами приведена в книге В. В. Виш-
невского, А. П. Широкова, В. В. Шурыгина [5], в статьях В. В. Вишневского, А. П. Широкова,
В. В. Шурыгина, М. А. Малахальцева.

2. Алгебры Вейля. Алгебры А. Вейля лежат в основе определения расслоений Вейля, а также
используются при построении лифтов геометрических объектов с базы в расслоение Вейля.
Приведем здесь определение алгебры Вейля над полем действительных чисел.

Определение 1. Линейная алгебра A конечного ранга над полем R называется алгеброй Вей-
ля, если выполнены следующие условия:

(i) A—коммутативна, ассоциативна, обладает единицей;
(ii) существует идеал I такой, что I

p �= {0}, а T
p+1 = {0};

(iii) факторалгебра A/T изоморфна R.

Число p называется высотой алгебры A, а число m, равное размерности факторалгебры T/T2,

называется шириной алгебры A. В идеале T, который будем обозначать также символом
0
A, можно

выбрать m элементов ε1, ε2, . . . , εm, порождающие этот идеал. Одномерная подалгебра, порож-
денная единицей δ алгебры A, изоморфна R. Отождествив δ с 1 поля действительных чисел R,
алгебру A можно представить в виде полупрямой суммы R и T: A = R + T. Каждый элемент a
алгебры A единственным образом представим в виде a0 + a1 = a; число a0 назовем вещественной
частью и обозначим Re a. Если a0 �= 0, то ak �= 0 при любом натуральном k. Отсюда следует,
что все нильпотентные элементы алгебры A принадлежат идеалу T. Идеал T называется ради-
калом и обозначается символом RdA. Базис в алгебре A можно построить из элементов ε0 = 1
и εα1

1 εα2
2 . . . εαm

m , где αi —неотрицательные целые числа и α1+α2+ . . .+αm �= 0. Для обозначения
базисных элементов удобно использовать мультииндексы α = (α1, α2, . . . , αm) с неотрицатель-
ными целыми составляющими αi и |α| = α1 + α2 + . . . + αm � p. Тогда εα1

1 εα2
2 . . . εαm

m = εα

мультииндекс 0 = (0, . . . , 0) соответствует 1. Количество всевозможных мультииндексов α та-
ких, что 0 � |α| � p равно Cm

p+m—числу сочетаний из p + m элементов по m элементов. Если
|α| > p, то εα = 0. Мультииндексы складываются как арифметические векторы. Ранг алгебры
A не превосходит Cm

p+m. Если dimA < Cm
p+m, то не все мультииндексы будут соответствовать

базисным элементам. Обозначим через Λ—множество мультииндексов, соответствующих базис-
ным элементам алгебры A, а через Λ∗ —множество всех остальных мультииндексов α таких, что
|α| � p. Для каждого μ∗ ∈ Λ∗ имеем

εμ
∗
= aμ

∗
λ ελ, (1)

где aμ
∗

λ ∈ R, а по мультииндексу λ ∈ Λ \ {0} ведется суммирование.
Соотношения (1) называются определяющими соотношениями алгебры Вейля A.
Если dimA = Cm

p+m, то Λ∗ = ∅. В этом случае алгебра A не имеет определяющих соотношений
и называется свободной алгеброй Вейля.
В алгебре Вейля A можно выделить цепочку идеалов

A ⊃ T ⊃ T
2 ⊃ . . . ⊃ T

p ⊃ {0}. (2)

Будем считать, что описанный выше базис (ε0, εα), α �= 0, удовлетворяет условию: набор (ετ )
является базисом идеала T

r при |τ | � r. Тогда каждый набор элементов вида εα, где |α| < r, не
будет содержаться в T

r. Такой базис будем называть подчиненным цепочке идеалов (2).
Пусть A—произвольная линейная алгебра над R. Элемент e ∈ A называется идемпотентным,

иначе идемпотентом, если e2 = e. Во всякой унитальной алгебре имеются два идемпотента: δ и 0,
называемые тривиальными.

Предложение 1. В любой алгебре Вейля нет идемпотентов, отличных от 1 и 0.

Известно, что если в конечномерной коммутативной ассоциативной алгебре с единицей имеется
делитель нуля, не принадлежащий радикалу, то в ней имеется нетривиальный идемпотент.
Из этого факта и предложения 1 получаем следующее утверждение.
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Предложение 2.
1. В любой алгебре Вейля A каждый делитель нуля принадлежит радикалу алгебры A.
2. Элемент a алгебры Вейля A обратим тогда и только тогда, когда

Re a �= 0.

Пусть A и B—линейные алгебры над полем R. Линейное отображение ϕ : A → B называется го-
моморфизмом, если для любых элементов x, y алгебры A выполняется условие ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y).
Биективный гомоморфизм называется изоморфизмом.

Предложение 3. Если ϕ : A → B—изоморфизм, A— унитальная алгебра с единицей δA, то
B также унитальна и ϕ(δA)— ее единица.

Используя две линейные алгебры A и B над полем R, можно построить стандартным образом
их прямую сумму A⊕ B. Если A и B— унитальные алгебры, δA, δB их единицы, соответственно,
то (δA, δB) является единицей прямой суммы A⊕ B.

Предложение 4. Если ассоциативная унитальная алгебра A изоморфна прямой сумме B⊕C

алгебр B �= {0B}, C �= {0C}, то каждая из них является ассоциативной и унитальной.

Определение 2. Линейная алгебра A, изоморфная прямой сумме B ⊕ C алгебр B и C, не
сводящихся только к нулевому элементу, называется приводимой. В противном случае алгебра
A называется неприводимой.

Имеет место следующее

Предложение 5. Любая алгебра Вейля является неприводимой алгеброй.

Доказательство. Пусть алгебра Вейля A—приводимая алгебра и изоморфна B ⊕ C, причем
B �= {0B}, C �= {0C}. Тогда в силу предложения 4 B и C— унитальные ассоциативные алгебры
с единицами δB и δC соответственно. В силу нетривиальности алгебры B ⊕ C δB �= 0B и δC �= 0C,
поэтому элементы δ1 = (δB, 0C) и δ2 = (0B, δC) отличны от единицы (δB, δC). Кроме того, эти эле-
менты являются идемпотентами алгебры B⊕C, так как δ21 = (δB, 0C)

2 = (δB, 0C) = δ1, аналогично
δ22 = δ2. Прообразы этих элементов при изоморфизме ϕ : A → B ⊕ C являются идемпотентами
алгебры A. Действительно, если ϕ—изоморфизм, то ϕ−1 также является изоморфизмом и тогда

(ϕ−1(δi))
2 = ϕ−1(δi)ϕ

−1(δi) = ϕ−1(δ2i ) = ϕ−1(δi) (i = 1, 2).

На основании предложения 1 заключаем, что ϕ−1(δ1) равен 0A либо 1A. Если ϕ−1(δ1) = 0A, то
δ1 = (0B, 0C), т.е. δB = 0B, чего быть не может.
Если ϕ−1(δ1) = 1A, то ϕ(1A) = δ1, т.е. (δB, δC) = (δB, 0C). Отсюда δC = 0C. Противоречие. Таким

образом, алгебра Вейля A не может быть приводимой. �
Из этого предложения следует, что прямая сумма двух алгебр Вейля не является алгеброй

Вейля.
В прямой сумме A⊕ B алгебр Вейля можно выделить подалгебру, которая является алгеброй

Вейля, порожденной алгебрами A и B. Опишем способ построения этой подалгебры.
В определении алгебры Вейля есть условие (3) о существовании изоморфизма ω : A/T → R.

Будем обозначать элементы факторалгебры A/T символами ā, где a ∈ A. Тогда ā = b̄ в том
и только в том случае, когда a ≡ b (mod T). Определим отображение π : A → R по правилу
π(a) = ω(ā). Оно является эпиморфизмом. Действительно, для любого элемента a0 ∈ R имеем
π(a01) = ω(a01) = a0ω(1̄) = a01 = a0, т.е. отображение π сюръективно. Для любых a, b ∈ A и t ∈ R

выполняются следующие равенства:

π(a+ b) = ω(a+ b) = ω(ā+ b̄) = ω(ā) + ω(b̄) = π(a) + π(b),

π(ta) = ω(ta) = ω(tā) = tπ(a), π(ab) = ω(ab) = ω(āb̄) = π(a)π(b),

которые означают, что π— гомоморфизм.

Определение 3. Эпиморфизм πA : A → R, определенный условием πA(a) = ωA(ā), называется
канонической проекцией алгебры Вейля A на алгебру действительных чисел R.
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Пусть A и B— алгебры Вейля над R, единицы которых отождествлены с единицей поля R,
A ⊕ B—прямая сумма этих алгебр. Рассмотрим подмножество A ⊕W B ⊂ A ⊕ B, состоящее из
всевозможных пар (a, b) ∈ A⊕ B, удовлетворяющих условию πA(a) = πB(b).

Предложение 6. Подмножество A ⊕W B, снабженное ограничениями основных операций
алгебры A⊕ B, являются унитальной подалгеброй прямой суммы A⊕ B.

Предложение 7. Прямая сумма
0
A⊕

0
B радикалов

0
A,

0
B алгебр A и B соответственно, явля-

ется радикалом алгебры A⊕W B.

Предложение 8. Алгебра A⊕W B является алгеброй Вейля.

Определение 4. Алгебра Вейля A⊕W B называется суммой Уитни алгебр Вейля A и B.

Из рассмотренного выше следует, что сумма Уитни A⊕W B алгебр Вейля A = R⊕
0
A, B = R⊕

0
B

изоморфна алгебре Вейля с радикалом
0
A⊕

0
B: A⊕W B ∼= R+ (

0
A⊕

0
B).

Введенная операция обладает следующим свойством: она не сохраняет свойство фробениусо-
вости.

Определение 5. Унитальная алгебра A конечного ранга над полем R называется фробениу-
совой, если существует невырожденная билинейная форма q на A со значениями в R такая, что
q(a, bc) = q(ab, c) для любых a, b, c ∈ A.

Определение 6. Сумма Уитни любого конечного числа фробениусовых алгебр Вейля не яв-
ляется фробениусовой.

Фробениусовы алгебры Вейля существуют. Например, любая алгебра плюральных чисел
R(εm+1)—фробениусова.
Известны следующие теоремы.

Теорема 1. Тензорное произведение фробениусовых алгебр является фробениусовой алгеб-
рой [6].

Теорема 2. Тензорное произведение алгебр Вейля над полем R является алгеброй Вейля [13].

На основании этих теорем докажем следующее

Предложение 9. Пусть A—фробениусова алгебра Вейля ширины mA и высоты pA, B—фро-
бениусова алгебра Вейля ширины mB, высоты pB. Тогда тензорное произведение A⊗ B—фробе-
ниусова алгебра Вейля ширины mA +mB и высоты pA + pB.

Предложение 10. Для любых натуральных чисел m и p, удовлетворяющих условию m � p,
существует фробениусова алгебра Вейля ширины m и высоты p.

Предложение 11.
(1) Если dimA = 2, то алгебра Вейля A изоморфна алгебре дуальных чисел R(ε) = {a + bε |

a, b ∈ R, ε2 = 0}.
(2) Если dimA = 3, то A изоморфна одной из следующих алгебр:

(a) алгебре плюральных чисел R(ε2) = {a+ bε+ cε2 | a, b, c ∈ R, ε3 = 0};
(b) сумме Уитни R(ε1)⊕W R(ε2) алгебр дуальных чисел.

(3) Если dimA = 4, то A изоморфна одной из следующих пяти алгебр Вейля:
(a) алгебре плюральных чисел R(ε3) = {a+ bε+ cε2 + dε3 | a, b, c, d ∈ R, ε4 = 0};
(b) сумме Уитни R(ε1)⊕W R(ε22) алгебры R(ε1) дуальных чисел алгебры плюральных чисел

R(ε22);

(c) сумме Уитни
3⊕

W
i=1

WR(εi) алгебр дуальных чисел;

(d) Алгебре Вейля A ширины 2 и высоты 2 с псевдобазисом (ε1, ε2); базис алгебры A состав-
ляют элементы 1, ε1, ε2, ε

2
1. Определяющие соотношения алгебры A: ε1ε2 = 0, ε22 = qε21

(q = ±1).
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Доказательство опирается на классификацию неприводимых ассоциативных унитальных ал-
гебр [5]. Поскольку всякая алгебра Вейля — ассоциативна, неприводима и унитальна, то из рас-
сматриваемой классификации выделим алгебры Вейля.
Из приведенного предложения следует, что каждая алгебра Вейля размерности 2 или 3 являет-

ся свободной. Среди алгебр Вейля, размерности которых больше трех, возможны как свободные,
так и несвободные алгебры.
Среди алгебр Вейля размерности 4 алгебры (3a) и (3c) — свободные, а алгебры (3b), (3d) —

несвободные. Определяющим соотношением алгебры (3b) является соотношение ε21 = 0.

3. Расслоения Вейля. В основе определения расслоения Вейля лежат алгебры Вейля и глад-
кие многообразия. Обозначим через A—произвольную алгебру Вейля конечного ранга над полем
действительных чисел R. Будем считать, что единица δ алгебры A отождествлена с единицей 1
поля R. Тогда A как векторное пространство может быть представлено в виде прямой суммы R

и идеала T. Выберем какой-нибудь базис εα, α = 0, 1, . . . ,dimA − 1 алгебры A, причем ε0 = 1.
Наряду с A будем использовать дуальное пространство A

∗ линейных форм, заданных на A, со
значениями в R. Обозначим через εα элементы дуального базиса к базису (εα), тогда εα(εβ) = δβα.
Будем использовать также мультииндексы s = (s1, s2, . . . , sn), где si (i = 1, 2, . . . , n) — целые неот-
рицательные числа. Введем обозначения

|s| = s1 + s2 + . . .+ sn; s! = s1!s2! . . . sn! Ct
s =

s!

t!(s− t)!
.

Пусть M — n-мерное вещественное связное гладкое многообразие класса C∞, обозначим через
C∞(M) алгебру гладких класса C∞ функций, заданных на M и принимающих значения в R.

Определение 7. Точкой, A-близкой к точке q ∈ M , называется гомоморфизм jq : C
∞(M) → A,

удовлетворяющий условию jq(f) ≡ f(q) (mod T).

Множество точек, A-близких к точке q ∈ M , обозначим через MA
q . Объединение

⋃
q∈M

MA
q обо-

значим через MA. Отображение π : MA → M , определенное условием π(jq) = q, называется
канонической проекцией, а тройка (MA, π,M)—расслоением Вейля.
На тотальном пространстве MA возникают структуры гладкого многообразия над алгеброй A

и над алгеброй R. Прежде чем перейти к описанию этих структур, отметим некоторые свойства
элементов пространства MA.

Предложение 12. Для любого элемента jq ∈ MA имеет место равенство jq(1) = 1.

Следствие 1. Для любого элемента jq ∈ MA и постоянной функции c : M → R имеет место
равенство jq(c) = c.

Пусть f ∈ C∞(M).

Определение 8.
1. Функция f(0) : M

A → R, определенная условием f(0) = f ◦ π, называется вертикальным
лифтом функции f .

2. Функция fA : MA → A, определенная условием fA(jq) = jq(f) для всех jq ∈ MA, называется
естественным продолжением f с базы M в пространство MA.

Из определения следует (f + g)A = fA + gA, (cf)A = cfA и (fg)A = fAgA, c ∈ R.
Пусть на M выбран атлас гладкой структуры и (U, xi)—произвольная карта этого атласа.

Для координатных функций xi построим их естественные продолжения (xi)A = Xi.
Обозначим через π−1(U)—полный прообраз области U выбранной карты. Из определения есте-

ственного продолжения функций имеем

(xi)A(jq) = jq(x
i)

для любого jq ∈ π−1(U).
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Так как jq(x
i) ≡ xi(q) (mod T), то

(xi)A(jq) = xi(0)(jq) + xiα(jq)ε
α (α �= 0). (3)

Из последних соотношений следует, что

(xi)A = xi(0) + xiαε
α.

Здесь xiα : M
A → R—функции, определенные соотношением (3).

Пусть q—произвольная точка окрестности U . Для каждой функции f существует окрестность
точки q, содержащаяся в U , что в этой окрестности функция f может быть представлена фор-
мулой Тейлора

f = f(q) +

p∑

|s|=1

1

s!
Dsf(q)(x− q)s +

∑

|s′|=p+1

1

s′!
(Ds′f ◦ ξ)(x− q)s

′
. (4)

Здесь p— высота алгебры Вейля A, функция ξ определяется условием

ξ(q′) = (qi + θ(q′i − qi)), 0 < θ < 1, а qi = xi(q), q′i = xi(q′i).

Выражения (x − q)s означают кратную запись выражения (x1 − q1)s1(x2 − q2)s2 . . . (xn − qn)sn .
В формуле (4) Dsf(q) определены так

Dsf(q) =
∂|s|f

(∂x1)s1(∂x2)s2 . . . (∂xn)sn
(q).

Для каждой точки jq, A-близкой к точке q на основании (4) имеем

jq(f) = f(q) +

p∑

|s|=1

1

s!
Dsf(q)(jq(x)− q)s. (5)

В полученном равенстве имеем

(jq(x)− q)s = (jq(x
1)− q1)s1(jq(x

2)− q2)s2 . . . (jq(x
n)− qn)sn .

Так как jq(x
i)− qi = xi(q) + qiαε

α − qi = qiαε
α = Qi (α �= 0), то (5) можно переписать в виде

jq(f) = f(q) +

p∑

|s|=1

1

s!
Dsf(q)Q

s, (6)

Положим D0f(q) = f(q), Q0 = 1. Тогда равенство (6) можно представить следующим образом:

jq(f) =
1

s!
Dsf(q)Q

s, |s| � p. (7)

В формуле (7) по мультииндексу s ведется суммирование.

Предложение 13. Если jq(x
i) = jq′(x

i), то jq = jq′ .

Следствием предложения является

Предложение 14. Если (xi)A(jq) = (xi)A(jq′), то jq = jq′ , при этом q = q′.

Таким образом, отображение h̃ : π−1(U) → A
n, заданное по правилу

h̃(jq) = (X1(jq),X
2(jq), . . . ,X

n(jq)),

является инъективным. Здесь использовано обозначение Xi = (xi)A.
Обозначим через W ⊂ R

n образ окрестности U при гомеоморфизме h : U → W по правилу
h(q) = (x1(q), x2(q), . . . , xn(q)).

Предложение 15. Для каждого элемента (A1, A2, . . . , An) ∈ A
n, где Ai = ai + Ai

1,, где
(a1, a2, . . . , an) ∈ W , Ai

1 ∈ T, существует гомоморфизм ja, A-близкий к точке a ∈ U с коор-
динатами ai = xi(a) такой, что ja(x

i) = Ai.
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Предложение 16. Для каждой функции f ∈ C∞(Mn) ее естественное продолжение fA яв-
ляется голоморфной над A [12].

Имеет место равенство
dfA = (∂jf)

AdXj .

Отсюда получаем следующую формулу для вычисления частной производной по переменной Xj

∂fA

∂Xj
= (∂jf)

A.

Следствием этого предложения является

Предложение 17. Пусть (U, xi), (V, yi)— две карты гладкой структуры на M и U ∩ V �= 0,
yi = yi(x1, . . . , xn)—формулы перехода. Тогда Y i = Y i(X1, . . . ,Xn) будут голоморфными функ-
циями, где Xi = (xi)A, Y i = (yi)A, причем

J

(
∂Y i

∂Xj

)
�= 0

и не является делителем нуля алгебры A в каждой точке π−1(U) ∩ π−1(V ).

Доказательство. Так как формулы yi = yi(x1, . . . , xn) обратимы, то xi = xi(y1, . . . , yn). То-
гда Xi = Xi(Y 1, Y 2, . . . , Y n). Составим произведения якобиевых матриц с элементами ∂Y i/∂Xj

и ∂Xi/∂Y j :
∂Y i

∂Xj

∂Xj

∂Y k
=

(
∂yi

∂xj

)A(
∂xj

∂xk

)A

=

(
∂yi

∂xj
∂xj

∂xk

)A

= (δij)
A = δij .

Отсюда следует невырожденность якобиевых матриц. �
В заключение этого параграфа заметим, что если fA = 0, то f = 0. Действительно, для

произвольной точки jx ∈ MA
n имеем fA(jx) = jx(f) ≡ f(x) (mod T). Отсюда 0 ≡ f(x) (mod T),

значит, f(x) = 0 для любой точки x ∈ M .

4. Лифты тензорных полей и линейных связностей с базы Mn в расслоение Вей-
ля. Рассмотрим расслоения Вейля MA

n , снабжённые гладкой класса C∞ структурой над полем
действительных чисел.

Определение 9. Естественным (δ)-лифтом тензорного поля типа (1, s) или линейной связно-
сти с Mn в расслоение MA

n называется (δ)-реализация их естественных A-продолжений.

Если в алгебре Вейля главная единица δ включена в базис, ε0 = 1 = δ, то (δ)-лифт будет
обозначаться символом (0) вместо (ε0), (0)-лифт называется также полным лифтом тензорного
поля типа (1, s) или линейной связности. Будем считать, что ε0 = 1 = δ.
Сначала остановимся на лифтах функций с Mn в MA

n . Пусть a∗ ∈ A
∗, C∞(Mn), C∞(MA

n )—
алгебры вещественных функций класса C∞ на Mn и на MA

n , соответственно.

Определение 10. (a∗)-лифтом функций называется отображение

(a∗) : C∞(Mn) → C∞(MA

n ),

определённое тождеством
f(a∗) = a∗ ◦ fA,

где ◦ означает композицию указанных отображений.

Предложение 18. (a∗)-Лифты функций удовлетворяют следующим тождествам:
(a) (tf + sg)(a∗) = tf(a∗) + sg(a∗);
(b) f(ta∗+sb∗) = tf(a∗) + sf(b∗);
(c) f((t+s)a∗) = tf(a∗) + sf(a∗);
(d) (fg)

(b)
(a∗) = f

(α)
(a∗)g

(b)
(α);
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здесь t, s ∈ R, f (α)
(a∗) = f(a∗·εα), g(α) = g(εα), εα— базисные элементы алгебры A, εα— элементы

дуального базиса к базису (εα).

Предложение 19. Если элементы a1, . . . , al алгебры A линейно независимы и (fα)(b∗·aα) = 0
для всех b∗ ∈ A

∗, то fα = 0.

Из определения 10 получим, что для векторного поля X, заданного на базеMn, его (δ)-реализа-
ция определяется условием X(0) = (XA)(δ). Для любого элемента a ∈ A положим X(a) = (aXA)(δ).
Векторное поле X(a) называется (a)-лифтом векторного поля X с Mn в MA

n .

Предложение 20. Векторное поле X(a) на MA
n — единственное векторное поле, удовлетво-

ряющее тождеству
X(a)f(b∗) = (Xf)(b∗·a).

Таким образом, (a)-реализация каждого голоморфного векторного поля X̃ на расслоении MA
n

является конечной суммой лифтов векторных полей, заданных на базе расслоения.

Предложение 21. Для любых t, s ∈ R, X,Y ∈ T 1
0 (Mn), a, b ∈ A и f ∈ C∞(Mn) имеют место

следующие равенства:
(a) X(ta+sb) = tX(a) + sX(b);
(b) (tX + sY )(a) = tX(a) + sY (a);
(c) (fX)(a) = f(α)X

(aεα);
(d) [X(a), Y (b)] = ([X,Y ])(ab).

Следствием предложения 19 является

Предложение 22. Если a1, a2, . . . , al —R-линейно независимые элементы алгебры A,

X1,X2, . . . ,Xl

— векторные поля на Mn и сумма X
(aα)
α = 0, то Xα = 0 для каждого α = 1, 2, . . . , l.

Это предложение позволяет доказать следующее

Предложение 23. Если a1, a2, . . . , al —R-линейно независимые элементы алгебры A,

K1,K2, . . . ,Kl

—тензорные поля типа (1, s) (s � 1) и K
(aα)
α = 0, то Kα = 0 для всех α = 1, 2, . . . , l.

Как было сказано в начале параграфа, полный лифт тензорного поля K типа (1, s) обознача-
ется через K(0) вместо записи K(ε0). Таким образом,

K(0) = (KA)(δ).

В частности, для векторного поля X ∈ T1
0(Mn), полный лифт X(0) определяется условием

X(0) = (XA)(δ).

Для каждого элемента a ∈ A положим

X(a) = (aXA)(δ), K(a) = (aKA)(δ).

Эти лифты называются (a)-лифтами векторного поля X и тензорного поля K, соответственно.

Предложение 24. (a)-лифт K(a) тензорного поля K, заданного наMn, является единствен-
ным, удовлетворяющим тождеству

K(a)
(
X

(b1)
1 , . . . ,X(bs)

s

)
= (K(X1, . . . ,Xs))

(ab1 ...bs).
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Если K = I — единичный аффинор на Mn, то его (a)-лифт определяется условием

I(a)(X(b)) = X(ab).

Полный лифт I(0) = I(ε
0) определяется тождеством

I(0)(X(b)) = X(b),

поэтому является единичным аффинором на MA
n . (a)-лифты тензорных полей K типа (1, s) об-

ладают свойствами, аналогичными свойствам (a)-лифтов векторных полей.

Предложение 25. Пусть K, Q—тензорные поля типа (1, s) на Mn, t, s ∈ R, a, b ∈ A. Име-
ют место следующие тождества:

(a) K(ta+sb) = tK(a) + sK(b);
(b) (tK + sQ)(a) = tK(a) + sQ(a);
(c) (fK)(a) = f(α)K

(aεα);
(d) LX(b)K(b) = (LXK)(ab).

Предложение 26. Если ω̃— s-форма, заданная на MA
n и

ω̃
(
X

(a1)
1 , . . . ,X(as)

s

)
= 0

для произвольных векторных полей X1, . . . ,Xs из T 1
0 (Mn) и произвольных элементов a1, . . . , as

алгебры A, то ω̃ = 0.

Предложение 27. Пусть a∗ ∈ A
∗, ω ∈ T 0

s (Mn). Существует единственная s-форма ω̃ на
MA

n , удовлетворяющая тождеству

ω̃
(
X

(a1)
1 , . . . ,X(as)

s

)
= (ω(X1, . . . ,Xs))

(a1a2...as)
(a∗) . (8)

Определение 11. Отображение (a∗) : T 0
s (Mn) → T 0

s (M
A
n ), определённое тождеством

ω̃(a∗)
(
X

(a1)
1 , . . . ,X(as)

s

)
= (ω(X1, . . . ,Xs))

(a1 ...as)
(a∗) ,

называется (a∗)-лифтом s-форм.

Предложение 28. Для любых t, s ∈ R, a∗, b∗ ∈ A
∗, s-форм ω, θ, заданных на Mn, a ∈ A

и функций f ∈ C∞(Mn) выполняются следующие равенства:

(a) ω(ta∗+sb∗) = tω(a∗) + sω(b∗);
(b) (tω + sθ)(a∗) = tω(a∗) + sθ(a∗);
(c) (fω)(a∗) = f(σ)ω(a∗·εσ);
(d) (fω)(a∗) = f

(σ)
(a∗)ω(σ).

Предложение 29. Если ω1 ∈ T 0
r (Mn), ω2 ∈ T 0

s (Mn) и a∗ = aαεα ∈ A
∗, то

(ω1 ⊗ ω2)(a∗) = aαγσ1σ2
α (ω1)(σ1) ⊗ (ω2)(σ2),

где γσ1σ2
α = εα(ε

σ1εσ2)— структурные постоянные алгебры A.

Предложение 30. Для любого векторного поля X ∈ T 1
0 (Mn) и любой s-формы ω имеет

место тождество

LX(a)ω(b∗) = (LXω)(a∗·b),

a ∈ A, b∗ ∈ A
∗.
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5. Лифты тензорных полей в координатах. Пусть (U, xi)—произвольная карта гладко-
го атласа многообразия Mn, (π−1(U), xiα)—карта гладкого атласа на MA

n . Сначала остановимся
на координатном представлении функций f(a∗), где f ∈ C∞(Mn). Из определения (a∗)-лифта
функции следует, что

f(a∗) = a0f(0) + aϑ((∂j1f)(0)x
j
ϑ +

1

2!
(∂j1j2f)(0)x

j1
α1
xj2α2

γα1α2
ϑ + . . .+

1

p!
(∂j1j2...jpf)(0)x

j1
α1

. . . x
jp
αpγ

α1...αp

ϑ ),

где f(0) = f ◦ π— вертикальный лифт функции f ,

γα1α2...αs
ϑ = εϑ(ε

α1εα2 . . . εαs) = γα1α2
τ1 γτ1α3

τ2 . . . γ
τs−2αs

ϑ ,

γα1α2
τ1 — структурные постоянные алгебры Вейля A.
Если ковектор a∗ совпадает с базисным ковектором ετ дуального базиса (εα) к базису (εα)

алгебры A, то получим, в силу принятых соглашений об обозначениях
f(ε0) = f(0),

f(εϑ) = f(ϑ) = (∂j1f)(0)x
j1
ϑ +

1

2!
(∂j1j2f)(0)x

j1
α1
xj2α2

γα1α2
ϑ + . . .+

1

p!
(∂j1j2...jsf)(0)x

j1
α1

. . . x
jp
αpγ

α1...αp

ϑ .
(9)

Используя представление функций f(a∗), можно получить локальное выражение лифтов X(a)

векторного поля X = Xi∂i, заданного на Mn:

X(a) = (Xi)(α)∂
(aεα)
i .

Для тензорного поля K типа (1, s) (s � 1), положим

K(a)(∂α1
i1
, ∂α2

i2
, . . . , ∂αs

is
) =a Kα1α2...αsi

i1i2...isμ
∂μ
i .

С другой стороны, по определению

K(a)(∂α1
i1
, ∂α2

i2
, . . . , ∂αs

is
) = (Ki

i1i2...is∂i)
(aεα1 ...εαs) =

= aτγ
τα1...αs
ϑ (Ki

i1i2...is)(α)∂
(εαεϑ)
i =

= aτγ
τα1...αsα
μ (Ki

i1i2...is)(α)∂
μ
i .

Из полученных соотношений следует, что
aKα1α2...αsi

i1i2...isμ
= aτγ

τα1...αsα
μ (Ki

i1i2...is)(α).

Таким образом,
K(a) = aτγ

τα1...αsα
μ (Ki

i1i2...is)(α)∂
μ
i ⊗ dxiα1

⊗ . . .⊗ dxisαs
.

Аналогичное координатное представление можно получить для (a∗)-лифтов s-форм ω, заданных
на Mn.
Пусть ω = ωi1i2...isdx

i1 ⊗ dxi2 ⊗ . . .⊗ dxis .
Для ω(a∗) положим ω(a∗) = ω̃α1α2...αs

i1i2...is
dxi1α1

⊗ dxi2
2
⊗ . . .⊗ dxisαs

. Тогда

ω(a∗)(∂
α1
i1
, ∂α2

i2
, . . . , ∂αs

is
) = ω̃α1α2...αs

i1i2...is
.

По определению (a∗)-лифтов левые части этих соотношений можно представить следующим об-
разом

ω(a∗)(∂
α1
i1
, ∂α2

i2
, . . . , ∂αs

is
) = (ω(∂i1 , ∂i2 , . . . , ∂is))

(εα1εα2 ...εαs)
(a∗) = (ωi1i2...is)

(εϑ)
(a∗)γ

α1...αs
ν =

= (ωi1i2...is)(aτ ετεϑ)γ
α1...αs
ν = aτγμα1...αs

τ (ωi1i2...is)(μ).

Таким образом, s-форму ω(a∗) можно представить

ω(a∗) = aτγμα1...αs
τ (ωi1i2...is)(μ)dx

i1
α1

⊗ dxi2α2
⊗ . . . ⊗ dxisαs

.

В частности, для 1-формы θ = θidx
i, имеем

θ(a∗) = aτγματ (θi)(μ)dx
i
α.
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Если в полученных соотношениях возьмем a∗ = ε0, то получим

ω(ε0) = (ωi1i2...is)(0)dx
i1
0 ⊗ dxi20 ⊗ . . .⊗ dxis0 , θ(ε0) = (θi)(0)dx

i
0.

Эти лифты называются вертикальными лифтами и обозначаются символом ω(0) и θ(0), соответ-
ственно.

6. Горизонтальные лифты векторных полей и линейных связностей в расслоения
Вейля второго порядка. Из определения 1 следует, что вещественной алгеброй А. Вейля A вы-
соты 2 называется конечномерная, коммутативная, ассоциативная алгебра с единицей над полем
R, обладающая идеалом T, причем T

2 �= {0}, а T3 = {0}, факторалгебра A/T изоморфна алгебре
R. В алгебре A выберем базис {e0, e1, . . . , em}, где e0 = 1, e1, e2, . . . , em составляют базис идеала T.
Из определения алгебры Вейля следует, что структурные постоянные γαβσ (α, β, σ �= 0) удовлетво-
ряют следующим соотношениям γαβσ γστμ = 0, где τ, μ �= 0, а по индексу sigma ведется суммирова-
ние от 1 до m. На расслоении Вейля MA

n возникает естественная гладкая класса C∞ структура.
Пусть (U, xi)—карта гладкой структуры на Mn, обозначим через xi0, xiα (α = 1, 2, . . . ,m) коор-
динатные функции на π−1(U), где π : MA

n → Mn является канонической проекцией. Если ∇—
линейная связность, заданная на Mn, и Γi

jk —компоненты этой связности в карте (U, x
i), то в об-

ласти π−1(U) можно ввести новые координатные функции xi[0], x
i
[α] (α = 1, 2, . . . ,m) по формулам:

xi[0] = xi0, xi[α] = xiα +
1

2
(Γi

jk)(0)x
j
σx

k
τγ

στ
α .

Координатные окрестности
(
π−1(U), xi[0], x

i
[α]

)
составляют атлас суммы Уитни m экземпляров

касательного расслоения первого порядка на MA
n . Сумма Уитни представляет собой расслоение

А. Вейля над алгеброй m экземпляров алгебры дуальных чисел.
ПустьQ— тензорное поле типа (1, 2) наMn. НаMA

n возникает вертикальное векторное поле QV ,
определенное условием QV = (Qi

jk)(0)x
j
σxkτγ

στ
α ∂α

i , где ∂
α
i — оператор частного дифференцирования

по xiα, а по повторяющимся индексам ведется суммирование от 1 до m. Векторное поле QV будем
называть вертикальным лифтом тензорного поля Q. Для тензорного поля типа (1, 1) определим
вертикальное векторное поле P Vα (α = 1, 2, . . . ,m) (Vα-лифты) условиями P Vα = (P i

j )(0)x
j
σγσττ ∂τ

i .
Для векторного поля X, заданного на Mn, определим вертикальные векторные поля

XV(α,β) = (Xi)(0)γ
αβ
σ ∂σ

i .

Пусть X — векторное поле на Mn. На MA
n построим горизонтальный лифт следующим обра-

зом: XH0 = X(0) − γ(∇̂X), где ∇̂X —дифференциал векторного поля X относительно линейной
связности ∇̂, которая определяется условием ∇̂XY = ∇Y X + [X,Y ], а векторное поле γP для
тензорного поля типа (1, 1) определяется условием

γP =

(
(P i

j )(0)x
j
α +

1

2
(∂kT

i
j − Γi

ljT
l
k)(0)x

j
σx

k
τγ

στ
α

)
∂α
i .

Действуя на векторное поле XH0 структурным аффинором J
(a), получим (a)-горизонтальные

лифты XHα = J
(a)(XH0) векторного поля X. Горизонтальный лифт XH0 соответствует единице

ε0 алгебры A. В дальнейшем вместо XH0 будем писать XH . В локальных координатах имеем:

XH = (Xi)(0)

((
∂0
i −

(
(Γk

ij)(0)x
j
α +

1

2
(∂jΓ

k
is)− Γt

ijΓ
k
tsx

j
σx

s
τγ

στ
α

)
∂α
k

)
.

Отсюда следует (X+Y )H = XH+Y H , (fX)H = f(0)X
H . Векторные поля XHa для a ∈ T являются

вертикальными и имеют следующие локальные представления:

XHa = aα(X
i)(0)(∂

α
i − Γk

ijx
j
σγ

σα
τ ∂τ

k ).

Векторные поля Di = (∂i)
H , Dα

i = (∂i)
Hεα образуют подвижной репер на π−1(U), называемый

адаптированным репером к связности ∇.
Пусть ∇—произвольная линейная связность на Mn. При помощи связности ∇ построим гори-

зонтальные лифты векторных полей с базы Mn в расслоение MA
n .
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Теорема 3. Для каждой связности ∇, заданной на Mn, существует, и притом единствен-
ная, линейная связность ∇H на MA

n , удовлетворяющая условиям

∇H
XHY

Ha = (∇XY )Ha , ∇XHbY
Ha = 0 (10)

для всех X,Y ∈ �1
0(Mn), a, b ∈ A.

Доказательство. В каждой карте (U, xi) атласа гладкой структуры многообразия найдем компо-
ненты связности ∇: ∇∂i∂j = Γk

ij∂k. В области π−1(U) карты (π−1(U), xi0, x
i
α) определим линейную

связность ∇̃ следующим образом:

∇̃DiDj = (Γk
ij)(0)Dk, ∇̃DiD

α
j = (Γk

ij)(0)D
α
k , ∇̃Dα

i
Dj = 0, ∇̃Dα

i
Dβ

j = 0,

где Di = (∂i)
H , Dα

i = (∂i)
Hεα — горизонтальные лифты векторных полей ∂i относительно ли-

нейной связности ∇. Непосредственные вычисления показывают, что ∇̃— связность, заданная на
MA

n . Эта связность удовлетворяет условиям (10). Единственность ∇̃ следует из того, что Di, Dα
i

образуют подвижной репер. �
Аналогичным образом задается горизонтальный лифт линейной связности ∇ на M

˜A, где Ã—
алгебра m-дуальных чисел. Для этого в формулах (10) буквы H, Hα заменяются их строчными
аналогами.
Пусть X — векторное поле на Mn. На MA

n определим

XH = (Xi)(0)

(
∂0
i −

(
(Γk

ij)(0)x
j
α +

1

2
(∂jΓk

is − Γt
ijΓ

k
ts)(0)x

j
σx

s
τγαστ

)
∂α
k ,

XHτ = (Xi)(0) − (Γk
ij)(0)x

j
σγ

στ
α ∂α

k ).

Горизонтальные лифты, заданные на сумме Уитни m экземпляров касательного расслоения TM ,
задаются равенствами

Xh = (Xi)[0](∂
[0]
i − (Γk

ij)[0]x
j
α∂

[α]
k ), Xhτ = (Xi)[0]∂

[τ ]
i .

Здесь по индексу α ведется суммирование от 1 до m, а τ принимает значения от 1 до m. Имеют
место следующие тождества:

[XH , QV ] = (∇XQ)V , [XHα , QV ] = (Q(X, ·) +Q(·,X))Vα ,

Xh = XH − 1

2
(R(X, ·))V , Xhα = XHα +

1

2
(T (X, ·))Vα ,

где T , R— тензорные поля кручения и кривизны, соответственно, линейной связности ∇. Исполь-
зуя эти тождества, можно доказать следующие тождества:

[XH , Y H ] = [X,Y ]H − (R(X,Y ))ν +
1

2
(∇XRY −∇YRX −R[X,Y ])

V ,

[XH , Y Hα ] = (∇XY )Hα +
1

2
(R(X,Y ) + R̂(X,Y )−∇XT (Y, ·))Vα ,

[XHα , Y Hβ ] = (T (X,Y ))V(α,β) ,

где тензорные поля RX , R̂ определены условиями

RX(Z1, Z2) = R(X,Z1)Z2, R̂(X,Y )Z = R(X,Z)Y,

(R(X,Y ))ν = ((R(X,Y ))ij)(0)x
j
[α]∂

[α]
i .

7. Расслоения Вейля второго порядка. В основе построения таких расслоений лежат глад-
кое многообразие Mn класса C∞ и алгебры А. Вейля высоты 2.
Наиболее простым расслоением А. Вейля второго порядка является касательное расслоение

второго порядка. Определение касательного расслоения второго порядка T 2M дано в [14]. В этой
книге авторы не связывают касательные расслоения второго порядка с алгеброй плюральных
чисел R(ε2) высоты 2. В силу этого обозначения в указанной книге, используемые для описа-
ния объектов на касательных расслоениях второго порядка, оказались достаточно громоздкими.



112 А. Я. СУЛТАНОВ, О. А. МОНАХОВА, Г. А. СУЛТАНОВА

Используя эти обозначения, Осьминина Н. А. изучает лифты некоторых типов тензорных по-
лей на T 2M , а также инфинитезимальные аффинные преобразования полного лифта линейной
связности. Она получила каноническое разложение произвольного инфинитезимального преоб-
разования X̃ полного лифта ∇(0) линейной связности ∇, заданного на базе Mn касательного
расслоения T 2M [11].
Используя это каноническое разложение, она исследует строение алгебры Ли всех инфините-

зимальных преобразований. В связи с этим ею была проведена большая работа по вычислению
коммутаторов различных векторных полей, входящих в каноническое разложение инфинитези-
мального аффинного преобразования [10].
Горизонтальный лифт ∇H линейной связности ∇, заданной на базе Mn расслоения T 2M был

построен Н. И. Маниной в [7]. Она доказала, что линейная связность ∇H является единственной
линейной связностью на T 2M , удовлетворяющей следующим условиям

∇H
XHY

H = (∇XY )H , ∇H
XHb

Y Ha = 0, a = 0, 1, 2, b = 1, 2,

где X, Y —произвольные векторные поля на базе Mn касательного расслоения второго порядка
T 2M . Горизонтальные лифты XH = XH0 , XH1 , XH2 задаются в естественных координатах xiα
(α = 0, 1, 2) следующим образом:

XH = (Xm)(0)

(
∂0
m − (Γi

jm)(0)x
j
1∂

1
i − (Γi

jm)(0)x
j
2∂

2
i +

1

2
(Γi

ksΓ
s
jm − ∂jΓ

i
km)(0)x

j
1x

k
1∂

2
i

)
,

XH1 = (Xi)(0)(∂
1
i − Γt

mix
m
1 ∂2

t ), XH2 = (Xi)(0)∂
2
i .

В [9] Н. И. Манина получила каноническое разложение произвольного инфинитезимального аф-
финного преобразования касательного расслоения второго порядка над гладким многообразием
со связностью горизонтального лифта и нашла необходимые и достаточные условия, при которых
векторное поле является инфинитезимальным аффинным преобразованием. В этой же работе
Н. И. Манина произвела перевод обозначений лифтов векторных полей, приведенных в [14], на
обозначения, согласованные с алгеброй плюральных чисел высоты 2:

XII = X(0), XI = X(1), X0 = X(2).

В [8] она изучила инфинитезимальные аффинные преобразования касательного расслоения T 2M
над гладким класса C∞ многообразием Mn, снабженным линейной связностью ∇ с нулевым тен-
зорным полем кручения T и с ненулевым тензорным полем проективной кривизны Г. Вейля W
и построила пример линейной связности ∇H , для которой все составляющие канонического раз-
ложения инфинитезимального аффинного преобразования X̃ являются ненулевыми.
Расслоения А. Вейля над фробениусовыми алгебрами высоты 2 и ширины 2 изучались в ра-

ботах Буданова К. М. [1–4]. Существует только две алгебры А. Вейля с указанными числовыми
характеристиками. Базис этих алгебр составляют элементы e0 = 1, e1, e2, e3, удовлетворяющие
соотношениям

e0eα = eαe0 = eα, α = 0, 1, 2, 3,

e1e2 = e2e1 = 0, e1e3 = e3e1 = 0, e2e2 = qe3, q = ±1.

Им построены естественные лифты функций, векторных полей с базы Mn в расслоение А. Вейля
MA

n . Эти лифты задаются в локальных координатах формулами:

X(0) = (Xi)(0)∂
0
i + (∂lX

i)(0)x
l
α∂

α
i +

1

2
(∂i∂sX

i)(0)(x
i
1x

s
1 + qxi2x

s
2))∂

3
i (α = 1, 2, 3),

X(1) = (Xi)(0)(∂
1
i + (∂lX

i)(0)x
l
1∂

3
i ),

X(2) = (Xi)(0)(∂
2 + q(∂lX

i)(0)x
l
2∂

3
i ),

X(3) = (Xi)(0)∂
3
i .

Для линейной связности nabla без кручения на расслоении MA
n существует единственная ли-

нейная связность ∇C , удовлетворяющая условию ∇C
X(a)Y

(b) = (∇XY )(ab) для любых векторных
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полей X, Y и любых элементов a, b алгебры А. Вейля. Если a, b являются базисными элемен-
тами eα (α = 0, 1, 2, 3), то лифты X(eα) обозначаются Xα (α = 0, 1, 2, 3). В работе [3] приведены
соотношения, определяющие полный лифт ∇C линейной связности ∇, использующие таблицу
умножения базисных элементов алгебры А. Вейля, приведенную выше. В силу коммутативности
алгебры А. Вейля A, имеют место равенства ∇C

X(a)Y
(b) = ∇C

X(b)Y
(a). Учитывая эти соотношения,

приведём только сокращённый вариант основных соотношений, определяющих ∇C :

∇C
X(0)Y

(0) = (∇XY )(0), ∇C
X(0)Y

(1) = (∇XY )(1),

∇C
X(0)Y

(2) = (∇XY )(2), ∇C
X(0)Y

(3) = (∇XY )(3),

∇C
X(1)Y

(1) = (∇XY )(3), ∇C
X(2)Y

(2) = q(∇XY )(3),

∇C
X(1)Y

(2) = ∇C
X(1)Y

(3) = ∇C
X(2)Y

(3) = ∇C
X(3)Y

(3) = 0.

Используя эти соотношения, можно получить компоненты линейной связности ∇C в коорди-
натах и записать дифференциальные уравнения для компонент инфинитезимального аффинного
преобразования X̃ = X̃i

α∂
α
i (α = 0, 1, 2, 3; i = 1, 2, . . . , n):

∂α
j ∂

β
k X̃

i
σ + Γτβi

mkσ∂
α
j X̃

m
τ + Γατi

jmσ∂
β
k X̃

m
τ − Γαβm

jkτ ∂τ
mX̃i

σ + X̃m
τ ∂τ

mΓαβi
jkσ = 0.

В этой системе дифференциальных уравнений второго порядка в частных производных функ-
ции Γαβi

jkτ являются компонентами линейной связности в карте (π
−1(U), xiα). При интегрировании

этой системы в [4] Будановым К. М. получено каноническое разложение произвольного инфи-
нитезимального аффинного преобразования. В этой же работе приведены уравнения движений
в расслоениях А. Вейля со связностью полного лифта над произвольной алгеброй А. Вейля.
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