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1. Предварительные сведения. Пусть (M,g)— (псевдо)риманово многообразие. Определим
на данном многообразии метрическую связность ∇ с помощью формулы

∇XY = ∇g
XY + g(X,Y )V − g(V, Y )X, (1)

где V —некоторое фиксированное векторное поле, X и Y —произвольные векторные поля, ∇g —
связность Леви-Чивиты. Связность ∇ является одной из трех основных связностей, описанных
Э. Картаном в работе [8], и называется полусимметрической связностью или связностью с век-
торным кручением (с точностью до направления).
Класс метрических связностей, определяемых данным образом, содержит связность Леви-Чи-

виты и играет важную роль в исследованиях по римановой геометрии (см. [4–6,10, 13–17]).
Тензор кривизны и тензор Риччи связности ∇ определяются соответственно равенствами

R(X,Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z,

r(X,Y ) = tr(Z → R(X,Z)Y ).

Отметим, что, в отличие от случая связности Леви-Чивиты, тензор Риччи полусимметрической
связности, вообще говоря, не является симметрическим.

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (проект № 22-21-00111).

ISSN 2782–4438 c© ВИНИТИ РАН, 2023



О МЕТРИКАХ ЭЙНШТЕЙНА ТРЕХМЕРНЫХ ГРУПП ЛИ С ПОЛУСИММЕТРИЧЕСКОЙ СВЯЗНОСТЬЮ 65

Определение 1. (Псевдо)риманово многообразие (M,g) с полусимметрической связностью
∇ называется эйнштейновым, если тензор rij удовлетворяет одному из следующих уравнений
(см. [11, 12]):

rij = Λgij ; (A)
rij = Λ(x)gij ; (B)

r(ij) = Λgij ; (C)
r(ij) = Λ(x)gij , (D)

где r(ij) — симметрическая часть тензора Риччи, Λ—константа, Λ(x)—функция на многообразии.

Рассмотрим уравнение типа (C) на группах Ли. Будем предполагать, что M = G— груп-
па Ли с левоинвариантной (псевдо)римановой метрикой, g— ее алгебра Ли. Фиксируем базис
{e1, . . . , en} левоинваринтных векторных полей в g и положим

[ei, ej ] = ckijek, g(ei, ej) = gij , cijs = ckijgks,

где ckij — структурные константы алгебры Ли, gij —компоненты метрического тензора.
Зафиксируем некоторое инвариантное векторное поле V , с помощью которого определим на G

полусимметрическую связность ∇.
Согласно (1) компоненты связности ∇ задаются формулами

Γk
ij = (Γg)kij + gijV

k − gsjV
sδki ,

где (Γg)sij = 1
2g

ks(cijk − cjki + ckij)—компоненты связности Леви-Чивиты ∇g,
∥
∥gks

∥
∥—матрица,

обратная к
∥
∥gks

∥
∥, δki — символ Кронекера.

Аналогично общему случаю определим тензор кривизны R и тензор Риччи r. В базисе
{e1, . . . , en} их компоненты соответственно есть

Rijks = (Γl
ikΓ

p
jl − Γl

jkΓ
p
il + clijΓ

p
lk)gps, rik = Rijksg

js.

Рассмотрим далее трехмерный случай. Переобозначим структурные константы алгебры Ли
в соответствии со следующей теоремой [3, 7, 9].

Теорема 1. Пусть G—трехмерная унимодулярная группа Ли с левоинвариантной лорен-
цевой метрикой. Тогда в алгебре Ли группы G существует псевдо-ортонормированный базис
{e1, e2, e3} такой, что метрическая алгебра Ли группы G содержится в следующем списке:
1. Случай A1:

[e1, e2] = α3e3, [e1, e3] = −α2e2, [e2, e3] = α1e1,

с времениподобным e1;
2. Случай A2:

[e1, e2] = (1− α2)e3 − e2, [e1, e3] = e3 − (1 + α2)e2, [e2, e3] = α1e1,

с времениподобным e3;
3. Случай A3:

[e1, e2] = e1 − α1e3, [e1, e3] = −α1e2 − e1, [e2, e3] = α1e1 + e2 + e3,

с времениподобным e3;
4. Случай A4:

[e1, e2] = α3e2, [e1, e3] = −α2e1 − α1e2, [e2, e3] = −α1e1 + α2e2,

с времениподобным e1 и α2 �= 0.

Основным результатом данной работы является следующая теорема.
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Теорема 2. Пусть (G, g,∇)—трехмерная унимодулярная группа Ли с левоинвариантной ло-
ренцевой метрикой g и полусимметрической связностью ∇, удовлетворяющая уравнению

rij + rji = Λgij . (2)

Тогда константа Эйнштейна, полусимметрическая связность и структурные константы ал-
гебры Ли группы Ли (G, g,∇) входят в следующий список :
Случай A1:

Λ = −α2
3, V = (0, 0, V 3), α1 = α2 =

α2
3 − (V 3)2

α3
, α3 �= 0, V 3 ∈ R; (A11)

Λ = α3α1 + (V 1)2, V = (V 1, 0, 0), α1 = −1

2
α3 ± 1

2

√

α2
3 − 4(V 1)2,

α2 = α3, |α3| � |V 1|;
(A12)

Λ = −α3α2 − (V 2)2, V = (0, V 2, 0), α1 = −α3,

α2 =
1

2
α3 ± 1

2

√

α2
3 + 4(V 2)2, α3, V

2 ∈ R.
(A13)

Случай A2:

Λ = −α2
1, V = (0, V 2,−V 2), α2 = α1 � 0, V 2 = ±√

α1; (A21)

Λ = −4(V 1)2, V = (V 1, 0, 0), α1 = 2V 1, α2 =
3

2
V 1 ∈ R; (A22)

Λ = −1

4
(V 1)2, V = (V 1, V 2,−V 2), α1 =

1

2
V 1 � 0, α2 = −3

2
V 1, V 2 = ±3

√

−V 1

2
. (A23)

Случай A3:

Λ = 0, V = (0, 1, 1), α1 = 0; (A31)
Λ = 0, V = (0,−2,−2), α1 = 0. (A32)

Случай A4:

Λ = −4, V = (0, 0, 0), α2 = −1, α1, α3 ∈ R; (A41)
Λ = 0, V = (0, 0, 1), α2 = −1, α1, α3 ∈ R; (A42)

Λ = 4α2, V = (V 1, V 2, 0), α1 = −α2V
1

V 2
, α2 = −1

2
± 1

2

√

1− 4(V 2)2 < 0,

α3 = 0, V 1 = ±√−α2;
(A43)

Λ = −8/9, V = (±2/3, 0, 1/3), α1 = 0, α2 = −2/3, α3 ∈ R. (A44)

Обратное утверждение также справедливо.

2. Доказательство основной теоремы. Для доказательства теоремы 2 запишем систему
уравнений (2) в базисе теоремы 1, используя формулы для нахождения компонент тензора Риччи
через структурные константы алгебры Ли, которые представлены выше в случае произвольной
группы Ли. Рассмотрим последовательно все случаи теоремы 1.

2.1. Случай A1. Система уравнений Эйнштейна (2) примет вид

2V 2V 3 + V 1(α2 − α3) = 0,

2V 1V 3 − V 2(α1 + α3) = 0,

2V 1V 2 + V 3(α1 + α2) = 0,

(α1 + α2)
2 − 2(V 2)2 − α2

3 + 2(V 1)2 = Λ,

(α1 + α3)
2 − 2(V 3)2 − α2

2 + 2(V 1)2 = Λ,

(α2 + α3)
2 − 2(V 2)2 − α2

1 − 2(V 3)2 = Λ.
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Решая данную систему равенств, находим

Λ = −α2
3, V = (0, 0, V 3), α1 = α2 =

α2
3 − (V 3)2

α3
, α3 �= 0, V 3 ∈ R;

Λ = α3α1 + (V 1)2, V = (V 1, 0, 0), α1 = −1

2
α3 ± 1

2

√

α2
3 − 4(V 1)2, α2 = α3, |α3| � |V 1|;

Λ = −α3α2 − (V 2)2, V = (0, V 2, 0), α1 = −α3, α2 =
1

2
α3 ± 1

2

√

α2
3 + 4(V 2)2, α3, V

2 ∈ R.

2.2. Случай A2. Система уравнений Эйнштейна (2) примет вид

2α1 + 2V 1 − 4α2 − 2V 2V 3 = 0,

V 2(α2 − α1)− 2V 1V 3 − V 2 − V 3 = 0,

V 3(α1 − α2) + 2V 1V 2 − V 2 − V 3 = 0,

−α2
1 + 2(V 3)2 − 2(V 2)2 = Λ,

2α1 − 4α2 + 2V 1 − α2
1 + 2(V 2)2 + 2α2α1 + 2(V 1)2 = −Λ,

2α1 − 4α2 + 2V 1 + α2
1 + 2(V 3)2 − 2α2α1 − 2(V 1)2 = Λ.

Решая данную систему равенств, находим

Λ = −α2
1, V = (0, V 2,−V 2), α2 = α1 � 0, V 2 = ±√

α1;

Λ = −4(V 1)2, V = (V 1, 0, 0), α1 = 2V 1, α2 =
3

2
V 1 ∈ R;

Λ = −1

4
(V 1)2, V = (V 1, V 2,−V 2), α1 =

1

2
V 1 � 0, α2 = −3

2
V 1, V 2 = ±3

√

−V 1

2
.

2.3. Случай A3. Система уравнений Эйнштейна (2) примет вид

−2α1 − V 1 + 2V 1V 2 = 0,

2α1 + V 1 − 2V 1V 3 = 0,

4− V 2 − 2V 2V 3 − V 3 = 0,

−4− α2
1 + 2(V 3)2 + 2V 3 − 2(V 1)2 = Λ,

−4 + α2
1 + 2(V 2)2 + 2V 2 + 2(V 1)2 = −Λ,

2V 2 − α2
1 + 2(V 3)2 − 2V 3 − 2(V 2)2 = Λ.

Решая данную систему равенств, находим

Λ = 0, V = (0, 1, 1), α1 = 0;

Λ = 0, V = (0,−2,−2), α1 = 0.

2.4. Случай A4. Система уравнений Эйнштейна (2) примет вид

−V 1(α2 + V 3)− V 2α1 − V 1V 3 = 0,

V 2(−1 + V 3) + V 1α1 + V 2V 3 = 0,

2α1 + 2α2α1 − 2V 1V 2 − α3V
2 = 0,

−2α2 + 4V 3α2 − 2V 3 + 2(V 3)2 + 2α2
2 + 2(V 2)2 = −Λ,

2α2 − 2V 3α2 + 4V 3 − 2(V 3)2 − 2 + 2(V 1)2 = Λ,

−2α2
2 − 2V 3α2 − 2(V 2)2 − 2 + 2V 3 + 2(V 1)2 = Λ.

где α2 �= 0. Решая данную систему равенств, находим

Λ = −4, V = (0, 0, 0), α2 = −1, α1, α3 ∈ R;

Λ = 0, V = (0, 0, 1), α2 = −1, α1, α3 ∈ R;
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Λ = 4α2, V = (V 1, V 2, 0), α1 = −α2V
1

V 2
, α2 = −1

2
± 1

2

√

1− 4(V 2)2 < 0,

α3 = 0, V 1 = ±√−α2;

Λ = −8/9, V = (±2/3, 0, 1/3), α1 = 0, α2 = −2/3, α3 =∈ R.

Заметим, что уравнения Эйнштейна типа (A) на локально однородных (псевдо)римановах мно-
гообразиях с полусиметрической связностью изучались в [1, 2].
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17. Zengin F. Ö., Demirbağ S. A., Uysal S. A., Yilmaz H. B. Some vector fields on a Riemannian manifold
with semi-symmetric metric connection// Bull. Iran. Math. Soc. — 2012. — 38, № 2. — P. 479–490.

Павлова Анна Александровна
Алтайский государственный университет, Барнаул
E-mail: anya.0596@mail.ru

Хромова Олеся Павловна
Алтайский государственный университет, Барнаул
E-mail: khromova.olesya@gmail.com



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile (Color Management Off)
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 600
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.01667
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 600
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 2.03333
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 2400
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV <>
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [2834.646 2834.646]
>> setpagedevice


