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Аннотация. Рассматриваются начально-краевые задачи для систем дифференциальных уравне-
ний, представляющие собой математические модели механической системы «трубопровод-датчик
давления», которые предназначены для контроля давления в газожидкостных средах. На осно-
ве предложенных моделей исследуется совместная динамика чувствительного элемента датчика
давления и рабочей среды в трубопроводе. Для описания динамики рабочей среды и динамики
чувствительного элемента используются линейные модели механики жидкости и газа, механики
твердого деформируемого тела. Получены дифференциальные уравнения с отклоняющимся аргу-
ментом, связывающие величину перемещения (деформации) чувствительного элемента датчика
с законом изменения давления рабочей среды в двигателе. Разработаны аналитические и числен-
ные методы решения указанных начально-краевых задач.
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давления, динамика, метод конечных разностей, метод Галеркина.
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Abstract. In this paper, we consider initial-boundary problems for systems of differential equations,
which are mathematical models of the mechanical system “pipeline-pressure sensor” intended for
controlling pressure in gas-liquid media. Based on the models proposed, we examine the joint dynamics
of the sensitive element of the pressure sensor and the medium in the pipeline. To describe the dynamics
of the medium and the dynamics of the sensitive element, we use linear models of fluid and gas mechanics
and mechanics of solid deformable bodies. We obtain differential equations with deviating arguments
that relate the displacement (deformation) of the sensitive element of the sensor with the pressure
law of the medium in the engine. Also, we develop analytical and numerical methods for solving these
initial-boundary problems.

Keywords and phrases: differential equation, aerohydroelasticity, pipeline, pressure sensor,
dynamics, finite difference method, Galerkin method.

AMS Subject Classification: 35Q35, 35Q74, 65M06

1. Введение. Упругие чувствительные элементы нашли широкое применение в авиационной,
ракетно-космической и другой технике в приборах измерения давления различных сред, в топ-
ливно-регулирующих системах двигателей, в пилотажно-навигационных приборах и др. Развитие
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техники требует постоянного совершенствования и разработки новых типов первичных преобра-
зователей, в частности, датчиков давления, характеризующихся экстренными условиями экс-
плуатации. Датчики измерительных систем, принципы их работы, технические характеристики
описываются, например, в работах [1–3,5, 6, 8, 16, 18, 20, 21, 25, 26].
Все датчики давления независимо от принципа преобразования в той или иной степени кри-

тичны к воздействию температур и виброускорений. Вопросам повышению виброустойчивости
датчиков, выбору конструкционных и функциональных материалов посвящена работа [9], вли-
яние нестационарной температуры измеряемой среды на погрешность измерения рассмотрено
в [22]. Более высокая достоверность измерения обеспечивается размещением датчика давления
непосредственно на двигателе, но, как правило, при этом на датчики давления действуют большие
диапазоны температур и повышенные виброускорения, что приводит к дополнительной погреш-
ности измерений, и в ряде случаев к разрушению упругого чувствительного элемента датчика.
Таким образом, возникает задача проектирования механической системы «трубопровод-дат-

чик давления», в которой датчик расположен на некотором расстоянии от двигателя и соединен
с ним с помощью трубопровода, что позволяет ослабить воздействие высоких температур и виб-
роускорений. Задача состоит в получении уравнений, связывающих закон изменения давления
рабочей среды на выходе из камеры сгорания двигателя (на входе в трубопровод) и деформацию
упругого элемента датчика (расположенного на выходе из трубопровода), и предназначенных по
величине деформации элемента рассчитать давление в двигателе. Математические модели си-
стемы «трубопровод-датчик давления» в случае несжимаемости рабочей среды рассматривались
в работах [10–13,15, 28–30]. В монографиях [4, 14] представлена совокупность моделей и методов
исследования механической системы «трубопровод-датчик давления».
В данной работе исследуется совместная динамика чувствительного элемента датчика давле-

ния и рабочей среды в трубопроводе на основе одномерной и двумерной моделей, представляю-
щих собой начально-краевые задачи для систем дифференциальных уравнений. В одномерном
случае для описания динамики чувствительного элемента используется модель, основой которой
является обыкновенное дифференциальное уравнение, описывающее колебательный процесс од-
номассовой системы. Динамика рабочей среды в трубопроводе описывается дифференциальным
уравнением с частными производными, соответствующим линейной теории движения жидкостей
или газов в предположении, что среда идеальная и сжимаемая. Рассмотрено несколько способов
исследования указанной одномерной начально-краевой задачи:
(1) аналитическое исследование, позволяющее свести решение задачи к исследованию диф-

ференциального уравнения с отклоняющимся аргументом, связывающего между собой ве-
личину перемещения чувствительного элемента датчика с законом изменения давления
рабочей среды в двигателе;

(2) численно-аналитическое исследование с помощью метода Галеркина;
(3) численное исследование на основе метода конечных разностей [17, 19].
В двумерном (осесимметричном) случае исследование задачи с помощью введения усреднен-

ных характеристик сводится к аналогичному исследованию одномерной модели.

2. Одномерная математическая модель системы «трубопровод-датчик давления».

2.1. Постановка задачи. Математическая постановка начально-краевой задачи, соответствую-
щей одномерной модели механической системы «трубопровод — датчик давления», имеет вид

ϕtt − a20ϕxx = 0, (1)
−ρ0ϕt(0, t) = P (t), (2)
ϕx(l, t) = ẇ(t), (3)

L(w(t)) ≡ mẅ(t) + f(ẇ(t), w(t)) = P0 − ρ0ϕt(l, t)− P∗. (4)

Здесь ϕ(x, t)—потенциал скорости, описывающий движение рабочей среды в трубопроводе в мо-
дели сжимаемой среды; w(t)— закон движения чувствительного (упруго закрепленного) элемента
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датчика; ρ0, P0, a0 —плотность, давление, скорость звука, соответствующие состоянию покоя ра-
бочей среды; P (t)— закон изменения избыточного давления (p = P0 + P (t)) рабочей среды на
входе в трубопровод (на выходе из камеры сгорания двигателя); P∗ —некоторое внешнее (на-
пример, управляющее) воздействие; m—масса элемента; l—длина трубопровода; f(ẇ(t), w(t))—
некоторая линейная или нелинейная функция, зависящая от деформации w(t) и скорости дефор-
мации ẇ(t); индексы x, t снизу обозначают частные производные по координате x и времени t,
точка сверху — производную по t.
Волновое уравнение (1) описывает движение рабочей среды (газа или жидкости) в трубопро-

воде; условие (2) задает закон изменения давления на входе в трубопровод; (3) — условие непро-
текания (условие равенства скорости элемента и скорости рабочей среды на поверхности этого
элемента); уравнение (4) описывает динамику упругого элемента. Имеем связанную задачу для
функций ϕ(x, t) и w(t), которую следует дополнить начальными условиями.

2.2. Сведение решения задачи к исследованию уравнения с отклоняющимся аргументом. Об-
щее решение волнового уравнения (1) имеет вид

ϕ(x, t) = A

(
t− x

a0

)
+B

(
t+

x

a0

)
, (5)

где

A

(
t− x

a0

)
, B

(
t+

x

a0

)

—произвольные функции своих аргументов.
Удовлетворяя условиям (2), (3), (4) получим

−ρ0[A′(t) +B′(t)] = P (t), (6)

−A′
(
t− l

a0

)
+B′

(
t+

l

a0

)
= a0ẇ(t), (7)

P0 − P∗ − ρ0

[
A′

(
t− l

a0

)
+B′

(
t+

l

a0

)]
= L(w(t)). (8)

Из (7), (8) находим

A′
(
t− l

a0

)
= − 1

2ρ0
[P∗ − P0 + L(w(t))] − a0

2
ẇ(t), (9)

B′
(
t+

l

a0

)
= − 1

2ρ0
[P∗ − P0 + L(w(t))] +

a0
2
ẇ(t). (10)

Согласно (9), (10)

A′(t) = − 1

2ρ0

[
P∗ − P0 + L

(
w

(
t+

l

a0

))]
− a0

2
ẇ

(
t+

l

a0

)
, (11)

B′(t) = − 1

2ρ0

[
P∗ − P0 + L

(
w

(
t− l

a0

))]
+
a0
2
ẇ

(
t− l

a0

)
. (12)

Подставляя (11), (12) в (6), получим уравнение с отклоняющимся аргументом, связывающее
величину отклонения w(t) чувствительного элемента датчика с законом изменения давления P (t)
рабочей среды в двигателе

L

(
w

(
t− l

a0

))
+ L

(
w

(
t+

l

a0

))
− ρ0a0

[
ẇ

(
t− l

a0

)
− ẇ

(
t+

l

a0

)]
= 2[P (t) + P0 − P∗]. (13)

Приведем пример. Пусть

L(w(t)) = mẅ(t) + αẇ(t) + γ1w(t) + γ3w
3(t) + ξw2(t)ẇ(t), (14)

где α, ξ —коэффициенты демпфирования; γ1, γ3 —коэффициенты жесткости упругой связи.
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Тогда уравнение (13) примет вид

m

[
ẅ

(
t− l

a0

)
+ ẅ

(
t+

l

a0

)]
+ α

[
ẇ

(
t− l

a0

)
+ ẇ

(
t+

l

a0

)]
+

+ γ1

[
w

(
t− l

a0

)
+ w

(
t+

l

a0

)]
+ γ3

[
w3

(
t− l

a0

)
+ w3

(
t+

l

a0

)]
+

+ ξ

[
w2

(
t− l

a0

)
ẇ

(
t− l

a0

)
+ w2

(
t+

l

a0

)
ẇ

(
t+

l

a0

)]
−

− ρ0a0

[
ẇ

(
t− l

a0

)
− ẇ

(
t+

l

a0

)]
= 2[P (t) + P0 − P∗]. (15)

Некоторые методы исследования уравнений с отклоняющимся аргументом, подобных уравне-
нию (15), изложены, например, в [7, 23, 24, 27].
Если l/a0 = ε—малый параметр (например, для воздуха a0 ≈ 330 м/с), то, проводя в (15) раз-

ложение по степеням ε и отбрасывая старшие по порядку члены, можно получить приближенное
уравнение (без отклонения аргумента t), связывающее w(t) и P (t). Например, в линейной модели
(γ3 = ξ = 0), оставляя члены порядка единицы и ε2, получим

(m+ ρ0l)ẅ(t) + αẇ(t) + γ1w(t) +
ε2

2

[(
m+

ρ0l

3

)
w(4)(t) + α

...
w(t) + γ1ẅ(t)

]
+O(ε4) =

= P (t) + P0 − P∗. (16)

Решение этого линейного дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами мож-
но искать классическими методами. Например, если пренебречь демпфированием (α = 0), то
несложно получить «отклик» w(t) на периодическое изменение давления в двигателе P (t) =
A sinωt:

w(t) =
P0 − P∗
γ1

+ w0(c1, c2, c3, c4, t) +B sinωt, (17)

где общее решение однородного уравнения w0(c1, c2, c3, c4, t) является ограниченной величиной,
а амплитуда вынужденных колебаний B определяется выражением

B =
A

γ1 − (m+ ρ0l)ω2 + 1
2ε

2ω2
[(
m+ 1

3ρ0l
)
ω2 − γ1

] . (18)

Согласно (18), имеет место резонанс, когда частота возмущающей силы ω близка к частоте соб-
ственных колебаний

√
γ1/(m0 + ρ0l), при этом B является величиной порядка 1/ε2 � 1.

Если закон изменения давления имеет вид P (t) = Aeλt, отклик w(t) согласно точной моде-
ли (15) в линейном приближении (γ3 = ξ = 0) можно искать в виде

w(t) =
P0 − P∗
γ1

+Beλt.

Тогда получим связь между A и B:

B =
A

2
[
mλ2 + αλ+ γ1 + ρ0a0λ th

(
λl
a0

)]
ch

(
λl
a0

) .

Заметим, что характер свободных колебаний упругого элемента зависит от корней нелинейного
алгебраического уравнения

mλ2 + αλ+ γ1 + ρ0a0λ th

(
λl

a0

)
= 0.
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2.3. Метод Галеркина. Потенциал скорости ϕ(x, t) представим в виде отрезка ряда по полной
на отрезке [0, l] системе функций gm(x) = sinλmx, удовлетворяющих однородным граничным
условиям gm(0) = 0, g′m(l) = 0, соответствующим условиям (2), (3)

ϕ(x, t) = a(t) + b(t)x+

M∑
m=1

ψm(t) sinλmx, λm =
(2m− 1)π

2l
. (19)

Удовлетворяя условиям (2), (3), находим

ȧ = − 1

ρ0
P (t), b = ẇ(t). (20)

Подставляя (19), (20) в (1), (4), получим
M∑

m=1

[ψ̈m(t) + a20λ
2
mψm(t)] sin λmx =

1

ρ
Ṗ (t)− ...w(t)x, (21)

P (t)− ρ0lẅ(t)− ρ0

M∑
m=1

ψ̇m(t) sinλml = P∗ − P0 + L(w(t)). (22)

Согласно методу Галеркина, выполняя условие ортогональности невязки уравнения (21) к базис-
ным функциям {sin λkx}k=1,M , приходим к системе обыкновенных дифференциальных уравнений

ψ̈k(t) + a20λ
2
kψk(t) =

2

lρ0λk
Ṗ (t)− 2

...
w(t)

sin(λkl)

lλ2k
, k = 1, . . . ,M. (23)

Зададим L(w(t)) в виде L(w(t)) = mẅ(t) + αẇ(t) + γ1w(t) и продифференцируем уравнение (22):

Ṗ (t)− ρ0l
...
w(t)− ρ0

M∑
m=1

ψ̈m(t) sin λml = m
...
w(t) + αẅ(t) + γ1ẇ(t). (24)

Дополняя систему обыкновенных дифференциальных уравнений (23), (24) для функций w(t),
ψk(t), k = 1, . . . ,M , начальными условиями, получим задачу Коши для линейной системы обык-
новенных дифференциальных уравнений, которая является основой для проведения численного
эксперимента.

2.4. Метод конечных разностей. Дополним задачу (1)—(4) начальными условиями:

w(0) = S, ẇ(0) = Q, (25)
ϕ(x, 0) = ψ1(x), ϕt(x, 0) = ψ2(x). (26)

Пусть L(w(t)) = mẅ(t) + αẇ(t) + γ1w(t). Проведем численное исследование задачи (1)—(4),
(25), (26) методом конечных разностей. Разобьем отрезок [0, l] на N частей точками xn = hxn,
n = 0, 1, . . . , N , где hx = l/N , отрезок [0, T ]—на K частей точками tk = htk, k = 0, 1, . . . ,K, где
ht = T/K. Введем обозначения ϕ(xn, tk) = ϕk

n, w(tk) = wk.
Явная конечно-разностная аппроксимация уравнений и условий (1)—(4), (25), (26) имеет вид

ϕk+1
n − 2ϕk

n + ϕk−1
n

h2t
− a20

ϕk
n+1 − 2ϕk

n + ϕk
n−1

h2x
= 0, (27)

−ρ0
ht

(ϕk+1
0 − ϕk

0) = P (tk), (28)

ϕk+1
N − ϕk+1

N−1

hx
=
wk+1 − wk

ht
, (29)

m(wk+1 − 2wk + wk−1)

h2t
+
α(wk −wk−1)

ht
+ γ1w

k = P0 − P∗ − ρ0(ϕ
k
N − ϕk−1

N )

ht
, (30)

w0 = S, w1 = w0 + htQ, (31)

ϕ0
n = ψ1(xn), ϕ1

n = ψ1(xn) + htψ2(xn). (32)



ОБ ОДНОМ КЛАССЕ НАЧАЛЬНО-КРАЕВЫХ ЗАДАЧ В АЭРОГИДРОУПРУГОСТИ 21

Разностная схема (27)—(32) является условно устойчивой. Исследование устойчивости проводи-
лось с использованием спектрального признака Неймана с привлечением критерия Бабенко—
Гельфанда [17].

Алгоритм решения системы (27)—(32)
1: задаем начальные условия (31), (32);
2: из уравнения (27) находим значения потенциала ϕ

ϕk+1
i = 2ϕk

i − ϕk−1
i +

a20ht
h2x

(ϕk
i+1 − 2ϕk

i + ϕk
i−1), i = 1, . . . , n− 1;

3: из условия (28) находим значения потенциала в граничной точке

ϕk+1
0 = −P (tk)ht

ρ0
+ ϕk

0 ;

4: из уравнения (30) находим значения функции w

wk+1 =
(P0 − P∗)h2t

m
− ρ0ht

m
(ϕk

n − ϕk−1
n ) + 2wk − wk−1 − αht

m
(wk − wk−1)− γ1h

2
t

m
wk;

5: из условия (29) находим

ϕk+1
n = ϕk+1

n−1 +
hx
ht

(wk+1 − wk).

Цикл повторяется с п. 2 по п. 5 для k = 1, 2, . . . ,K − 1.

2.5. Численный эксперимент. Рассмотрим пример механической системы. Рабочая среда — воз-
дух (ρ0 = 1). Параметры системы: P0 = P∗ = 105, a0 = 331, l = 5, m = 0, 1, α = 200 (все значения
приведены в системе СИ).
С помощью системы Mathematica численно получены решение уравнения (16) и решение си-

стемы (23), (24). При решении уравнения (16) начальные условия заданы в виде

w(0) = ẇ(0) = ẅ(0) =
...
w(0) = 0.

Для расчета системы (23), (24) начальные условия заданы в виде

ψk(0) = ψ̇k(0) = 0, k = 1, 2, . . . ,M, w(0) =
P (0)

γ1
, ẇ(0) = ẅ(0) = 0.

На основе описанного алгоритма решения системы (27)—(32) разработана программа на С++,
позволяющая получать графики функции w(t) при различном задании закона изменения давле-
ния P (t). При численном эксперименте было введено разбиение n = 200, K = 100000, начальные
данные заданы в виде: w(0) = ẇ(0) = 0, ψ1(x) = 0, ψ2(x) = 0.
На рис. 1—3 представлены результаты расчетов при различном задании функции P (t) и пара-

метра γ1. Из этих графиков видно, что решение задачи (1)—(4), (25), (26), полученное по методу
конечных разностей (рис. 3), и решение, построенное с помощью метода Галеркина (рис. 2), до-
статочно точно согласуются с численным решением уравнения (16) (рис. 1). Следует отметить
значительное влияние параметра γ1 на амплитуду колебаний подвижного элемента. Отметим
также, что расчеты по методу конечных разностей с помощью метода Галеркина и численное
решение уравнения (16) дают результаты, хорошо согласующиеся с решением (17), (18).

Замечание. Для несжимаемой среды в одномерной модели потенциал скорости имеет вид

ϕ(x, t) = θ(t)x+ β(t).

Давление определяется согласно нелинейному интегралу Лангранжа—Коши

p = P0 − ρ0

(
ϕt +

1

2
ϕ2
x

)

и имеет вид

p(x, t) = P0 − ρ0

[
θ̇(t)x+ β̇(t) +

1

2
θ2(t)

]
.
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Рис. 1. Графики отклонения подвижного элемента датчика (решение уравнения (16)).

Рис. 2. Графики отклонения подвижного элемента датчика (метод Галеркина M = 10).
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Рис. 3. Графики отклонения подвижного элемента датчика (метод конечных разностей).

Тогда, удовлетворяя условиям p(0, t) = P0 + P (t), ϕx(l +w, t) = ẇ(t), получим уравнение, связы-
вающее w(t) и P (t):

(m+ ρ0l + ρ0w)ẅ + f(ẇ, w) = P0 − P∗ + P (t).

3. Двумерная модель механической системы «трубопровод— датчик давления».

3.1. Постановка задачи. Приведем математическую постановку, соответствующую осесиммет-
ричной модели механической системы «трубопровод — датчик давления» в предположении, что
рабочая среда является идеальной и сжимаемой:

ϕtt = a20

(
ϕxx + ϕrr +

1

r
ϕr

)
, x ∈ (0, l), r ∈ (0, R), (33)

ϕr(x,R, t) = 0, x ∈ (0, l), (34)
ϕx(l, r, t) = ẇ(r, t), r ∈ (0, R), (35)

−ρ0ϕt(0, r, t) = P (r, t), r ∈ (0, R), (36)
P0 − ρ0ϕt(l, r, t) − P∗ = L(w(r, t)), r ∈ (0, R). (37)

Дифференциальный (или интегро-дифференциальный) оператор в уравнении (37), описывающем
динамику упругого элемента, может быть задан по-разному в зависимости от выбранной модели
твердого деформируемого тела, например

L(w(r, t)) = mẅ +D∇4w +N∇2w + β∇4ẇ + f(ẇ, w), (38)

где

∇2w =
∂2w

∂r2
+

1

r

∂w

∂r
, ∇4w =

∂4w

∂r4
+

1

r

∂w

∂r
− 1

r2
∂2w

∂r2
+

2

r

∂3w

∂r3
.

В (33)—(38) ϕ(x, r, t)—потенциал скорости, описывающий движение сжимаемой рабочей среды
в трубопроводе; w(r, t)—деформация упругого элемента, расположенного в конце трубопровода
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x = l; ρ0, P0, a0—плотность, давление, скорость звука, соответствующие состоянию покоя рабо-
чей среды; P (r, t)— заданный закон изменения давления рабочей среды на входе в трубопровод
x = 0; P∗ — внешнее воздействие на упругий элемент; m и D—погонная масса и изгибная жест-
кость упругого элемента; N — сжимающее (растягивающее) элемент усилие; β —коэффициент
внутреннего демпфирования; R—радиус упругого элемента, представляющего собой круглую
деформируемую пластину; f(ẇ, w)—некоторая линейная или нелинейная функция, зависящая
от деформации w(r, t) и скорости деформации ẇ(r, t); индексы x, r, t снизу обозначают частные
производные по координатам x, r и времени t, точка сверху — производную по t.
Уравнение (33) описывает движение идеального газа (жидкости) в трубопроводе; (34), (35) —

условия непротекания стенки r = R трубопровода и поверхности упругого элемента; условие (36)
задает закон изменения давления на входе в трубопровод; уравнение (37) описывает динами-
ку упругого элемента. Имеем связанную задачу для функций ϕ(x, r, t), w(r, t), которая должна
быть дополнена начальными условиями. Необходимо также задать граничные условия для w(r, t)
при r = R, соответствующие типу закрепления элемента (например, w(R, t) = wr(R, t) = 0 для
жесткого защемления, w(R, t) = wrr(R, t) = 0 для шарнирного закрепления).

3.2. Приближенный метод решения. Рассмотрим один из способов решения задачи (33)—(37).
Введем усредненные характеристики основных величин динамической системы

Φ(x, t) =

R∫
0

rϕ(x, r, t)dr, ξ(t) =

R∫
0

rw(r, t)dr,

G(t) =

R∫
0

rP (r, t)dr, Q(w) =

R∫
0

rL(w(r, t))dr.

(39)

Тогда, проводя в (33)—(37) интегрирование по r в пределах от 0 до R, с учетом граничного
условия (34), получим систему уравнений

Φtt − a20Φxx = 0, (40)

Φx(l, t) = ξ̇(t), (41)
−ρ0Φt(0, t) = G(t), (42)

(P0 − P∗)
R2

2
− ρ0Φt(l, t) = Q(w). (43)

Общее решение уравнения (40) имеет вид

Φ(x, t) = A

(
t− x

a0

)
+B

(
t+

x

a0

)
. (44)

Положим w(r, t) = g(r)θ(t),

w0 =

R∫
0

rg(r)dr,

где функция g(r) удовлетворяет граничным условиям, соответствующим типу закрепления упру-
гого элемента (например, в случае жесткого защемления упругого элемента в точках его границы
r = R, можно задать g(r) = 1− 3(r/R)2 + 2(r/R)3). Тогда

ξ(t) = θ(t) ·
R∫
0

rg(r)dr = w0θ(t).

Пусть, например, L(w(r, t)) = mẅ +D∇4w +N∇2w + β∇4ẇ + αẇ + γw. Тогда

Q(w) = m0θ̈(t) + α0θ̇(t) + γ0θ(t), (45)
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где

m0 = m

R∫
0

rg(r)dr, α0 = α

R∫
0

rg(r)dr + β

R∫
0

r∇4g(r)dr,

γ0 = D

R∫
0

r∇4g(r)dr +N

R∫
0

r∇2g(r)dr + γ

R∫
0

rg(r)dr.

Подставляя (44), (45) в (41)—(43) и проводя рассуждения, аналогичные рассуждениям для од-
номерного случая (1)—(4), получим уравнение с отклоняющимся аргументом, связывающее ха-
рактеристику отклонения упругого элемента θ(t) с законом изменения давления G(t). Некоторые
методы исследования этого уравнения, так же как и численный метод решения задачи (40)—(43),
рассмотрены выше при обсуждении одномерной математической модели.

Замечание. Математическая постановка, соответствующая модели механической системы
«трубопровод-датчик давления» в предположении, что рабочая среда является идеальной несжи-
маемой, имеет вид (33)—(37), при этом в уравнении (33) отсутствует член ϕtt и функция ϕ(x, r, t)
удовлетворяет уравнению Лапласа. Для решения задач такого типа эффективным является
метод Фурье, а также (для плоских задач) методы теории функции комплексного переменно-
го [4, 10–15,28–30].

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Агейкин Д. И., Костина Е. Н., Кузнецова Н. Н. Датчики контроля и регулирования. — М.: Маши-
ностроение, 1965.

2. Андреева Л. Е. Упругие элементы приборов. — М.: Машиностроение, 1981.
3. Андреева Л. Е., Богданова Ю. А. Методы проектирования мембранных упругих элементов. — М.:

Машиностроение, 1972.
4. Анкилов А. В., Вельмисов П. А., Горбоконенко В. Д., Покладова Ю. В. Математическое моделирова-

ние механической системы «трубопровод—датчик давления». — Ульяновск: УлГТУ, 2008.
5. Аш Ж. и др. Датчики измерительных систем. Кн. 1. — М.: Мир, 1992.
6. Аш Ж. и др. Датчики измерительных систем. Кн. 2. — М.: Мир, 1992.
7. Беллман Р., Кук К. Л. Дифференциально-разностные уравнения. — М.: Мир, 1967.
8. Белозубов Е. М., Васильев В. А., Запевалин А. И., Чернов П. С. Проектирование упругих элементов

нано- и микроэлектромеханических систем// Измерит. техн. — 2011. — № 1. — С. 17–19.
9. Белозубов Е. М., Мокров Е. А., Тихомиров Д. В. Минимизация погрешности тонкопленочных тензо-

резисторных датчиков давления при воздействии нестационарной температуры// Датчики и системы.
— 2004. — № 1. — С. 26–29.

10. Вельмисов П. А., Горбоконенко В. Д. Об одной математической модели системы «трубопровод–датчик
давления»// Тр. 4 Междунар. науч.-техн. конф. «Математическое моделирование физических, эко-
номических, технических, социальных систем и процессов. Математика». — Ульяновск: УлГУ, 2001.
— С. 43–44.

11. Вельмисов П. А., Горбоконенко В. Д. Об одной математической модели системы «трубопровод–датчик
давления»// Мат. 11 Межвуз. конф. «Математическое моделирование и краевые задачи». — Самара:
СамГТУ, 2001. — С. 15–17.

12. Вельмисов П. А., Горбоконенко В. Д., Решетников Ю. А. Математическая модель системы
«трубопровод-датчик давления»// в кн.: Механика и процессы управления. — Ульяновск: УлГТУ,
2002. — С. 9–15.

13. Вельмисов П. А., Горбоконенко В. Д., Решетников Ю. А. Математическое моделирование механиче-
ской системы «трубопровод-датчик давления»// Датчики и системы. — 2003. — № 6 (49). — С. 12–15.

14. Вельмисов П. А., Покладова Ю. В. Исследование динамики деформируемых элементов некоторых
аэрогидроупругих систем. — Ульяновск: УлГТУ, 2018.

15. Вельмисов П. А., Покладова Ю. В., Серебрянникова Е. С. Математическое моделирование системы
«трубопровод-датчик давления»// Ж. Средневолж. мат. о-ва. — 2010. — 12, № 4. — С. 85—93.



26 П. А. ВЕЛЬМИСОВ, Ю. А. ТАМАРОВА, Ю. В. ПОКЛАДОВА

16. Герасимов В. К., Тыжнов Г. И. К вопросу выбора упругого чувствительного элемента для измерения
давления// Изв. вузов. Приборостроение. — 1973. — № 6. — С. 80–83.

17. Годунов С. К., Рябенький В. С. Разностные схемы. Введение в теорию. — М.: Наука, 1977.
18. Казарян А. А., Грошев Г. П. Универсальный датчик давления// Измерит. техн. — 2008. — № 3. —

С. 26—30.
19. Калиткин Н. Н. Численные методы. — М.: Наука, 1978.
20. Корсунов В. П. Упругие чувствительные элементы. — Саратов: Изд-во Саратов. ун-та, 1980.
21. Михайлов П. Г., Мокров Е. А., Митрохин С. В., Сергеев Д. А. Особенности метрологического обес-

печения современных датчиков пульсаций давлений// Изв. Южн. федер. ун-та. Техн. науки. — 2012.
— 130, № 5. — С. 174–179.

22. Мокров Е. А., Лебедев Д. В., Базаев В. П., Ефремов Е. В., Семина И. А., Колчин П. А.
О конструктивно-технологическом совершенствовании тензорезисторных тонкопленочных датчиков
давлений// Датчики и системы. — 2008. — № 6. — С. 2–7.

23. Мышкис А. Д. Линейные дифференциальные уравнения с запаздывающим аргументом. — М.: Наука,
1972.

24. Норкин С. Б. Дифференциальные уравнения второго порядка с запаздывающим аргументом. — М.:
Наука, 1965.

25. Пирогов С. П. Манометрические трубчатые пружины. — СПб.: Недра, 2009.
26. Эткин Л. Г. Виброчастотные датчики. Теория и практика. — М.: Изд-во МГТУ им. Н. Э. Баумана,

2004.
27. Bellman R., Cooke K. L. Differential-Difference Equations. — New York–London: Academic Press, 1963.

28. Velmisov P. A., Garnefska L. V., Gorbokonenko V. D. An investigation of mathematical models “pipeline-
pressure sensor”// Proc. XXVII Summer School “Applications of Mathematics in Engineering and Eco-
nomics”. — Sofia, Bolgaria: Heron Press, 2002. — P. 542–548.

29. Velmisov P. A., Pokladova Yu. V. Mathematical modelling of the “pipeline-pressure sensor” system//
J. Phys. Conf. Ser. — 2019. — 1353. — 012085.

30. Velmisov P. A., Pokladova Yu. V., Mizher U. J.Mathematical modeling of the mechanical system “pipeline-
pressure sensor”// AIP Conf. Proc. — 2019. — 2172, № 1. — 030006.

Вельмисов Петр Александрович
Ульяновский государственный технический университет
E-mail: velmisov@ulstu.ru

Тамарова Юлия Александровна
Ульяновский государственный технический университет
E-mail: kazakovaua@mail.ru

Покладова Юлия Валерьевна
Ульяновский государственный технический университет
E-mail: pokladovau@inbox.ru



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile (Color Management Off)
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 600
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.01667
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 600
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 2.03333
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 2400
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV <>
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [2834.646 2834.646]
>> setpagedevice


