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Аннотация. В работе введено понятие эквивалентных операторов, т.е. операторов, имеющих
одинаковые состояния обратимости, и установлена их связь со слабо подобными и подобными
операторами. Найдены состояния обратимости некоторых классов линейных операторов, в част-
ности, оператора с инволюцией и оператора с компактной резольвентой. Рассмотрены подходы к
построению эквивалентного оператора. Приведены примеры эквивалентных операторов.
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Abstract. In this paper, we introduce the concept of equivalent operators, i.e., operators with the
same invertibility states, and establish their connection with weakly similar and similar operators. We
find the invertibility states of some classes of linear operators, in particular, operators with involution
and operators with compact resolvent. We discuss approaches to constructing equivalent operators and
give examples of equivalent operators.
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1. Введение. В работах [2], [3] было введено понятие состояний обратимости Stinv(A) (см.
определение 3.1) для линейного замкнутого оператора A : D(A) ⊂ X → Y, действующего между
банаховыми пространствами X и Y. Операторы, имеющие одинаковые состояния обратимости,
будем называть эквивалентными (см. определение 3.2). При этом спектры эквивалентных опера-
торов не обязательно должны совпадать. Метод эквивалентных операторов состоит в том, что
для изучаемого оператора строится (ставится в соответствие) эквивалентный ему оператор, для
которого состояние обратимости известны или проще вычисляемы.

Отметим статьи [3–7, 25–27], в которых обсуждалось понятие состояний обратимости различ-
ных операторов и вычислялись состояния обратимости для некоторых классов операторов.

В данной работе сделана попытка систематизации метода эквивалентных операторов, приве-
дены примеры его применения, а также описаны связь и различия подобных и эквивалентных
операторов, подобных и слабо подобных операторов.

Отметим также работы [16–20], в которых не используется понятие состояний обратимости,
но используются основные результаты из [2], касающиеся совпадения состояний обратимости
разностных и дифференциальных операторов.
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Работы [8,28,29] также не содержат определения состояний обратимости, но в них установлена
эквивалентность (в смысле обратимости) некоторых операторов и операторных матриц второ-
го порядка. Наконец, упомянем работу [38], в которой доказана эквивалентность операторного
полинома n-й степени операторной матрицы n-го порядка.

Работа организована следующим образом. В разделе 2 описаны используемые функциональ-
ные и операторные пространства. В разделе 3 приведены основные определения (определение 3.1
состояния обратимости оператора и определение 3.2 эквивалентных операторов), несколько лемм,
касающихся свойств состояния обратимости, а также примеры операторов, находящихся в опре-
деленных состояниях обратимости. В разделе 4 рассмотрены подобные операторы, их свойства
и их связь с эквивалентными операторами и слабо подобными операторами. В разделе 5 приве-
дены примеры эквивалентных и спектрально (сильно) эквивалентных операторов. В разделе 6
дано определение фредгольмовых (полуфредгольмовых) операторов и приведены соответствую-
щие примеры.

2. Основные обозначения. Напомним стандартные обозначения. Как обычно, через Z обо-
значена группа целых чисел, N—множество натуральных чисел, Z+ = N ∪ {0}, R—множество
вещественных чисел, C—множество комплексных чисел, R+ = {t ∈ R, t � 0}.

Пусть X и Y — банаховы пространства, Hom(X ,Y)— банахово пространство ограниченных ли-
нейных операторов (гомеоморфизмов), EndX = Hom(X ,X )— банахова алгебра ограниченных
линейных операторов (эндоморфизмов) со стандартной нормой

‖Xx‖ = sup
‖x‖�1

‖Xx‖, x ∈ X , X ∈ EndX ,

AutX — группа обратимых операторов (автоморфизмов) из EndX . Символом I обозначен тож-
дественный оператор, а символом J ∈ EndX — оператор инволюции. Напомним, что оператор
J ∈ EndX называется инволюцией, если J2 = I.

Далее в примерах используются следующие функциональные пространства. Символом lp =
lp(Z,Y), 1 � p � ∞, обозначено банахово пространство суммируемых со степенью p (ограни-
ченных при p = ∞) последовательностей векторов из банахова пространства Y. Нормы в этих
пространствах задаются формулами

‖x‖p =

(∑
n∈Z

‖x(n)‖pY
)1/p

, 1 � p < ∞, ‖x‖∞ = sup
n∈Z

‖x(n)‖Y , x ∈ l∞.

Через l∞ = l∞(Z,Y) обозначим пространство всех двусторонних комплексных последовательно-
стей (необязательно ограниченных) x : Z → Y с поточечным умножением

(xy)(n) = x(n)y(n), n ∈ Z, x, y ∈ l∞.

Пусть Lp = Lp(R,Y), p ∈ [1,∞), — банахово пространство (классов эквивалентности) измери-
мых и суммируемых со степенью p функций с нормой

‖x‖p =

⎛
⎝∫

R

‖x(t)‖pY dt

⎞
⎠

1/p

, x ∈ Lp, p ∈ [1,∞),

со значениями в банаховом пространстве Y. Через L∞ = L∞(R,Y) обозначим банахово простран-
ство существенно ограниченных (классов эквивалентности) функций с нормой

‖x‖∞ = vrai sup
t∈R

‖x(t)‖Y .

Пространство L1 является банаховой алгеброй со сверткой функций

(f ∗ g)(t) =
∫
R

f(τ)g(t− τ) dτ, f, g ∈ L1,
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в качестве операции умножения. Для функций из L1 определим преобразование Фурье формулой

f̂(λ) =

∫
R

f(t)e−iλt dt, λ ∈ R, f ∈ L1.

Преобразование Фурье стандартным образом расширяется на функции из L2.
Все введенные функциональные пространства являются однородными (см. [3]).

3. Эквивалентные операторы. Пусть A : D(A) ⊂ X → Y — замкнутый линейный оператор,
имеющий плотную в X область определения D(A). Так как далее мы рассматриваем только
замкнутые операторы, то термин замкнутый будем опускать. В D(A) введем норму графика

‖x‖D(A) = ‖x‖X + ‖Ax‖Y .
Определение 3.1 (см. [3]). Рассмотрим следующие условия:
(1) KerA = {0} (оператор A инъективен);
(2) 1 � n � dimKerA � ∞;
(3) KerA—дополняемое подпространство либо в D(A), либо в X ;
(4) ImA = ImA (оператор A нормально разрешим), что эквивалентно положительности вели-

чины (минимального модуля оператора A)

γ(A) = inf
x∈D(A)\KerA

‖Ax‖
dist(x,KerA)

,

где dist(x,KerA) = inf
x0∈KerA

‖x− x0‖;
(5) оператор A равномерно инъективен (корректен), т.е. KerA = {0} и γ(A) > 0 (в этом случае

‖Ax‖ � γ‖x‖);
(6) ImA— замкнутое, дополняемое в Y подпространство и, следовательно, γ(A) > 0;
(7) ImA— замкнутое подпространство из Y коразмерности 1 � m = codim ImA � ∞, где

codim ImA = dimY/ ImA;
(8) ImA = Y, т.е. оператор A сюръективен;
(9) оператор A непрерывно обратим.

Если для оператора A выполнены все условия из совокупности условий S0 = {i1, . . . , ik}, где
1 � i1 < · · · < ik � 9, то будем говорить, что оператор A находится в состоянии S0. Множе-
ство состояний оператора A обозначим символом Stinv(A). Множество состояний обратимости,
относящиеся к ядру, обозначим StKer(A), по образу — StIm(A). Также заметим, что обычно пере-
числяются не все возможные состояния обратимости из Stinv(A) (StKer(A), StIm(A)), а те, которые
исследуются у данного конкретного оператора.

Приведенное определение понятия множества состояний обратимости линейных операторов
было дано (с некоторыми вариациями) и использовалось в [2–7, 25–27] не только для линейных
операторов, но и для линейных отношений. Отметим работу [37], в которой свойства из опреде-
ления 3.1 рассматривались по отдельности, и для операторов I − ST и I − TS, T, S ∈ EndX ,
доказывалось одновременное выполнение некоторых отдельных свойств определения 3.1.

Пример 3.1. Очевидно, Stinv(I) = Stinv(J) = {9} и Stinv(A) = {9} для любого A ∈ AutX .

Пример 3.2. Пусть пространство X представимо в виде прямой суммы замкнутых подпро-
странств X = X1⊕X2 и P1, P2 —два проектора, осуществляющих это разложение, т.е. Xk = ImPk,
k = 1, 2. Каждому оператору A ∈ EndX поставим в соответствие матрицу

A ∼
(
A11 A12

A21 A22

)
,

где Aij = PiAPj , i, j = 1, 2, Aii ∈ EndXi, i = 1, 2, A21 ∈ Hom(X1,X2), A12 ∈ Hom(X2,X1).

Лемма 3.1. Пусть X = X1 ⊕ X2. Тогда X/X1 = X2, X/X2 = X1.
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Доказательство следует из представления любого вектора x ∈ X в виде x = x1+x2, где x1 ∈ X1,
x2 ∈ X2, и определения фактор-пространства.

Пусть A12 = 0, т.е. оператор A имеет блочную нижнетреугольную матрицу. Введем следующие
подпространства:

X 0
1 =

{
x ∈ X1

∣∣ x ∈ KerA11, A21x ∈ ImA22

}
, X 0

2 = ImA22 +A21(KerA11).

Тогда для оператора A имеет место следующая лемма 3.2, позволяющая вычислить размерности
dimKerA и codim ImA.

Лемма 3.2 (см. [40, с. 23]). Пусть выполнены следующие условия:
(i) ImA11— замкнутое подпространство и codim ImA11 < ∞;
(ii) ImA22— замкнутое подпространство и dimKerA22 < ∞;
(iii) dimX 0

1 < ∞;
(iv) codimX 0

2 < ∞.
Тогда

dimKerA = dimKerA22 + dimX 0
1 , codim ImA = codim ImA11 + codimX 0

2 .

Таким образом, оператор A находится в состоянии {2, 7} с конечными числами n и m.

Пример 3.3 (см. также [27, пример 2]). Введем два оператора

C : lp = lp(N,X ) → lp, R : lp → lp,

действующих по формулам

(Cx)(n) = x(n+ 1), Rx(n) = p(n)x(n− 1), (Rx)(1) = 0,

где x ∈ lp и

p : N → R, n ∈ N, p(n) =

{
1 для нечетных n,

0 для четных n.

Очевидно, что оператор I − CR действует следующим образом:

((I − CR)x)(n) =

{
x(n) для нечетных n,

0 для четных n,

и образ оператора I −CR является замкнутым и дополняемым подпространством в lp. Поэтому
Stinv(I − CR) = {2, 6}.
Пример 3.4 (см. [15]). Рассмотрим оператор I+K из EndX , где K — компактный оператор.

Если точка −1 не входит в спектр σ(K) оператора K, то Stinv(I +K) = {9}. Если же −1 ∈ σ(K),
то I +K /∈ AutX , dimKer(I +K) < ∞, StKer(I +K) = {2}, StIm(I +K) = {7} согласно лемме 3.1.

Определение 3.2. Два линейных оператора A1 : D(A1) ⊂ X1 → Y1 и A2 : D(A2) ⊂ X2 → Y2

называются эквивалентными, если Stinv(A1) = Stinv(A2).

Лемма 3.3. Множество Stinv(A) не изменится, если оператор A : X → Y умножить слева
на U ∈ AutY (или справа на V ∈ AutX ).

Доказательство. Пусть U ∈ AutY, V ∈ AutX . Тогда

dimKerAV = dimKerA, ImAV = ImA, KerUA = KerA, ImUA = U ImA. �

Замечание 3.1. Константы γ(A) и γ(UA), а также γ(A) и γ(AV ) отличаются, но в определе-
нии 3.1 используется не конкретное значение этих констант, а условие γ(A) > 0. При γ(A) > 0
величины γ(UA) и γ(AV ) также положительны.

Следствие 3.1 (см. [27, лемма 1]). Пусть операторы A ∈ EndX и B ∈ EndY связаны соотно-
шением A = UBV , где U и V — обратимые операторы из Hom(Y,X ) и Hom(X ,Y), соответственно.
Тогда Stinv(A) = Stinv(B).
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Существует несколько подходов к построению эквивалентного оператора. Один из них состоит
в построении таких обратимых операторов U и V , при умножении на которые слева и справа (или
справа и слева) получается эквивалентный оператор, множество состояний обратимости которого
или хорошо известно, или легко вычисляется.

В случае выполнения условий леммы 3.3 имеют место следующие свойства (см. [27, лем-
мы 2, 9]).

Лемма 3.4.
(i) Если ядро оператора B дополняемо в Y и известен проектор PKerB ∈ EndY на ядро

KerB, то ядро оператора A также дополняемо в X и оператор PKerA = V −1PKerBV
является проектором на ядро KerA.

(ii) Если образ оператора B замкнут и дополняем в Y, PImB ∈ EndY —проектор на ImB,
то образ оператора A также дополняем в X и PImA = UPImBU

−1 ∈ EndX —проектор
на образ ImA.

Для построения эквивалентного оператора не всегда возможно применить конструкцию из
леммы 3.3. Поэтому иногда приходится пользоваться более сложной конструкцией и строить
сопровождающий оператор.

Определение 3.3 (см. [6, определение 2]). Пусть A : D(A) ⊂ X → X —линейный замкнутый
оператор, действующий в комплексном банаховом пространстве X . Оператор B ∈ EndY, где
Y —комплексное банахово пространство, называется сопровождающим для оператора A, если
существуют линейные операторы R ∈ Hom(X ,Y), T ∈ Hom(Y,X ), K : D(A) → Y, N : Y → D(A),
обладающие следующими свойствами:

(i) ImA = R−1(ImB);
(ii) ImB = T−1(ImA);
(iii) RT = I + αB, где α ∈ C—некоторое число;
(iv) K : D(A) → Y — ограниченный оператор (с нормой графика в D(A));
(v) N : Y → D(A)— ограниченный оператор, если в D(A) рассматривать норму простран-

ства X ;
(vi) каждый из операторов K и N осуществляет изоморфизм пространств KerA и KerB.

Теорема 3.1 (см. [6, теорема 1]). Оператор A и сопровождающий оператор B эквивалентны.

Таким образом, для построения эквивалентного оператора можно использовать не только лем-
му 3.3, но и определение 3.3. Именно такой подход используется для дифференциальных операто-
ров, заключающийся в построении сопровождающего разностного оператора (см., например, [7]).

Сравним свойства из определения 3.3 с формулой из леммы 3.3. Для этого положим α = 0, т.е.
п. (iii) определения 3.3 имеет вид RT = I. Так как R и T — обратимые операторы, то R = T−1 и
T = U . В частном случае, в условиях следствия 3.1, операторы K и N взаимно обратны и V = K.
Таким образом, условия леммы 3.3 можно рассматривать как частный случай более общей схемы
построения эквивалентного оператора.

Отметим, что в [7, определение 6] операторы A ∈ EndX и B ∈ EndY назывались эквива-
лентными, если они связаны соотношением A = UBV , где U ∈ Hom(Y,X ) и V ∈ Hom(X ,Y)—
обратимые операторы. Условия определения 3.1 и [7, определение 6] идентичны.

Определение 3.4. Два оператора A : D(A) ⊂ X → X и B : D(B) ⊂ Y → Y называются
спектрально эквивалентными (или сильно эквивалентными), если они эквивалентны и их спектры
совпадают, т.е. Stinv(A− λI)−1 = Stinv(B − λI)−1 для всех λ ∈ C.

4. Подобные операторы, слабо подобные операторы, метод операторов преобразо-
вания и их связь с эквивалентными операторами.

Определение 4.1. Два оператора Bi : D(Bi) ⊂ X → X , i = 1, 2, называются подобными,
если существует такой обратимый оператор U , что UD(B2) = D(B1) и B1Ux = UB2x, x ∈
D(B2). Оператор U называется оператором преобразования оператора B1 в оператор B2, или
сплетающим оператором (терминологию см. в [30, 35]).
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Подобные операторы обладают рядом свойств, перечисленных в следующей лемме.

Лемма 4.1. Пусть Ai, i = 1, 2, — подобные операторы и U — оператор преобразования.
(i) σ(A1) = σ(A2), σd(A1) = σd(A2), σc(A1) = σc(A2), σr(A1) = σr(A2), где σd(A), σc(A),

σr(A)— дискретный, непрерывный и остаточный спектры оператора A.
(ii) Если e0 — собственный вектор оператора A2, отвечающий собственному значению λ0,

то Ue0— собственный вектор оператора A1, отвечающий тому же собственному зна-
чению λ0.

(iii) Если P —проектор Рисса, построенный по спектральному множеству σ оператора A2,
то спектральный проектор P̃ , построенный по тому же множеству σ для оператора
A1, определяется формулой P̃ = UPU−1.

(iv) Если оператор A2 допускает разложение относительно прямой суммы X = X1⊕X2, то
оператор A1 допускает разложение относительно прямой суммы X = UX1 ⊕ UX2.

(v) Если оператор A2 является генератором сильно непрерывной группы операторов T2 :
R → EndX (класса C0), то оператор A1 является генератором сильно непрерывной
группы операторов вида

T1(t) = UT2(t)U
−1, t ∈ R, T1 : R → EndX .

Из следствия 3.1 и леммы 4.1 немедленно вытекает следующее утверждение.

Лемма 4.2. Подобные операторы спектрально эквивалентны.

В отличие от подобных операторов, спектры эквивалентных операторов могут не совпадать.
Например, пусть A ∈ AutX и 1 /∈ σ(A). Тогда A−1A = I. В спектр оператора A−1A входит
единица, которой не было в спектре оператора A. При этом согласно лемме 3.3 операторы A и
A−1A эквивалентны.

Отметим, что эквивалентные операторы не обязаны быть подобными.
Также, в случае выполнения условий леммы 3.3, отметим схожесть формулы проекторов на

образ и ядро эквивалентных операторов из следствия 3.1 с формулой из п. (iii) леммы 4.1.
Далее остановимся на связи понятия слабого подобия (см. определение 4.2) с понятием экви-

валентных матриц (см. определение 4.3) и эквивалентных операторов.
Пусть Matr(Cn)—подпространство всех комплексных матриц n-го порядка, Matr(n,m,C)—

пространство матриц размера n ×m. В стандартном учебнике [31, с. 92] приводится следующее
определение.

Определение 4.2. Две матрицы A,B ∈ Matr(n,m,C) называются эквивалентными, если най-
дутся такие невырожденные матрицы P ∈ Matr(Cn), Q ∈ Matr(Cm), что A = PBQ.

Отметим, что основополагающим свойством эквивалентных матриц является равенство их ран-
гов; в множестве Matr(n,m,C) имеется min(n,m) + 1 классов эквивалентности.

Обобщением понятия эквивалентных матриц является понятие слабого подобия матриц
(см. [33, с. 248], [36, с. 46]).

Определение 4.3. Пусть A,B ∈ Matr(Cn). Матрицы A и B называются слабо подобными,
если существуют такие невырожденные матрицы P,Q ∈ Matr(Cn), что A = PBQ.

Отметим, что подобные матрицы являются слабо подобными и любая невырожденная матрица
слабо подобна единичной. Более того (см. [36, с. 51]), каждая матрица A ∈ Matr(Cn) слабо подобна
диагональной матрице с единицами и нулями на главной диагонали.

Замечание 4.1. Формула A = PBQ из определения 4.3 полностью идентична условию след-
ствия 3.1. Таким образом, слабо подобные операторы эквивалентны. И слабо подобные операторы,
и эквивалентные операторы можно рассматривать как обобщение понятия подобных операторов.

Отметим, что кроме эквивалентных операторов, обобщением понятия подобных операторов яв-
ляются сплетаемые операторы, т.е. требуется выполнение равенства AQ = QB, QD(B) = D(A),
но оператор Q, в отличие от подобия, может не быть обратим и (или) ограниченным. Тогда
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оператор Q называется сплетающим оператором, A и B — сплетаемыми операторами, а соответ-
ствующий метод — методом операторов преобразования.

Посмотреть историю и применение метода операторов преобразования можно в [30,35, 39, 41].
Важно отметить, что так как оператор Q не обязан быть обратимым (ограниченным), то сплета-
емые операторы могут не быть эквивалентными операторами (и подобными операторами).

5. Примеры. В этом разделе приведем примеры эквивалентных операторов.

Пример 5.1 (см. также [27]). Рассмотрим два ограниченных оператора: оператор I − CR из
примера 3.3 и оператор I−RC, где R и C определены в примере 3.3. Известно (см., например, [21,
гл. 1, § 1]), что σ(RC)\{0} = σ(CR)\{0}; случай 0 ∈ σ(RC) также исследован в [13, теорема 6.5].
Непосредственный подсчет показывает, что (I −RC)x = {x(1), x(2), 0, x(4), 0, . . . }.
Теорема 5.1 (см. [27, теорема 1]). Операторы I − CR и I −RC эквивалентны, т.е.

Stinv(I − CR) = Stinv(I −RC).

Отметим, что для оператора I − CR легко строится проектор на образ оператора

(Px)(n) =

{
0 для четных n,

1 для нечетных n.

Тогда с использованием леммы 3.4 можно получить проектор на образ ему эквивалентного опе-
ратора I −RC (соответствующая формула приведена в [27, пример 2]).

Пример 5.2. Для любой функции α ∈ L1(R) рассмотрим оператор свертки Aα, определенный
формулой

(Aαx)(t) = (α ∗ x)(t) =
∫
R

α(τ)x(t− τ) dτ, α ∈ L1, x ∈ Lp.

Рассмотрим оператор Aα,β = Aα +AβJ , действующий по формуле

(Aα,βx)(t) =

∫
R

α(t− τ)x(τ) dτ +

∫
R

β(t+ τ)x(τ) dτ, α, β ∈ L1, t ∈ R. (1)

Такой оператор в [34] назывался интегральным оператором с ядром, зависящим от суммы и разно-
сти аргументов. При α, β ∈ L1∩L2 в [1] такой интегральный оператор называется интегральным
оператором с полукарлемановским ядром. В [1, 34] операторы Aα,β исследовались сведением с
помощью преобразования Фурье к операторам умножения вида

Âα,βy = α̂y + β̂Jy, y ∈ L2.

Далее (см. [13]), каждой функции y ∈ L2 ставится в соответствие пара функций y = {y+, y−}, где
y±(t) = y(±t), t ∈ R+. Тогда оператор Âα,β спектрально эквивалентен оператору (см. [34]):

(Bα,βy)(t) =

(
α̂(t) β̂(t)

β̂(−t) α̂(−t)

)
y(t) = Q(t)y(t), (2)

где t ∈ R, Q : R → EndC2. Таким образом, спектры операторов Aα,β и Bα,β совпадают, а спектр
последнего легко вычисляется.

Теорема 5.2. l Пусть операторы Aα,β и Bα,β заданы формулами (1) и (2) соответственно.
Тогда Stinv Aα,β = Stinv Bα,β.

Отметим, что исследование свойств операторов Aα,β можно найти в [1, 14, 24, 34].

Пример 5.3. Сведение дифференциального оператора первого порядка с инволюцией к опе-
ратору Дирака (см. [22, 23]). В качестве примера рассмотрим дифференциальный оператор

(Ax)(t) = x′(t) + q(t)x(1− t), t ∈ [0, 1], D(A) = {x ∈ W 1
2 [0, 1] : x(0) = x(1)}.

Переход от оператора A к соответствующему оператору Дирака осуществляется следующим об-
разом. Пусть y(t) = {x(t), x(1 − t)} = {y1(t), y2(t)}.
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Из [23, лемма 1] вытекает следующее утверждение.

Теорема 5.3. Оператор A спектрально эквивалентен оператору B : D(B) ⊂ L2([0, 1],C
2) →

L2([0, 1],C
2) вида

(By)(t) =

(
1 0
0 −1

)
y′(t) +

(
0 q(t)

q(1− t) 0

)
y(t), t ∈ [0, 1],

и y1(1/2) = y2(1/2).

Пример 5.4 (см. также [4]). Обозначим через S оператор одностороннего сдвига последова-
тельностей из lp(Z,X ): S ∈ End lp(Z,X ), (Sx)(k) = x(k + 1), k ∈ Z, x ∈ lp(Z,X ), p ∈ [1,∞).
Рассмотрим разностный оператор D ∈ End lp(Z,X ) вида

D = S2 +B1S +B2,

где B1, B2 ∈ End lp(Z,X ) и (Bkx)(n) = Bk(n)x(n), k = 1, 2, x ∈ lp(Z,X )— операторы умножения
на операторные функции. Также введем оператор D ∈ End lp(Z,X 2), D = S + B, где операторы
S,B ∈ End lp(Z,X 2) определяются равенствами

Sx = (Sx1, Sx2), (Bx)(n) =
(

0 −I
B2(n) B1(n)

)
x(n), n ∈ Z, x = (x1, x2) ∈ lp(Z,X 2).

Другими словами, оператор D определяется в lp × lp матрицей вида(
S −I
B2 S +B1

)
.

Теорема 5.4 (см. [4, теорема 1]). Stinv(D) = Stinv(D).

Отметим, что в [5] рассматривался более сложный случай разностного оператора высшего
порядка, который также сводился к матричному разностному оператору. Мы его не приводим
ввиду громоздкости.

Пример 5.5 (см. также [7]). Пусть A : D(A) ⊂ X → X —линейный замкнутый оператор.
Рассмотрим операторный полином второй степени

A = B0A
2 +B1A+B2 : D(A2) ⊂ X → X

с областью определения D(A) = {x ∈ D(A), Ax ∈ D(A)}, где Bk ∈ EndX . Также введем оператор
A : D(A) ⊂ X ×X → X ×X , D(A) = D(A)×D(A), с помощью операторной матрицы

A ∼
(
A −I
B2 B0A+B1

)
,

т.е. A(x1, x2) = (Ax1 − x2, B2x1 +B0Ax2 +B1x2), (x1, x2) ∈ D(A) = D(A)×D(A).

Теорема 5.5 (см. [7, теорема 1]). Операторы A и A эквивалентны, т.е. Stinv(A) = Stinv(A).

Отметим, что в [5] был рассмотрен операторный полином степени n при условии A ∈ EndX и
также осуществлено его сведение к матричному оператору. Наконец, самый общий случай све-
дения дифференциальных и разностных полиномов n-го порядка к эквивалентному матричному
оператору приведен в [38] (его мы также не рассматриваем ввиду громоздкости).

Отметим работу [8], в которой произведено сведение линейных дифференциальных операторов
к эквивалентным операторам, заданным операторными матрицами второго порядка.

Пример 5.6 (cм. [9]). Рассмотрим семейство эволюционных операторов U = {U(t, s),
−∞ < s � t < +∞} из EndX , т.е. пусть выполнены следующие условия:

(i) семейство U сильно непрерывно на Δ = {(t, s) ∈ R
2 : s � t};

(ii) U(t, s)U(s, τ) = U(t, τ), −∞ < τ � s � t < +∞;
(iii) U(t, t) = I для всех t ∈ R;
(iv) sup

0�t−s�1
‖U(t, s)‖ = K < ∞.
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Семейству ставится в соответствие оставляется линейный оператор

Lu : D(Lu) ⊂ Lp(R,X ) → Lp(R,X ),

с такой областью определения, что функция x ∈ Lp(R,X ) включается в D(Lu), если существует
функция f ∈ Lp(R,X ), удовлетворяющая почти для всех s � t из R равенству

x(t) = U(t, s)x(s)−
t∫

s

U(t, τ)f(τ) dτ ;

при этом считается Lux = f . Таким образом, определен абстрактный параболический оператор
Lu = −d/dt + A(t) : D(Lu) ⊂ Lp(R,X ) → Lp(R,X ), где U — семейство эволюционных операторов
для линейного дифференциального уравнения ẋ(t) = A(t)x(t), t ∈ R, A(t) : D(A(t)) ⊂ X → X —
семейство замкнутых линейных операторов, порождающих корректную задачу Коши.

Рассмотрим также полугруппу {Tu(t), t � 0} операторов из банаховой алгебры End(R,X ) вида

(Tu(t)x)(s) = U(s, s− t)x(s− t), x ∈ (R,X ), s ∈ R, t � 0.

Из [9, теорема 2] вытекает следующий результат.

Теорема 5.6. Stinv(Lu) = Stinv(I − Tu(1)).

Рассмотрим оператор D : lp(Z,X ) → lp(Z,X ), p ∈ [1,∞), определяемый формулой

(Dx)(n) = x(n)− U(n, n− 1)x(n − 1), x ∈ l2(Z,X ), n ∈ Z.

Теорема 5.7 (см. [9, теорема 3]). Stinv(Lu) = Stinv(D).

Пример 5.7 (см. [10–12]). Зададим пространстве lp = lp(Z,C) инволюцию по формуле
(Jx)(n) = x(−n), x ∈ lp, n ∈ Z, p ∈ [1,∞). Это простейший вид инволюции в lp — отражение.
Отметим, что существуют и другие виды инволюции. Для любой последовательности α ∈ l∞
определим оператор

Aα : D(Aα) ⊂ lp → lp, Aα = αI, D(Aα) = {x ∈ lp, αx ∈ lp}.
Рассмотрим оператор

Aα,β = Aα +AβJ, α, β ∈ l∞, Aα,β = αI + βJ, D(Aα,β) = D(Aα) ∩D(Aβ). (3)

Каждой последовательности x ∈ lp, 1 � p < ∞, поставим в соответствие пару последовательно-
стей x = (x+, x−), где x±(n) = x(±n), n ∈ Z+. Таким образом, x ∈ lp(Z+,C

2) или x : Z+ → C
2;

обозначим через U : lp(Z,C) → lp(Z+,C
2), Ux = x, оператор, осуществляющий это соответствие.

Очевидно, что KerU = {0}, ImU = lp(Z+,C
2). Таким образом, оператор U осуществляет взаимно

однозначное соответствие между lp(Z+,C) и lp(Z+,C
2) и имеет обратный.

С помощью такой замены оператор Aα,β, действующий в пространстве l2, сводится к спек-
трально эквивалентному оператору Bα,β : D(Bα,β) ⊂ l2(Z+,C

2) → l2(Z+,C
2), действующему по

формуле

(Bα,βx)(n) =

(
α(n) β(n)
β(−n) α(−n)

)
x(n) = Q(n)x(n), n ∈ Z+. (4)

При этом спектр оператора Bα,β есть объединение спектров матриц второго порядка Q(n), n ∈
Z+, и легко вычисляется.

Теорема 5.8. Пусть операторы Aα,β и Bα,β заданы формулами (3) и (4) соответственно.
Тогда Stinv Aα,β = Stinv Bα,β.
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6. Фредгольмовы операторы.

Определение 6.1 (см. [2]). Если оператор A находится в одном из состояний {1, 7}, {2, 7},
{2, 8}, причем n,m < ∞, то он называется фредгольмовым оператором (или ΦЭ=оператором).
Если оператор A находится в одном из состояний {1, 7}, {2, 7}, {2, 8}, причем только одно из чисел
n, m конечно, то он называется полуфредгольмовым: Φ+-оператором, если n < ∞, и Φ−-опера-
тором, если m < ∞. Число IndA = dimKerA − codim ImA называется индексом фредгольмова
оператора.

Определение 6.1 полностью согласуется с определением фредгольмова оператора из [32]. В этой
статье рассмотрены также различные определения фредгольмова оператора и связь между опре-
делениями.

Приведем примеры фредгольмовых операторов.

Пример 6.1. Оператор A из примера 3.3, имеющий нижнетреугольную матрицу, фредголь-
мов.

Пример 6.2. Пусть A : D(A) ⊂ X → X — оператор с компактной резольвентой, т.е. его спектр
состоит из собственных значений конечной кратности и не имеет предельных точек. Так как нас
интересуют состояния обратимости, то возможны два случая: 0 ∈ σ(A) и 0 /∈ σ(A). Во втором
случае Stinv(A) = {9}. Пусть теперь 0 ∈ σ(A). Тогда P0 = P ({0}, A)— соответствующий спек-
тральный проектор, I = P0 + P 0, X = X0 ⊕ X 0, X0 = ImP0, сужение A|X0 оператора A на
подпространство X0 есть нильпотентный оператор, размерность ядра dimKerA которого совпа-
дает с алгебраической кратностью собственного значения нуль. Таким образом, X0 состоит из
нильпотентных векторов и является замкнутым дополняемым подпространством в X . Оператор
A|X 0 обратим, и обратный к нему является ограниченным компактным оператором.

Теорема 6.1. Оператор A : D(A) ⊂ X → X с компактной резольвентой является фредголь-
мовым.
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