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3. Уравнения движения на касательном расслоении
к n-мерному многообразию в силовом поле с переменной диссипацией

3.1. Приведенная система. Случай I. Несколько модифицируя систему (??), получим си-
стему с диссипацией. Именно, в отличие от системы (??), наличие диссипации (вообще говоря,
знакопеременной) характеризуется не только коэффициентом bδ(α), b > 0, в первом уравнении
системы (3.1), но и следующим видм (внешнего) гладкого силового поля в координатах ż1, . . .,
żn:

F̃ (zn, . . . , z1;α) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0
...
0

F (α)

⎞
⎟⎟⎟⎠+

⎛
⎜⎜⎜⎝

z1F
1
1 (α)
...

zn−1F
1
n−1(α)

znF
1
n(α)

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

Рассматриваемая система на касательном расслоении T∗Mn{zn, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−1} примет
следующий вид:

α̇ = −zn + bδ(α), (3.1a)

żn = F (α) + f2
1 (α)Γ

α
11(α, β)z

2
n−1 + f2

2 (α)g
2
1(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
2 + . . .+

+ f2
n−1(α)g

2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

α
n−1,n−1(α, β)z

2
1 + znF

1
n(α), (3.1b)

żn−1 =
[
2Γ1

α1(α, β) +Df1(α)
]
zn−1zn − f2

2 (α)

f1(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
n−2 − . . .−

− f2
n−1(α)

f1(α)
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2
n−3(β2) . . . i

2
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1
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2
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1
n−1(α), (3.1c)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ż2 =
[
2Γn−2

α,n−2(α, β) +Dfn−2(α)
]
z2zn−

− f1(α)
[
2Γn−2

1,n−2(α, β) +Dgn−3(β1)
]
z2zn−1 − . . .−

− fn−3(α)gn−4(β1)hn−5(β2)sa(βn−4)
[
2Γn−2

n−3,n−2(α, β) +Dr1(βn−3)
]
z2z3−

− f2
n−1(α)

fn−2(α)

g2n−2(β1)

gn−3(β1)

h2n−3(β2)

hn−4(β2)
. . .

r22(βn−3)

r1(βn−3)
i21(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(α, β)z

2
1 + z2F

1
2 (α), (3.1d)

ż1 =
[
2Γn−1

α,n−1(α, β) +Dfn−1(α)
]
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[
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]
z1z2 + z1F

1
1 (α),

(3.1e)

β̇1 = zn−1f1(α), (3.1f)

β̇2 = zn−2f2(α)g1(β1), (3.1g)

β̇3 = zn−3f3(α)g2(β1)h1(β2), (3.1h)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β̇n−1 = z1fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2). (3.1i)

Система (3.1) почти всюду эквивалентна следующей системе:

α̈−
[
bδ̃(α) + F 1

n(α)
]
α̇+ F (α) + bδ(α)F 1

n (α) + Γα
11(α, β)β̇

2
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2
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]
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}
β̇1+
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22(α, β)β̇
2
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n−1,n−1(α, β)β̇
2
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β̈2 −
{
bδ(α)

[
2Γ2
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]
+ F 1

n−2(α)
}
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33(α, β)β̇
2
3 + . . . + Γ2

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0, (3.2c)

β̈3 −
{
bδ(α)

[
2Γ3

α3(α, β) +Df3

]
+ F 1

n−3(α)
}
β̇3 + 2Γ3

α3(α, β)α̇β̇3 + 2Γ3
13(α, β)β̇1β̇3+

+ 2Γ3
23(α, β)β̇2β̇3 + Γ3

44(α, β)β̇
2
4 + . . . + Γ3
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2
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β̈n−2 −
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]
+ F 1

2 (α)
}
β̇n−2 + 2Γn−2

α,n−2(α, β)α̇β̇n−2+

+ 2Γn−2
1,n−2(α, β)β̇1β̇n−2 + . . . + 2Γn−2

n−3,n−2(α, β)β̇n−3β̇n−2 + Γn−2
n−1,n−1(α, β)β̇

2
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(3.2e)

β̈n−1 −
{
bδ(α)

[
2Γn−1

α,n−1(α, β) +Dfn−1

]
+ F 1

1 (α)
}
β̇n−1 + 2Γn−1

α,n−1(α, β)α̇β̇n−1+

+ 2Γn−1
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n−2,n−1(α, β)β̇n−2β̇n−1 = 0; (3.2f)

здесь и далее δ̃(α) = dδ(α)/dα.

3.2. Первые интегралы для уравнений в поле с диссипацией. Случай I. Перейдем
теперь к интегрированию искомой системы (3.1) порядка 2n при выполнении свойств (??), (??),
(??), (??), (??), . . ., (??). Тогда система (3.1) допускает отделение независимой подсистемы по-
рядка 2n − 1:

α̇ = −zn + bδ(α), (3.3a)

żn = F (α) + f2(α)Γα
11(α)z

2
n−1 + f2(α)g2(β1)Γ
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2
2 + . . .+
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1
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]
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1
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2
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2
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]
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[
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2
1 + z2F

1
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ż1 =
[
2Γ1(α) +Df(α)

]
z1zn − f(α)
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2Γ2(β1) +Dg(β1)

]
z1zn−1−

− f(α)g(β1)
[
2Γ3(β2) +Dh(β2)

]
z1zn−2 − . . .−

− f(α)g(β1)h(β2) . . . r(βn−3)
[
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1
1 (α), (3.3e)

β̇1 = zn−1f(α), (3.3f)

β̇2 = zn−2f(α)g(β1), (3.3g)

β̇3 = zn−3f(α)g(β1)h(β2), (3.3h)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β̇n−2 = z2f(α)g(β1)h(β2) . . . r(βn−3), (3.3i)

при наличии также уравнения

β̇n−1 = z1f(α)g(β1)h(β2) . . . i(βn−2). (3.4)
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Замечание 3.1. Будем переходить теперь к интегрированию искомой системы (3.3), (3.4) по-
рядка 2n при выполнении равенств

Γα
11(α) ≡ Γα

22(α, β1)g
2(β1) ≡ . . . ≡ Γα

n−1,n−1(α, β1, . . . , βn−2)g
2(β1)h

2(β2) . . . i
2(βn−2) = Γn(α). (3.5)

Введем также ограничение и на функцию f(α): она должна удовлетворять первому дифферен-
циальному равенству из (??), преобразованному в обыкновенное дифференциальное уравнение:

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα
+ Γn(α)f

2(α) = 0. (3.6)

При переходе от системы (3.1) к системе (3.3), (3.4) использовалась система дифференциальных
равенств (??), а также группа условий (??), (??), (??), (??), . . ., (??). Но нетрудно показать, что
из только что всех перечисленных условий вытекают (3.5), (3.6). Но если систему дифферен-
циальных равенств (??) заменить на ее ослабленный вариант — систему дифференциальных ра-
венств (??) — то для проведения дальнейшего анализа нужно требовать выполнение условий (3.5),
(3.6).

Далее наложим определенные ограничения на гладкое силовое поле, которое, как отмечалось,
в явном виде вводит в систему диссипацию разного знака. Поэтому также предположим, что
выполнены (в некотором смысле технические) равенства:

F 1
1 (α) = . . . = F 1

n−1(α) = F 1(α). (3.7)

Для полного интегрирования (по Якоби; см. [18,24,39,40]) рассматриваемой системы (3.3), (3.4)
при условиях (3.5)–(3.7) необходимо знать, вообще говоря, 2n− 1 независимых первых интегра-
лов. Однако после замены переменных

wn = zn, wn−1 =
√

z21 + . . .+ z2n−1, wn−2 =
z2
z1

,

wn−3 =
z3√

z21 + z22
, . . . , w1 =

zn−1√
z21 + . . .+ z2n−2

(3.8)

система (3.3), (3.4) распадается следующим образом:⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

α̇ = −wn + bδ(α),

ẇn = F (α) + Γn(α)f
2(α)w2

n−1 + wnF
1
n(α),

ẇn−1 =

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
wn−1wn + wn−1F

1(α),

(3.9)

⎧⎪⎨
⎪⎩
ẇs = Zn−s(w1, . . . , wn−1)f(α)g(β1) . . .

[
2Γs+1(βs) +

d ln |j(βs)|
dβs

]
,

β̇s = Zn−s(w1, . . . , wn−1)f(α)g(β1) . . . , s = 1, . . . , n − 2,

(3.10)

β̇n−1 = Z1(w1, . . . , wn−1)f(α)g(β1)h(β2) . . . i(βn−2), (3.11)

где в системе (3.10) символом «. . .» показаны одинаковые члены, а функция j(βs)— одна из
функций g, h, . . ., зависящая от соответствующего угла βs; при этом

Zk(w1, . . . , wn−1) ≡ zk, k = 1, . . . , n− 1,

—функции в силу замены (3.8).
Видно, что для полной интегрируемости системы (3.9)–(3.11) порядка 2n достаточно указать

два независимых первых интеграла системы (3.9), по одному — для систем (3.10) (меняя в них
независимые переменные, количество систем равно n− 2) и дополнительный первый интеграл,
«привязывающий» уравнение (3.11) (т.е. всего n+ 1 первых интегралов).

Продолжим определенные ограничения на силовое поле. Будем также предполагать, что для
некоторых κ, λ0, λ1, λn ∈ R выполнены группы равенств

f2(α)Γn(α) = κ
d

dα
ln |δ(α)|, (3.12)



ИНТЕГРИРУЕМЫЕ ОДНОРОДНЫЕ ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ. III 137

а также

F (α) = λ0
d

dα

δ2(α)

2
, F 1(α) = λ1

d

dα
δ(α), F 1

n(α) = λn
d

dα
δ(α). (3.13)

Теорема 3.1. Пусть выполнены условия (3.12) и (3.13). Тогда система (3.9)–(3.11) обладает
полным набором независимых (вообще говоря, трансцендентных в смысле комплексного анали-
за) первых интегралов, количество которых равно n+ 1.

Условие (3.12) назовем «геометрическим», а условия группы (3.13) — «энергетическими».
Условие (3.12) названо геометрическим в том числе потому, что накладывает условие на ключе-

вой коэффициент связности Γn(α), приводя соответствующие коэффициенты системы к однород-
ному виду относительно функции δ(α) при участии функции f(α), входящей в кинематические
соотношения. Условия группы (3.13) названы энергетическими в том числе потому, что (внеш-
ние) силы становятся в некотором смысле «потенциальными» по отношению к «силовой» функ-
ции δ2(α)/2 (или δ(α)), приводя соответствующие коэффициенты системы к однородному виду
(опять же относительно функции δ(α)). При этом функция δ(α) и вносит в систему диссипацию
разных знаков или так называемую (знако)переменную диссипацию (см. также [32,33, 45, 49]).
Схема доказательства. Для доказательства теоремы 3.1 для начала сопоставим системе третьего
порядка (3.9) неавтономную систему второго порядка

dwn

dα
=

F (α) + Γn(α)f
2(α)w2

n−1 + wnF
1
n(α)

−wn + bδ(α)
,

dwn−1

dα
=

[
2Γ1(α) + d ln |f(α)|/dα

]
wn−1wn + wn−1F

1(α)

−wn + bδ(α)
.

(3.14)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

wn−1 = u1δ(α), wn = u2δ(α), (3.15)

приводим систему (3.14) к следующему виду:

δ(α)
du2
dα

+ δ̃(α)u2 =
F (α) + Γn(α)f

2(α)δ2(α)u21 + δ(α)u2F
1
n(α)

−u2δ(α) + bδ(α)
,

δ(α)
du1
dα

+ δ̃(α)u1 =

[
2Γ1(α) + d ln |f(α)|/dα

]
δ2(α)u1u2 + δ(α)u1F

1(α)

−u2δ(α) + bδ(α)
,

(3.16)

что, учитывая (3.6), почти всюду эквивалентно

δ(α)
du2
dα

=
Hn(α) + Γn(α)f

2(α)δ(α)u21 + u2F
1
n(α) + δ̃(α)u22 − bδ̃(α)u2

−u2 + b
,

δ(α)
du1
dα

=
−Γn(α)f

2(α)δ(α)u1u2 + u1F
1(α) + δ̃(α)u1u2 − bδ̃(α)u1

−u2 + b
,

(3.17)

где

Hn(α) =
F (α)

δ(α)
, δ̃(α) =

dδ(α)

dα
.

Теперь для интегрирования системы (3.17) нам потребуется выполнение геометрического и энер-
гетических условий (3.12) и (3.13). Эти условия можно переписать следующим образом:

(i) для некоторого κ ∈ R должно выполняться равенство

Γn(α)f
2(α) = κ

δ̃(α)

δ(α)
; (3.18)

(ii) для некоторых λ0, λ1, λ4 ∈ R должны выполняться равенства

Hn(α) = λ0δ̃(α), F 1(α) = λ1δ̃(α), F 1
n(α) = λnδ̃(α). (3.19)
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Действительно, после выполнения условий (3.12) и (3.13) (или (3.18) и (3.19)) система (3.17)
приводится к обыкновенному дифференциальному уравнению первого порядка

du2
du1

=
λ0 + κu21 + u22 + (λn − b)u2
(1− κ)u1u2 + (λ1 − b)u1

. (3.20)

Уравнение (3.20) имеет вид уравнения Абеля (см. [30,65,71]); его общее решение имеет достаточно
громоздкий вид. В частности, при κ = −1, λ1 = λn оно имеет первый интеграл

u22 + u21 + (λ1 − b)u2 + λ0

u1
= C1 = const, (3.21)

который в прежних переменных выглядит следующим образом:

Θ1(wn, wn−1;α) =
w2
n +w2

n−1 + (λ1 − b)wnδ(α) + λ0δ
2(α)

wn−1δ(α)
= C1 = const . (3.22)

Замечание 3.2. Если α—периодическая координата периода 2π, то система (3.9) (как часть
системы (3.9)–(3.11)) становится динамической системой с переменной диссипацией с нулевым
средним (см. [62,63,67]). При выполнении условия (3.6), геометрического и энергетических усло-
вий (3.12), (3.13) (но при любой гладкой функции F (α)) и, в частности, при λ1 = λn = −b, κ = −1
она превращается в консервативную систему:

α̇ = −wn + bδ(α), (3.23a)

ẇn = F (α) + κ
δ̃(α)

δ(α)
w2
n−1 − bwnδ̃(α), (3.23b)

ẇn−1 = −κ
δ̃(α)

δ(α)
wn−1wn − bwn−1δ̃(α). (3.23c)

Действительно, система (3.23) обладает двумя гладкими первыми интегралами

Φ1(wn, wn−1;α) = w2
n−1 + w2

n − 2bwnδ(α) + V (α) = C1 = const, V (α) = 2

α∫

α0

F (a)da, (3.24)

Φ2(wn−1;α) = wn−1δ(α) = C2 = const . (3.25)

В самом деле, в силу предыдущих свойств первых интегралов, имеем

Φ2(wn−1;α) = wn−1f(α) exp

⎧⎨
⎩2

α∫

α0

Γ1(b)db

⎫⎬
⎭ =

= wn−1f(α) exp

⎧⎨
⎩−

α∫

α0

[
Γn(b)f

2(b) +
d ln |f(b)|

db

]
db

⎫⎬
⎭

∼= wn−1 exp

⎧⎨
⎩−

α∫

α0

Γn(b)f
2(b)db

⎫⎬
⎭ ,

где «∼=» означает равенство с точностью до мультипликативной постоянной.
Теперь в силу (3.12) (или (3.18)) последняя величина, в частности, при κ = −1, λ1 = λn = −b,

перепишется в виде

wn−1 exp

⎧⎨
⎩

α∫

α0

d

db
ln |δ(b)|db

⎫⎬
⎭

∼= wn−1δ(α). (3.26)

Очевидно, что отношение двух первых интегралов (3.24), (3.25) также является первым интегра-
лом системы (3.23). Но при λ1 = λn �= −b каждая из функций

w2
n + w2

n−1 + (λ1 − b)wnδ(α) + λ0δ
2(α) (3.27)

и (3.25) по отдельности не является первым интегралом системы (3.9). Однако отношение функ-
ций (3.27), (3.25) является первым интегралом системы (3.9) (при κ = −1) при любых λ1 = λn

и b.
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Далее, найдем явный вид дополнительного первого интеграла системы третьего порядка (3.9)
при κ = −1, λ1 = λn. Преобразуем инвариантное соотношение (3.21) при u1 �= 0 следующим
образом: (

u2 +
λ1 − b

2

)2

+

(
u1 − C1

2

)2

=
(λ1 − b)2 + C2

1

4
− λ0. (3.28)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетворять условию

(λ1 − b)2 + C2
1 − 4λ0 � 0, (3.29)

и фазовое пространство системы (3.9) расслаивается на семейство поверхностей, задаваемых ра-
венством (3.28).

Таким образом, в силу соотношения (3.21) первое уравнение системы (3.17) при условиях (3.12)
и (3.13) и при κ = −1, λ1 = λn примет вид

δ(α)

δ̃(α)

du2
dα

=
2(λ0 + (λ1 − b)u2 + u22)− C1U1(C1, u2)

−u2 + b
, (3.30)

где

U1(C1, u2) =
1

2

{
C1 ±

√
C2
1 − 4(u22 + (λ1 − b)u2 + λ0)

}
; (3.31)

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (3.29).
Поэтому квадратура для поиска дополнительного первого интеграла системы (3.9) примет вид∫

dδ(α)

δ(α)
=

∫
(b− u2)du2

2
(
λ0 + (λ1 − b)u2 + u22

)
− C1

{
C1 ±

√
C2
1 − 4(u22 + (λ1 − b)u2 + λ0)

}
/2

. (3.32)

Левая часть (с точностью до аддитивной постоянной), очевидно, равна ln |δ(α)|. Если

u2 +
λ1 − b

2
= r1, b21 = (λ1 − b)2 + C2

1 − 4λ0, (3.33)

то правая часть равенства (3.32) примет вид

− 1

4

∫
d(b21 − 4r21)

(b21 − 4r21)± C1

√
b21 − 4r21

− b

∫
dr1

(b21 − 4r21)± C1

√
b21 − 4r21

=

= −1

2
ln

∣∣∣∣∣
√

b21 − 4r21
C1

± 1

∣∣∣∣∣∓
b

2
I1, (3.34)

где

I1 =

∫
dr3√

b21 − r23(r3 ± C1)
, r3 =

√
b21 − 4r21 . (3.35)

При вычислении интеграла (3.35) возможны три случая.
I. (λ1 − b)2 > 4λ0:

I1 = − 1

2
√

(λ1 − b)2 − 4λ0

ln

∣∣∣∣∣
√

(λ1 − b)2 − 4λ0 +
√

b21 − r23
r3 ± C1

± C1√
(λ1 − b)2 − 4λ0

∣∣∣∣∣+

+
1

2
√

(λ1 − b)2 − 4λ0

ln

∣∣∣∣∣
√

(λ1 − b)2 − 4λ0 −
√

b21 − r23
r3 ± C1

∓ C1√
(λ1 − b)2 − 4λ0

∣∣∣∣∣+ const . (3.36)

II. (λ1 − b)2 < 4λ0:

I1 =
1√

4λ0 − (λ1 − b)2
arcsin

±C1r3 + b21
b1(r3 ± C1)

+ const . (3.37)

III. (λ1 − b)2 = 4λ0:

I1 = ∓
√

b21 − r23
C1(r3 ± C1)

+ const . (3.38)
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Возвращаясь к переменной

r1 =
z2

δ(α)
+

λ1 − b

2
, (3.39)

находим окончательный вид для величины I1:
I. (λ1 − b)2 > 4λ0:

I1 = − 1

2
√

(λ1 − b)2 − 4λ0

ln

∣∣∣∣∣
√

(λ1 − b)2 − 4λ0 ± 2r1√
b21 − 4r21 ± C1

± C1√
(λ1 − b)2 − 4λ0

∣∣∣∣∣+

+
1

2
√

(λ1 − b)2 − 4λ0

ln

∣∣∣∣∣
√

(λ1 − b)2 − 4λ0 ∓ 2r1√
b21 − 4r21 ± C1

∓ C1√
(λ1 − b)2 − 4λ0

∣∣∣∣∣+ const . (3.40)

II. (λ1 − b)2 < 4λ0:

I1 =
1√

4λ0 − (λ1 − b)2
arcsin

±C1

√
b21 − 4r21 + b21

b1(
√

b21 − 4r21 ± C1)
+ const . (3.41)

III. (λ1 − b)2 = 4λ0:

I1 = ∓ 2r1

C1(
√

b21 − 4r21 ±C1)
+ const . (3.42)

Итак, только что был найден дополнительный первый интеграл для системы третьего поряд-
ка (3.9) при вышеперечисленных условиях (в том числе, при κ = −1, λ1 = λn), т.е. предъявлен
полный набор первых интегралов, являющихся трансцендентными функциями своих фазовых
переменных (см. [30, 34, 62, 75]).

Замечание 3.3. В выражение найденного дополнительного первого интеграла формально
можно вместо C1 подставить левую часть первого интеграла (3.21).

Тогда полученный дополнительный первый интеграл имеет следующий структурный вид:

Θ2(wn, wn−1;α) = G

(
δ(α),

wn

δ(α)
,
wn−1

δ(α)

)
= C2 = const . (3.43)

Выражение первого интеграла (3.43) через конечную комбинацию элементарных функций за-
висит не только от вычисления квадратур, но также и от явного вида функции δ(α) (а она, в
принципе, может быть функцией неэлементарной).

Таким образом, для интегрирования системы (3.9)–(3.11) порядка 2n при некоторых условиях
уже найдены два независимых первых интеграла системы (3.9). Для полной же ее интегрируемо-
сти достаточно найти по одному первому интегралу для систем (3.10), становящихся независи-
мыми подсистемами после соответствующих замен независимого переменного (количество этих
систем равно n− 2), а также еще один (дополнительный) первый интеграл, «привязывающий»
уравнение (3.11).

Первые интегралы для систем (3.10) будут иметь следующий вид:

Θs+2(ws;βs) =

√
1 + w2

s

Ψs(βs)
= Cs+2 = const, s = 1, . . . , n− 2; (3.44)

о функциях Ψs(βs), s = 1, . . . , n− 2, см. (??), . . ., (??).
В предыдущих переменных z первые интегралы (3.44) будут выглядеть так:

Θ′
3(zn−1, . . . , z1;β1) =

√
z21 + . . . + z2n−1√

z21 + . . . + z2n−2 Ψ1(β1)
= C ′

3 = const, (3.45a)

Θ′
4(zn−2, . . . , z1;β2) =

√
z21 + . . . + z2n−2√

z21 + . . . + z2n−3 Ψ2(β2)
= C ′

4 = const, (3.45b)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
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Θ′
n(z2, z1;βn−2) =

√
z21 + z22

z1 Ψn−2(βn−2)
= C ′

n = const . (3.45c)

Дополнительный первый интеграл, «привязывающий» уравнение (3.11), находится по аналогии
с (??):

Θn+1(βn−2, βn−1) = βn−1 ±
βn−2∫

βn−2,0

Cni(b)√
C2
n−1Ψ

2
n−2(b)− C2

n

db = Cn+1 = const, (3.46)

где после взятия интеграла вместо постоянных Cn−1, Cn можно формально подставить левые
части равенств (3.44) (или (3.45)) при s = n− 3 или s = n− 2 соответственно.

Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений (3.9)–(3.11) имеет n+ 1
первых интегралов, являющихся, вообще говоря, трансцендентными функциями фазовых пере-
менных (в смысле комплексного анализа).

Можно считать, что теорема 3.1 доказана. �

3.3. Приведенная система. Случай II. Несколько модифицируя систему (??), получим си-
стему с диссипацией. Именно, в отличие от системы (??), наличие диссипации (вообще говоря,
знакопеременной) характеризуется не только коэффициентом bδ(α), b > 0, в первом уравнении
системы (3.47), но и следующая зависимость (внешнего) гладкого силового поля в проекциях на
оси ż1, . . ., żn соответственно:

F̃ (zn, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−1) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

F1(βn−1)fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2)
F2(βn−2)fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Fn−1(β1)f1(α)
Fn(α)fn(α)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠
+

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

z1F
1
1 (α)

z2F
1
2 (α)

. . . . . . . . .
zn−1F

1
n−1(α)

znF
1
n(α)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

.

Система на касательном расслоении T∗Mn{zn, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−1} примет вид

α̇ = znfn(α) + bδ(α), (3.47a)

żn = Fn(α)fn(α) − fn(α)
[
Γα
αα(α, β) +Dfn(α)

]
z2n−

− f2
1 (α)

fn(α)
Γα
11(α, β)z

2
n−1 −

f2
2 (α)

fn(α)
g21(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
n−2 − . . .−

− f2
n−1(α)

fn(α)
g2n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

α
n−1,n−1(α, β)z

2
1 + znF

1
n(α), (3.47b)

żn−1 = Fn−1(β1)f1(α) − fn(α)
[
2Γ1

α1(α, β) +Df1(α)
]
zn−1zn − f2

2 (α)

f1(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
n−2 − . . .−

− f2
n−1(α)

f1(α)
g2n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

1
n−1,n−1(α, β)z

2
1 + zn−1F

1
n−1(α), (3.47c)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ż2 = F2(βn−2)fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)− fn(α)
[
2Γn−2

α,n−2(α, β) +Dfn−2(α)
]
z2zn−

− f1(α)
[
2Γn−2

1,n−2(α, β) +Dgn−3(β1)
]
z2zn−1 − . . .−

− fn−3(α)gn−4(β1)hn−5(β2) . . . s1(βn−4)
[
2Γn−2

n−3,n−2(α, β) +Dr1(βn−3)
]
z2z3−

− f2
n−1(α)

fn−2(α)

g2n−2(β1)

gn−3(β1)

h2n−3(β2)

hn−4(β2)
. . .

r22(βn−3)

r1(βn−3)
i21(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(α, β)z

2
1 + z2F

1
2 (α),

(3.47d)
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ż1 = F1(βn−1)fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2)− fn(α)
[
2Γn−1

α,n−1(α, β) +Dfn−1(α)
]
z1zn−

− f1(α)
[
2Γn−1

1,n−1(α, β) +Dgn−2(β1)
]
z1zn−1−

− f2(α)g1(β1)
[
2Γn−1

2,n−1(α, β) +Dhn−3(β2)
]
z1zn−2 − . . .−

− fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)
[
2Γn−1

n−2,n−1(α, β) +Di1(βn−2)
]
z1z2 + z1F

1
1 (α),

(3.47e)

β̇1 = zn−1f1(α), (3.47f)

β̇2 = zn−2f2(α)g1(β1), (3.47g)

β̇3 = zn−3f3(α)g2(β1)h1(β2), (3.47h)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β̇n−1 = z1fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2). (3.47i)

Система (3.47) почти всюду эквивалентна следующей системе:

α̈−
{
bδ̃(α) + F 1

n(α) + bδ(α)
[
2Γα

αα(α, β) +Dfn(α)
]}

α̇− Fn(α)f
2
n(α) + bδ(α)F 1

n (α)+

+ b2δ2(α)
[
Γα
αα(α, β) +Dfn(α)

]
+

+ Γα
αα(α, β)α̇

2 + Γα
11(α, β)β̇

2
1 + . . . + Γα

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0, (3.48a)

β̈1 −
{
F 1
n−1(α) + bδ(α)

[
2Γ1

α1(α, β) +Df1(α)
]}

β̇1 − Fn−1(β1)f
2
1 (α)+

+ 2Γ1
α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1

22(α, β)β̇
2
2 + . . .+ Γ1

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0, (3.48b)

β̈2 −
{
F 1
n−2(α) + bδ(α)

[
2Γ2

α2(α, β) +Df2(α)
]}

β̇2 − Fn−2(β2)f
2
2 (α)g

2
1(β1)+

+ 2Γ2
α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2

12(α, β)β̇1β̇2+

+ Γ2
33(α, β)β̇

2
3 + . . .+ Γ2

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0, (3.48c)

β̈3 −
{
F 1
n−3(α) + bδ(α)

[
2Γ3

α3(α, β) +Df3(α)
]}

β̇3 − Fn−3(β3)f
2
3 (α)g

2
2(β1)h

2
1(β2)+

+ 2Γ3
α3(α, β)α̇β̇3 + 2Γ3

13(α, β)β̇1β̇3 + 2Γ3
23(α, β)β̇2β̇3+

+ Γ3
44(α, β)β̇

2
4 + . . .+ Γ3

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0, (3.48d)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β̈n−2 −
{
F 1
2 (α) + bδ(α)

[
2Γn−2

α,n−2(α, β) +Dfn−2(α)
]}

β̇n−2−
− F2(βn−2)f

2
n−2(α)g

2
n−3(β1)h

2
n−4(β2) . . . r

2
1(βn−3)+

+ 2Γn−2
α,n−2(α, β)α̇β̇n−2 + 2Γn−2

1,n−2(α, β)β̇1β̇n−2 + . . .+

+ Γn−2
n−3,n−2(α, β)β̇n−3β̇n−2 + Γn−2

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0, (3.48e)

β̈n−1 −
{
F 1
1 (α) + bδ(α)

[
2Γn−1

α,n−1(α, β) +Dfn−1(α)
]}

β̇n−1−
− F1(βn−1)f

2
n−1(α)g

2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2) + 2Γn−1

α,n−1(α, β)α̇β̇n−1+

+ 2Γn−1
1,n−1(α, β)β̇1β̇n−1 + . . . + Γn−1

n−2,n−1(α, β)β̇n−2β̇n−1 = 0; (3.48f)

здесь, как и выше, δ̃(α) = dδ(α)/dα.

3.4. Первые интегралы для уравнений в поле с диссипацией. Случай II. Перейдем
теперь к интегрированию искомой системы (3.47) порядка 2n при выполнении свойств (??), (??),
(??), (??), (??), . . ., (??). При этом для простоты допустим выполнение следующих условий на
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(внешнее) гладкое силовое поле:

F1(βn−1) ≡ . . . ≡ Fn−1(β1) ≡ 0.

Тогда система (3.47) допускает отделение независимой подсистемы порядка 2n− 1:

α̇ = znfn(α) + bδ(α), (3.49a)

żn = Fn(α)fn(α)− f2(α)

fn(α)
Γα
11(α)z

2
n−1 −

f2(α)

fn(α)
g2(β1)Γ

α
22(α, β1)z

2
2 − . . .−

− f2(α)

fn(α)
g2(β1)h

2(β2) . . . i
2(βn−2)Γ

α
n−1,n−1(α, β1, . . . , βn−2)z

2
1 + znF

1
n(α), (3.49b)

żn−1 = −fn(α)
[
2Γ1(α) +Df(α)

]
zn−1zn − f(α)g2(β1)Γ

1
22(α, β1)z

2
n−2 − . . .−

− f(α)g2(β1)h
2(β2) . . . i

2(βn−2)Γ
1
n−1,n−1(α, β1, . . . , βn−2)z

2
1 + zn−1F

1
n−1(α), (3.49c)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

ż2 = −fn(α)
[
2Γ1(α) +Df(α)

]
z2zn − f(α)

[
2Γ2(β1) +Dg(β1)

]
z2zn−1 − . . .−

− f(α)g(β1)h(β2) . . . s(βn−4)
[
2Γn−2(βn−3) +Dr(βn−3)

]
z2z3−

− f(α)g(β1)h(β2) . . . r(βn−3)i
2(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(α, β1, . . . , βn−2)z

2
1 + z2F

1
2 (α), (3.49d)

ż1 = −fn(α)
[
2Γ1(α) +Df(α)

]
z1zn − f(α)

[
2Γ2(β1) +Dg(β1)

]
z1zn−1−

− f(α)g(β1)
[
2Γ3(β2) +Dh(β2)

]
z1zn−2 − . . .−

− f(α)g(β1)h(β2) . . . r(βn−3)
[
2Γn−1(βn−2) +Di(βn−2)

]
z1z2 + z1F

1
1 (α), (3.49e)

β̇1 = zn−1f(α), (3.49f)

β̇2 = zn−2f(α)g(β1), (3.49g)

β̇3 = zn−3f(α)g(β1)h(β2), (3.49h)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β̇n−2 = z2f(α)g(β1)h(β2) . . . r(βn−3), (3.49i)

при наличии также последнего уравнения

β̇n−1 = z1f(α)g(β1)h(β2) . . . i(βn−2). (3.50)

Замечание 3.4. Будем переходить теперь к интегрированию искомой системы (3.49), (3.50)
порядка 2n при выполнении равенств

Γα
11(α) ≡ Γα

22(α, β1)g
2(β1) ≡ . . . ≡ Γα

n−1,n−1(α, β1, . . . , βn−2)g
2(β1)h

2(β2) . . . i
2(βn−2) = Γn(α).

(3.51)
Введем также ограничение и на функцию f(α): она должна удовлетворять первому дифферен-
циальному равенству из (??), преобразованному в обыкновенное дифференциальное уравнение:

f2
n(α)

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
+ f2(α)Γn(α) = 0. (3.52)

При переходе от системы (3.47) к системе (3.49), (3.50) использовалась система дифферен-
циальных равенств (??), а также группа условий (??), (??), (??), (??), . . ., (??). Но нетрудно
показать, что из только что всех перечисленных условий условия (3.51), (3.52) вытекают. Но
если систему дифференциальных равенств (??) заменить на ее ослабленный вариант — систему
дифференциальных равенств (??) — то для проведения дальнейшего анализа выполнение усло-
вий (3.51), (3.52) нужно требовать.
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Далее наложим определенные ограничения на гладкое силовое поле, которое, как отмечалось,
в явном виде вводит в систему диссипацию разного знака. Поэтому также предположим, что
выполнены (в некотором смысле, технические) равенства:

F 1
1 (α) = . . . = F 1

n−1(α) = F 1(α). (3.53)

Для полного интегрирования (по Якоби) рассматриваемой системы (3.49), (3.50) при условиях
(3.51)–(3.53) необходимо знать, вообще говоря, 2n− 1 независимых первых интегралов. Однако
после замены переменных

wn = zn, wn−1 =
√

z21 + . . .+ z2n−1, wn−2 =
z2
z1

,

wn−3 =
z3√

z21 + z22
, . . . , w1 =

zn−1√
z21 + . . .+ z2n−2

(3.54)

система (3.49), (3.50) распадается следующим образом:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = wnfn(α) + bδ(α),

ẇn = Fn(α)fn(α)− f2(α)

fn(α)
Γn(α)w

2
n−1 + wnF

1
n(α),

ẇn−1 =
f2(α)

fn(α)
Γn(α)wn−1wn + wn−1F

1(α),

(3.55)

⎧⎪⎨
⎪⎩
ẇs = Zn−s(w1, . . . , wn−1)f(α)g(β1) . . .

[
2Γs+1(βs) +

d ln |j(βs)|
dβs

]
,

β̇s = Zn−s(w1, . . . , wn−1)f(α)g(β1) . . . , s = 1, . . . , n − 2,

(3.56)

β̇n−1 = Z1(w1, . . . , wn−1)f(α)g(β1)h(β2) . . . i(βn−2), (3.57)

где в системе (3.56) символом «. . .» показаны одинаковые члены, а функция j(βs)— одна из
функций g, h, . . ., зависящая от соответствующего угла βs; при этом

Zk(w1, . . . , wn−1) ≡ zk, k = 1, . . . , n− 1,

—функции в силу замены (3.54).
Видно, что для полной интегрируемости системы (3.55)–(3.57) порядка 2n достаточно указать

два независимых первых интеграла системы (3.55), по одному — для систем (3.56) (меняя в них
независимые переменные; количество систем равно n− 2), и дополнительный первый интеграл,
«привязывающий» уравнение (3.57) (т.е. всего n+ 1 первых интегралов).

Продолжим определенные ограничения на силовое поле. Будем также предполагать, что для
некоторых κ, λ0

n, λ1
k ∈ R, k = 1, . . . , n, выполнены группы равенств

f2(α)

f2
n(α)

Γn(α) = κ
d

dα
ln |Δ(α)|, Δ(α) =

δ(α)

fn(α)
, (3.58)

а также

Fn(α) = λ0
n

d

dα

Δ2(α)

2
, F 1

k (α) = λ1
kfn(α)

d

dα
Δ(α), k = 1, . . . , n. (3.59)

Здесь, как уже отмечалось, λ1
1 = . . . = λ1

n−1 = λ1.

Теорема 3.2. Пусть выполнены условия (3.58) и (3.59). Тогда система (3.55)–(3.57) обладает
полным набором n+ 1 независимых (вообще говоря, трансцендентных в смысле комплексного
анализа) первых интегралов.

Условие (3.58) назовем «геометрическим», а условия группы (3.59) — «энергетическими».
Условие (3.58) названо геометрическим в том числе потому, что накладывает условие на ключевой
коэффициент связности Γn(α), приводя соответствующие коэффициенты системы к однородному
виду относительно функции Δ(α) при участии функции f(α), входящей в кинематические соотно-
шения. Условия группы (3.59) названы энергетическими в том числе потому, что (внешние) силы
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становятся в некотором смысле «потенциальными» по отношению к «силовой» функции Δ2(α)/2
(или Δ(α)), приводя соответствующие коэффициенты системы к однородному виду (опять же
относительно функции Δ(α)). При этом функция Δ(α) и вносит в систему диссипацию разных
знаков или так называемую (знако)переменную диссипацию.
Схема доказательства. Для доказательства теоремы 3.2 для начала поставим в соответствие
системе третьего порядка (3.55) неавтономную систему второго порядка

dwn

dα
=

Fn(α)fn(α) − f2(α)Γn(α)w
2
n−1/fn(α) + wnF

1
n(α)

wnfn(α) + bδ(α)
,

dwn−1

dα
=

f2(α)Γn(α)wn−1wn/fn(α) + wn−1F
1(α)

wnfn(α) + bδ(α)
.

(3.60)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

wn = u2Δ(α), wn−1 = u1Δ(α), Δ(α) =
δ(α)

fn(α)
, (3.61)

приводим систему (3.60) к следующему виду:

Δ(α)
du2
dα

+ Δ̃(α)u2 =
Fn(α)fn(α)− f2(α)Γn(α)Δ

2(α)u21/fn(α) + Δ(α)F 1
n (α)u2

u2δ(α) + bδ(α)
,

Δ(α)
du1
dα

+ Δ̃(α)u1 =
f2(α)Γn(α)Δ

2(α)u1u2/fn(α) + Δ(α)F 1(α)u1
u2δ(α) + bδ(α)

,

(3.62)

что, учитывая (3.52), почти всюду эквивалентно

Δ(α)
du2
dα

=
1

u2δ(α) + bδ(α)

{
Fn(α)fn(α)− f2(α)Γn(α)Δ

2(α)u21/fn(α)− Δ̃(α)δ(α)u22+

+
[
Δ(α)F 1

n (α)− bΔ̃(α)δ(α)
]
u2

}
,

Δ(α)
du1
dα

=
1

u2δ(α) + bδ(α)

{[
f2(α)Γn(α)Δ

2(α)/fn(α)− Δ̃(α)δ(α)
]
u1u2+

+
[
Δ(α)F 1(α)− bΔ̃(α)δ(α)

]
u1

}
;

(3.63)

здесь и далее Δ̃(α) = dΔ(α)/dα.
Теперь для интегрирования системы (3.63) нам потребуется выполнение геометрического и

энергетических условий (3.58) и (3.59). Условия (3.58) и (3.59) можно переписать следующим
образом:

(i) для некоторого κ ∈ R должно выполняться равенство

Γn(α)
f2(α)

f2
n(α)

= κ
Δ̃(α)

Δ(α)
; (3.64)

(ii) для некоторых λ0
n, λ

1
k ∈ R, k = 1, . . . , n, должны выполняться равенства

Fn(α) = λ0
nΔ̃(α)Δ(α), F 1

k (α) = λ1
kfn(α)Δ̃(α), k = 1, . . . , n. (3.65)

Действительно, после выполнения условий (3.58) и (3.59) (или (3.64) и (3.65)) система (3.63)
приводится к обыкновенному дифференциальному уравнению первого порядка

du2
du1

=
λ0
n − κu21 − u22 + (λ1

n − b)u2
(κ− 1)u1u2 + (λ1 − b)u1

. (3.66)

Уравнение (3.66) имеет вид уравнения Абеля и его общее решение имеет достаточно громоздкий
вид. В частности, при κ = −1, λ1 = λ1

n оно имеет первый интеграл

−u22 − u21 + (λ1 − b)u2 + λ0
n

u1
= C1 = const, (3.67)
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который в прежних переменных выглядит следующим образом:

Θ1(wn, wn−1;α) =
f2
n(α)(w

2
n + w2

n−1) + (b− λ1)wnδ(α)fn(α)− λ0
nδ

2(α)

wn−1δ(α)fn(α)
= C1 = const . (3.68)

Замечание 3.5. Если α—периодическая координата периода 2π, то система (3.55) (как часть
системы (3.55)–(3.57)) становится динамической системой с переменной диссипацией с нулевым
средним. При выполнении условия (3.52), геометрического и энергетических условий (3.58), (3.59)
(но при любой гладкой функции Fn(α)) и, в частности, при λ1 = λ1

n = −b, κ = −1 этом она
превращается в консервативную систему:

α̇ = wnfn(α) + bδ(α),

ẇn = Fn(α)fn(α) − κfn(α)
Δ̃(α)

Δ(α)
w2
n−1 − bwnfn(α)Δ̃(α),

ẇn = κfn(α)
Δ̃(α)

Δ(α)
wn−1wn − bwn−1fn(α)Δ̃(α).

(3.69)

Действительно, система (3.69) обладает двумя гладкими первыми интегралами

Φ1(wn, wn−1;α) = w2
n−1 + w2

n + 2bwnΔ(α) + V (α) = C1 = const, V (α) = −2

α∫

α0

Fn(a)da, (3.70)

Φ2(wn−1;α) = wn−1Δ(α) = C2 = const . (3.71)

В самом деле, в силу предыдущих свойств первых интегралов, имеем:

Φ2(wn−1;α) = wn−1f(α) exp

⎧⎨
⎩2

α∫

α0

Γ1(b)db

⎫⎬
⎭ =

= wn−1f(α) exp

⎧⎨
⎩−

α∫

α0

[
Γn(b)

f2(b)

f2
n(b)

+
d ln |f(b)|

db

]
db

⎫⎬
⎭

∼= wn−1 exp

⎧⎨
⎩−

α∫

α0

Γn(b)
f2(b)

f2
n(b)

db

⎫⎬
⎭ ,

где «∼=» означает равенство с точностью до мультипликативной постоянной.
Теперь, в силу (3.58) (или (3.64)) последняя величина, в частности, при κ = −1, λ1 = λ1

n = −b,
перепишется в виде

wn−1 exp

⎧⎨
⎩

α∫

α0

d

db
ln |δ(b)|db

⎫⎬
⎭

∼= wn−1δ(α). (3.72)

Очевидно, что отношение двух первых интегралов (3.70), (3.71) также является первым интегра-
лом системы (3.69). Но при λ1 = λ1

n �= −b каждая из функций

w2
n + w2

n−1 + (b− λ1)wnΔ(α)− λ0
nΔ

2(α) (3.73)

и (3.71) по отдельности не является первым интегралом системы (3.55). Однако отношение функ-
ций (3.73), (3.71) является первым интегралом системы (3.55) (при κ = −1) при любых λ1 = λ1

n

и b.

Далее, найдем явный вид дополнительного первого интеграла системы третьего порядка (3.55)
при κ = −1, λ1 = λ1

n. Преобразуем инвариантное соотношение (3.67) при u1 �= 0 следующим
образом: (

u2 +
−λ1 + b

2

)2

+

(
u1 +

C1

2

)2

=
(λ1 − b)2 + C2

1

4
+ λ0

n. (3.74)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетворять условию

(λ1 − b)2 + C2
1 + 4λ0

n � 0, (3.75)
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и фазовое пространство системы (3.55) расслаивается на семейство поверхностей, задаваемых
равенством (3.74).

Таким образом, в силу соотношения (3.67) первое уравнение системы (3.63) при условиях (3.58)
и (3.59) и при κ = −1, λ1 = λ1

n примет вид

−Δ(α)

Δ̃(α)

du2
dα

=
2(λ0

n − (λ1 − b)u2 + u22) + C1U1(C1, u2)

u2 + b
, (3.76)

где

U1(C1, u2) =
1

2

{
−C1 ±

√
C2
1 − 4(u22 − (λ1 − b)u2 − λ0

n)

}
, (3.77)

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (3.75). Поэтому квадратура для
поиска дополнительного первого интеграла системы (3.55) примет вид

−
∫

dΔ(α)

Δ(α)
=

∫
(b+ u2)du2

2
(
λ0
n − (λ1 − b)u2 + u22

)
+ C1

{
− C1 ±

√
C2
1 − 4(u22 − (λ1 − b)u2 − λ0

n)
}
/2

.

(3.78)
Левая часть (с точностью до аддитивной постоянной), очевидно, равна − ln |Δ(α)|. Если

u2 − λ1 − b

2
= r1, b21 = (λ1 − b)2 + C2

1 + 4λ0
n, (3.79)

то правая часть равенства (3.78) примет вид

− 1

4

∫
d(b21 − 4r21)

(b21 − 4r21)± C1

√
b21 − 4r21

+ b

∫
dr1

(b21 − 4r21)± C1

√
b21 − 4r21

=

= −1

2
ln

∣∣∣∣∣
√

b21 − 4r21
C1

± 1

∣∣∣∣∣∓
b

2
I1, (3.80)

где

I1 =

∫
dr3√

b21 − r23(r3 ± C1)
, r3 =

√
b21 − 4r21 . (3.81)

При вычислении интеграла (3.81) возможны три случая.
I. (λ1 − b)2 > −4λ0

n:

I1 = − 1

2
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
n

ln

∣∣∣∣∣
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
n +

√
b21 − r23

r3 ±C1
± C1√

(λ1 − b)2 + 4λ0
n

∣∣∣∣∣+

+
1

2
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
n

ln

∣∣∣∣∣
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
n −

√
b21 − r23

r3 ± C1
∓ C1√

(λ1 − b)2 + 4λ0
n

∣∣∣∣∣+ const . (3.82)

II. (λ1 − b)2 < −4λ0
n:

I1 =
1√−4λ0

n − (λ1 − b)2
arcsin

±C1r3 + b21
b1(r3 ± C1)

+ const . (3.83)

III. (λ1 − b)2 = −4λ0
n:

I1 = ∓
√

b21 − r23
C1(r3 ± C1)

+ const . (3.84)

Возвращаясь к переменной

r1 =
wn−1

Δ(α)
− λ1 − b

2
, (3.85)

получаем следующие окончательные формулы для величины I1.
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I. (λ1 − b)2 > −4λ0
n:

I1 = − 1

2
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
n

ln

∣∣∣∣∣
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
n ± 2r1√

b21 − 4r21 ± C1

± C1√
(λ1 − b)2 + 4λ0

n

∣∣∣∣∣+

+
1

2
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
n

ln

∣∣∣∣∣
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
n ∓ 2r1√

b21 − 4r21 ± C1

∓ C1√
(λ1 − b)2 + 4λ0

n

∣∣∣∣∣+ const . (3.86)

II. (λ1 − b)2 < −4λ0
n:

I1 =
1√−4λ0

n − (λ1 − b)2
arcsin

±C1

√
b21 − 4r21 + b21

b1(
√

b21 − 4r21 ± C1)
+ const . (3.87)

III. (λ1 − b)2 = −4λ0
n:

I1 = ∓ 2r1

C1

(√
b21 − 4r21 ±C1

) + const . (3.88)

Итак, только что был найден дополнительный первый интеграл для системы третьего поряд-
ка (3.55) при вышеперечисленных условиях (в том числе, при κ = −1, λ1 = λ1

n) — предъявлен
полный набор первых интегралов, являющихся трансцендентными функциями своих фазовых
переменных.

Замечание 3.6. В выражение найденного дополнительного первого интеграла формально
можно вместо C1 подставить левую часть первого интеграла (3.67). Тогда полученный допол-
нительный первый интеграл имеет следующий структурный вид:

Θ2(wn, wn−1;α) = G2

(
Δ(α),

wn

Δ(α)
,
wn−1

Δ(α)

)
= C2 = const . (3.89)

Выражение первого интеграла (3.89) через конечную комбинацию элементарных функций за-
висит не только от вычисления квадратур, но также и от явного вида функции Δ(α) (а она, в
принципе, может быть функцией неэлементарной).

Таким образом, для интегрирования системы (3.55)–(3.57) порядка 2n при некоторых условиях
уже найдены два независимых первых интеграла системы (3.55). Для полной же ее интегрируемо-
сти достаточно найти по одному первому интегралу — для систем (3.56) (меняя в них независимые
переменные; количество этих систем равно n− 2), становящихся независимыми подсистемами
после соответствующих замен независимого переменного, а также еще один (дополнительный)
первый интеграл, «привязывающий» уравнение (3.57).

Первые интегралы для систем (3.56) будут иметь следующий вид:

Θs+2(ws;βs) =

√
1 + w2

s

Ψs(βs)
= Cs+2 = const, s = 1, . . . , n− 2, (3.90)

о функциях Ψs(βs), s = 1, . . . , n− 2, см. (??), . . ., (??).
В предыдущих переменных z первые интегралы (3.90) будут иметь вид

Θ′
3(zn−1, . . . , z1;β1) =

√
z21 + . . . + z2n−1√

z21 + . . . + z2n−2 Ψ1(β1)
= C ′

3 = const, (3.91a)

Θ′
4(zn−2, . . . , z1;β2) =

√
z21 + . . . + z2n−2√

z21 + . . . + z2n−3 Ψ2(β2)
= C ′

4 = const, (3.91b)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Θ′
n(z2, z1;βn−2) =

√
z21 + z22

z1 Ψn−2(βn−2)
= C ′

n = const . (3.91c)
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Дополнительный первый интеграл, «привязывающий» уравнение (3.57), находится по аналогии
с (??):

Θn+1(βn−2, βn−1) = βn−1 ±
βn−2∫

βn−2,0

Cni(b)√
C2
n−1Ψ

2
n−2(b)− C2

n

db = Cn+1 = const, (3.92)

где после взятия интеграла вместо постоянных Cn−1, Cn можно формально подставить левые
части равенств (3.90) (или (3.91)) при s = n− 3 и s = n− 2 соответственно.

Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений (3.55)–(3.57) имеет n+ 1
первых интегралов, являющихся, вообще говоря, трансцендентными функциями фазовых пере-
менных (в смысле комплексного анализа).

Можно считать, что теорема 3.2 доказана. �

4. Заключение

Как известно, понятию интегрируемости придают различные значения в соответствии с тем,
в каких функциях производится интегрирование (аналитических, гладких, мероморфных и др.),
каким образом понимается смысл интегрируемости (см. [16,63,67]). В данной работе обсуждает-
ся вопрос интегрируемости систем обыкновенных дифференциальных уравнений в классе транс-
цендентных функций, т.е. функций, которые после продолжения в комплексную область имеют
существенно особые точки. Понятие интегрируемости в классе трансцендентных функций возни-
кает по причине наличия у системы асимптотических (или притягивающих, или отталкивающих)
предельных множеств, т.е. множеств размерности d � 1, или притягивающих, или отталкиваю-
щих некоторые области фазового пространства.

Более того, если разрыв трансцендентных интегралов происходит на асимптотических пре-
дельных множествах, размерностей d � 1, то удается выяснить наличие в системе, например,
предельных циклов. И хотя в последнем случае трансцендентный первый интеграл, как правило,
не выражается через элементарные функции, он имеет многообразие неизолированных суще-
ственно особых точек.

В работе проанализированы как уже известные ранее работы автора, так и полученные впервые
случаи интегрируемости систем с диссипацией разного знака на касательном расслоении к n-
мерному гладкому многообразию, являющемуся пространством положений (конфигурационным
пространством) рассматриваемой динамической системы. При этом в работе только что был
применен следующий подход. Мы начинаем рассмотрение систем, в которых отсутствует какое-
либо («внешнее» или «внутреннее») силовое поле (т.е. мы изучаем по сути дела геодезические
потоки). В дальнейшем мы переходим к системам, в которых уже присутствует внешнее силовое
поле, но только консервативное. В результате же дальнейшего анализа мы проводим исследование
систем, в которых появляется внешнее неконсервативное силовое поле, обладающее диссипацией,
причем разных знаков (так называемая (знако)переменная диссипация).

В следующих работах автора будут получены результаты по вопросам существования не про-
сто полного набора первых интегралов (тензоров ранга 0), но и существания полного набора
тензорных инвариантов (в частности, дифференциальных форм) ранга, большего 0. Более то-
го, в данном случае в многомерных системах будет присутствовать силовое поле существенно
неконсервативное, в отличие от монографий автора [18, 73].
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