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1. Введение. Пусть M — гладкое многообразие размерности n, множество V (M) всех гладких
векторных полей на многообразии M является линейным пространством над полем действитель-
ных чисел и является алгеброй Ли относительно скобки Ли.
Рассмотрим некоторое семейство D ⊂ V (M) гладких векторных полей. Семейство D может

содержать конечное и бесконечное число гладких векторных полей. Для векторного поля X ∈ D
через Xt(x) обозначим интегральную кривую векторного поля X, проходящую через точку x ∈ M
при t = 0. Отображение t → Xt(x) определено в некоторой области I(x), которая в общем случае
зависит не только от поля X, но и от начальной точки x.
В дальнейшем всюду в формулах вида Xt(x) будем считать, что t ∈ I(x). Если для всех точек

x ∈ M область определения I(x) кривой t → Xt(x) совпадает с числовой осью, то векторное поле
X называется полным векторным полем.
В статье всюду под гладкостью понимается гладкость класса C∞.

Определение 1 (см. [1, 19]). Орбита L(x) семейства D векторных полей, проходящая через
точку x, определяется как множество таких точек y из M , для которых существуют действи-
тельные числа t1, t2, . . . , tk и векторные поля

X1,X2, . . . ,Xk

из D (где k произвольное натуральное число) такие, что

y = Xtk
k (X

tk−1

k−1 (. . . (X
t1
1 ) . . .)). (1)
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Определение 2. Точка y ∈ L(x) называется T -достижимой из точки x ∈ M , если существует
такое представление (1), для которого

k∑

i=1

ti = T.

Ясно, что если D состоит из одного векторного поля, орбита является гладкой кривой (одно-
мерным многообразием).
Фундаментальным результатом в изучении геометрии и топологии орбит стала теорема Су-

сманна (см. [19,20]), которая показывает, что существует вполне интегрируемое распределение P
на M такое, что для каждой точки x ∈ M орбита L(x) совпадает с максимальным интегральным
подмногообразием P , проходящим через точку x.
Топология орбиты L(x0) (топология Суссмана) вводится как сильнейшая топология, для кото-

рой все отображения вида

(t1, t2, . . . , tk) −→ Xt1
1 (X

tk−1

ik−1
. . . (Xt1

i1
(x0) . . .))

являются непрерывными.
Обозначим через Ax(T ) множество точек, которые T -достижимы из точки x. В [13] доказана

следующая теорема.

Теорема 1 (см. [13]). Множество Ax(T ) для каждого x ∈ M при любом T является погру-
женным подмногообразием орбиты L(x) коразмерности единицы или ноль.

Напомним, что если в определении 1 потребовать, что числа t1, t2, . . . , tk являются неотрица-
тельными, то мы получим определение положительной полуорбиты L+(x).
О положительной орбите Суссманном получена следующая теорема, которая доказана сов-

местно с N. Levitt (см. [10]).

Теорема 2. Пусть M — гладкое связное многообразие размерности n. Существует система
D, состоящая из двух векторных полей такая, что L+(x) = M для каждой точки x ∈ M .

В [13] доказана следующая теорема.

Теорема 3. Пусть M — гладкое связное многообразие размерности n � 2. Существует си-
стема D, состоящая из трех векторных полей, такая, что Ax(0) = M для каждой точки
x ∈ M .

Напомним, что отображение P , ставящее каждой точке x ∈ M некоторое подпространство
P (x) ⊂ TxM касательного пространства TxM , называется распределением. Если dimP (x) = k
для всех x ∈ M , то P называется k-мерным распределением.
Распределение P называется гладким, если для каждой точки x ∈ M существует окрестность

этой точки U(x), и гладкие векторные поля X1,X2, . . . ,Xm, заданные на U(x), такие, что векторы

X1(y),X2(y), . . . ,Xm(y)

образуют базис для подпространства P (y) для каждого y ∈ U(x).
Семейство D гладких векторных полей естественным образом порождает гладкое распределе-

ние, которое каждой точке x ∈ M сопоставляет подпространство P (x) касательного пространство
TxM , порожденное множеством векторов

D(x) = {X(x) : X ∈ D}.
Разумеется, размерности подпространств P (x) может меняться от точки к точке.
Распределение P называется вполне интегрируемым, если для каждой точки x ∈ M существу-

ют подмногообразие Nx многообразия M такое, что TyNx = P (y) для всех y ∈ Nx. Подмногооб-
разие Nx называется интегральным подмногообразием распределения P . Для векторного поля
X будем писать X ∈ P , если X(x) ∈ P (x) для всех x ∈ M .
Распределение P называется инволютивным, если из X,Y ∈ P вытекает, что [X,Y ] ∈ P , где

[X,Y ]— скобка Ли векторных полей X, Y .
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Необходимое и достаточное условие вполне интегрируемости распределения постоянной раз-
мерности дано в теореме Фробениуса (см. [4, с. 20, предложение 2.1]).

Теорема 4 (Фробениус). Для того чтобы распределение P на многообразии M было вполне
интегрируемым, необходимо и достаточно, чтобы оно было инволютивным.

Теорема Фробениуса, обобщенная Херманном для распределений непостоянной размерности,
дает необходимое и достаточное условие для вполне интегрируемости семейства векторных полей,
состоящее из конечного числа векторных полей (см. [5]).

Теорема 5 (R. Hermann). Пусть D = {X1,X2, . . . ,Xk}— семейство векторных полей на
многообразии M . Семейство D порождает вполне интегрируемое распределение тогда и только
тогда, когда оно инволютивно.

Инволютивность семейства векторных полей D = X1,X2, . . . ,Xk означает следующее: для
векторных полей X,Y ∈ D существуют гладкие функции f l(x), x ∈ M , l = 1, . . . , k, такие, что

[X,Y ] =

k∑

l=1

f l(x)Xl.

Заметим. что если многообразие M и векторные поля из D аналитичны, то теорема верна для
произвольного числа (необязательно конечного числа) векторных полей (см. [12]).
Пусть A(D)—наименьшая подалгебра Ли, содержащая множество D. Полагая Ax(D) =

{X(x) : X ∈ A(D)}, получим инволютивное распределение PD : x → Ax(D). Если размерно-
сти dimAx(D) не зависят от x, то распределение PD : x → Ax(D) вполне интегрируемо по тео-
реме Фробениуса. В этом случае для каждой точки x множество L(x) является интегральным
подмногообразием PD. Если размерности dimAx(D) зависят от x, то как показывает примеры,
распределение PD : x → Ax(D) не обязано быть вполне интегрируемым.

2. Геометрия векторных полей Киллинга. Пусть (M,g) гладкое риманово многообразие
размерности. Напомним, что векторное поле X на (M,g) называется полем Киллинга, если
LXg = 0, где LXg− производная Ли от метрики g в направлении X. В этом случае его поток со-
стоит из изометрий риманова многообразия (M,g). Равенство LXg = 0 эквивалентно следующему
равенству:

Xg(Y,Z) = g([X,Y ], Z) + g(Y, [X,Z]),

где Y , Z —произвольные гладкие векторные поля, а [X,Y ]— скобка Ли векторные поля X, Y .
В случае, когда M = R

n, векторное поле

X =
∑

i

ξi
∂

∂xi

является векторным полем Киллинга тогда и только тогда, когда выполняются условие
∂ξi
∂xj

+
∂ξj
∂xi

= 0, i �= j,
∂ξi
∂xi

= 0, i, j = 1, n.

Отметим, что скобка Ли двух полей Киллинга дает опять поле Киллинга и линейная комбина-
ция полей Киллинга над полем действительных чисел тоже является полем Киллинга. Поэтому
множество всех векторных полей Киллинга на многообразии M , обозначаемое K(M), образует
алгебру Ли над полем действительных чисел. Кроме того, известно, что алгебра Ли K(M) век-
торных полей Киллинга связного риманова многообразия M имеет размерность не более чем
n(n + 1)/2, где n = dimM . Если dimK(M) = n(n + 1)/2, то M есть многообразие постоянный
кривизны (см. [4, с. 282]).
Таким образом, в случае, когда семейство D состоит из векторных полей Киллинга, алгебра

K(M) конечномерна, и поэтому из теоремы-2 мы получим следующую теорему.

Теорема 6. Каждая орбита семейства D векторных полей Киллинга является интеграль-
ным подмногообразием вполне интегрируемого распределения PD : x → Ax(D).
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Действительно, в силу того, подалгебра A(D) конечно порождена, распределение PD : x →
Ax(D) порождено конечным числом инволютивных векторных полей X1,X2, . . . ,Xm и поэтому
по теореме R. Hermann оно вполне интегрируемо.
Известно, что разбиение многообразияM на орбиты семейства является сингулярным слоением

(см. [19]). Обозначим это слоение F , а множество орбит (множество слоев) обозначим черезM/F .
Если размерности всех орбит одинаковы, то слоение F является регулярным слоением.
Напомним некоторые понятия из теории слоений. Предположим, что dimAx(D) = k для всех

x ∈ M , где 0 < k < n . Тогда разбиение F многообразия на орбиты является k-мерным слоением
(см. [1, 19]). Известно, что если векторные поля из семейства D являются векторными полями
Киллинга, то слоение F является римановым (см. [8]).
Напомним, что слоение F на римановом многообразииM называется римановым, если каждая

геодезическая, ортогональная в некоторой своей точке к слою слоения F , остается ортогональной
во всех своих точках к слоям F (см. [8, 19]).
Пусть L— слой слоения F (орбита семейства D), x ∈ L, TxL—касательное пространство L

в точке x, H(x)— ортогональное дополнение TxL. Возникают два подрасслоения TF : x −→ TxL,
H : x −→ H(x) касательного расслоения TM многообразия M . В этом случае каждое векторное
поле X ∈ V (M) можно представить в виде X = XF +XH , где XF , XH — ортогональные проекции
X на TF , H соответственно. Если XH = 0, то оно называется вертикальным полем (касательным
к F ), а если XF = 0, то X называется горизонтальным полем.
Пусть f : M −→ N —дифференцируемое отображение максимального ранга, где M — гладкое

риманово многообразие размерности n, N — гладкое риманово многообразие размерности m, где
n > m. Тогда для каждой точки q ∈ N множество Lq = {p ∈ M : f(p) = q} является много-
образием размерности n − m и разбиение M на многообразия Lq является k = n − m-мерным
слоением. Отображение f : M −→ N называется римановой субмерсией, если дифференциал df
отображения f сохраняет длину горизонтальных векторов (см. [8]).
В случае, когда слоение F является регулярным слоением, в [8] показано, что множество M/F

имеет структуру гладкого многообразия. А именно, доказана следующая теорема.

Теорема 7. Пусть (M,g)—полное риманово многообразие, и слоение F риманово. Тогда, если
все слои являются замкнутыми подмножествами и группы голономии всех слоев тривиаль-
ны, то множество M/F , наделенное фактортопологией, обладает такой дифференциальной
структурой гладкого многообразия, что отображение x → L(x) является дифференцируемым
отображением максимального ранга, т.е. является субмерсией.

В общем случае множество M/F не обязательно должно быть гладким многообразием. В дан-
ной работе изучается геометрия множества M/F в случае, когда множество D состоит из век-
торных полей Киллинга.
Рассмотрим отображение π : M → M/F , при котором π(x) = L(x), где L(x)— слой, содержа-

щий точку x. Следующая теорема, доказанная в [11], показывает, что орбиты являются слоями
римановой субмерсии.

Теорема 8. Пусть M = R
n, множество D состоит из векторных полей Киллинга

и dimAx(D) = k для всех x ∈ M , где 0 < k < n. Тогда множество слоев B = M/F , наде-
ленное фактортопологией, обладает такой дифференциальной структурой гладкого n − k-мер-
ного многообразия неотрицательной кривизны, что отображение π : M → B является гладкой
римановой субмерсией.

В общем случае множество слоев слоения не является многообразием. Как показывают су-
ществующие результаты, чаще всего орбифолды возникают в теории слоений как пространство
слоев. Как показано в [3], если трансверсально полное риманово слоение имеет собственный слой
с конечной группой голономии, то пространство слоев является орбифолдом. Из [17] известно,
что это также верно, если все слои F замкнуты. Также известно, что пространство слоев ком-
пактного слоения является орбифолдом тогда и только тогда, когда слоение локально устойчиво
(см. [21]).
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Теперь мы дадим понятие орбифолда, которое является обобщением понятия многообразия.
Пусть X — связное хаусдорфово топологическое пространство со счетной базой.

Определение 3. Карта орбифолда в топологическом пространстве X это набор из четырех
элементов (Ũ ,G,U, ϕ), где U открытое подмножество X, Ũ открыто в R

n, а G конечная группа
гомеоморфизмов множества Ũ , ϕ : Ũ → U —карта, которую можно разложить на множители как
ϕ = π̃ ·π, где π : Ũ → Ũ/G—факторотображение на множество орбит и π̃ : Ũ/G → U− некоторый
гомеоморфизм.

Карта линейна, если G-действие на R
n линейно.

Для i = 1; 2 предположим, что (Ũi, Gi, Ui, ϕi) являются картами орбифолда на X. Эти карты
совместимы, если для точек ũi ∈ Ũi с ϕ1(ũ1) = ϕ2(ũ2) существует гомеоморфизм h из окрестности
ũ1 в Ũ1 в окрестность ũ2 в Ũ2, такой, что ϕ1 = ϕ2 · h в этой окрестности.

Определение 4. Орбифолдный атлас на X — это совокупность совместимых орбифолд-карт
{(Ũi, Gi, Ui, ϕi)}, покрывающих X.

Максимальный атлас A класса Cr называется Cr-дифференциальной структурой орбифолда
на X, и пара (X,A) дифференцируемым Cr-орбифолдом. Любой атлас класса Cr однозначно
определяет максимальный атлас того же класса. Число n называется размерностью орбифолда
(X,A).

Пример 1. Единственная конечная группа, которая действует линейно (и эффективно) на
R
1- циклическая группа G2 порядка 2. Она действует через отображение x → −x. Простран-
ство орбит R

1/G2 есть [0;∞). Отсюда следует, что всякий одномерный орбифолд X является
либо одномерным многообразием, либо одномерным многообразием с краем. Если X компактно
и связно, то это либо окружность или сегмент вида [0; 1].

Пусть F — сингулярное слоение на римановом многообразии. Слой L слоения F называется
регулярным, если размерность слоя Lp максимален. Слой L слоения F называется сингуляр-
ным, если он не является регулярным. Точка регулярного слоя L называется регулярной точкой
слоения F . Точка слоения F называется сингулярной, если она не является регулярной.
В [11] введено понятие сингулярного риманова слоения с сечением, которое понадобится для

изложения некоторых теорем.

Определение 5. Пусть F — сингулярное риманово слоение на полном римановом многооб-
разии. Слоение F называется сингулярным римановым слоением с сечением, если для каждой
регулярной точки p ∈ L множество σ := expp(HpL) является полным погруженным подмного-
образием, которое пересекает каждый слой ортогонально и в нем множество регулярных точек
всюду плотно. Множество σ называется сечением (см. [11]).

Типичными примерами сингулярных римановых слоений с сечениями являются орбиты поляр-
ного действия, параллельные подмногообразия изопараметрического многообразия в простран-
ственной форме.
Изометрическое действие компактной группы Ли G на римановом многообразии M называ-

ется полярным, если существует полное погруженное подмногообразие σ в M , которое ортого-
нально пересекает каждую G-орбиту. Такое подмногообразие σ называется сечением. Типичным
примером полярного действия является компактная группа Ли с биинвариантной метрикой, ко-
торая действует на себя сопряжением. Например, действие группы ортогональных вращений на
евклидовой плоскости является полярным. В этом случае орбитами являются концентрические
окружности, сечением является любая прямая, проходящая через центр окружностей.
Следующая теорема показывает, что сингулярное риманово слоение малой коразмерности ев-

клидовой плоскости и трехмерного евклидова пространства является слоением с сечением.

Теорема 9. Пусть F сингулярное слоение на R
n, порожденное орбитами семейства D век-

торных полей Киллинга, где n = 2, 3. Если размерность регулярных слоев равна n−1, то слоение
F является сингулярным римановым слоением с сечением.
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Следующая теорема показывает, что в общем случае сингулярное риманово слоение малой
коразмерности евклидова пространства является слоением с сечением, если сингулярные слои
изолированы (см. [13]).

Теорема 10. Пусть F сингулярное слоение на R
n, порожденное орбитами семейства D век-

торных полей Киллинга. Предположим, что все сингулярное слои изолированы, а размерность
регулярных слоев равна n− 1. Тогда слоение F является римановым слоением с сечением.

Как показывает следующий пример, сингулярные слои сингулярного риманова слоения на R
n

не обязательно изолированы.

Пример 2. Рассмотрим векторные поля в R
4, которые имеют следующий вид в декартовых

координатах (x1, x2, x3, x4):

X = −x2
∂

∂x1
+ x1

∂

∂x2
− x4

∂

∂x3
+ x3

∂

∂x4
, Y = x3

∂

∂x1
+ x4

∂

∂x2
− x1

∂

∂x3
− x2

∂

∂x4
.

Нетрудно показать, что [X,Y ] = 0. Отсюда следует, что семейство D = {X,Y } инволютивно,
соответственно по теореме Фробениуса—Хермана семейство векторных полей D = {X,Y } вполне
интегрируемо.
Теперь покажем, что каждая регулярная орбита семейства векторных полей D = {X,Y } яв-

ляется двумерным тором.
Рассмотрим отображение (t, s) → Xt(Y s(p)) для всех (t, s) ∈ R

2 в каждой точке p. Если в точке
p векторные поля X, Y линейно независимы, ранг этой карты в точке p равен двум. Следователь-
но, орбита, проходящая через точки p, является двумерным многообразием. Равенство [X,Y ] = 0
означает, что Xt(Y s(p)) = Y s(Xt(p)) для всех (t, s) inR2. Это означает, что поток векторного поля
X переводит интегральные кривые векторного поля Y в интегральные кривые векторного поля
Y (соответственно поток векторного поля Y переводит интегральные кривые векторного поля X
в интегральные кривые векторного поля X). Поскольку любая интегральная кривая векторного
поля Y и X является окружностью, мы получаем, что регулярные орбиты— это двумерные торы.
Векторные поля X, Y коллинеарны только на двух двумерных плоскостях, которые задаются

уравнениями x1 = x4, x2 = −x3 и x1 = −x4, x2 = x3 соответственно.
На этой плоскости все орбиты представляют собой концентрические окружности с центром

в начале координат. Таким образом, сингулярные слои этого сингулярного риманова слоения не
изолированы.

В [14] доказана следующая теорема, которая показывает, что если сингулярное риманово сло-
ения является слоением с сечением, то множество слоев является орбиобразием.

Теорема 11. Пусть F — сингулярное слоение на R
n, порожденное орбитами семейства D

векторных полей Киллинга. Если слоение F является сингулярным римановым слоением с се-
чением, то множество слоев является гладким орбифолдом.

3. Геометрия конформных векторных полей. В этом разделе мы изучаем геометрию ор-
бит конформных векторных полей и, в частности, показываем, что если множество D состоит из
конформных векторных полей, то распределение PD : x → Ax(D) полностью интегрируем.

Определение 6. Векторное поле X конформно, если LXg = σg, где σ—функция на (M,g),
LXg обозначает производную Ли от метрики g относительно X.

Известно, что векторное поле X на (M,g) конформно тогда и только тогда, когда локальная
однопараметрическая группа локальных преобразований, порожденная векторным полем X, со-
стоит из конформных преобразований. Локальная однопараметрическая группа локальных пре-
образований, порожденная конформным векторным полем, состоит из гомотетий, если σ является
константой, и состоит из изометрий, если σ = 0.
Напомним, что диффеоморфизм φ : M → M называется конформным преобразованием, если

|d|φ(g) = λg, где |d|φ(g)(u, v) = g(|d|ϕ(u), |d|ϕ(v)), λ—положительная функция на (M,g), u,
v —касательные векторы. Если постоянная λ, то φ является преобразованием гомотетии. Если
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λ тождественно равен 1, то φ является изометрией. Примерами конформных векторных полей
являются векторные поля Киллинга.
Многочисленные исследования посвящены изучение геометрии конформных векторных полей

(см. [2, 6, 7, 15–17]): в частности, в [6] доказано, что если многообразие компактно, то множество
неподвижных точек конформного векторного поля является подмногообразием четной кораз-
мерности. В [17] было показано, что если риманово многообразие (M,g) отличается от евклидова
пространства или сферы, то на многообразии (M,g) существует риманова метрика g̃, конформно
эквивалентная римановой метрике g такой, что группа конформных преобразований многообра-
зия (M,g) является группой изометрий в (M, g̃) (см. также [2]). Этот факт показывает, что все
конформные векторные поля на многообразиях являются векторными полями Киллинга относи-
тельно римановой метрики g̃. Из этого следует, что на многообразиях, отличных от евклидова
пространства и от сферы, изучение геометрии конформных векторных полей сводится к изуче-
нию векторных полей Киллинга (см. [5]).
Отметим, что скобка Ли двух конформных полей и линейная комбинация конформных полей

над поля действительных чисел также являются конформными полями. Следовательно, мно-
жество Conf(M) всех конформных векторных полей на многообразии M является алгеброй Ли
над полем действительных чисел. Кроме того, хорошо известно, что размерность алгебры Ли
Conf(M) конформных векторных полей на связном римановом многообразии M не превосходит
(n + 1)(n + 2)/2, где n = dimM , n � 3 (см. [4, с. 310, теорема 1]).
Теперь через A(D) обозначим наименьшую подалгебру Ли в Conf(M), содержащую множе-

ство D. Поскольку алгебра Conf(M) конечномерна, отсюда следует, что существуют векторные
поля конечных чисел X1,X2, . . . ,Xm в A(D) так, что векторы X1(x),X2(x), . . . ,Xm(x) образуют
базис подпространства Ax(D) для каждого x ∈ M . Поэтому из теоремы 2 вытекает следующее
утверждение для случая, в котором состоит семейство D конформных векторных полей.

Теорема 12. Пусть n � 3, D— семейство конформных векторных полей. Тогда каждая ор-
бита D является интегральным многообразием вполне интегрируемого распределения

PD : x → Ax(D).

Следующая теорема показывает, что при n � 3 каждая точка из орбиты L(x0) достижима из x0
с помощью конечного числа «переключений» с использованием векторных полей X1,X2, . . . ,Xm

в определенном порядке (см. [15]).

Теорема 13. Множество точек вида

y = Xtm
m (X

tm−1

m−1 (. . . (X
t1
1 (x0) . . .)))

где (t1, t2, . . . , tm) ∈ U совпадает с орбитой L(x0).

Заметим, что это теорема для векторных полей Киллинга верна для любых n (см. [5]).
В [5] доказана следующая теорема, которая показывает, что орбиты векторных полей Киллинга

в евклидовом пространстве являются замкнутыми подмножествами.

Теорема 14. Пусть M = R
n и множество D состоит из векторных полей Киллинга. Тогда

каждая орбита семейства D является замкнутым подмножеством.

Эта теорема не верна для конформных векторных полей, не являющихся полями Киллинга.
Для конформных векторных полей теорема 13 позволяет доказать следующую теорему при n � 3
(см. [14]); при n = 2 теорема доказывается с использованием результатов работы [9].

Теорема 15. Пусть M = R
n, множество D состоит из конформных векторных полей

и dimAx(D) = k для любого x ∈ M , где 0 < k � n. Тогда каждая орбита семейства D яв-
ляется замкнутым подмножеством.

Пример 3. Рассмотрим множество полей D, содержащих следующие векторные поля:

X =
∂

∂x1
, Y = −x2

∂

∂x1
+ x1

∂

∂x2
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на евклидовой плоскости R
2 с декартовыми координатами x1, x2. Эти векторные поля порожда-

ют гладкое распределение: (x1, x2) → P (x1, x2), где подпространство P (x1, x2) является линейной
оболочкой векторов {X(x1, x2) : X ∈ D}. Мы имеем dimP (x1, x2) = 2 для каждой точки (x1, x2),
отличной от точек (0, x2), где dimP (x1, x2) = 1. Это семейство векторных полей конечно порож-
дено, но не находится в инволюции. В этом случае наименьшая подалгебра Ли A(D) алгебры Ли
Conf(M), содержащая множество D, является трехмерной. Векторные поля X, Y и Z = ∂/∂x2
являются базисными полями алгебры A(D).
Можно проверить, что dimAx(D) = 2 для каждой точки x ∈ R

2. Распределение x → Ax(D)
вполне интегрируемо по теореме Херманна, каждая орбита семейства D совпадает со всей плос-
костью R

2.

Пример 4. Рассмотрим множество D, содержащее векторное поле

X = x1
∂

∂x1
+ x2

∂

∂x2
.

Алгебра A(D) одномерна, но размерность dimAx(D) не является постоянной величиной. Имеем
dimA(x,y)(D) = 1 для каждого (x, y), отличного от (0, 0), где dimA(x,y)(D) = 0.

Пример 5. Рассмотрим множество D, содержащее только одно конформное векторное поле

X = −x2
∂

∂x1
+ x1

∂

∂x2
+

∂

∂x3

на M = R
3. В этом случае поток X имеет вид Xt(x) = A(t)x + bt для каждого t ∈ R, где

b = {0, 0, 1}T ,

A(t) =

⎛

⎝
cos t − sin t 0
sin t cos t 0
0 0 1

⎞

⎠ .

В этом примере dimAx(D) = 1 для каждой точки x ∈ M . Орбита L0, проходящая через начало
координат O системы координат, является осью OZ. Другие орбиты — это спирали.

Замечание 1. Как показывают простые примеры, теорема 12 неверна без предположения
dimAx(D) = k для каждой точки x ∈ M . Действительно, пусть M = R

n(x1, x2, . . . , xn) и множе-
ство D содержит только конформное векторное поле

X =
n∑

i=1

xi
∂

∂xi
.

В этом случае для любой точки p(x1, x2, . . . , xn) с
n∑

i=1

x2i > 0

орбита L(p) не является замкнутым подмножеством.

Замечание 2. Иррациональная обмотка двумерного тора показывает, что в общем случае
для римановых многообразий, отличных от евклидовых пространств, теорема 12 неверна при
выполнении условия dimAx(D) = k.
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