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Аннотация. В работе доказана однозначная разрешимость нелокальной краевой задачи для
трехмерного линейного интегро-дифференциального уравнения Буссинеска высокого порядка
с вырожденным ядром и общими интегральными условиями и построено решение в виде ряда Фу-
рье. Обоснованы абсолютная и равномерная сходимость полученного ряда и возможность почлен-
ного дифференцирования решения по всем переменным. Установлен критерий однозначной раз-
решимости поставленной краевой задачи в случае регулярных значений параметра. Для ирре-
гулярных значений параметра построено бесконечное множество решений в виде ряда Фурье.

Ключевые слова: интегро-дифференциальное уравнение, уравнение Буссинеска, смешанная
производная, однозначная разрешимость, интегральное условие, вырожденное ядро.
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WITH INTEGRAL CONDITIONS AND A SMALL COEFFICIENT
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Abstract. In this paper, we prove the unique solvability of a nonlocal boundary-value problem for a
high-order, three-dimensional, linear Boussinesq integro-differential equation with a degenerate kernel
and general integral conditions and construct a solution in the form of a Fourier series. The absolute
and uniform convergence of the resulting series and the possibility of term-by-term differentiation of
the solution with respect to all variables are established. A criterion for the unique solvability of the
boundary-value problem in the case of regular values of the parameter is obtained. For irregular values
of the parameter, an infinite set of solutions is constructed in the form of a Fourier series.

Keywords and phrases: integro-differential equation, Boussinesq equation, mixed derivative, unique
solvability, integral condition, degenerate kernel.
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1. Постановка задачи. Математическое моделирование многих процессов, происходящих
в реальном мире, приводит к изучению смешанных и краевых задач для уравнений в частных про-
изводных. Поэтому теория смешанных задач в настоящее время является одним из важнейших
разделов теории дифференциальных уравнений. Изучение многих задач газовой динамики, тео-
рии упругости, теории пластин и оболочек приводит к рассмотрению дифференциальных урав-
нений в частных производных высоких порядков. Исследованию краевых задач для дифферен-
циальных и интегро-дифференциальных уравнений в частных производных посвящено большое
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количество публикаций (см. [1–4,8,15,17]). В случаях, когда граница области протекания физиче-
ского процесса недоступна для измерений, в качестве дополнительной информации, достаточной
для однозначной разрешимости задачи, могут служить нелокальные условия в интегральной
форме. Такие нелокальные задачи рассматривались в работах многих авторов (см. [6, 9, 18, 19]).
При исследовании дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений в частных про-
изводных часто применяется метод разделения переменных (см. [10–14, 16, 20, 22, 23]). Отметим,
что интегро-дифференциальные уравнения в частных производных с вырожденным ядром рас-
сматривались в работах многих авторов (см. [5, 7, 24, 25, 27–30]).
В данной работе при помощи метода вырожденного ядра доказана однозначная разрешимость

нелокальной краевой задачи для трехмерного линейного интегро-дифференциального уравне-
ния Буссинеска высокого порядка с вырожденным ядром и общими интегральными условиями
в трехмерной области Ω = {(t, x, y) : 0 < t < β, 0 < x, y < l}. С помощью метода рядов Фу-
рье, основанного на разделении переменных, получена счетная система линейных интегральных
уравнений Фредгольма.
Рассмотрим интегро-дифференциальное уравнение вида
[
∂2

∂t2
−
(
ε
∂2k+2

∂t2∂x2k
+ ε

∂2k+2

∂t2∂y2k
+

∂2k

∂x2k
+

∂2k

∂y2k

)]
U(t, x, y) =

= ν

β∫
0

K(t, s)U(s, x, y)ds + f(t)

β∫
0

U(θ, x, y)dθ, (1)

где k ∈ N, β и l— заданные положительные действительные числа, ν —действительный параметр,
отличный от нуля, ε—малый положительный параметр, f(t) ∈ C[0;β],

0 �= K(t, s) =
k∑

i=1

ai(t)bi(s),

ai(t), bi(s) ∈ C[0;β]. Здесь предполагается, что система функций {ai(t)}ki=1 и система функций
{bi(s)}ki=1 являются линейно независимыми в совокупности.
Интегро-дифференциальное уравнение (1) будем рассматривать при нелокальных интеграль-

ных условиях

U(0, x, y) +

β∫
0

U(t, x, y)dt = ϕ(x, y), 0 � x, y � l, (2)

Ut(0, x, y) +

β∫
0

Ut(t, x, y)dt = ψ(x, y), 0 � x, y � l (3)

и граничных условиях типа Бенара
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∣∣
y=l

=

=
∂2
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= . . . =
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U(t, x, y)

∣∣
x=0

=
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U(t, x, y)
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y=l

= 0, 0 � t � β, (4)

где ϕ(x, y), ψ(x, y)— заданные достаточно гладкие функции,
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∣∣∣
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Задача. Найти в области Ω неизвестную функцию U(t, x, y), удовлетворяющую уравнению (1)
и заданным условиям (2)–(4), а также следующим условиям:

U(t, x, y) ∈ C(Ω) ∩ C2,2k,2k(Ω) ∩ C2+2k+0
t,x,y ∩ C2+0+2k

t,x,y , (6)

где Ω = {(t, x, y) : 0 � t � T, 0 � x, y � l}.
2. Разложение формального решения задачи в ряд Фурье. Будем искать нетривиаль-
ные решения задачи в виде ряда Фурье

U(t, x, y) =
2

l

∞∑
n,m=1

un,m(t)ϑn,m(x, y), (7)

где

un,m(t) =
2

l

l∫
0

l∫
0

U(t, x, y)ϑn,m(x, y)dxdy, n,m = 1, 2, 3, . . . ,

ϑn,m(x, y) = sin
(nπ
l
x
)
sin
(mπ
l
y
)
.

Подставляя ряд (7) в интегро-дифференциальное уравнение (1), получаем следующую счетную
систему интегро-дифференциальных уравнений:

u′′n,m(t) + λ2n,m(ε)un,m(t) =
ν

1 + εμ2kn,m

β∫
0

k∑
i=1

ai(t)bi(s)un,m(s)ds +
ν

1 + εμ2kn,m
f(t)

β∫
0

un,m(θ)dθ, (8)

где

λ2n,m(ε) =
μ2kn,m

1 + εμ2kn,m
, μ2kn,m =

(π
l

)2k
(n2k +m2k).

Вводя обозначения

τi,n,m =

β∫
0

bi(s)un,m(s)ds, (9)

перепишем систему (8) в виде

u′′n,m(t) + λ2n,m(ε)un,m(t) =
ν

1 + εμ2kn,m

k∑
i=1

ai(t)τi,n,m +
ν

1 + εμ2kn,m
f(t)

β∫
0

un,m(θ)dθ. (10)

Систему дифференциальных уравнений (10) будем решать методом вариации произвольных
постоянных:
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un,m(t) = cn,m cos(λn,m(ε)) + dn,m sin(λn,m(ε))+

+
ν

λn,m(ε)(1 + εμ2kn,m)

k∑
i=1

τi,n,m

t∫
0

sin(λn,m(ε)(t − s))ai(s)ds+

+
ν

λn,m(ε)(1 + εμ2kn,m)

β∫
0

un,m(θ)dθ

t∫
0

sin(λn,m(ε)(t− s))f(s)ds. (11)

Интегральные условия (2) и (3) запишем в виде

un,m(0) +

β∫
0

un,m(t)dt =
2

l

l∫
0

l∫
0

⎡
⎣U(0, x, y) +

β∫
0

U(t, x, y)dt

⎤
⎦ ϑn,m(x, y)dxdy =

=
2

l

l∫
0

l∫
0

ϕ(x, y)ϑn,m(x, y)dxdy = ϕn,m, (12)

u′n,m(0) +

β∫
0

u′n,m(t)dt =
2

l

l∫
0

l∫
0

⎡
⎣Ut(0, x, y) +

β∫
0

Ut(t, x, y)dt

⎤
⎦ ϑn,m(x, y)dxdy =

=
2

l

l∫
0

l∫
0

ψ(x, y)ϑn,m(x, y)dxdy = ψn,m. (13)

Для нахождения коэффициентов cn,m и dn,m в (11) воспользуемся условиями (12) и (13):

ϕn,m = un,m(0) +

β∫
0

un,m(t)dt = cn,m

(
1 +

1

λn,m(ε)
sin(λn,m(ε)β)

)
+

+
dn,m
λn,m(ε)

(1− cos(λn,m(ε)β)) + γ1n,m + γ2n,m,

ψn,m = u′n,m(0) +

β∫
0

u′n,m(t)dt =
cn,m

λ2n,m(ε)
(cos(λn,m(ε)β) − 1)+

+
dn,m
λn,m(ε)

(
1 +

1

λn,m(ε)
sin(λn,m(ε)β)

)
+ η1n,m(β) + η2n,m(β),

где

γin,m =

β∫
0

ηin,m(t)dt, η1n,m(t) = ν
k∑

i=1

τi,n,mξi,n,m(t), η2n,m(t) = χn,m(t)

β∫
0

un,m(θ)dθ,

ξi,n,m(t) =
1

λn,m(ε)(1 + εμ2kn,m)

t∫
0

sin(λn,m(ε)(t− s))ai(s)ds,

χn,m(t) =
ν

λn,m(ε)(1 + εμ2kn,m)

t∫
0

sin(λn,m(ε)(t− s))f(s)ds.
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Отсюда получаем следующую систему, состоящую из счетных систем алгебраических уравнений
для определения коэффициентов cn,m и dn,m:⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

cn,m(λn,m(ε) + sin(λn,m(ε)β)) + dn,m(1− cos(λn,m(ε)β)) =

= λn,m(ε)(ϕ1n,m − γ1n,m − γ2n,m),

cn,m(cos(λn,m(ε)β)− 1) + dn,m(λn,m(ε) + sin(λn,m(ε)β)) =

= λ2n,m(ε)(ϕ2n,m − η1n,m(β)− η2n,m(β)).

(14)

Для однозначной разрешимости системы (14) требуется выполнение следующего условия:

An,m = (λn,m(ε) + sin(λn,m(ε)β))2 + (1− cos(λn,m(ε)β))2 =

= λ2n,m(ε) + 2(1 + λn,m(ε) sin(λn,m(ε)β) − cos(λn,m(ε)β)) �= 0. (15)

Рассуждая от противного, покажем, что условие (15) выполняется при любых натуральных n,
m. Предположим, что условие (15) нарушего. Тогда справедливо равенство

An,m = λ2n,m(ε) + 2(1 + λn,m(ε) sin(λn,m(ε)β)− cos(λn,m(ε)β)) = 0.

Это условие эквивалентно тригонометрическому уравнению

cos(λn,m(ε)β + θn,m) =
2 + λ2n,m(ε)

2
√

1 + λ2n,m(ε)
,

где

θn,m =
1√

1 + λ2n,m(ε)
.

Учтем, что 0 < λn,m(ε) < 1. Покажем, что правая часть тригонометрического уравнения больше
единицы:

2 + λ2n,m(ε)

2
√

1 + λ2n,m(ε)
> 1.

Действительно,
2 + λ2n,m(ε) > 2

√
1 + λ2n,m(ε).

Каждое из этих выражений в неравенстве больше единицы. Поэтому их можно возвести в квад-
рат:

(2 + λ2n,m(ε))2 > 4(1 + λ2n,m(ε)) ⇐⇒ 4 + 4λ2n,m(ε) + (λ2n,m(ε))2 > 4 + 4λ2n,m(ε).

Отсюда (λ2n,m(ε))2 > 0. Следовательно,

2 + λ2n,m(ε)

2
√

1 + λ2n,m(ε)
> 1.

Поэтому данное тригонометрическое уравнение не имеет решений; противоречие. Следовательно,
при любых натуральных n, m условие (15) выполняется. Поэтому система (14) имеет единствен-
ное решение

cn,m =
λn,m(ε)

An,m

[(
ϕn,m − γn,m

)(
λn,m(ε) + sin(λn,m(ε)β)

)−
− λn,m(ε)

(
ψn,m − ηn,m(β)

)(
1− cos(λn,m(ε)β)

)]
,

dn,m =
λn,m(ε)

An,m

[(
ϕn,m − γn,m

)(
1− cos(λn,m(ε)β)

)
+

+ λn,m(ε)
(
ψn,m − ηn,m(β)

)(
λn,m(ε) + sin(λn,m(ε)β)

)]
.
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Подставляя эти найденные коэффициенты в представление (11), получаем представление

un,m(t, ν) = Dn,m(t)− ν

k∑
i=1

τi,n,mEin,m(t)− Fn,m(t)

β∫
0

un,m(θ)dθ, (16)

где

Dn,m(t) = ϕn,mB1n,m(t) + ψn,mB2n,m(t),

Ein,m(t) = B1n,m(t)

β∫
0

ξin,m(t)dt+B2n,m(t)ξin,m(β)− ξin,m(t),

Fn,m(t) = B1n,m(t)

β∫
0

χn,m(t)dt+B2n,m(t)χn,m(β)− χn,m(t),

B1n,m(t) =
λn,m(ε)

An,m
×

×
[
cos
(
λn,m(ε)t

)(
λn,m(ε) + sin

(
λn,m(ε)β

))
+ sin

(
λn,m(ε)t

)(
1− cos

(
λn,m(ε)β

))]
,

B2n,m(t) =
λ2n,m(ε)

An,m
×

×
[
cos
(
λn,m(ε)t

)(
cos(λn,m(ε)β) − 1

)
+ sin

(
λn,m(ε)t

)(
λn,m + sin

(
λn,m(ε)β

))]
.

Подставляя (16) в (9), получаем следующую систему, состоящую из счетных систем алгебраиче-
ских уравнений:

τin,m + ν

k∑
j=1

τjn,mHijn,m = Ψin,m, (17)

где

Hijn,m =

β∫
0

bi(s)Ejn,m(s)ds, Ψin,m =

β∫
0

bi(s)

⎡
⎣Dn,m(s)− Fn,m(s)

β∫
0

un,m(θ)dθ

⎤
⎦ ds.

Отметим, что из линейной независимости систем функций ai(t) и bi(s) следует, что Hijn,m �= 0.
Система (17) однозначно разрешима при любых конечных Ψin,m, если выполняется следующее
условие:

Δn,m(ν) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + νH11n,m νH12n,m . . . νH1kn,m

νH21n,m 1 + νH22n,m . . . νH2kn,m

. . . . . . . . . . . .
νHk1n,m νHk2n,m . . . 1 + νHkkn,m

∣∣∣∣∣∣∣∣
�= 0. (18)

Решения системы (17) записываются в виде

τin,m =
Δ1in,m(ν)

Δn,m(ν)
− Δ2in,m(ν)

Δn,m(ν)

β∫
0

un,m(θ)dθ, i = 1, k, (19)

где

Δjn,m(ν) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + νH11n,m . . . νH1(i−1)n,m Ψj1n,m νH1(i+1)n,m . . . νH1kn,m

νH21n,m . . . νH2(i−1)n,m Ψj2n,m νH2(i+1)n,m . . . νH2kn,m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
νHk1n,m . . . νHk(i−1)n,m Ψjkn,m νHk(i+1)n,m . . . 1 + νHkkn,m

∣∣∣∣∣∣∣∣
, j = 1, 2,
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Ψ1in,m =

β∫
0

bi(s)Dn,m(s)ds, Ψ2in,m =

β∫
0

bi(s)Fn,m(s)ds.

Подставляя решения (19) системы (17) в представление (16), получаем

un,m(t, ν) = Dn,m(t)−

− ν

k∑
i=1

⎡
⎣Δ1in,m(ν)

Δn,m(ν)
− Δ2in,m(ν)

Δn,m(ν)

β∫
0

un,m(θ)dθ

⎤
⎦Ein,m(t)− Fn,m(t)

β∫
0

un,m(θ)dθ. (20)

Теперь представление (20) подставим в ряд Фурье (7):

U(t, x, y, ν) =
2

l

∞∑
n,m=1

ϑn,m(x, y)

⎧⎨
⎩Dn,m(t)−

−ν
k∑

i=1

⎡
⎣Δ1in,m(ν)

Δn,m(ν)
− Δ2in,m(ν)

Δn,m(ν)

β∫
0

un,m(θ)dθ

⎤
⎦Ein,m(t)− Fn,m(t)

β∫
0

un,m(θ)dθ

⎫⎬
⎭ , (21)

где

ϑn,m(x, y) = sin
(nπ
l
x
)
sin
(mπ
l
y
)
.

3. Исследование однородной задачи. Исследуем случай, когда f(t) = 0 для всех t ∈ [0;β].
Тогда вместо ряда (21) получим следующий упрощенный ряд Фурье:

U(t, x, y, ν) =
2

l

∞∑
n,m=1

[
Dn,m(t)− ν

k∑
i=1

Δ1in,m(ν)

Δn,m(ν)
Ein,m(t)

]
ϑn,m(x, y). (22)

3.1. Регулярный случай параметра ν. Определитель Δn,m(ν) в (18) является многочленом от-
носительно ν степени не выше k. Уравнение Δn,m(ν) имеет не более k различных корней. Эти
корни являются собственными числами (иррегулярными значениями параметра ν) ядра интегро-
дифференциального уравнения (1). Множество иррегулярных значений параметра ν обозначим
через �, а множество значений параметра ν ∈ Λ = ((−∞; 0) ∪ (0;∞)) \ � назовём регулярным.
Для регулярных значений параметра ν ∈ Λ условие (18) выполняется. Поэтому для таких зна-
чений ν ∈ Λ имеет место разложение (22) и устанавливается однозначная разрешимость постав-
ленной нелокальной задачи.
Покажем абсолютную и равномерную сходимость ряда (22) для всех регулярных значений

параметра ν ∈ Λ. С этой целью сначала рассмотрим сходимость следующего ряда:
∞∑

n,m=1

Dn,m(t)ϑn,m(x, y). (23)

Учтем, что Dn,m(t) = ϕn,mB1n,m(t) + ψn,mB2n,m(t). Так как справедливы неравенства 0 <
λn,m(ε) < 1, гладкие функции B1n,m(t) и B2n,m(t) ограничены вместе со своими производными
второго порядка. Поэтому справедливы оценки

|Dn,m(t)| � C1 · [|ϕn,m|+ |ψn,m|], (24)

|D′′
n,m(t)| � C1 · [|ϕn,m|+ |ψn,m|], (25)

где 0 < C1 = const.

Условия A. Пусть ϕ(x, y) ∈ C2k([0; l]× [0; l]), ψ(x, y) ∈ C2k([0; l]× [0; l]) и в области [0; l]× [0; l]
имеют также кусочно непрерывные производные порядка 2k + 1.
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При выполнении условий A справедливы следующие формулы:

|ϕn,m| =
(
l

π

)2k+1
∣∣ϕ(2k+1)

n,m

∣∣
n2k+1

,
∣∣ϕ(2k+1)

n,m

∣∣ =
(
l

π

)2k+1
∣∣ϕ(4k+2)

n,m

∣∣
m2k+1

, (26)

|ψn,m| =
(
l

π

)2k+1
∣∣ψ(2k+1)

n,m

∣∣
n2k+1

,
∣∣ψ(2k+1)

n,m

∣∣ =
(
l

π

)2k+1
∣∣ψ(4k+2)

n,m

∣∣
m2k+1

, (27)

где

ϕ(2k+1)
n,m =

2

l

l∫
0

l∫
0

∂2k+1

∂x2k+1
ϕ(x, y)ϑn,m(x, y)dxdy, (28)

ϕ(4k+2)
n,m =

2

l

l∫
0

l∫
0

∂4k+2

∂x2k+1∂y2k+1
ϕ(x, y)ϑn,m(x, y)dxdy, (29)

ψ(2k+1)
n,m =

2

l

l∫
0

l∫
0

∂2k+1

∂x2k+1
ψ(x, y)ϑn,m(x, y)dxdy, (30)

ψ(4k+2)
n,m =

2

l

l∫
0

l∫
0

∂4k+2

∂x2k+1∂y2k+1
ψ(x, y)ϑn,m(x, y)dxdy. (31)

Из соотношения (26) и (27) получаем, что справедливы формулы

|ϕn,m| =
(
l

π

)4k+2
∣∣ϕ(4k+2)

n,m

∣∣
n2k+1m2k+1

, |ψn,m| =
(
l

π

)4k+2
∣∣ψ(4k+2)

n,m

∣∣
n2k+1m2k+1

. (32)

Для коэффициентов Фурье (28)–(31) справедливы неравенства Бесселя

∞∑
n,m=1

[
ϕ(4k+2)
n,m

]2 � 4

l2

l∫
0

l∫
0

[
∂4k+2

∂x2k+1∂y2k+1
ϕ(x, y)

]2
dxdy, (33)

∞∑
n,m=1

[
ψ(4k+2)
n,m

]2 � 4

l2

l∫
0

l∫
0

[
∂4k+2

∂x2k+1∂y2k+1
ψ(x, y)

]2
dxdy. (34)

С учетом оценки (24), формулы (32) и неравенства Бесселя (33), (34) и применением неравенство
Коши—Буняковского получаем оценку

∞∑
n,m=1

Dn,m(t)ϑn,m(x, y) �
∞∑

n,m=1

|Dn,m(t)| · |ϑn,m(x, y)| �

� C1

∞∑
n,m=1

[
|ϕn,m|+ |ψn,m|

]
� γ1

∞∑
n,m=1

1

n2k+1m2k+1

[∣∣ϕ(4k+2)
n,m

∣∣+ ∣∣ψ(4k+2)
n,m

∣∣] �

� γ1

√√√√ ∞∑
n,m=1

1

(nm)4k+2

⎡
⎣
√√√√ ∞∑

n,m=1

∣∣ϕ(4k+2)
n,m

∣∣2 +
√√√√ ∞∑

n,m=1

∣∣ψ(4k+2)
n,m

∣∣2
⎤
⎦ �
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� 2γ1
l

√√√√ ∞∑
n,m=1

1

(nm)4k+2

⎡
⎢⎣
√√√√√

l∫
0

l∫
0

[
∂4k+2

∂x2k+1∂y2k+1
ϕ(x, y)

]2
dxdy+

+

√√√√√
l∫

0

l∫
0

[
∂4k+2

∂x2k+1∂y2k+1
ψ(x, y)

]2
dxdy

⎤
⎥⎦ <∞, (35)

где

γ1 = C1 ·
(
l

π

)4k+2

.

Отсюда заключаем, что ряд (23) сходится абсолютно и равномерно в области Ω. Теперь рассмот-
рим сходимость ряда

∞∑
n,m=1

k∑
i=1

Δ1in,m(ν)

Δn,m(ν)
Ein,m(t)ϑn,m(x, y). (36)

Учтем, что

Ein,m(t) = B1n,m(t)

β∫
0

ξin,m(t)dt+B2n,m(t)ξin,m(β)− ξin,m(t),

ξi,n,m(t) =
1

λn,m(ε)(1 + εμ2kn,m)

t∫
0

sin(λn,m(ε)(t − s))ai(s)ds, i = 1, k.

Тогда из гладкости этих функций получаем, что

|Ein,m(t)| � Ci2, |E′′
in,m(t)| � Ci2, (37)

где 0 < Ci2 = const, i = 1, k. Из выполнения условия (18) следует, что |Δn,m(ν)| > 0. В состав
определителей Δin,m(ν) входят столбцы

Ψin,m =

β∫
0

bi(s)Dn,m(s)ds, где Dn,m(t) = ϕn,mB1n,m(t) + ψn,mB2n,m(t).

С учетом соотношений (32)–(34) и (37) аналогично оценке (35) покажем, что ряд (36) сходится аб-
солютно и равномерно в области Ω. Действительно, применяя неравенство Коши—Буняковского
к (36), получаем оценку

∞∑
n,m=1

k∑
i=1

Δ1in,m(ν)

Δn,m(ν)
Ein,m(t)ϑn,m(x, y) �

∞∑
n,m=1

1

|Δn,m(ν)|
k∑

i=1

|Δ1in,m(ν)| · |Ein,m(t)| �

� C3

∞∑
n,m=1

k∑
i=1

Ci2|Δin,m(ν)| � C1C3

∞∑
n,m=1

[|ϕ1n,m|+ |ϕ2n,m|]
k∑

i=1

Ci2|Δ1in,m(ν)| �

� γ2

√√√√ ∞∑
n,m=1

1

(nm)4k+2

⎡
⎣
√√√√ ∞∑

n,m=1

∣∣ϕ(4k+2)
n,m

∣∣2 +
√√√√ ∞∑

n,m=1

∣∣ψ(4k+2)
n,m

∣∣2
⎤
⎦ �
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� 2γ2
l

√√√√ ∞∑
n,m=1

1

(nm)4k+2

⎡
⎢⎣
√√√√√

l∫
0

l∫
0

[
∂4k+2

∂x2k+1∂y2k+1
ϕ(x, y)

]2
dxdy+

+

√√√√√
l∫

0

l∫
0

[
∂4k+2

∂x2k+1∂y2k+1
ψ(x, y)

]2
dxdy

⎤
⎥⎦ <∞, (38)

где

γ2 = C1 · C3 · C4 ·
(
l

π

)6

, C3 � min
n,m

1

|Δn,m(ν)| , C4 �
k∑

i=1

Ci2|Δ1in,m(ν)|,

Δ1in,m(ν) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + νH11n,m . . . νH1(i−1)n,m ψ1n,m νH1(i+1)n,m . . . νH1kn,m

νH21n,m . . . νH2(i−1)n,m ψ2n,m νH2(i+1)n,m . . . νH2kn,m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
νHk1n,m . . . νHk(i−1)n,m ψkn,m νHk(i+1)n,m . . . 1 + νHkkn,m

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

ψin,m =

β∫
0

bi(s)ds, i = 1, k.

Из оценки (38) заключаем, что ряд (36) сходится абсолютно и равномерно в области Ω. Из схо-
димости рядов (35) и (38) следует сходимость ряда (22). Для ряда (22) при всех регулярных зна-
чениях параметра ν ∈ Λ покажем непрерывность всех производных, входящих в уравнение (1).
Формально дифференцируем ряд (22) нужное число раз:

Utt(t, x, y, ν) =
2

l

∞∑
n,m=1

[
D′′

n,m(t)− ν

k∑
i=1

Δ1in,m(ν)

Δn,m(ν)
E′′

in,m(t)

]
ϑn,m(x, y), (39)

∂2k

∂x2k
U(t, x, y, ν) = (−1)k

2

l

∞∑
n,m=1

(πn
l

)2k [
Dn,m(t)− ν

k∑
i=1

Δ1in,m(ν)

Δn,m(ν)
Ein,m(t)

]
ϑn,m(x, y), (40)

∂2k

∂y2k
U(t, x, y, ν) = (−1)k

2

l

∞∑
n,m=1

(πm
l

)2k [
Dn,m(t)− ν

k∑
i=1

Δ1in,m(ν)

Δn,m(ν)
Ein,m(t)

]
ϑn,m(x, y), (41)

∂2k+2

∂t2∂x2k
U(t, x, y, ν) = (−1)k

2

l

∞∑
n,m=1

(πn
l

)2k [
D′′

n,m(t)− ν
k∑

i=1

Δ1in,m(ν)

Δn,m(ν)
E′′

in,m(t)

]
ϑn,m(x, y), (42)

∂2k+2

∂t2∂y2k
U(t, x, y, ν) = (−1)k

2

l

∞∑
n,m=1

(πm
l

)2k [
D′′

n,m(t)− ν
k∑

i=1

Δ1in,m(ν)

Δn,m(ν)
E′′

in,m(t)

]
ϑn,m(x, y). (43)

Применим к ряду (39) сначала формулу (32) и оценки (25), (35), а затем неравенство Коши—
Буняковского и оценки (33)–(35), (37), (38). Тогда получим

|Utt(t, x, y, ν)| � 2

l

∞∑
n,m=1

[
|D′′

n,m(t)|+ |ν|
k∑

i=1

∣∣∣∣Δ1in,m(ν)

Δn,m(ν)

∣∣∣∣ · |E′′
in,m(t)|

]
�

� 2

l
γ1

∞∑
n,m=1

1

(nm)2k+1

[∣∣ϕ(4k+2)
n,m

∣∣+ ∣∣ψ(4k+2)
n,m

∣∣]+ 2

l
γ2|ν|

∞∑
n,m=1

1

(nm)2k+1

[∣∣ϕ(4k+2)
n,m

∣∣+ ∣∣ψ4k+2
n,m

∣∣] �

� 2

l

(
γ1 + γ2|ν|

)√√√√ ∞∑
n,m=1

1

(nm)4k+2

⎡
⎣
√√√√ ∞∑

n,m=1

∣∣ϕ(4k+2)
n,m

∣∣2 +
√√√√ ∞∑

n,m=1

∣∣ψ(4k+2)
n,m

∣∣2
⎤
⎦ �
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� γ3

⎡
⎢⎣
√√√√√

l∫
0

l∫
0

[
∂4k+2

∂x2k+1∂y2k+1
ϕ(x, y)

]2
dxdy +

√√√√√
l∫

0

l∫
0

[
∂4k+2

∂x2k+1∂y2k+1
ψ(x, y)

]2
dxdy

⎤
⎥⎦ <∞, (44)

где

γ3 =
2

l
(γ1 + γ2|ν|)

√√√√ ∞∑
n,m=1

1

n4k+2m4k+2
.

Применим к ряду (40) сначала формулу (32) и оценки (24), (35), а затем неравенство Коши—
Буняковского и оценки (33)–(35), (37), (38). Тогда аналогично (44) получим

∣∣∣∣ ∂
2k

∂x2k
Uxx(t, x, y, ν)

∣∣∣∣ � 2

l

∞∑
n,m=1

(nπ
l

)2 [|Dn,m(t)|+ |ν|
k∑

i=1

∣∣∣∣Δ1in,m(ν)

Δn,m(ν)

∣∣∣∣ · |Ein,m(t)|
]
�

� 2

l

(π
l

)2k⎧⎨
⎩γ1

∞∑
n,m=1

1

n1m2k+1

[∣∣ϕ(4k+2)
n,m

∣∣+ ∣∣ψ(4k+2)
n,m

∣∣]+

+γ2|ν|
∞∑

n,m=1

1

n1m2k+1

[∣∣ϕ(4k+2)
n,m

∣∣+ ∣∣ψ(4k+2)
n,m

∣∣]
⎫⎬
⎭ �

� 2

l

(π
l

)2
(γ1 + γ2|ν|)

√√√√ ∞∑
n,m=1

1

n2m4k+2

⎡
⎣
√√√√ ∞∑

n,m=1

∣∣ϕ(4k+2)
n,m

∣∣2 +
√√√√ ∞∑

n,m=1

∣∣ψ(4k+2)
n,m

∣∣2
⎤
⎦ �

� γ4

⎡
⎢⎣
√√√√√

l∫
0

l∫
0

[
∂4k+2

∂x2k+1∂y2k+1
ϕ(x, y)

]2
dxdy +

√√√√√
l∫

0

l∫
0

[
∂4k+2

∂x2k+1∂y2k+1
ψ(x, y)

]2
dxdy

⎤
⎥⎦ <∞, (45)

где

γ4 =
2

l

(π
l

)2k
(γ1 + γ2|ν|)

√√√√ ∞∑
n,m=1

1

n2m4k+2
.

Применим к ряду (41) сначала формулу (32) и оценки (24), (35), а затем неравенство Коши—
Буняковского и оценки (33)–(35), (37), (38). Тогда аналогично (45) получим

∣∣∣∣ ∂
2k

∂y2k
U(t, x, y, ν)

∣∣∣∣ � 2

l

∞∑
n,m=1

(mπ
l

)2k [|Dn,m(t)|+ |ν|
k∑

i=1

∣∣∣∣Δ1in,m(ν)

Δn,m(ν)

∣∣∣∣ · |Ein,m(t)|
]
�

� 2

l

(π
l

)2k⎧⎨
⎩γ1

∞∑
n,m=1

1

n2k+1m1

[∣∣ϕ(4k+2)
n,m

∣∣+ ∣∣ψ(4k+2)
n,m

∣∣]+

+γ2|ν|
∞∑

n,m=1

1

n2k+1m1

[∣∣ϕ(4k+1)
n,m

∣∣+ ∣∣ψ(2k+1)
n,m

∣∣]
⎫⎬
⎭ �

� 2

l

(π
l

)2k
(γ1 + γ2|ν|)

√√√√ ∞∑
n,m=1

1

n4k+2m2

⎡
⎣
√√√√ ∞∑

n,m=1

∣∣ϕ(4k+2)
n,m

∣∣2 +
√√√√ ∞∑

n,m=1

∣∣ψ(4k+2)
n,m

∣∣2
⎤
⎦ �

� γ5

⎡
⎢⎣
√√√√√

l∫
0

l∫
0

[
∂4k+2

∂x2k+1∂y2k+1
ϕ(x, y)

]2
dxdy +

√√√√√
l∫

0

l∫
0

[
∂4k+2

∂x2k+1∂y2k+1
ψ(x, y)

]2
dxdy

⎤
⎥⎦ <∞, (46)
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где

γ5 =
2

l

(π
l

)2k
(γ1 + γ2|ν|)

√√√√ ∞∑
n,m=1

1

n4k+2m2
.

Аналогично оценкам (44)–(46) для рядов (42) и (43) легко показать, что∣∣∣∣ ∂
2k+2

∂t2∂x2k
U(t, x, y, ν)

∣∣∣∣ <∞,

∣∣∣∣ ∂
2k+2

∂t2∂y2k
U(t, x, y, ν)

∣∣∣∣ <∞.

Следовательно, решение U(t, x, y, ν) задачи существует в области Ω, определено рядом (22) и
удовлетворяет условию (6).
Теперь покажем при всех регулярных значениях ν ∈ Λ единственность решения задачи. Пред-

положим, что ϕ(x, y) ≡ 0, ψ(x, y) ≡ 0. Тогда ϕn,m ≡ 0, ψn,m ≡ 0. Поэтому

Dn,m(t) = ϕn,mB1n,m(t) + ψn,mB2n,m(t) ≡ 0,

Ψin,m =

β∫
0

bi(s)Dn,m(s)ds ≡ 0, Δin,m(ν) ≡ 0, i = 1, k.

Следовательно, из формулы (22) вытекают равенства
l∫

0

l∫
0

U(t, x, y)ϑn,m(x, y)dxdy = 0, n,m = 1, 2, 3, . . .

Отсюда в силу полноты систем собственных функций{√
2

l
sin
(nπ
l
x
)}

,

{√
2

l
sin
(mπ
l
y
)}

в пространстве L2[0; l] заключаем, что U(t, x, y) ≡ 0 для всех x, y ∈ [0; l]× [0; l] и t ∈ [0;β].

3.2. Иррегулярный случай. Теперь переходим к иррегулярному случаю параметра ν ∈ �. Для
этих значений получаем следующую однородную систему, состоящую из счетных систем алгеб-
раических уравнений:

τin,m + ν

k∑
j=1

τjn,mHijn,m = Ψin,m, (47)

где

Hijn,m =

β∫
0

bi(s)Ejn,m(s)ds.

В качестве необходимого условия существования решения системы (47) выступает условие орто-
гональности

Ψin,m =

β∫
0

bi(s)Dn,m(s)ds = 0.

Так как по условию постановки задач bi(t) �= 0, то согласно теореме о среднем должно быть
выполнено условие

Dn,m(t) = ϕn,mB1n,m(t) + ψn,mB2n,m(t) ≡ 0.

Поскольку Dn,m(t) �= 0, необходимым условием существования решения системы (47) является
ϕn,m ≡ 0, ψn,m ≡ 0. При этом система (47) имеет некоторое число p (1 � p � k) линейно
независимых ненулевых вектор-решений

{
τ
(�)
1n,m, τ

(�)
2n,m, . . . , τ

(�)
kn,m

}
, � = 1, p. Функции

u�n,m(t, ν) = ν

k∑
i=1

τ
(�)
1n,mEin,m(t), � = 1, p,
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будут нетривиальными решениями соответствующего однородного уравнения

un,m(t, ν) = ν

k∑
i=1

β∫
0

Win,m(t, s)Ein,m(t)un,m(s, ν)ds, (48)

где Win,m(t, s) = Ein,m(t)bi(s).
Общее решение однородного интегрального уравнения (48) можно записать в виде

un,m(t, ν) =

p∑
�=1

σ�u�n,m(t, ν), (49)

где σ� —произвольные постоянные. Подставляя функцию (49) в ряд Фурье (7), получаем

U(t, x, y) =
2

l

∞∑
n,m=1

p∑
�=1

σ�u�n,m(t, ν)ϑn,m(x, y),

ϑn,m(x, y) = sin
(nπ
l
x
)
sin
(mπ
l
y
)
.

(50)

Следовательно, для иррегулярных значений параметра ν ∈ � справедливо разложение (50).
При этом необходимым условием существования решения задачи является однородность кра-
евых условий ϕ(x, y) ≡ 0, ψ(x, y) ≡ 0.

4. Исследование неоднородной задачи.

4.1. Разрешимость задачи. Рассмотрим регулярные значения параметра ν ∈ Λ. Методом сжи-
мающих отображений докажем существование и единственность счетной системы линейных ин-
тегральных уравнений (20). Счетную систему уравнений (20) перепишем в следующем виде:

un,m(t, ν) =Wn,m(t) + Vn,m(t)

β∫
0

un,m(θ, ν)dθ, (51)

Wn,m(t) = Dn,m(t)− ν

k∑
i=1

Δ1in,m(ν)

Δn,m(ν)
Ein,m(t), (52)

Vn,m(t) = ν
k∑

i=1

Δ2in,m(ν)

Δn,m(ν)
Ein,m(t)− Fn,m(t). (53)

Теперь в соответствии с представлением (51) перепишем ряд Фурье (21) в виде

U(t, x, y, ν) =
2

l

∞∑
n,m=1

ϑn,m(x, y)

⎡
⎣Wn,m(t) + Vn,m(t)

β∫
0

un,m(θ, ν)dθ

⎤
⎦ . (54)

Рассмотрим банахово пространство B2(β) последовательности непрерывных функций

{un,m(t)}∞n,m=1

на отрезке [0;β] с нормой

‖u(t)‖B2(β) =

√√√√ ∞∑
n,m=1

(
max
t∈[0;β]

|un,m(t)|
)2

<∞.

Итерационный процесс Пикара для счетной системы (51) определим следующим образом:

u0n,m(t, ν) =Wn,m(t), uq+1
n,m(t, ν) =Wn,m(t) + Vn,m(t)

β∫
0

uqn,m(θ, ν)dθ, q = 0, 1, 2, . . . (55)
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Для первого приближения итерационного процесса (55) справедлива оценка, аналогичная (44):

‖u0n,m(t, ν)‖B2(β) �
∞∑

n,m=1

max
t∈[0;β]

[
|Dn,m(t)|+ |ν|

k∑
i=1

∣∣∣∣Δ1in,m(ν)

Δn,m(ν)

∣∣∣∣ · |Ein,m(t)|
]
�

� γ0

⎡
⎢⎣
√√√√√

l∫
0

l∫
0

[
∂4k+2

∂x2k+1∂y2k+1
ϕ(x, y)

]2
dxdy +

√√√√√
l∫

0

l∫
0

[
∂4k+2

∂x2k+1∂y2k+1
ψ(x, y)

]2
dxdy

⎤
⎥⎦ <∞, (56)

где

γ0 = C1 ·
(
l

π

)4k+2 (
1 + C3 · C4 · |ν|

)√√√√ ∞∑
n,m=1

1

n4k+2m4k+2
.

Для произвольной разности приближения (55) получаем оценку
∣∣uq+1

n,m(t, ν)− uqn,m(t, ν)
∣∣ �

� max
t∈[0;β]

∣∣∣∣∣ν
k∑

i=1

Δ2in,m(ν)

Δn,m(ν)
Ein,m(t)− Fn,m(t)

∣∣∣∣∣
β∫

0

∣∣uqn,m(θ, ν)− uq−1
n,m(θ, ν)

∣∣dθ �
� βC5 max

t∈[0;β]
∣∣uqn,m(t, ν)− uq−1

n,m(t, ν)
∣∣,

где

C5 � max
t∈[0;β]

∣∣∣∣∣ν
k∑

i=1

Δ2in,m(ν)

Δn,m(ν)
Ein,m(t)− Fn,m(t)

∣∣∣∣∣ .
Отсюда имеем оценку∥∥uq+1

n,m(t, ν)− uqn,m(t, ν)
∥∥
B2(β)

� βC5

∥∥uqn,m(t, ν)− uq−1
n,m(t, ν)

∥∥
B2(β)

. (57)

Из оценок (56) и (57) при βC5 < 1 следует, что счетная система линейных интегральных уравне-
ний (51) имеет единственное решение на отрезке [0;β].
Аналогично оценке (57) получаем оценку
∥∥un,m(t, ν)− uq+1

n,m(t, ν)
∥∥
B2(β)

� βC5

∥∥un,m(t, ν)− uqn,m(t, ν)
∥∥
B2(β)

�

� βC5

∥∥∥un,m(t, ν)− uq+1
n,m(t, ν) + uq+1

n,m(t, ν)− uqn,m(t, ν)
∥∥∥
B2(β)

�

� βC5

∥∥un,m(t, ν)− uq+1
n,m(t, ν)

∥∥
B2(β)

+ βC5

∥∥uq+1
n,m(t, ν)− uqn,m(t, ν)

∥∥
B2(β)

и далее оценку

∥∥un,m(t, ν)− uq+1
n,m(t, ν)

∥∥
B2(β)

� βC5

1− βC5

∥∥uq+1
n,m(t, ν)− uqn,m(t, ν)

∥∥
B2(β)

�

� (βC5)
2

1− βC5

∥∥uqn,m(t, ν)− uq−1
n,m(t, ν)

∥∥
B2(β)

� . . . � (βC5)
q+2

1− βC5

∥∥u0n,m(t, ν)
∥∥
B2(β)

<∞.

В силу последней оценки аналогично случаю ряда Фурье (22) доказывается сходимость ряда (54).

4.2. Устойчивость решения от интегральных данных. С учетом представления (52), (53) и
равенства

Dn,m(t) = ϕn,mB1n,m(t) + ψn,mB2n,m(t),
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используя свойства определителя, запишем счетную систему (51) в виде

un,m(t, ν) = ϕn,mB1n,m(t) + ψn,mB2n,m(t)−

− ν
k∑

i=1

(
ϕn,m

Δ11in,m(ν)

Δn,m(ν)
+ ψn,m

Δ12in,m(ν)

Δn,m(ν)

)
Ein,m(t)+

+ ν

k∑
i=1

Δ2in,m(ν)

Δn,m(ν)
Ein,m(t)− Fn,m(t)

β∫
0

un,m(θ, ν)dθ, (58)

где

Δ1jin,m(ν) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + νH11n,m . . . νH1(i−1)n,m Ψ1j1n,m νH1(i+1)n,m . . . νH1kn,m

νH21n,m . . . νH2(i−1)n,m Ψ1j2n,m νH2(i+1)n,m . . . νH2kn,m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
νHk1n,m . . . νHk(i−1)n,m Ψ1jkn,m νHk(i+1)n,m . . . 1 + νHkkn,m

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

Ψ1jin,m =

β∫
0

bi(s)Bjn,m(s)ds, j = 1, 2.

Пусть U1(t, x, y, ν) и U2(t, x, y, ν)—два разных решения задачи (1)–(6), соответствующие двум
различным значениям функций ϕ1(x, y), ϕ2(x, y) и ψ1(x, y), ψ2(x, y), соответственно. Положим

max
{∣∣ϕ1n,m − ϕ2n,m

∣∣, ∣∣ψ1n,m − ψ2n,m

∣∣} < δn,m,

где 0 < δn,m —достаточно малое число, удовлетворяющее условию
∞∑

n,m=1

δn,m <∞.

Тогда из счетной системы (58) получим∣∣u1n,m(t, ν)− u2n,m(t, ν)
∣∣ �

�
∣∣ϕ1n,m − ϕ2n,m

∣∣ · |B1n,m(t)|+ ∣∣ψ1n,m − ψ2n,m

∣∣ · |B2n,m(t)|+

+ |ν|
k∑

i=1

(
|ϕ1n,m − ϕ2n,m| ·

∣∣∣∣Δ11in,m(ν)

Δn,m(ν)

∣∣∣∣+ |ψ1n,m − ψ2n,m|
∣∣∣∣Δ12in,m(ν)

Δn,m(ν)

∣∣∣∣
)
|Ein,m(t)|+

+ |Fn,m(t)|
β∫

0

∣∣u1n,m(θ, ν)− u2n,m(θ, ν)
∣∣dθ �

� C6|ϕ1n,m − ϕ2n,m|+ C7|ψ1n,m − ψ2n,m|+ C5β|u1n,m(t, ν)− u2n,m(t, ν)| <
< (C6 + C7)δn,m + C5β|u1n,m(t, ν)− u2n,m(t, ν)|. (59)

Тогда из ряда (54) получим

∣∣U1(t, x, y, ν) − U2(t, x, y, ν)
∣∣ < 2

l

∞∑
n,m=1

|ϑn,m(x, y)|×

×
[
(C6 + C7)δn,m + C5β|u1n,m(t, ν)− u2n,m(t, ν)|

]
=

=
2

l
(C6 + C7)

∞∑
n,m=1

δn,m|ϑn,m(x, y)| + 2

l
C5β

∞∑
n,m=1

|u1n,m(t, ν)− u2n,m(t, ν)| · |ϑn,m(x, y)| =

=
2

l
(C6 + C7)

∞∑
n,m=1

δn,m + C5β|U1(t, x, y, ν)− U2(t, x, y, ν)|.
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Отсюда следует оценка

∣∣U1(t, x, y, ν) − U2(t, x, y, ν)
∣∣ < 2

l
· C6 + C7

1− C5β

∞∑
n,m=1

δn,m.

Если положить

ε =
2

l
· C6 + C7

1− C5β

∞∑
n,m=1

δn,m,

то получим доказательство устойчивости решения задачи (1)–(6) от интегральных данных.
Аналогично доказывается, что решение поставленной нелокальной задачи (1)–(6) непрерывно

зависит от малого параметра ε.
Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема. Пусть выполняются условия A. Для регулярных значений параметра ν ∈ Λ при
C5β < 1, C5 = const задача однозначно разрешима в трехмерной области Ω, а решение опре-
деляется рядом (21). Для иррегулярных значений параметра ν ∈ � задача имеет бесконечное
множество решений в области Ω, которые определяются рядом (50). Кроме того, решения
нелокальной задачи (1)–(6) устойчивы по интегральным данным ϕ(x, y), ψ(x, y) и по малому
параметру ε.
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