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Аннотация. В статье рассматриваются вопросы однозначной разрешимости начальной задачи
для нелинейного дробного интегро-дифференциального уравнения типа Хильфера с вырожден-
ным ядром и нелинейными максимумами. С помощью несложного интегрального преобразова-
ния, основанного на формуле Дирихле, начальная задача сводится к нелинейному дробному ин-
тегральному уравнению типа Вольтерра с нелинейными максимумами. Доказана теорема суще-
ствования и единственности решения заданной начальной задачи на рассматриваемом интервале.
Доказана также устойчивость решения по параметру и по начальным данным. Приведены иллю-
стративные примеры.

Ключевые слова: обыкновенное интегро-дифференциальное уравнение, уравнение с нелиней-
ными максимумами, оператор Хильфера, однозначная разрешимость, вырожденное ядро.
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Abstract. In this paper, we discuss the unique solvability of the initial-value problem for a nonlinear
fractional integro-differential equation of the Hilfer type with a degenerate kernel and nonlinear
maximums. USing a simple integral transformation based on the Dirichlet formula, we reduce the
initial-value problem to a nonlinear, fractional integral equation of the Volterra type with nonlinear
maximums. The theorem of existence and uniqueness of a solution of the initial-value problem
considered is proved. The stability of solutions with respect to the parameter and the initial data
is also proved. Illustrative examples are given.
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1. Постановка задачи. В начале вводной части приведем операторы, которые будут исполь-
зованы в данной статье. Пусть (t0; b) ⊂ R

+ ≡ [0;∞)—конечный интервал на множестве поло-
жительных действительных чисел, α > 0. Дробный интеграл Римана—Лиувилля порядка α для
функции η(t) определяется следующим образом:

Iαt0+η(t) =
1

Γ(α)

t∫

t0

(t− s)α−1η(s)ds, α > 0, t ∈ (t0; b),
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где Γ(α)— гамма-функция.
Пусть n ∈ N, n− 1 < α � n. Дробная производная Римана—Лиувилля порядка α для функции

η(t) задается с помощью формулы

Dα
t0+η(t) =

dn

dtn
In−α
t0+ η(t), t ∈ (t0; b).

Дробная производная Герасимова—Капуто порядка α для функции η(t) имеет следующий вид
(см. [2, 12, 24, 26]):

∗Dα
t0+η(t) = In−α

t0+ η(n)(t) =
1

Γ(n− α)

t∫

t0

η(n)(s)ds

(t− s)α−n+1
, t ∈ (t0; b).

Такие производные дробного порядка сводятся к следующим производным порядка α = n ∈ N:

Dn
t0+η(t) =∗ Dn

t0+η(t) =
dn

dtn
η(t), t ∈ (t0; b).

Дробная производная Хильфера порядка α (n − 1 < α � n, n ∈ N) и типа β (0 � β � 1)
определяется как композиция трех операторов:

Dα,β
t0+η(t) = I

β(n−α)
t0+

dn

dtn
I
(1−β)(n−α)
t0+ η(t), t ∈ (t0; b).

При β = 0 этот оператор сводится к дробной производной Римана—Лиувилля Dα,0
t0+ = Dα

t0+.
Случай β = 1 соответствует дробной производной Герасимова—Капуто Dα,1

t0+
=∗ Dα

t0+. Пусть
γ = α + βn − αβ. Тогда нетрудно убедиться, что α � γ � n. Поэтому для оператора удобно
использовать другое обозначение Dα,γη(t) = Dα,β

t0+η(t). Обобщенный оператор Римана—Лиувилля
был введен Р. Хильфером на основе эволюции дробного времени, возникающей при переходе от
микроскопического масштаба времени к макроскопическому (см. [10, 13]). Используя интеграль-
ные преобразования, он исследовал задачу Коши для обобщенного уравнения диффузии, решение
которой представлено в виде функции Фокса H. Отметим работы [14, 15], в которых обобщен-
ный оператор Римана—Лиувилля использовался для исследования диэлектрической релаксации
в стеклообразующих жидкостях различного химического состава. В [16] свойства обобщенного
оператора Римана—Лиувилля были исследованы в специальном функциональном пространстве,
и был разработан операционный метод решения дробных дифференциальных уравнений с таким
оператором. Основываясь на результатах работы [16], авторы [20] разработали операционный
метод решения дробно-дифференциальных уравнений, содержащий конечную линейную комби-
нацию обобщенных операторов Римана—Лиувилля с различными параметрами.
Дробное исчисление играет важную роль в математическом моделировании во многих науч-

ных и технических дисциплинах (см. [27]). Например, в [22] рассматриваются задачи сплошной
среды и статистической механики. В [11] анализируются математические проблемы модели эпи-
демии лихорадки Эболы. В [17] и [31] изучаются фракционные модели динамики туберкулезной
инфекции и нового коронавируса (nCoV-2019) соответственно. Построение различных моделей
теоретической физики с помощью дробного исчисления описано в [13, тт. 4, 5] и [21,30]. Конкрет-
ная интерпретация дробной производной Хильфера, описывающей случайное движение частицы,
движущейся по действительной прямой с временами шага Пуассона с конечной скоростью, да-
ется в [29]. Подробный обзор применения дробного исчисления при решении задач прикладных
наук приведен в [13, тт. 6-8] и [25]. Более подробную информацию, относящуюся к теории дробно-
го интегро-дифференцирования, включая дробную производную Хильфера, можно найти в мо-
нографии [28]. В [32] аналитическим методом исследуется однозначная разрешимость краевой
задачи для слабых нелинейных уравнений в частных производных смешанного типа с дробным
оператором Хильфера. В [33] изучается разрешимость нелокальной задачи для дифференциаль-
ного уравнения смешанного типа четвертого порядка с дробным оператором Хильфера. В [34]
рассматривается обратная задача для интегро-дифференциального уравнения смешанного типа
с операторами Герасимова—Капуто дробного порядка. Интересные результаты получены также
в [3, 8, 9, 18].
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В настоящей статье рассматриваются вопросы однозначной разрешимости дробного интегро-
дифференциального уравнения типа Хильфера с вырожденным ядром и нелинейными максиму-
мами. Уравнение будем решать при заданных начальных условиях. Отметим, что дифференци-
альные уравнения с максимумами играют важную роль в решении задач управления продажей
товаров и инвестициями производственных компаний в рыночной экономике (см. [7]). В [4] обосно-
вана актуальность теоретического исследования дифференциальных уравнений с максимумами.
Появление интегрального члена в дифференциальном уравнении имеет приложения в теории
автоматического регулирования динамическими системами (см. [5, 6]).
Рассмотрим интегро-дифференциальное уравнение с дробным оператором типа Хильфера на

интервале (t0;T ):

Dα,γx(t) + ωx(t) =

T∫

t0

K(t, s)x(s)ds+ f
(
t, x(t),max

{
x(θ)

∣∣ θ ∈ [q1(t); q2(t)]
})

(1)

с начальными условиями

lim
t→+t0

J2−γ
t0+ x(t) = ϕ0, lim

t→+t0

d

dt
J2−γ
t0+ x(t) = ϕ1, x(t) = ϕ2(t), t /∈ (t0, T ), (2)

где f(t, u, ϑ) ∈ C(Ω), ϕ2(t) ∈ C([0; t0]∪ [T ;∞)), 0 < ω—действительный параметр, ϕ0, ϕ1 = const,
Ω ≡ [t0;T ] × X × X, 0 � t0, X ⊂ R ≡ (−∞;∞), qi(t) = qi(t, x(t)) ∈ C([t0;T ] × X), i = 1, 2, X—
замкнутое множество. Здесь

Dα,γ = Jγ−α
t0+

d2

dt2
J2−γ
t0+ , 1 < α � 2, γ = α+ 2β − αβ, α < γ � 2.

В данной работе рассмотрим простой случай вырожденного ядра: K(t, s) = t · s. Положим
0 < q1 < q2 < ∞. Здесь возможны следующие три случая:

(i) 0 < q1 < q2 < 1;
(ii) 0 < q1 < 1, 1 < q2 < ∞;
(iii) 1 < q1 < q2 < ∞.

2. Сведение задачи к интегральному уравнению.

Лемма. Решение интегро-дифференциального уравнения (1) с начальными условиями (2)
представляется следующим образом:

x(t) = ϕ0(t− t0)
γ−2Eα,γ−1(ω(t− t0)

α) + ϕ1(t− t0)
γ−1Eα,γ(ω(t− t0)

α)+

+

t∫

t0

(t− s)α−1Eα,α(−ω(t− s)α)[χ · s+ f(s, x(s),max{x(θ) | θ ∈ [q1(s); q2(s)]})]ds, (3)

где Eα,γ(z)—функция Миттаг-Леффлера, имеющая вид

Eα,γ(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(αk + γ)
, z, α, γ ∈ (0;∞)

(см. [13, т. 1, с. 269—295]),

qi(t) = qi(t, x(t)), i = 1, 2, χ =

T∫

t0

ξx(ξ)dξ. (4)

Доказательство. Перепишем интегро-дифференциальное уравнение (1) в виде

Jγ−α
t0+ Dγ

t0+x(t) = −ωx(t) + f(t, ·),
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где f(t, ·) = f
(
t, x(t),max{x(θ) | θ ∈ [q1(t); q2(t)]}

)
. Применяя оператор Jα

t0+ к обеим частям этого
уравнения с учетом линейности данного оператора и формулы

Jδ
t0+D

δ
t0+u(t) = u(t)−

n−1∑
k=0

(t− t0)
δ+k−n

Γ(δ + k + 1− n)
lim

t→t0+

dk

dtk
Jn−δ
t→t0+u(t), δ ∈ (n− 1;n]

(см. [20]), получаем, что

x(t) = −ωJα
t0+x(t)

ϕ0

Γ(γ − 1)
(t− t0)

γ−2 +
ϕ1

Γ(γ)
(t− t0)

γ−1 + Jα
t0+f(t, ·). (5)

Используя лемму из [1], представим решение уравнения (5) в виде

u(t) =
ϕ0

Γ(γ − 1)
(t− t0)

γ−2 +
ϕ1

Γ(γ)
(t− t0)

γ−1 + Jα
t0+f(t, ·)−

− ω

t∫

t0

(t− s)α−1Eα,α(−ω · (t− s)α)

[
ϕ0

Γ(γ − 1)
(s− t0)

γ−2 +
ϕ1

Γ(γ)
(s− t0)

γ−1 + Jα
t0+f(s, ·)

]
ds. (6)

Перепишем представление (6) как сумму двух выражений:

I1(t) =
ϕ0

Γ(γ − 1)

⎡
⎣(t− t0)

γ−2 − ω

t∫

t0

(t− s)α−1Eα,α(−ω · (t− s)α)(s − t0)
γ−2ds

⎤
⎦+

+
ϕ1

Γ(γ)

⎡
⎣(t− t0)

γ−1 − ω

t∫

t0

(t− s)α−1Eα,α(−ω · (t− s)α)(s− t0)
γ−1ds

⎤
⎦ ,

(7)

I2(t) = Jα
t0+f(t, ·)− ω

t∫

t0

(t− s)α−1Eα,α(−ω · (t− s)α)Jα
t0+f(s, ·)ds. (8)

Применим следующие представления (см. [13, т. 1, с. 269—295]):

Eα,μ(z) =
1

Γ(μ)
+ z ·Eα,μ+α(t), α > 0, μ > 0, (9)

1

Γ(ν)

z∫

0

(z − t)ν−1Eα,β(λt
α)tβ−1dt = zβ+ν−1 · Eα,β+ν(λz

α), ν > 0, β > 0. (10)

Тогда для интеграла (7) получаем представление

I1(t) = ϕ0 · (t− t0)
γ−2Eα,γ−1(−ω · (t− t0)

α) + ϕ1 · (t− t0)
γ−1Eα,γ(−ω · (t− t0)

α). (11)

Интеграл в формуле (8) легко преобразуется к следующему виду:

t∫

t0

(t− ξ)α−1Eα,α(−ω · (t− ξ)α)Jα
t0+f(ξ, ·)dξ =

=
1

Γ(α)

t∫

t0

(t− ξ)α−1Eα,α(−ω · (t− ξ)α)dξ

ξ∫

t0

(ξ − s)α−1f(s, ·)ds =

=
1

Γ(α)

t∫

t0

f(s, ·)ds
t∫

s

(t− ξ)α−1(ξ − s)α−1Eα,α(−ω · (t− ξ)α)dξ. (12)
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С учетом представления (10) второй интеграл в последнем равенстве (12) можно записать так:
t∫

s

(t− ξ)α−1(ξ − s)α−1Eα,α(−ω · (t− ξ)α)dξ = Γ(α)(t − ξ)2α−1Eα,2α(−ω · (t− ξ)α).

Тогда с учетом формулы (9) представим (8) в следующем виде:

I2(t) =

t∫

t0

(t− ξ)α−1Eα,α(−ω · (t− ξ)α)f(ξ, ·)dξ. (13)

Подставляя представления (11) и (13) в сумму x(t) = I1(t) + I2(t), получаем (3). �
Интегральное уравнение (3) подставим в (4):

χ = σ1 + χ · σ2+

+

T∫

t0

s

s∫

t0

(s− ξ)α−1Eα,α(−ω · (s− ξ)α)f(ξ, x(ξ),max{x(θ) | θ ∈ [q1(ξ); q2(ξ)]})dξds, (14)

где

σ1 =

T∫

t0

s · P1(s)ds, qi(t) = qi(t, x(t)), i = 1, 2,

P1(t) = ϕ0 · (t− t0)
γ−2Eα,γ−1(ω · (t− t0)

α) + ϕ1 · (t− t0)
γ−1Eα,γ(ω · (t− t0)

α), (15)

σ2 =

T∫

t0

s

s∫

t0

ξ · (s− ξ)α−1Eα,α(−ω · (s− ξ)α)dξds �= 1. (16)

Если выполняется условие (16), то из представления (14) получаем

χ =
σ1

1− σ2
+

1

1− σ2

T∫

t0

s

s∫

t0

(s− ξ)α−1Eα,α(−ω · (s − ξ)α)×

× f(ξ, x(ξ),max{x(θ) | θ ∈ [q1(ξ); q2(ξ)]})dξds, (17)

где qi(t) = qi(t, x(t)), i = 1, 2. Подставляя представление (17) в интегральное уравнение (3),
получаем

x(t) = G(t) +
1

1− σ2

t∫

t0

s(t− s)α−1Eα,α(−ω · (t− s)α)×

×
T∫

t0

ζ

ζ∫

t0

(ζ − ξ)α−1Eα,α(−ω · (ζ − ξ)α)f(ξ, x(ξ),max{x(θ) | θ ∈ [q1(ξ); q2(ξ)]})dξdζds+

+

t∫

t0

(t− s)α−1Eα,α(−ω(t− s)α)f(s, x(s),max{x(θ) | θ ∈ [q1(s); q2(s)]})ds, (18)

где

G(t) = P1(t) +
σ1

1− σ2

t∫

t0

s(t− s)α−1Eα,α(−ω · (t− s)α)ds, qi(t) = qi(t, x(t)), i = 1, 2

и P1(t) определяется из формулы (15).
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Вместо интегрального уравнения (18) исследуются вопросы однозначной разрешимости следу-
ющего интегрального уравнения на отрезке [t0;T ]:

x(t, ω)(t − t0)
2−γ = 	(t;x, ω) ≡ G(t, ω)(t − t0)

2−γ+

+
(t− t0)

2−γ

1− σ2

t∫

t0

s(t− s)α−1Eα,α(−ω · (t− s)α)

T∫

t0

ζ

ζ∫

t0

(ζ − ξ)α−1Eα,α(−ω · (ζ − ξ)α)×

× f(ξ, x(ξ, ω),max{x(θ, ω) | θ ∈ [q1(ξ, x(ξ, ω)); q2(ξ, x(ξ, ω))]})dξdζds+

+

t∫

t0

(t− t0)
2−γ

(t− s)1−α
Eα,α(−ω · (t− s)α)×

× f(s, x(s, ω),max{x(θ, ω) | θ ∈ [q1(s, x(s, ω)); q2(s, x(s, ω))]})ds, (19)

который не имеет особенностей в точке t = t0.
Для доказательства однозначной разрешимости нелинейного функционально-интегрального

уравнения (19) воспользуемся пространством непрерывных функций C[t0;T ] с нормой

‖x(t)‖ = max
t0�t�T

|x(t)|.

Теорема 1. Пусть выполняются следующие условия:

(i) max

{
max

t/∈(t0;T )
|ϕ2(t)|; max

t0�t�T
|f(t, x, y)|

}
� M0 = const < ∞;

(ii)
∣∣f(t, x1, y1)− f(t, x2, y2)

∣∣ � L0

(|x1 − x2|+ |y1 − y2|
)
, 0 < L0 = const < ∞;

(iii)
∣∣qi(t, x1)− qi(t, x2)

∣∣ � L0i|x1 − x2|, 0 < L0i = const < ∞, i = 1, 2;

(iv) ρ = L0M3(2 +M0(L01 + L02)) max
t0�t�T

[
k0M3

|1− σ2|
(t− t0)

α+1

α(α + 1)
+

(t− t0)
α

α

]
< 1,

где

k0 =
(T − t0)

α+2

α(α+ 1)(α + 2)
, M3 � max

t0�t�T
|Eα,α(−ω · (t− t0)

α)|.

Тогда существует единственное решение начальной задачи (1), (2) в пространстве непрерывных
функций C(t0;T ). Это решение может быть найдено методом последовательных приближе-
ний: {

(t− t0)
2−γx0(t, ω) = (t− t0)

2−γG(t, ω),

(t− t0)
2−γxk+1(t, ω) = 	(t;xk), k = 0, 1, 2, . . . ,

(20)

где

G(t, ω) = ϕ0 · (t− t0)
γ−2Eα,γ−1(−ω · (t− t0)

α) + ϕ1 · (t− t0)
γ−1Eα,γ(−ω · (t− t0)

α)+

+
σ1

1− σ2

t∫

t0

s(t− s)α−1Eα,α(−ω · (t− s)α)ds.

Доказательство. Функция Миттаг-Леффлера Eα,γ(z) обладает следующим свойством (см. [23]).
Предположим, что 0 < α < 2, γ —действительная постоянная arg z = π. Тогда имеет место оценка

|Eα,γ(z)| � C0

1 + |z| ,
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где 0 < C0 = const. Нетрудно видеть, что из приближений (20) для уравнения (19) получаем
следующую оценку:
∥∥(t− t0)

2−γx0(t, ω)
∥∥ � max

t0�t�T

∣∣ϕ0Eα,γ−1(−ω · (t− t0)
α)
∣∣+

+ max
t0�t�T

∣∣ϕ1 · (t− t0)Eα,γ(−ω · (t− t0)
α)
∣∣+ max

t0�t�T

∣∣∣∣∣∣
σ1

1− σ2

t∫

t0

(t− t0)
2−γs

(t− s)1−α
Eα,α(−ω · (t− s)α)ds

∣∣∣∣∣∣ �

� |ϕ0|M1 + max
t0�t�T

[
|ϕ1|(t− t0)M2 + σ0 ·M3

(t− t0)
3+α−γ

α(α + 1)

]
, (21)

где

0 < max
t0�t�T

|Eα,γ−1(−ω · (t− t0)
α)| � M1, 0 < max

t0�t�T
|Eα,γ(−ω · (t− t0)

α)| � M2,

σ0 =

∣∣∣∣ σ1
1− σ2

∣∣∣∣ , 0 < max
t0�t�T

|Eα,α(−ω · (t− t0)
α)| � M3, Mi = const, i = 1, 2, 3.

В силу первого условия теоремы и оценки (21) из приближений (20) получаем

‖x1(t, ω)− x0(t, ω)‖ �

� max
t0�t�T

∣∣∣∣∣∣
1

1− σ2

t∫

t0

s

(t− s)1−α
Eα,α(−ω · (t− s)α)

T∫

t0

ζ

ζ∫

t0

(ζ − ξ)α−1Eα,α(−ω · (ζ − ξ)α)f0dξdζds

∣∣∣∣∣∣+

+ max
t0�t�T

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

(t− s)α−1Eα,α(−ω · (t− s)α)f0ds

∣∣∣∣∣∣ �

� M0(M3)
2

|1− σ2| max
t0�t�T

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

s

(t− s)1−α

T∫

t0

ζ

ζ∫

t0

(ζ − ξ)α−1dξdζds

∣∣∣∣∣∣+M0M3

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

(t− s)α−1ds

∣∣∣∣∣∣ �

� M0M3 max
t0�t�T

[
k0M3

|1− σ2|
(t− t0)

α+1

α(α + 1)
+

(t− t0)
α

α

]
, (22)

где

k0 =
(T − t0)

α+2

α(α + 1)(α+ 2)
, f0 = f

(
s, x0(s, ω),max

{
x0(θ, ω)

∣∣∣ θ ∈ [q1(s, x0(s, ω)); q2(s, x0(s, ω))
]})

.

Продолжим итерационный процесс Пикара для интегрального уравнения (19) в соответствии
с приближениями (20). Тогда в силу условий теоремы и с учетом оценки (22) для произвольных
натуральных чисел k получаем:

∥∥∥xk+1(t, ω)− xk(t, ω)
∥∥∥ � max

t0�t�T

[
k0(M3)

2

|1− σ2|
(t− t0)

α+1

α(α + 1)
+M3

(t− t0)
α

α

]
×

×
∥∥∥f
(
t, xk(t, ω),max

{
xk(θ, ω)

∣∣∣ θ ∈ [q1(t, xk(t, ω)); q2(t, xk(t, ω))]
})

−

− f
(
t, xk−1(t, ω),max

{
xk−1(θ, ω)

∣∣∣ θ ∈ [q1(t, xk−1(t, ω)); q2(t, xk−1(t, ω))
]})∥∥∥ �

� L0M3 max
t0�t�T

[
k0M3

|1− σ2|
(t− t0)

α+1

α(α + 1)
+

(t− t0)
α

α

] [∥∥xk(t, ω)− xk−1(t, ω)
∥∥+

+
∥∥∥max{xk(θ, ω)

∣∣ θ ∈ [q1(t, xk(t, ω)); q2(t, xk(t, ω))]}−
−max

{
xk−1(θ, ω)

∣∣ θ ∈ [q1(t, xk(t, ω)); q2(t, xk(t, ω))]}
∥∥∥+
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+
∥∥∥max

{
xk−1(θ, ω)

∣∣ θ ∈ [q1(t, xk(s, ω)); q2(t, xk(s, ω))]}−
−max

{
xk−1(θ, ω)

∣∣ θ ∈ [q1(t, xk−1(t, ω)); q2(t, xk−1(t, ω))
]}∥∥∥
]
�

� L0M3 max
t0�t�T

[
k0M3

|1− σ2|
(t− t0)

α+1

α(α + 1)
+

(t− t0)
α

α

] [
2
∥∥xk(t, ω)− xk−1(t, ω)

∥∥+
+M0

(∣∣q1(t, xk(t, ω))− q1(t, xk−1(t, ω))
∣∣ + ∣∣q2(t, xk(t, ω)) − q2(t, xk−1(t, ω))

∣∣)] �
� ρ · ∥∥xk(t, ω)− xk−1(t, ω)

∥∥, (23)

где

ρ = L0M3

(
2 +M0(L01 + L02)

)
max

t0�t�T

[
k0M3

|1− σ2|
(t− t0)

α+1

α(α + 1)
+

(t− t0)
α

α

]
.

Согласно последнему условию теоремы имеем ρ < 1. Рассматриваем решение интегрального урав-
нения (19) в пространстве непрерывных функций C[t0;T ]. Из оценок (21)–(23) следует, что ин-
тегральное уравнение (19) имеет единственное решение на отрезке [t0;T ]. Отсюда вытекает су-
ществование и единственность решения задачи (1), (2) на интервале (t0;T ). Теорема 1 доказана.
�

3. Непрерывная зависимость решения от параметра ω и от начальных данных ϕ0

и ϕ1. Теперь покажем, что решение x(t, ω) начальной задачи для дробно-дифференциального
уравнения (1) устойчиво относительно заданного параметра ω.

Теорема 2. Предположим, что выполняются все условия теоремы 1. Тогда решение зада-
чи (1), (2) на интервале (t0;T ) является непрерывным по заданному параметру ω.

Доказательство. Пусть x(t, ω1) и x(t, ω2)—два разных решения интегрального уравнения (19),
соответствующие двум различным значениям параметра ω1 и ω2. Предположим, что |ω1−ω2| < δ,
где 0 < δ—достаточно малое число.
В доказательстве этой теоремы воспользуемся следующими оценками:

max
t0�t�T

∣∣∣Eα,α(−ω1(t− s)α)− Eα,α(−ω2(t− s)α)
∣∣∣ � M41|ω1 − ω2|, 0 < M41 = const; (24)

max
t0�t�T

∣∣∣Eα,γ−1(−ω1(t− s)α)− Eα,γ−1(−ω2(t− s)α)
∣∣∣ � M42|ω1 − ω2|, 0 < M42 = const; (25)

max
t0�t�T

∣∣∣Eα,γ(−ω1(t− s)α)− Eα,γ(−ω2(t− s)α)
∣∣∣ � M43|ω1 − ω2|, 0 < M43 = const. (26)

Тогда из интегрального уравнения (19) получаем оценку
∥∥∥(t− t0)

2−γ(x(t, ω1)− x(t, ω2))
∥∥∥ � |ϕ0|

∥∥∥Eα,γ−1(−ω1 · (t− t0)
α)− Eα,γ−1(−ω2 · (t− t0)

α)
∥∥∥+

+
∣∣ϕ1 · (T − t0)

∣∣∥∥∥Eα,γ(−ω1 · (t− t0)
α)− Eα,γ(−ω2 · (t− t0)

α)
∥∥∥+

+

∣∣∣∣ σ1
1− σ2

∣∣∣∣ max
t0�t�T

t∫

t0

(t− t0)
2−γs

(t− s)1−α

∥∥∥Eα,α(−ω1 · (t− s)α)−Eα,α(−ω2 · (t− s)α)
∥∥∥ds+

+ max
t0�t�T

(t− t0)
2−γ

|1− σ2|

t∫

t0

s(t− s)α−1
∥∥∥Eα,α(−ω1 · (t− s)α)− Eα,α(−ω2 · (t− s)α)

∥∥∥×

×
T∫

t0

ζ

ζ∫

t0

(ζ − ξ)α−1
∥∥∥Eα,α(−ω1 · (ζ − ξ)α)

∥∥∥×

×
∥∥∥f
(
ξ, x(ξ, ω1),max

{
x(θ, ω1)

∣∣ θ ∈ [q1(ξ, x(ξ, ω1)); q2(ξ, x(ξ, ω1))
]})∥∥∥dξdζds+
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+ max
t0�t�T

(t− t0)
2−γ

|1− σ2|

t∫

t0

s(t− s)α−1
∥∥Eα,α(−ω2 · (t− s)α)

∥∥×

×
T∫

t0

ζ

ζ∫

t0

(ζ − ξ)α−1
∥∥Eα,α(−ω1 · (ζ − ξ)α)− Eα,α(−ω2 · (ζ − ξ)α)

∥∥×

×
∥∥∥f
(
ξ, x(ξ, ω2),max

{
x(θ, ω2)

∣∣ θ ∈ [q1(ξ, x(ξ, ω2)); q2(ξ, x(ξ, ω2))
]})∥∥∥dξdζds+

+ max
t0�t�T

(t− t0)
2−γ

|1− σ2|

t∫

t0

s(t− s)α−1
∥∥Eα,α(−ω2 · (t− s)α)

∥∥
T∫

t0

ζ

ζ∫

t0

(ζ − ξ)α−1
∥∥Eα,α(−ω2 · (ζ − ξ)α)

∥∥×

×
∥∥∥f
(
ξ, x(ξ, ω1),max

{
x(θ, ω1)

∣∣ θ ∈ [q1(ξ, x(ξ, ω1)); q2(ξ, x(ξ, ω1))
]})−

− f
(
ξ, x(ξ, ω2),max

{
x(θ, ω2)

∣∣ θ ∈ [q1(ξ, x(ξ, ω2)); q2(ξ, x(ξ, ω2))
]})∥∥∥dξdζds+

+ max
t0�t�T

t∫

t0

(t− t0)
2−γ

(t− s)1−α

∥∥∥Eα,α(−ω1 · (t− s)α)− Eα,α(−ω2 · (t− s)α)
∥∥∥×

×
∥∥∥f
(
ξ, x(ξ, ω2),max

{
x(θ, ω2)

∣∣ θ ∈ [q1(ξ, x(ξ, ω2)); q2(ξ, x(ξ, ω2))
]})∥∥∥ds+

+ max
t0�t�T

t∫

t0

(t− t0)
2−γ

(t− s)1−α

∥∥Eα,α(−ω2 · (t− s)α)
∥∥×

×
∥∥∥f
(
s, x(s, ω1),max

{
x(θ, ω1)

∣∣ θ ∈ [q1(s, x(s, ω1)); q2(s, x(s, ω1))
]})−

− f
(
s, x(s, ω2),max

{
x(θ, ω2)

∣∣ θ ∈ [q1(s, x(s, ω2)); q2(s, x(s, ω2))
]})∥∥∥ds. (27)

В силу условий теоремы 1 и оценок (24)–(26) аналогично оценке (23) из (27) получаем

∥∥(t− t0)
2−γ(x(t, ω1)− x(t, ω2))

∥∥ � |ϕ0|M42 · |ω1 − ω2|+
∣∣ϕ1 · (T − t0)

∣∣M43 · |ω1 − ω2|+

+
(
M0 + |σ0|

)
M41 · |ω1 − ω2| max

t0�t�T

t∫

t0

(t− t0)
2−γs

(t− s)1−α
ds+

+M0M3M41|ω1 − ω2| max
t0�t�T

t∫

t0

s(t− s)α−1

T∫

t0

ζ

ζ∫

t0

(ζ − ξ)α−1dξdζds+

+M0M3M41 · |ω1 − ω2| max
t0�t�T

(t− t0)
2−γ

|1− σ2|

t∫

t0

s(t− s)α−1

T∫

t0

ζ

ζ∫

t0

(ζ − ξ)α−1dξdζds+

+ (M3)
2L0

(
2 +M0(L01 + L02)

)
max

t0�t�T

(t− t0)
2−γ

|1− σ2|

t∫

t0

s(t− s)α−1

T∫

t0

ζ

ζ∫

t0

(ζ − ξ)α−1×

× ∥∥x(ξ, ω1)− x(ξ, ω2)
∥∥dξdζds+

+M3L0

(
2 +M0(L01 + L02)

)
max

t0�t�T

t∫

t0

(t− t0)
2−γ

(t− s)1−α

∥∥x(s, ω1)− x(s, ω2)
∥∥ds. (28)
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Из (28) получаем, что∥∥(t− t0)
2−γ(x(t, ω1)− x(t, ω2))

∥∥ � A1 · |ω1 − ω2|+A2

∥∥x(t, ω1)− x(t, ω2)
∥∥, (29)

где константы A1 и A2 определены формулами

A1 = |ϕ0|M42 +
∣∣ϕ1 · (T − t0)

∣∣M43 +
(
M0 + |σ0|

)
M41 max

t0�t�T

⎡
⎣

t∫

t0

(t− t0)
2−γs

(t− s)1−α
ds+

+M0M3M41

(
1 +

(t− t0)
2−γ

|1− σ2|
) t∫

t0

s

(t− s)1−α

T∫

t0

ζ∫

t0

ζ

(ζ − ξ)1−α
dξdζds

⎤
⎦ ,

A2 = M3L0

(
2 +M0(L01 + L02)

)
max

t0�t�T

⎡
⎣ M3

|1− σ2|

t∫

t0

s
(t− t0)

2−γ

(t− s)1−α

T∫

t0

ζ∫

t0

ζ

(ζ − ξ)1−α
dξdζds+

+

t∫

t0

(t− t0)
2−γ

(t− s)1−α
ds

⎤
⎦ .

Из последней оценки (29) имеем
∥∥x(t, ω1)− x(t, ω2)

∥∥ < A2δ∣∣∣∣ max
t0�t�T

(t− t0)2−γ −A1

∣∣∣∣
. (30)

Если положить
ε =

A2δ∣∣∣∣ max
t0�t�T

(t− t0)2−γ −A1

∣∣∣∣
,

то из (30) получим оценку
‖x(t, ω1)− x(t, ω2)‖ < ε, (31)

из которой видно, что решение задачи (1), (2) непрерывно зависит от параметра ω на интервале
(t0;T ). Теорема 2 доказана. �
Аналогично теореме 2 легко доказать следующее утверждение.

Теорема 3. Предположим, что выполняются все условия теоремы 1. Тогда решение зада-
чи (1), (2) на интервале (t0;T ) устойчиво по начальным данным ϕ0 и ϕ1.

4. Примеры.

Пример 1. Рассмотрим в классе непрерывных функций C[0; a] (a > 0) задачу Коши⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

CD
α
0+y(t) =

√
max{y(θ) : θ ∈ [λt; t]}+

t∫

0

sy(s)ds− At3α+1

3α+ 1
,

y(0) = 0, A =
Γ2(α+ 1)

Γ2(2α + 1)
,

имеющую единственное решение y = At2α в случае 0 < λ < 1 и 0 < α < 1/2. Действительно,

CD
α
0+y(t) = CD

α
0+(At

2α) =
A · Γ(2α+ 1)

Γ(2α + 1− α)
t2α−α =

A · Γ(2α+ 1)

Γ(α+ 1)
tα =

√
Atα,

√
max{y(θ) : θ ∈ [λt; t]} =

√
Atα,

t∫

0

sy(s)ds =

t∫

0

s · A · s2αds = A

t∫

0

s3αds =
A · t3α+1

3α+ 1
.
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Подставляя всё это в данное уравнение, получим
√
Atα =

√
Atα +

A · t3α+1

3α+ 1
− A · t3α+1

3α+ 1
⇐⇒ 0 = 0.

Проверим начальное условие: y(0) = A · 02α = 0. Так как правая часть уравнения имеет вид

f(t, y(t)) =
√

max{y(θ) : θ ∈ [λt; t]}+
t∫

0

sy(s)ds− A · t3α+1

3α+ 1
=

=
√
Atα +

A · t3α+1

3α+ 1
− A · t3α+1

3α + 1
=

√
Atα,

отсюда следует, что f ∈ C[0; a]. Следовательно, решение задачи единственно в классе Cα[0; a],
a = const. Отметим, что Cα[0; a] =

{
y(t) ∈ C[0; a], CD

α
0+y(t) ∈ C[0; a]

}
.

Пример 2 (пример с оператором Хильфера Dα,γ для случая α ∈ (1; 2]). Известно, что

Dα,γ = Dα,β
0+ , γ = α+ 2β − αβ, α � γ � 2.

Рассмотрим дифференциальное уравнение вида

Dα,γy(t) =
4Γ(4α/3)

Γ(α/3)
4
√

max{y(θ) | θ ∈ [λt; t]} +
t∫

0

tsy(s)ds− 3t4α/3+3

4α+ 6
, 0 < λ < 1. (32)

Нетрудно проверить, что функция y = t4α/3 является решением дифференциального уравне-
ние (32) на положительной полуоси.
Как известно, в случае β = 1 ⇔ γ = 2 оператор Хилфера имеет вид Dα,2 = Dα,1

0+ = CD
α
0+,

и дифференциальное уравнение (32) приобретает вид

CD
α
0+ =

4Γ(4α/3)

Γ(α/3)
4
√

max{y(θ) | θ ∈ [λt; t]} +
t∫

0

tsy(s)ds− 3t4α/3+3

4α+ 6
, 0 < λ < 1, (33)

где α ∈ (1; 2]. Используя [19, теорема 3.25, с. 202], нетрудно показать, что функция y = t4α/3

является единственным решением дифференциального уравнения (33) из класса Cα,1[0;T ], T > 0.
Это решение удовлетворяет условиям

lim
t→0

y(t) = lim
t→0

d

dt
y(t) = 0. (34)

Отметим, что
Cα,1[a; b] =

{
y(t) ∈ C1[a; b] : CD

α
a+y(t) ∈ C[a; b]

}
.

Пусть теперь α = 3/2. Тогда дифференциальное уравнение (33) имеет вид

CD
3
2
0+ =

4√
π

4
√

max{y(θ) | θ ∈ [λt; t]}+
t∫

0

tsy(s)ds− t5

4
, 0 < λ < 1, (35)

а функция y = t2 является единственным решением задачи (35), (34).

5. Заключение. В данной статье рассматриваются вопросы однозначной разрешимости на-
чальной задачи для нелинейного дробного интегро-дифференциального уравнения (1) с вырож-
денным ядром и максимумами на заданном интервале (t0;T ). Эта начальная задача сводится
к нелинейному интегральному уравнению дробного порядка типа Вольтерра (3). Уравнение (3)
имеет слабую особенность в точке t = t0, которая может мыть нейтрализована умножением обе-
их частей интегрального уравнения (3) на величину, обратную сингулярности. Затем на основе
метода последовательных приближений доказаны теоремы о существовании и единственности
решения задачи (1), (2) и о непрерывной зависимости решения от параметра ω и от исходных
данных ϕ0 и ϕ1 на интервале (t0;T ).
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