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Аннотация. Описана нормализация гамильтоновых систем, т.е. приведение классической функ-
ции Гамильтона при помощи канонических преобразований к более простому виду, называемому
нормальной формой в подходе Биркгофа—Густавсона. Получена классическая нормальная фор-
ма по правилам Борна—Йордана и Вейля—Маккоя, построены ее квантовые аналоги, для которых
решена задача на собственные значения и найдены приближенные формулы для энергетическо-
го спектра. Для частных значений параметров квантовых нормальных форм по этим формулам
проведены численные расчеты нижних уровней энергии.
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Abstract. The normalization of Hamiltonian systems is described, i.e., the reduction of a classical
Hamilton function using canonical transformations to a simpler form called the Birkhoff–Gustavson
normal form. The classical normal form is obtained according to the Born–Jordan and Weyl–McCoy
rules, its quantum analogs are constructed, for which the eigenvalue problem is solved, and approximate
formulas for the energy spectrum are found. For partial values of the parameters of quantum normal
forms, numerical calculations of the lower energy levels were carried out using these formulas.
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1. Введение. Как известно (см. [1,5,11]), нормализация гамильтоновых систем позволяет про-
вести приближенное интегрирование уравнений классической механики. Процедура нормализа-
ции состоит в выполнении канонических преобразований исходной классической функции Га-
мильтона и ее приведении к более простому нормальному виду. При этом нормальная форма
представляется в виде различных однородных полиномов по каноническим переменным. Тогда
уравнения движения с новой функцией Гамильтона в нормальной форме или непосредственно
просто интегрируются в нерезонансном случае, или же существенно упрощаются по сравнению
с исходной функцией Гамильтона в случае наличия в системе резонансов. Исследование нерезо-
нансных гамильтоновых систем в представлении их в нормальной форме широко использовал
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Дж. Биркгоф (см. [1]); Ф. Густавсон расширен такой подход на случай наличия в системе резо-
нансов (см. [11]). Необходимые канонические преобразования выполнялись при помощи произво-
дящей функции, зависящей от исходных координат и новых импульсов, поэтому получение явных
зависимостей исходных канонически сопряженных координат и импульсов от новых представля-
ет крайне трудную практически невыполнимую вручную задачу. Использование для этих целей
систем компьютерной алгебры позволяет решить данную задачу. В данной работе поставленная
задача решается с применением компьютерной системы алгебраических вычислений Reduce и
Maple.
Нормальная форма позволяет произвести квантование классической гамильтоновой системы

без использования решений уравнений движения при регулярном или хаотическом режимах дви-
жения классической системы. Для получения квантовой нормальной формы были использованы
известные правила соответствия классическим выражениям их квантовым аналогам из-за не ком-
мутации канонически сопряженных координат и импульсов.

2. Нормализация гамильтоновых систем. В работе исследованы классические системы,
которые описываются следующей функцией Гамильтона:

H =
1

2

(
p21 + p22

)
+ V (q1, q2), (1)

где

V (q1, q2) =
1

2

(
q21 + q22

)
+ b

(
q21q2 +

1

3
q32

)
+ c q21q

2
2 + d

(
q21 + q22

)2
,

(p1, p2) и (q1, q2)—канонически сопряженные координата и импульс, а параметры b, c и d подо-
браны таким образом, что d > 0 и c+ 4d > 0. Выполним сначала вспомогательные канонические
преобразования (q, p) → (Q,P ) (см. [8]):

q1 =
1

2i
(−Q1 +Q2 + P1 − P2), p1 =

1

2
(Q1 −Q2 + P1 − P2),

q2 =
1

2
(Q1 +Q2 + P1 + P2), p2 =

1

2i
(Q1 +Q2 − P1 − P2),

(2)

и тогда гамильтониан (1) будет иметь следующий вид:

M(Q,P ) =M (2) +
∑

s>2

M (s)(Q,P ), M (2) = i(Q1P1 +Q2P2), (3)

где P = (P1, P2), Q = (Q1, Q2)—новые канонически сопряженные координата и импульс.
Выполняя канонические преобразования (Q,P ) → (ξ, η) с производящей функцией

F (Q, η) = Qη +W (Q, η), (4)
приводим классическую гамильтонову функцию (3) к нормальной форме Биркгофа—Густавсона
M(Q,P ) → G(ξ, η).
Гамильтонова функция G(ξ, η) имеет нормальную форму, если выполняется условие

DG(ξ, η) = 0, (5)
где дифференциальное выражение

D =

2∑

ν=1

(
ην

∂

∂ξν
− ξν

∂

∂ην

)
(6)

называется оператором нормальной формы. Производящая функция (4) удовлетворяет уравне-
ниям

P = η +
∂W (Q, η)

∂Q
, ξ = Q+

∂W (Q, η)

∂η
(7)

(см. [11]), которые связывают старые переменные (Q,P ) и новые (ξ, η).
В соответствии с методикой Густавсона для нахождения s порядка нормальной формы нужно

решить основное дифференциальное уравнение

DW (s)(Q, η) = −M (s)(Q, η) +G(s)(Q, η), s = 2, 3, . . . , (8)
где D есть оператор нормальной формы (6).
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При помощи символьной программы REDUCE (см. [7]) получаем производящий полином
W (Q, η) и нормальную форму G(ξ, η), которые представляются в виде суммы однородных по-
линомов разных степеней по переменным ξ и η.
Нормальная форма для функции Гамильтона (1) получена в виде

G6 = i
[
ξ1η1+ ξ2η2+R41

(
ξ1η1+ ξ2η2

)2−R42

(
ξ1η2− ξ2η1

)2
+R43

(
ξ1η1− ξ2η2

)2
+R61

(
ξ1η1+ ξ2η2

)2−
−R62

(
ξ1η2 + ξ2η1

)3 −R63

(
ξ1η2 + ξ2η1

)(
ξ1η1 + ξ2η2

)2 −R64

(
ξ1η1 + ξ2η2

)(
ξ1η2 − xi2η1

)2
+

+R65

(
ξ1η2 + ξ2η1

)(
ξ1η2 − ξ2η1

)2
+R66

(
ξ1η1 + ξ2η2

)(
ξ1η1 − ξ2η2

)2]
. (9)

Здесь постоянные коэффициенты определяются параметрами функции Гамильтона (1):

R41 =
3

2
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12
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12
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3

8
c, R43 = −d

2
+
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8
,
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36
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432
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4
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b2c,
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9
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36
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64
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8
cd,
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11

9
b2

(
d− 1

4
c

)
, R66 =

9

4
d2 − 1

2
cd− 1

64
c2 − 1

36
b2d+

1

144
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(10)

3. Квантование гамильтоновых систем. Для выполнения квантования необходимо полу-
чить квантовый аналог классической нормальной формы (9). В настоящей работе были исполь-
зованы известные правила Борна—Йордана (см. [2, 4, 9, 10, 14]):

BJ
{
ξmηn = ηnξm

} → 1

n+ 1

n∑

k=0

η̂n−k ξ̂mη̂k (11)

и правило Вейля—Маккоя (см. [3, 13, 17]):

WMc
{
ξmηn = ηnξm

} → 1

2n

n∑

k=0

n!

k!(n − k)!
η̂n−k ξ̂mη̂k. (12)

где ξ̂, η̂ являются операторами со правилом коммутации

ξ̂η̂ − η̂ξ̂ = 1.

Используя правила (11), (12) можно получить соответствующие квантовые нормальные формы.
В частности, при использовании правила Борна—Йордана (11) получается квантовая форма

ĜBJ = Â1 + Â2 + 1 +R41

[(
Â1 + Â2 + 1

)2
+

5

2

]
+R42

(
Â1 + Â2 + 2Â1Â2 +

1

2

)
+

+R43

[(
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)2
+

5

2

]
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[(
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)3
+

1

4
Â2

1 +
1

4
Â2

2 +
27

4

(
Â1 + Â2

)
+

13

2

]
−

−R64

[(
Â1 + Â2 + 1

)(
Â1 + Â2 + 2Â1Â2 + 3

)]
+

+R66

[(
Â1 + Â2 + 1

)(
(Â1 − Â2)

2 +
1

4

(
Â1 + Â2

))− 1

2
Â1Â2

]
, (13)

где
Â1 = ξ̂1η̂1, Â2 = ξ̂2η̂2.

Квантовая нормальная форма GWMc, полученная при использовании правила (12) имеет вид

ĜWMc = Â1 + Â2 + 1+

+R41

[
(Â1 + Â2 + 1)2 +

1

2

]
+R42

(
Â1 + Â2 + 2Â1Â2 +

1

2

)
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[
(Â1 − Â2)

2 +
1

2

]
+
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+R61

[
(Â1 + Â2 + 1)3 + 2(Â1 + Â2 + 2)

]
−R64

[
(Â1 + Â2 + 1)(Â1 + Â2 + 2Â1Â2 + 1)

]
+

+R66

[
(Â1 + Â2 + 1)

(
(Â1)

2 + (Â2)
2 − 2Â1Â2 + 1

)]
. (14)

4. Компьютерный расчет энергетического спектра. Векторы |N,L〉, определяемые вы-
ражением

|N,L〉 =
[(

N + L

2

)(
N − L

2

)]− 1
2

ξ̂
N−L

2
1 ξ̂

N+L
2

2 |0, 0〉, η̂1|0, 0〉 = η̂2|0, 0〉 = 0 (15)

(см. [8]), в котором N = 0, 1, . . . — главное квантовое число, а L— орбитальное число, принима-
ющее при данном N значения ±N , ±(N − 2), ±(N − 4), которые являются собственными для
построенных квантовых нормальных форм ĜBJ и ĜWMc. Это позволяет получить формулы для
энергетических спектров.
Формула для спектра, полученная при использовании правила Борна—Йордана для ĜBJ :

EBJ
NL = N + 1 +

1

2
R41(2N

2 + 4N + 7) +
1

2
R42(N

2 + 2N − L2 + 1) +
1

2
R43(5 + 2L2)+

+
1

8
R61(8N

3 + 25N2 + 78N + L2 + 60)− 1

2
R64(N

3 − L2 + 3N2 + 8N −NL2 + 3)+

+
1

8
R66(N

2 + 8NL2 + 9L2 + 14N + 12). (16)

Формула для спектра, полученная при использовании правила Вейля-Маккоя для ĜWMc:

EWMc
NL = N + 1 +

1

2
R41(2N

2 + 4N + 3) +
1

2
R42(N

2 + 2N − L2 + 1)+

+
1

2
R43(2L

2 + 1) +R61(N
3 + 3N2 + 5N + 3)− 1

2
R64(N

3 + 3N2 + 2N −NL2 − L2 + 1)+

+R66(N +NL2 + L2 + 1). (17)

Численное решение уравнения Шрёдингера является крайне сложной задачей. Поэтому полу-
чение спектра энергий при помощи квантования нормальной формы, сильно упрощает решение
уравнения Шрёдингера, что представлено в настоящей работе.
Рассмотрим результаты численных расчетов энергетических спектров для конкретных число-

вых значений параметров b, c, d в тех случаях, когда классическая система (1) является инте-
грируемой.
Проведем сравнение результатов, вычисленных по формулам (16)–(17) согласно правилам

квантования Борна—Йордана и Вейля—Маккоя, с известными и очень надежными численны-
ми результатами для энергетических спектров, полученными в [6, 15, 16].
Для конкретных параметров b = 0, c = 0 и d �= 0 в уравнении Шрёдингера разделяются пере-

менные в полярных координатах. Поэтому энергетический спектр характеризуется орбитальным
моментом l и главным квантовым числом n. В [16] разработан метод численного решения ради-
ального уравнения Шрёдингера, на основе которого проведены расчеты энергетических уровней
для значений квантовых чисел равных n = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 и l = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 при значении
параметра d = 0,05 · 10−4. Квантовые числа n, l связаны с нашими числами N , L соотношениями
N = l + 2n, |L| = l.
В таблице 1 приведены величины уровней энергии, полученные в [16], а также их значения,

рассчитанные при том же значении параметра d по формулам (16) и (17) на основе квантования
классической нормальной формы по правилам Борна—Йордана и Вейля—Маккоя соответственно.
Из таблицы 1 видно, что очень хорошее приближение к точному спектру дает применение пра-

вила квантования Вейля—Маккоя. Энергия основного состояния, полученная с использованием
правила квантования Вейля—Маккоя, совпадает с результатами из [15] до девяти знаков после
десятичной точки, а при квантовании по правилу Борна—Йордана — до четырех знаков после
десятичной точки. Для энергии 16 уровня также видно, что значения, полученные по правилу
правилу Борна—Йордана, совпадает с результатами из [15] до четырех знаков после десятич-
ной точки, а значения, полученные по правилу квантования Вейля—Маккоя, — до девяти знаков
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Таблица 1. Сравнение уровней энергии b = 0, c = 0, d = 0,05 · 10−4

No. 2EN,L EBJ
NL EWMc

NL Результаты из [15]
1. 2E0,0 2,000039998 2,000019999 2,000019999
2. 2E1,±1 4,000079996 4,000059997 4,000059998
3. 2E2,±2 6,000139991 6,000119994 6,000119994
4. 2E2,0 6,000159990 6,000139993 6,000139993
5. 2E3,±3 8,000219985 8,000199989 8,000199989
6. 2E3,±1 8,000259981 8,000239985 8,000239985
7. 2E4,±4 10,00031997 10,00029998 10,00029998
8. 2E4,±2 10,00037996 10,00035997 10,00035997
9. 2E4,0 10,00039996 10,00037997 10,00037997
10. 2E5,±5 12,00043996 12,00041996 12,00041996
11. 2E5,±3 12,00051995 12,00049995 12,00049995
12. 2E5,±1 12,00055994 12,00053995 12,00053995
13. 2E6,±6 14,00057994 14,00055995 14,00055995
14. 2E6,±4 14,00067993 14,00065993 14,00065993
15. 2E6,±2 14,00073992 14,00071992 14,00071992
16. 2E6,0 14,00075991 14,00073992 14,00073992

после десятичной точки. Таким образом, можно сделать вывод, что предсказание по правилу
Вейля—Маккоя улучшается.
Рассмотрим еще один случай интегрируемости классической системы (1). Выберем значения

параметров c = −2d, b = 0, d �= 0. В данном случае исследуем следующее двумерное уравнение
Шрёдингера:

(
Ĥ1 + Ĥ2

)
ψ = 2Eψ, Ĥk = − d2

dq2k
+ q2k + 2dq4k, k = 1, 2, (18)

где переменные разделены. Таким образом его решение можно свести к решению двух одинаковых
одномерных уравнений для ангармонического осциллятора. Энергетический спектр определяется
в виде суммы 2E = 2E1 + 2E2.
Квантовые числа изотропного двумерного осциллятора (N,L) связаны с квантовыми числами

(n1, n2) одномерных осцилляторов соотношениями N = n1 + n2 и L = n1− n2. Стоит отметить,
что при упорядочении значений уровней энергетического спектра по величине квантовых чисел
(N,L) состояния растут с увеличением главного квантового числа.
Изучив достаточно обширные численные результаты работ [6,15] для квантового одномерного

ангармонического осциллятора, чтобы провести сравнения с нашими методами расчетов, мы вы-
числили часть энергетического спектра двумерного уравнения Шрёдингера (1). Результаты полу-
ченных расчетов приведены в таблице 2. Сравнение обнаруживает достаточно хорошее согласие
с результатами работы [6]. Отметим, что численные значения энергетического спектра, получен-
ные в [6], для первых десяти уровней совпадают с результатами более поздней работы [15] до
13 знаков после десятичной точки. В таблице 2 представлены значения нижних уровней энергий
EBJ

NL и E
WMc
NL , которые получены по формулам (16) и (17) соответственно.

Из таблицы 2 видно, что значения для основного состояния, вычисленное по формуле (17)
(квантование по правилу Вейля—Маккоя), совпадает до пяти знаков после десятичной точки с
результатами из [6]. Результат для основного состояния, вычисленное по формуле (16) (кванто-
вание по правилу Борна—Йордана), совпадает до двух знаков после десятичной точки с резуль-
татами из [6]. Заметим, что для 12 уровня энергии значения, полученные как по правилу Борна—
Йордана, так и по правилу Вейля—Маккоя отличаются от результатов [6] уже во второй цифре
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Таблица 2. Сравнение результатов при b = 0, c = −2d, d = 0,5 · 10−3

No. 2EN,L EBJ
NL EWMc

NL Результаты из [6]
1. 2E0,0 2,002991 2,001493 2,001497
2. 2E1,±1 4,005976 4,004475 4,004488
3. 2E2,±2 6,010451 6,008939 6,010460
4. 2E2,0 6,011941 6,010411 6,007479
5. 2E3,±3 8,016123 8,014885 8,019401
6. 2E3,±1 8,019387 8,017809 8,013451
7. 2E4,±4 10,02385 10,02230 10,03129
8. 2E4,±2 10,02831 10,02666 10,02239
9. 2E4,0 10,02979 10,02811 10,01942
10. 2E5,±1 12,04167 12,03986 12,02836
11. 2E5,±3 12,03870 12,03697 12,03428
12. 2E5,±5 12,03278 12,03120 12,04613

после десятичной точки. Таким образом что лучшее приближение к точному спектру дает при-
менение правила квантования Вейля—Маккоя, однако с увеличением величины квантовых чисел
погрешность для значений EBJ

NL уменьшается, т.е. для больших квантовых чисел расхождение
между значениями EWMc

NL и EBJ
NL уменьшается.

Автор работы [12] оказывает предпочтение правилу Вейля—Маккоя. Однако, вероятно, преж-
девременно утверждать о преимуществе того или иного правила квантования.

5. Заключение. В работе исследована система с функцией Гамильтона (1). Для данной си-
стемы получена классическая нормальная форма Биркгофа—Густавсона, а также ее квантовые
аналоги построены согласно правилам квантования Борна—Йордана и Вейля—Маккоя. Данные
квантовые аналоги представляют приближенные дифференциальные выражения для точного
оператора Шрёдингера. Решена задача на собственные значения, найдены формулы энергетиче-
ских спектров. По полученным формулам с определенными значениями параметров выполнены
расчеты нижних энергетических уровней, проведено сравнение полученных результатов с имею-
щимися в литературе данными других авторов. Обнаружено, что лучшее согласие с известными
результатами расчета энергетического спектра наблюдается при использовании правила кванто-
вания Вейля—Маккоя по сравнению с правилом Борна—Йордана. Однако распространение пре-
имущества правила квантования Вейля—Маккоя, выявленного на частных численных расчетах,
на другие системы является, вероятно, преждевременным.
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