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Аннотация. Статья посвящена исследованию поведения решения при ε → 0 задачи Коши для
дифференциального уравнения первого порядка в банаховом пространстве с квадратичными опе-
раторными пучками при производной от искомой функции. Получено уравнение ветвления; для
его решения применяется диаграмма Ньютона. Выявлены условия, при которых возникает по-
гранслой вблизи начальной точки, и определяется вид функций погранслоя.
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Abstract. This paper is devoted to the study of the behavior as ε → 0 of solutions of the Cauchy
problem for a first-order differential equation in a Banach space with quadratic operator pencils with
the derivative of the unknown function. The branching equation is obtained and analyzed by using
the Newton diagram. The conditions of the appearing of a boundary layer near the initial point are
identified and the structure of boundary-layer functions is determined.
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1. Введение и необходимые сведения. Рассмотрим задачу Коши

(A− εB − ε2C)
du

dt
= (D + εE + ε2F )u(t, ε), (1)

u(t0, ε) = u0(ε) ∈ X1, (2)

где A, B, C, D, E, F — замкнутые линейные операторы X1 → X2, X1, X2 — банаховы простран-
ства, domA = domB = domC = domD = domE = domF = X1, u0(ε)— голоморфная в окрест-
ности точки ε = 0 функция; t ∈ T = [t0; tmax], ε ∈ E = (0; ε0).
Оператор A полагается фредгольмовым с нулевым индексом (далее —фредгольмов), имеющим

одномерное ядро. Рассматривается частный случай конечной D-жордановой цепочки операто-
ра A.

ISSN 2782–4438 c© ВИНИТИ РАН, 2024
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Под решением задачи (1), (2) подразумевается функция u(t, ε), дифференцируемая по t ∈ T
при каждом ε ∈ E и удовлетворяющая (1), (2) в T× E.
Уравнениями вида (1) описываются экономические процессы (динамическая модель Леонтьева

межотраслевого баланса; см. [5], явления в электрических и гидравлических цепях (см. [10]),
быстрых бимолекулярных реакций (см. [6]), процессы фильтрации, влагопереноса и т. д.
Задача Коши для уравнения

A
du

dt
= (B + εC)u(t, ε) (3)

с необратимым оператором A изучена в разных работах. Для фредгольмова оператора A случай
одномерного ядра изучен в [12], где исследовались качественные свойства решения, и в [4], где для
нее построено асимптотическое разложение решения; для оператора A, обладающего свойством
иметь нуль нормальным собственным числом (0-Н.С.Ч.), в случае многомерного ядра в [11] изу-
чено явление погранслоя. В [8] изучена задача Коши с правой частью уравнения (3), содержащей
квадратичный операторный пучок B + εC + ε2D перед u, с 0-Н.С.Ч. оператором A, имеющим
двумерное ядро.
В настоящей работе задача обобщается наличием квадратичного пучка перед производной.

Цель работы: выявление условий, при которых имеет место явление пограничного слоя (далее
погранслоя). Такие условия называются условиями регулярности вырождения. Для этого выво-
дится уравнение ветвления. Это уравнение решается с применением диаграммы Ньютона (см. [9]).
Приведем необходимые сведения.

Определение 1 (см. [3]). Ограниченная функция v(t, ε), определенная на T, называется
функцией погранслоя вблизи точки t = t0, если v(t, ε) ⇒ 0 на [t′; tmax] при каждом t′ ∈ (t0; tmax)
и v(t, ε) � 0 по норме в банаховом пространстве X1 на T при ε → 0.

Рассмотрим предельную задачу для (1), (2):

A
dū

dt
= Dū(t), ū(t0) = ū0. (4)

Определение 2 (см. [1]). В задаче (1), (2) имеет место явление погранслоя, если

u(t, ε) = ū(t) + v(t, ε),

где v(t, ε)—функция погранслоя вблизи точки t = t0.

Фредгольмов оператор A : X1 → X2 вполне определяется следующим свойством (см. [7]):

X1 = KerA⊕ CoimA, X2 = ImA⊕ CokerA, (5)

где KerA—ядро оператора A, CoimA—прямое дополнение к нему, ImA— образ, CokerA—де-
фект; dimKerA = dimCokerA < ∞; сужение ˜A оператора A на CoimA ∩ domA имеет ограни-
ченный обратный ˜A−1.
Введем проектор Q на CokerA, полуобратный оператор

A− = ˜A−1(I −Q) : ImA → CoimA ∩ domA.

Зафиксируем элементы e ∈ KerA, e 	= 0, ϕ ∈ CokerA. В CokerA введем скалярное произведение
〈·, ·〉 так, что 〈ϕ,ϕ〉 = 1.

Лемма 1 (см. [4]). Уравнение Aξ = η, ξ ∈ X1 ∩ domA, η ∈ X2, равносильно системе

ξ = A−η + ce ∀c ∈ C, 〈Qη,ϕ〉 = 0.

Определение 3. Последовательность таких элементов ξ0, ξ1, ξ2, . . ., что

ξ0 = e, Aξi = Dξi−1, i = 1, 2, . . . ,

назовем D-жордановой цепочкой присоединенных элементов оператора A, отвечающих нулевому
собственному значению.
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Лемма 2 (см. [2]). D-Жорданова цепочка имеет конечную длину тогда и только тогда, когда
существует такое число p < ∞, что

〈

QD(A−D)ie, ϕ
〉

= 0, i = 0, 1, . . . , p − 1,
〈

QD(A−D)pe, ϕ
〉 	= 0.

В настоящей работе будем рассматривать случай p � 1.
Наложим следующее условие.

Условие 1. Операторы QB, QC, QD, QE, QF , A−B, A−C, A−D, A−E, A−F ограничены.

Приведем решение задачи (4).

Теорема 1 (см. [2]). Пусть выполнено условие 1. Пусть выполнена лемма 2. Тогда решение
задачи (4) существует при выполнении условий

〈

QD(A−D)iū0, ϕ
〉

= 0, i = 0, 1, . . . , p.

Оно единственно и равно
ū(t) = etTp ū0

в обозначении

Tp(·) = A−D(·)−
〈

QD(A−D)p+1(·), ϕ〉
〈

QD(A−D)pe, ϕ
〉 e.

Далее нам понадобятся следующие утверждения.
Пусть Kj , j = 1, 2, . . . , r, — линейные операторы, действующие в одном пространстве. Обозна-

чим через SK1,K2,...,Kr

i1,i2,...,ir
сумму по всевозможным перестановкам из ij элементов Kj. Также введем

следующие обозначения:

Γm
r =

{

(i1; i2; . . . ; ir)
∣

∣

∣ ij ∈ N ∪ {0}, j = 1, 2, . . . , r, i1 + i2 + . . .+ ir = m
}

;

Γµ
r,l = Γµ

r \ {(0; . . . ; 0; μ;
︸︷︷︸

l

0; . . . ; 0)
}

.

Утверждение 1. Пусть для любого r ∈ N выполнено равенство

SK1,K2,...,Kr

i1,i2,...,ir
= K1S

K1,K2,...,Kr

i1−1,i2,...,ir
+K2S

K1,K2,...,Kr

i1,i2−1,...,ir
+ . . .+KrS

K1,K2,...,Kr

i1,i2,...,ir−1 . (6)

Тогда для любых m, r ∈ N справедлива следующая формула:

(K1 +K2 + . . .+Kr)
m =

∑

Γm
r

SK1,K2,...,Kr

i1,i2,...,ir
. (7)

Доказательство. Зафиксируем r и докажем утверждение методом математической индукции
по m. Пусть оно верно для m = μ. Покажем, что оно верно и для m = μ+ 1. Имеем:

(K1 +K2 + . . . +Kr)
µ+1 =

= (K1 +K2 + . . .+Kr)(K1 +K2 + . . . +Kr)
µ = (K1 +K2 + . . .+Kr)

∑

Γµ
r

SK1,K2,...,Kr

i1,i2,...,ir
=

= K1

∑

Γµ
r

SK1,K2,...,Kr

i1,i2,...,ir
+K2

∑

Γµ
r

SK1,K2,...,Kr

i1,i2,...,ir
+ . . .+Kr

∑

Γµ
r

SK1,K2,...,Kr

i1,i2,...,ir
.

В каждой l-й сумме извлечем слагаемое по набору (0; 0; . . . ;μ; . . . ; 0), l = 1, 2, . . . , r:

K1S
K1,K2,...,Kr
µ,0,...,0 +K1

∑

Γµ
r,1

SK1,K2,...,Kr

i1,i2,...,ir
+ . . .+KlS

K1,K2,...,Kl,...,Kr
0,0,...,µ,...,0 +

+Kl

∑

Γµ
r,l

SK1,K2,...,Kr

i1,i2,...,ir
+ . . . +KrS

K1,K2,...,Kr
0,0,...,µ +Kr

∑

Γµ
r,r

SK1,K2,...,Kr

i1,i2,...,ir
.
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Сделаем в них замену il → il − 1, внесем под одну сумму и воспользуемся равенством (6):

SK1,K2,...,Kr

µ+1,0,...,0 + SK1,K2,...,Kr

0,µ+1,0,...,0 + . . .+ SK1,K2,...,Kr

0,0,...,µ+1 +

+
∑

r⋃

l=1
Γµ+1
r,l

K1S
K1,K2,...,Kr

i1−1,i2,...,ir
+K2S

K1,K2,...,Kr

i1,i2−1,...,ir
+ . . .+KrS

K1,K2,...,Kr

i1,i2,...,ir−1 +

= SK1,K2,...,Kr
µ+1,0,...,0 + SK1,K2,...,Kr

0,µ+1,0,...,0 + . . .+ SK1,K2,...,Kr
0,0,...,µ+1 +

∑

r⋃

l=1

Γµ+1
r,l

SK1,K2,...,Kr

i1,i2,...,ir
=
∑

Γµ+1
r

SK1,K2,...,Kr

i1,i2,...,ir
,

что и требовалось доказать. �

2. Уравнение ветвления. Выведем уравнение ветвления. Подставив

u(t, ε) = exp

(

t− t0
λ(ε)

)

v(ε), (8)

где v(ε)—равномерно ограниченная в E функция, v(ε) 	= 0, в (1), получим спектральное уравне-
ние

Av(ε) =
[

εB + ε2C + λ(D + εE + ε2F )
]

v(ε). (9)
В силу леммы 1 оно равносильно системе

(

I −A−[εB + ε2C + λ(D + εE + ε2F )
]

)

v(ε) = e, (10)
〈

Q
[

εB + ε2C + λ
(

D + εE + ε2F
)]

v(ε), ϕ
〉

= 0. (11)

Наложим следующее условие.

Условие 2. Числа λ = λ(ε) ∈ C, отличные от нуля и достаточно малые по модулю, таковы,
что при каждом ε ∈ E выполнено неравенство

0 <
∥

∥

∥A−
[

εB + ε2C + λ(D + εE + ε2F )
]∥

∥

∥ < 1.

При выполнении условий 1, 2 уравнение (10) разрешимо:

v(ε) =
(

I −A−[εB + ε2C + λ(D + εE + ε2F )
]

)−1
e. (12)

Подставив (12) в (11), получим искомое уравнение ветвления:

R(λ, ε)e = 0, (13)

где

R(λ, ε)(·) =
〈

Q
[

εB + ε2C + λ(D + εE + ε2F )
](

I −A−[εB + ε2C + λ(D + εE + ε2F )
]

)−1
(·), ϕ

〉

.

3. Выявление условий регулярности вырождения в частном случае. Выявим условия
регулярности вырождения в задаче (1), (2), для чего рассмотрим уравнение (13).
Пусть выполнено равенство (6) для K1 = A−B, K2 = A−C, K3 = A−D, K4 = A−E, K5 = A−F .

Преобразуем выражение
(

I−A−[εB+ ε2C+λ(D+ εE+ ε2F )]
)−1 по формуле Неймана, применив

утверждение 1:
(

I −A−[εB + ε2C + λ(D + εE + ε2F )
]

)−1
=

= I +
∞
∑

m=1

(

A−[εB + ε2C + λ(D + εE + ε2F )
]

)m
=

= I +

∞
∑

m=1

∑

Γm
5

λi3+i4+i5εi1+2i2+i4+2i5+2SA−B,A−C,A−D,A−E,A−F
i1,i2,i3,i4,i5

.



УРАВНЕНИЕ ВЕТВЛЕНИЯ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ C ВОЗМУЩЕНИЯМИ 103

Тогда выражение R(λ, ε)(·) можно записать в виде

R(λ, ε)(·) = ε
〈

QBe,ϕ
〉

+ ε2
〈

QCe,ϕ
〉

+ λ
〈

QDe,ϕ
〉

+ λε
〈

QEe,ϕ
〉

+ λε2
〈

QFe,ϕ
〉

+

+

∞
∑

m=1

[

RB
m(λ, ε) +RC

m(λ, ε) +RD
m(λ, ε) +RE

m(λ, ε) +RF
m(λ, ε)

]

(·), (14)

где

RB
m(λ, ε)(·) =

∑

Γm
5

λi3+i4+i5εi1+2i2+i4+2i5+3
〈

QBSA−B,A−C,A−D,A−E,A−F
i1,i2,i3,i4,i5

(·), ϕ〉,

RC
m(λ, ε)(·) =

∑

Γm
5

λi3+i4+i5εi1+2i2+i4+2i5+4
〈

QCSA−B,A−C,A−D,A−E,A−F
i1,i2,i3,i4,i5

(·), ϕ〉,

RD
m(λ, ε)(·) =

∑

Γm
5

λi3+i4+i5+1εi1+2i2+i4+2i5+3
〈

QDSA−B,A−C,A−D,A−E,A−F
i1,i2,i3,i4,i5

(·), ϕ〉,

RE
m(λ, ε)(·) =

∑

Γm
5

λi3+i4+i5+1εi1+2i2+i4+2i5+4
〈

QESA−B,A−C,A−D,A−E,A−F
i1,i2,i3,i4,i5

(·), ϕ〉,

RF
m(λ, ε)(·) =

∑

Γm
5

λi3+i4+i5+1εi1+2i2+i4+2i5+5
〈

QFSA−B,A−C,A−D,A−E,A−F
i1,i2,i3,i4,i5

(·), ϕ〉.

Запишем выражение (14) в виде

R(λ, ε) =

∞
∑

i,j=0

λiεjHij, H00 = 0,

и введем обозначение hij = Hije.
Решим уравнение (13) при выполнении следующего условия.

Условие 3. Существует такое число n ∈ N, что

hij = 0, i = 0, 1, 2, . . . , p − 1, j = 1, 2, . . . ,

hpj = 0, j = 0, 1, 2, . . . , n − 1, hpn 	= 0.

В силу леммы 2 конечность D-жордановой цепочки оператора A влечет

hp+1,0 	= 0.

Построим диаграмму Ньютона (см. рис. 1). Уравнение ветвления имеет вид

λpεnhpn + λp+1hp+1,0 + o(λp+1) = 0,

где o(λp+1) вмещает в себя нормы ограниченных, в силу условия 1, операторов. Оно имеет реше-
ние

λ = − hpn
hp+1,0

εn. (15)

Подстановка (15) в (8) приводит к следующему результату.

Теорема 2. Пусть выполнены условия 1, 2, 3, лемма 2 и неравенство

Re
hpn

hp+1,0
> 0. (16)

Тогда в задаче (1), (2) наблюдается явление погранслоя, и функции погранслоя имеют перемен-
ную τ = (t− t0)/ε

n.

Неравенство (16) является условием регулярности вырождения.
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Рис. 1. Диаграмма Ньютона

4. О фредгольмовости одного оператора. Рассмотрим оператор A : R3 → R
3, задаваемый

числовой матрицей

A =

⎛

⎝

a11 a12 a13
a21 a22 a23

αa11 + βa21 αa12 + βa22 αa13 + βa23

⎞

⎠ ,

где aij 	= 0, отношения a2j/a1j попарно различны, i = 1, 2, j = 1, 2, 3.

Утверждение 2. Оператор A фредгольмов.

Доказательство. Возьмем элементы ξ =
(

ξ1, ξ2, ξ3
)T , η =

(

η1, η2, η3
)T ∈ R

3 (здесь T — знак транс-
понирования). Решив уравнение Aξ = 0, построим ядро оператора A:

KerA =

{

(

Δ1

Δ
ξ3,

Δ2

Δ
ξ3, ξ3

)T
}

, ξ3 	= 0,

где

Δ1 = det

(

a12 a13
a22 a23

)

, Δ2 = − det

(

a11 a13
a21 a23

)

, Δ = det

(

a11 a12
a21 a22

)

.

Разложив элемент ξ ∈ X1 = R
3 в сумму ξKerA + ξCoimA элементов из KerA и CoimA соответ-

ственно, построим CoimA:

CoimA =

{

(

ξ1 − Δ1

Δ
ξ3, ξ2 +

Δ2

Δ
ξ3, 0

)T
}

.

Приравнивая ξKerA = ξCoimA, находим ξ1 = ξ2 = ξ3 = 0; значит, имеет место разложение

X1 = R
3 = KerA⊕ CoimA.

Образ оператора A равен
ImA =

{

(η1, η2, αη1 + βη2)
T
}

.

Разложив элемент η ∈ X2 = R
3 в сумму ηImA + ηCokerA, построим CoimA:

CoimA =
{

(0, 0, −αη1 − βη2 + η3)
T
}

.
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Приравнивая ηImA = ηCokerA, находим η1 = η2 = η3 = 0; значит, имеет место разложение

X2 = R
3 = ImA⊕ CokerA.

Нетрудно видеть, что dimKerA = dimCokerA = 1.
Проектор на CokerA

Q(A) =

⎛

⎝

0 0 0
0 0 0

−α −β 1

⎞

⎠

является идемпотентным.
Решение уравнения AξCoimA = ηImA влечет взаимно однозначное соответствие между CoimA

и ImA, и

A− =
1

Δ

⎛

⎝

a22 −a12 0
−a21 a11 0

0 0 0

⎞

⎠ .

ограничен. Тем самым, фредгольмовость оператора A доказана. �

5. Пример. Рассмотрим задачу (1), (2) со следующими операторами A,B,C,D,E, F : R3 →
R
3:

A =

⎛

⎝

2 3 4
3 4 5
7 10 13

⎞

⎠ , B =

⎛

⎝

1 −1 0
1 3 4
3 1 4

⎞

⎠ , C =

⎛

⎝

3 0 −2
−6 5 1
0 5 −3

⎞

⎠ ,

D =

⎛

⎝

3 d 5
−10 0 0

0 −5 0

⎞

⎠ , E =

⎛

⎝

g1 8 g2
−10 0 −6

0 −4 9

⎞

⎠ , F =

⎛

⎝

−45 80 0
0 50 0
0 0 40

⎞

⎠ ,

где d, g1, g2 —параметры. В силу утверждения 2 оператор A фредгольмов. Возьмем

e =
(

1, −2, 1
)T ∈ KerA, ϕ =

(

0, 0, 1
)T ∈ CokerA.

Так как QB = QC = 0, то h0j = 0, j = 1, 2, . . .,

h10 =
〈

QDe,ϕ
〉

= 4d+ 4,

h11 =
〈

QDA−Be,ϕ
〉

+
〈

QEe,ϕ
〉

= −2g1 − 2g2 − 22d− 50,

h12 =
〈

QEA−Be,ϕ
〉

+
〈

QFe,ϕ
〉

= 30g1 + 180,

h20 =
〈

QDA−De,ϕ
〉

= 12d2 − 26d − 468.

При d 	= −1 имеем h10 	= 0, что влечет равномерную сходимость решения задачи (1), (2) к
решению задачи (4), поскольку диаграмма Ньютона вырождается в точку (1; 0).
Применим результаты теоремы 2. Пусть d = −1; тогда h11 = −2g1 − 2g2 − 28, h20 = −430.

При выполнении условия h11 < 0, т.е. g1 + g2 > −14, функции погранслоя имеют переменную
τ = (t− t0)/ε.
Если h11 = 0, т.е. g1 + g2 = −14, то при 30g1 + 180 < 0, т.е. g1 < −6 и g2 > −8, функции

погранслоя имеют переменную τ = (t− t0)/ε
2.
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