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Аннотация. Ресурсоемкость биологической 
очистки сточных вод снижается при повышении 
энергоэффективности применяемых в аэротенке 
систем пневматической аэрации. Модернизация 
процесса аэрации возможна при разработке 
адекватной математической модели, описыва-
ющей процесс массопередачи кислорода из пу-
зырька воздуха в воду, необходимого для биоло-
гического окисления загрязнений сточных вод. 
Анализ существующих теоретических моделей, 
описывающих процесс массопередачи кислоро-
да воздуха в воду, а именно – двухпленочной тео-
рии Льюиса – Уитмена, теории пенетрации Хигби, 
теории обновления деформированной поверх-
ности пузырька П. В. Данквертса, – показал осо-
бенности их применения для газожидкостных си-
стем. Большое значение для описания процессов 
массопередачи кислорода воздуха в воду при ис-
пользовании пневматической системы аэрации 
в аэротенках имеет фактор обновления дефор-
мированной поверхности пузырьков воздуха. В 
турбулентном потоке при непрерывном обнов-

Abstract. The resource intensity of biological 
wastewater treatment is reduced by increasing the 
energy efficiency of the pneumatic aeration systems 
used in the aeration tank. Modernisation of the 
aeration process is possible with the development 
of an adequate mathematical model describing the 
process of mass transfer from air bubble to water 
the oxygen required for biological oxidation of 
wastewater pollutants. The analysis of the Lewis-
Whitman two-film theory, Higbee's penetration 
theory, and P. W. Dankwerts' theory of deformed 
bubble surface renewal describing the process 
of mass transfer of air oxygen into water showed 
the peculiarities of their application to gas-liquid 
systems. The factor of renewal of deformed surface 
of air bubbles is of great importance for describing 
the processes of mass transfer of air oxygen to 
water when using pneumatic aeration system in 
aeration tanks. In turbulent flow at continuous 
renewal of interfacial surface created by air bubbles, 
there is intensification of mass transfer process 
due to turbulent diffusion, which is reflected in 
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лении межфазной поверхности, создаваемой пу-
зырьками воздуха, происходит интенсификация 
процесса массопередачи за счет турбулентной 
диффузии, что отражается в расчетных матема-
тических зависимостях. Использование матема-
тических зависимостей, определяющих скорость 
массопередачи кислорода воздуха в воду через 
деформируемую поверхность пузырьков, фор-
мирующихся в аэрационном объеме аэротенка, 
позволит учесть изменение их формы, что по-
высит точность определения значений техноло-
гических характеристик систем пневматической 
аэрации.

calculated mathematical dependences. The use of 
mathematical dependences determining the rate 
of mass transfer of air oxygen to water through 
the deformable surface of bubbles formed in the 
aeration volume of the aeration tank will make it 
possible to take into account the change in their 
shape. This will increase the accuracy of determining 
the values of technological characteristics of 
pneumatic aeration systems.
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Введение
Наиболее энергоемким элементом канали-

зационных очистных станций, принимающих 
сточные воды, отводимые с территорий населен-
ных пунктов, являются аэротенки, представляю-
щие собой проточные емкостные сооружения, 
оборудованные системой аэрации. В связи с тем, 
что энергоэффективность применяемой систе-
мы аэрации в значительной степени (до 60–80 %) 
определяет ресурсоемкость биологической 
очистки сточных вод в аэротенках, актуальность 
задачи оптимизации процессов аэрации наряду 
с модернизацией конструктивных решений не 
вызывает сомнения. Эту задачу поможет решить 
математическая модель, адекватно описываю-
щая процесс массопередачи кислорода воздуха 
в иловую смесь.

Разработать надежную методику расчета аэ-
рационной системы аэротенка, способствующую 

оптимизации аэрационных процессов и при этом 
обеспечивающую гарантированный диапазон 
качественных характеристик очищенных сточ-
ных вод, возможно лишь путем математическо-
го моделирования технологических процессов. 
Для адекватного описания различных техноло-
гических процессов, как правило, используются 
три основные группы математических моделей.

Эмпирические математические модели 
дают возможность изучать свойства объекта, 
измеряя его входные и выходные эксперимен-
тальные данные с последующей их обработкой 
математическими методами. Однако получен-
ные аппроксимированные зависимости можно 
использовать только в ограниченных пределах 
значений технологических параметров.

Полуэмпирические математические моде-
ли создаются при помощи метода обобщения 
подобных процессов (методов теории подо-
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бия), которые позволяют вывести безразмерные 
критериальные комплексы. Полуэмпирические 
математические модели отличаются большей 
универсальностью, чем эмпирические математи-
ческие модели.

Теоретические (детерминированные) ма-
тематические модели создаются на основе 
фундаментальных закономерностей изучаемых 
процессов. Математические модели детерми-
нированного типа характеризуются не только 
большей универсальностью и адекватностью в 
описании обширного диапазона изменяющихся 
параметров исследуемого объекта, но и возмож-
ностью прогнозирования.

Объектом данного исследования являются 
существующие теоретические модели описания 
процесса массопереноса кислорода воздуха из 
всплывающего в чистой воде пузырька. Предмет 
исследования – детерминированная математи-
ческая модель, адекватно описывающая много-
компонентный процесс массопередачи кислоро-
да воздуха в воду в режиме турбулентности.

При обзоре использованы первоисточники 
разработчиков теоретических моделей массо-
переноса, а также современные зарубежные и 
отечественные научные публикации. В процессе 
моделирования применялись такие методы об-
щенаучного исследования, как анализ, обобще-
ние и синтез. Всесторонний анализ классических 
и современных теоретических моделей процес-
сов молекулярной и турбулентной диффузии 
позволил выявить новый аспект массопередачи 
кислорода в водовоздушной системе при аэра-
ции в аэротенке.

Результаты 
Впервые теоретическое описание процесса 

диффузии было предложено А. Фиком [1]. Осно-
вываясь на предположении об аналогичности 
физических процессов диффузии и теплопере-
дачи, Фик модифицировал уравнение процесса 
теплопередачи, разработанное Фурье. Получен-
ная закономерность позволяет установить ско-
рость диффузионного переноса молекулярного 
кислорода через поверхность пузырька воздуха, 
всплывающего в чистой воде:

(1)

где  – скорость процесса массопередачи

кислорода воздуха из всплывающего в чистой 
воде пузырька, кг/с; 
D – коэффициент молекулярной диффузии кис-
лорода из пузырька воздуха, всплывающего в 
чистой воде, м2/с; 
A – площадь контакта фаз воздух – вода, м2;

  – градиент концентрации растворенного кис-

лорода в нормальном направлении к поверхно-
сти диффузии, кг/м4.

Согласно уравнению (1), градиент концентра-

ции кислорода  в воде является движущей

силой процесса массопереноса кислорода воз-
духа через границу раздела фаз воздух – вода. 

Американские ученые А. Нойес и У. Уитни 
провели экспериментальные исследования по 
изучению закономерностей растворения твер-
дого вещества в жидкости. Было установлено, 
что концентрация молекул в тонкой жидкостной 
пленке, образующейся на поверхности твердо-
го вещества, равна концентрации насыщенного 
раствора Cн, кг/м3. В объеме жидкости, в связи с 
перемешиванием, была зафиксирована усред-
ненная концентрация с определенным постоян-
ным значением С, кг/м3.

В работе [2], отражавшей результат этих экс-
периментальных исследований, авторы пред-
положили, что движущей силой процесса мас-
сопереноса молекул растворяемого в жидкости 
твердого вещества является разность вышеука-
занных концентраций Сн и С, кг/м3:

(2)

В работах нобелевского лауреата В. Нернста 
[3] представления о теории диффузии получили 
дальнейшее развитие. Было доказано, что дви-
жущая сила процесса массопередачи – разность 
концентрации насыщенного раствора и концен-
трации раствора в конкретный период времени.

Опираясь на гипотезу о существовании 
на поверхности всплывающего в воде пузырь-
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ка тонкого, насыщенного кислородом воздуха 
слоя жидкости, В. Льюис и В. Уитмен в 1923–24 гг. 
разработали двухпленочную модель процесса 
массопередачи кислорода в воду. В [4] они пред-
ставили формулу, описывающую процесс мас-
сопередачи кислорода воздуха в воду через по-
верхность всплывающего пузырька:

где DСД – коэффициент молекулярной диффузии 
(псевдостационарной диффузии) кислорода в 
воду, м2/с; 
y – суммарная толщина газовой и жидкостной 
пленки на поверхности пузырька воздуха, м; 
A – площадь контакта фаз воздух – вода в аэраци-
онном объеме, м2; 
Сн и C – концентрация насыщения воды кислоро-
дом воздуха и средняя величина растворенного 
кислорода в аэрационном объеме соответствен-
но, кг/м3.

Представление о квазистационарном харак-
тере процесса массопередачи через границу раз-
дела фаз, на котором базируется двухпленочная 
модель, в работе [5] было подвергнуто критике, 
однако многие исследователи считают тезис Лью-
иса – Уитмена о том, что концентрация вещества 
в пленке однозначно не зависит от времени до 
второй производной, вполне обоснованным [6].

В экспериментальных работах ученых [7, 
8] показано значительное влияние гидроди-
намики на процессы массопередачи. В теории 
пенетрации (проникновения), разработанной  
Р. Хигби, было высказано предположение о не-
стационарном характере процесса молекуляр-
ной диффузии через поверхностный слой жидко-
сти, обтекающей всплывающий пузырек воздуха. 
Асимптотическое решение общего уравнения 
нестационарной диффузии Фика предоставило 
Хигби возможность вывести уравнение, опреде-
ляющее скорость массопередачи газа, проника-
ющего в жидкость:

(3)

(4)

где DНД – коэффициент нестационарной молеку-
лярной диффузии, величина которого отличает-
ся от величины коэффициента стационарной мо-
лекулярной диффузии DСД, м2/с, 
Vп – средняя скорость всплывания пузырька воз-
духа, м/с,
dп – средняя величина диаметра пузырька воз-
духа, м. 

Реальность движущихся поверхностных 
пленок на границе раздела фаз всплывающего 
пузырька была отвергнута П. В. Данквертсом, 
автором теории турбулентной диффузии [9]. Он 
обосновал гипотезу об обновлении поверхности 
такого пузырька новым объемом жидкости под 
воздействием турбулентных пульсаций скорости 
движущегося потока. Им впервые был введен в 
уравнение скорости массопередачи фактор об-
новления поверхности:

(5)

где DТД – коэффициент турбулентной диффузии, 
м2/с, величина которого отличается от значений 
коэффициентов DСД и DНД ,  используемых в теори-
ях Льюиса – Уитмена и Хигби; 
S – фактор обновления поверхности всплываю-
щего в турбулентном режиме пузырька воздуха, 
величина которого определяется как доля по-
верхности, обновляемой в единицу времени, с–1.

Теория обновления поверхности Хигби – 
Данкверста получила дальнейшее развитие в 
трудах М. Х. Кишиневского, который внес боль-
шой вклад в теорию массообмена, расширил 
кинетические характеристики диффузионного 
процесса, ввел коэффициент конвективной диф-
фузии [10]. 

На основе детального анализа представ-
ленных теорий Льюиса – Уитмена, Хигби и Данк-
вертса авторами [11] было сделано заключение 
о возможности их использования для процессов 
массопередачи кислорода воздуха через меж-
фазную поверхность движущихся в различных 
гидравлических режимах пузырьков воздуха. 

Режим всплывания пузырька воздуха диа-
метром dп , м, движущегося относительно слоя 
воды, значение кинематического коэффициента 
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вязкости которой имеет величину ν, м2/с, со ско-
ростью Vп , м/с, определяется значением крите-
рия Рейнольдса:

(6)

Теория Льюиса – Уитмена описывает псев-
достационарный режим молекулярной диффу-
зии кислорода воздуха через неподвижный по-
граничный слой пузырька воздуха, имеющего 
строго сферическую форму и всплывающего в 
ламинарном режиме. Такой режим также назы-
вают стоксовским, областью вязкого обтекания, 
областью ползущего течения. Ламинарный ре-
жим всплывания пузырька воздуха в отличие от 
всплывания твердой сферы сохраняется вплоть 
до значений критерия Рейнольдса Re = 20 [12, 13].

Теория Хигби рассматривает массопереда-
чу посредством нестационарной молекулярной 
диффузии через движущийся пограничный слой 
на поверхности всплывающих сферических пу-
зырьков воздуха в режимах со скользящим при-
стеночным слоем жидкости, наблюдаемом при 
значениях чисел Рейнольдса 20 < Re ≤ 500 [11].

Концепция Данквертса относительно про-
цесса турбулентной диффузии кислорода воз-
духа включает положение о том, что воздействие 
турбулентных пульсаций набегающего потока 
жидкости приводит к стабильному обновлению 
поверхности пузырьков воздуха, приобретаю-
щих форму вогнутого эллипсоида или выпукло-
вогнутой линзы. 

Различают два вида турбулентного режима 
всплывания пузырьков воздуха:
1.	 Турбулентный режим всплывания пузырь-

ков воздуха диаметром 1.4 мм < dп ≤ 5 мм, 
всплывающих в воде при числах Рейнольдса  
500 < Re < 1 100.

2.	 Турбулентный режим всплывания пузырьков 
воздуха диаметром dп > 5 мм,  всплывающих 
в воде при числах Рейнольдса Re > 1 100 в ав-
томодельной области квадратичного закона 
сопротивления.
Получившие широкое распространение на 

сооружениях биологической очистки сточных 
вод мелкопузырчатые пневматические аэраторы 
позволяют формировать в аэрационном объеме 

аэротенка деформированные пузырьки воздуха 
со средней величиной диаметра dп = 2 – 5 мм [6, 
14–17]. 

Для описания процесса работы этих аэрато-
ров может быть использована теория обновле-
ния поверхности пузырьков П. В. Данквертса [18].

Ввиду сложности обработки данных натур-
ных экспериментов, связанной с точностью изме-
рений деформируемой поверхности всплываю-
щих пузырьков воздуха в период аэрации, до сих 
пор отсутствует методика корректного расчета 
величины фактора обновления поверхности S, 
с–1, для турбулентных режимов. На практике при 
описании процесса работы мелкопузырчатых 
аэрационных систем принимается допущение о 
том, что мелкопузырчатые аэраторы формируют 
в аэрационном объеме аэротенка пузырьки воз-
духа строго сферической формы со средним диа-
метром dп, м, всплывающих со скоростью Vп , м/с. 
Значения скорости массопередачи кислорода 
воздуха для всплывающих пузырьков сфериче-
ской конфигурации устанавливаются по форму-
ле Хигби (4).

В работах Данквертса не рассматриваются 
значения величины S в качестве численных вы-
ражений. В исследовании моделирования аэра-
ционных сооружений для очистки сточных вод, 
проведенном Л. Н. Брагинским, М. А. Евилевичем 
и др., был проанализирован фактор обновления 
поверхности всплывающего пузырька, сделано 
предположение о связи этого процесса с поверх-
ностным натяжением на границе раздела фаз 
и осуществлена попытка определить значение 
фактора путем анализа баланса энергий [16].

Решить проблему определения величины 
фактора обновления поверхности деформиро-
ванных пузырьков воздуха, всплывающих в тур-
булентных режимах, S, с–1, помогает термодина-
мический подход, который определяет общие 
закономерности и направления протекания рас-
сматриваемых процессов.

Степень интенсивности процесса обновле-
ния поверхности раздела фаз воздух – вода S, с–1, 
устанавливается путем соотношения величины 
элементарной секундной работы (мощности) N∆P, 
Дж/с, Вт, которая происходит под влиянием силы 
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избыточного давления воздуха внутри пузырька 
F∆P , H, и величины потенциальной энергии E∆P , 
Дж, избыточного давления внутри пузырька воз-
духа ∆P, Па:

(7)

Величина элементарной секундной работы 
определяется формулой:

(8)

где F∆P – сила избыточного давления воздуха вну-
три всплывающего пузырька, Н; 
∆l – элементарное расстояние, которое преодо-
левает пузырек, всплывающий со средней ско-
ростью Vп, м/с, за элементарное время ∆T, с; 
∆P – избыточное давление воздуха внутри пу-
зырька, Па; 
ωп – площадь поперечного сечения пузырька 
воздуха, м2.

Определение значений величины потенци-
альной энергии избыточного давления воздуха 
внутри пузырька, Дж, определяется по формуле:

(9)

где Wп – объем пузырька воздуха, м3.
Соответственно, величина фактора обновле-

ния поверхности деформированных пузырьков 
воздуха, всплывающих в турбулентных режимах, 
устанавливается уравнением:

(10)

Представленное уравнение (10), описываю-
щее фактор обновления межфазной поверхно-
сти пузырьков воздуха, движущихся в турбулент-
ных потоках, предлагается усовершенствовать, 
введя коэффициенты, учитывающие деформа-
цию и изменение формы этих всплывающих пу-
зырьков. 

Для описания деформированных пузырьков 
воздуха вводятся геометрические характеристи-
ки, а именно – коэффициенты формы, дисперс-
ности и дисперсного размера: 

1.	 Коэффициент формы КФ определяется как 
отношение площади внешней поверхности 
деформированного пузырька воздуха  , м2, 
к максимальной площади его поперечного 
сечения ωп , м

2:

(11)

2.	 Дисперсный размер воздушного пузыря δп, 
м, определяется как отношение объема пу-
зырька Wп, м3, к площади его внешней по-
верхности, , м2:

(12)

3.	 Коэффициент степени дисперсности воздуш-
ного пузыря KД определяется как отношение 
диаметра пузырька воздуха dп , м, к его дис-
персному размеру  , м:

(13)

Учитывая (11), (12) и (13), величину фактора 
обновления поверхности всплывающих дефор-
мированных пузырьков воздуха – формулу (10) – 
можно записать в виде:

(14)

Выведенная формула (14) позволяет форму-
лу (5) записать следующим образом:

(15)

Предложенная формула (15) рекомендована 
для описания процесса массопередачи кисло-
рода из воздушного пузырька в воду для турбу-
лентных режимов движения воздуха. В отличие 
от формулы Хигби (4) она учитывает изменение 
их формы путем введения отношения коэффици-

ентов   , что позволяет более корректно описы-
 

вать процесс работы мелкопузырчатых пневма-
тических аэраторов и может использоваться для 
технологических расчетов.
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Выводы 
Проведенный обзор классических теорий, 

описывающих процесс массопередачи кислоро-
да воздуха в воду, – двухпленочной теории Лью-
иса – Уитмена, теории пенетрации Хигби, теории 
обновления деформированной поверхности пу-
зырька П. В. Данквертса, – позволяет сделать не-
которые выводы.
1.	 На основе результатов исследований было 

сделано предположение о том, что основные 
теории диффузии, предусматривающие ис-
пользование коэффициентов стационарной 
диффузии DСД, нестационарной диффузии 
DНД, турбулентной диффузии DТД, м2/с, мож-
но использовать для описания процессов 
массопередачи кислорода воздуха в воду из 
пузырьков, всплывающих в воде в ламинар-
ном режиме, в режиме со скользящим по-
граничным слоем жидкости, в турбулентном 
режиме.

2.	 При расчете пневматических систем аэра-
ции из-за отсутствия методики корректно-
го расчета величины фактора обновления 
деформированной поверхности пузырьков 
воздуха, всплывающих в турбулентных ре-
жимах, впервые представленной в теории  

П. В. Данквертса, используются положения 
теории пенетрации Хигби.

3.	 Для определения величины фактора обнов-
ления поверхности деформированных пу-
зырьков воздуха, всплывающих в турбулент-
ных режимах S, с–1, предложено применять 
термодинамический подход. Степень интен-
сивности процесса обновления поверхности 
раздела фаз воздух – вода устанавливается 
соотношением величины элементарной се-
кундной работы (мощности) N∆P, Дж/с, Вт, 
совершаемой силой избыточного давления 
воздуха внутри пузырька F∆P, Н, и величины 
потенциальной энергии E∆P, Дж, избыточного 
давления внутри пузырька воздуха ∆P, Па.

4.	 C использованием метода анализа размер-
ностей получено уравнение, описывающее 
процесс массопередачи кислорода воздуха 
в воду из пузырьков, всплывающих в турбу-
лентных режимах, в котором, в отличие от 
формулы Хигби, учитывается эффект измене-
ния формы деформированных пузырьков пу-
тем введения отношения коэффициента дис-
персности КД и коэффициента формы КФ, что 
позволяет более корректно описывать про-
цесс работы пневматических систем аэрации.
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