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Введение 
Мощным исследовательским инструментарием для решения реальных прикладных задач будущего 

экономиста обеспечивает фундаментальная математическая подготовка. В этом контексте использование 
теории игр является своевременным и достаточно актуальным методом. Несмотря на то, что в странах 
постсоветского пространства применение данной теории ограничено, в последние время возрос интерес к 
данному методу нахождения рационального, оптимального варианта решения экономических проблем, 
прежде всего, связанных с инвестированием средств в различные проекты: банковские вклады, фондовые 
рынки, производственные задачи, накопительное пенсионное обеспечение населения. Развитие последне-
го в условиях растущего дефицита государственных бюджетов и бюджетов пенсионных фондов с одно-
временным ростом численности пенсионеров и вследствие этого низким уровнем коэффициента замеще-
ния пенсии, становится крайне важным и актуальным. 

Исследованию вопросов теории и практики применения различным экономико-математических 
методов исследования в современной экономике и управлении посвящены работы множества 
современных математиков и экономистов, таких как: Е.С. Вентцель, В.А. Васильев, Л.М. Гладкова, Н.Ш. 
Кремер, И.В. Орлова, Б.А. Путко, И.М. Тришин, М.Н. Фридман, Т.А. Чеботарёва и другие [2-5, 7, 9]. Так, 
например, И.А. Артамонова, В.В. Зотов, Н.А. Клитина, В.С. Лавров, А.В. Кистанов, А.А. Лисин, 
А.С. Шапкин, В.А. Шапкина акцентируют своё внимание на изучении изучение сущности технологии 
применения теории игр на финансовом и фондовом рынках [1, 3, 6, 7, 10], в то время как в работах Г. 
Ушкан рассмотрены методы статистического и эконометрического анализа выбора пенсионерами участия 
в трудовой деятельности и её продолжительности после выхода на пенсию [4, 5]. 

Отмеченные авторы внесли большой вклад в развитие и популяризацию экономико-математических 
методов. Вместе с тем, динамичность и нестабильность финансово-экономической и политической ситуа-
ции в мире и требования современного рынка труда в отношении спроса на специалистов высокого прак-
сиологического уровня обусловило внедрение в учебные планы подготовки специалистов финансово-
экономического и управленческого профиля таких дисциплин, как «Экономико-математическое модели-
рование» и «Методы оптимизации и теория игр», что доказывает важность и актуальность данной статьи.  

Цель статьи ‒ рассмотреть сущность теории игр, показать возможность применения этой теории в эко-
номике и менеджменте как математического метода поиска эффективной инвестиционной стратегии на 
примере накопительной пенсионной системы (далее ‒ НПС).   

 
Материалы и методы исследований 

Для решения задач исследования были использованы теоретические и аналитические методы (анализ 
литературных источников и обобщения), экономико-математические методы (оптимизации и теории игр). 

 
Результаты и обсуждения 

Родоначальниками теории игр можно считать А. Курно и Ж. Бертран, которые рассматривали задачи 
производства в условиях олигополии, которые позже стали примерами теории игр. Однако решающий 
поворот в развитии этой теории произошел в 1928 г. благодаря Д. Нейману, который представил матема-
тическое обоснование общей стратегии игры двух участников с точки зрения минимизации и максимиза-
ции. Именно работа Д. Неймана и О. Моргенштерна «Теория игр и экономическое поведение» стала пер-
вым систематизированным изложением идей и методов в этой области [2, с. 17], которая распространила 
теорию игр на произвольное число участников и применила эту теорию к экономическому поведению. 
Особое место среди таких вопросов занимали социально экономические проблемы и ситуации, возник-
шие в условиях взаимодействия нескольких субъектов, условиях конкуренции, монополий, социально-
экономических коалиций.  

Начиная с 1950-х гг. появляются попытки применить методы теории игр не только в экономике, но в 
биологии, кибернетике, технике и антропологии, а с середины 1980-х гг. ‒ начинается активное практиче-
ское использование теории игр, особенно в экономике и менеджменте.  

На современном этапе теория игр применяется в экономике не только к моделированию задач органи-
зации промышленности, которые стали уже классическими, но и практически к каждой задаче, имеющей 
экономический контекст [2, с. 17-18]. Аппарат теории равновесия и теории игр стал основой для построе-
ния математических моделей торгов и аукционов (микроуровень); производственного поведения фирм 
как на уровне продукта, так и на уровне его производства, включая поведение внутренних для фирмы 
субъектов (на промежуточном уровне экономики);  конкуренции стран и торговая политика государств, 
монетарная политика (макроуровень), а также  для создания современных теорий международной торгов-
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ли, налогообложения, общественного блага, монетарной экономики, теории производственных организа-
ций и т.д.  

Основными категориями теории игр являются: игра (математическая модель конфликтной ситуации), 
игроки, ход игры, этап, «платежи», «платёжная матрица», стратегия игрока, цель, принципы минимакса и 
максимина оптимальная стратегия, цена игры. Построение моделей основано на основной теореме 
[3, с. 172-173, 184]: любая конечная игра двух человек с нулевой суммой имеет, по крайней мере, одно 
решение ˗ пару оптимальных стратегий ( )опт

B
опт
A SS ,  и соответствующую цену игры ( pопт) [2, 3]. 

Одним из примеров применения теории игр для поиска рационального решения экономической задачи 
является поиск эффективной оптимальной стратегии инвестирования средств (причём не только субъек-
тами хозяйствования, но и участниками социальных систем, в частности, накопительной пенсионной) в 
различные проекты (ценные бумаги, недвижимость и т.д.) в рамках формирования рационального инве-
стиционного портфеля. Основными подходами к формированию оптимального инвестиционного портфе-
ля, описанными в литературе [3, 4, 5, 7, 10], являются подходы, основанные на моделях Блэка, Марковица 
и Тобина. Математическая задача при этом сводится к поиску допустимого инвестиционного портфеля 
(заданного вектором X), удовлетворяющих заданным условиям (ограничениям). Например, в модели 

Блэка допустимыми являются любые портфели (ограничение ∑
=

=
n

i
ix

1
1 ), в модели Марковица ‒ только 

стандартные портфели (ограничения: ∑
=

=
n

i
ix

1
1 , х≥0), в модели Тобина ‒ предусматривается наличие без-

рисковых активов, не зависящих от состояния рынка и имеющих постоянную доходность. 
Рассмотрим возможность использования теории игр, моделирования игры в условиях функционирова-

ния элемента социального института ‒ накопительной пенсионной системы (далее ‒ НПС).  
Решение, связанное с поиском оптимальной инвестиционной стратегии в НПС, принимает ряд участ-

ников социально-экономического процесса (будущие пенсионеры, пенсионные фонды (СФР, НПФ) и их 
управляющие компании (далее ‒ УК), имеющих собственные цели, обладающие определенной свободой 
действий, но подчиняющиеся некоторым ограничениям, которые на них накладывает государство, эконо-
мическая среда и общество. Их целями является наилучшее распоряжение денежными средствами, мини-
мизация риска и получение максимальной доходности (максимального приращения пенсионных накопле-
ний). Совокупностью стратегий участников НПС на верхнем уровне организационной иерархии ‒ УК, 
являются все возможные варианты инвестирования средств (различные ценные бумаги, объекты недви-
жимости и т.д.).  

Допустим, что на рассмотрении в УК имеется некоторая совокупность допустимых стратегий (n не до-
минирующих стратегий S1, S2, S3,..., Sn), каждая из которых оценивается по критериям доходности (pi) и 
риска (ri) (i=1, 2, 3,..., n): Si = {S1, S2, S3 … Sn}, i=1,2,…,n      (1) 

Тогда суть математической задачи сведётся к поиску оптимального инвестиционного портфеля или 
эффективного сочетания возможных вариантов вложений (инвестиционных стратегий). Поскольку задачи 
максимизации доходности и минимизации рисков ‒ это антагонистические  задачи одного и того же субъ-
екта НПС, то для возможности адаптации теории игр для определения пропорций, в которых целесооб-
разно распределять пенсионные средства по направлениям инвестиционного портфеля и вкладывать в 
проекты, целесообразно предположить, будто бы они являются целями двух разных игроков-субъектов 
НПС, А и В. Задачу первого игрока будет составлять максимизация эффективности, а второго ˗ миними-
зация риска, приведя задачу при этом к игровой модели с нулевой суммой, поскольку выигрыш игрока А 
равен проигрышу игрока В (выигрышу игрока в с обратным знаком), поэтому для полной задачи игры 
достаточно указать величину одного из них ‒ выигрыш игрока А (максимизацию доходности) переменной 
p, а выигрыш игрока В (минимизацию риска) переменной r, тогда r = ˗p, соответственно, достаточно рас-
сматривать лишь доходность p. То есть, задачей игрока В станет минимизация доходности (˗p). 

Допустим у игрока А есть n возможных стратегий Ai={А1, А2, А3… Аn}, (i=1, 2,..., n), и у противника – 
столько же возможных стратегий (n) Bj={B1, B2, B3 … Bn}, (j=1, 2,..., n) (игра n×n). Выбор любой пары 
стратегий Ai и Bj будет результатом игры, то есть выигрыш рij игрока А (положительный или отрицатель-
ный) и проигрыш (˗рij) игрока В.  

Данная математическая задача будет иметь определённые вводные ограничения, а именно: поскольку 
оба игрока ˗ это две стороны деятельности одного и того же субъекта НПС, поэтому иные варианты яв-
ляются нереальными и недопустимыми, то разные стратегии не могут быть выбраны, что будет отражать-
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ся в платежной матрице в качестве нулей вне главной диагонали (табл. 1). То есть в результате поиска оп-
тимальной стратегии будут иметь смысл лишь те ситуации, при которых оба игрока выберут одинаковые 
стратегии, что отражается в выборе определенного пенсионного фонда или направления инвестирования 
средств УК и т.п. 

Используя принципы максимина и минимакса  получаем, что нижняя и верхняя цена моделируемой 
игры равны (формулы 2 и 3): 

njni

pij

,1,,1

0minmax

==

==α
 (2) 

ninj

pij

,1,,1

0maxmin

==

==β
 (3) 

 

Таблица 1 
Трансформированная матрица игры «Поиск эффективной инвестиционной стратегии субъектом 
накопительной пенсионной системы». 

Table 1 
The transformed matrix of the game «Search for an effective investment strategy by a subject of the funded 
pension system». 

Ai/Bj B1 B2 … Bn αi 

А1 p11 0 … 0 0 
А2 0 p22 … 0 0 
… … … … … … 
Аn 0 0 … pnn 0 
βij p11 p22 … pnn  

 

Таким образом, в такой задаче будет отсутствовать уравновешенная пара стратегий (α≠β), и, 
следовательно, ‒ будет отсутствовать оптимальная чистая стратегия. Оптимальное решение в данном 
случае целесообразно находить случайным образом, чередуя чистые стратегии, найдя ситуацию 
равновесия матричной игры в смешанных стратегиях [5, с. 180], путём сведения её к задаче линейного 
программирования. 

Итак, смешанной стратегией SA игрока А будет являться применение чистых стратегий А1, А2, А3, ,…А n с 
соответствующими вероятностями k1, k2, k3,…, kn (пропорции вложения пенсионных накоплений в 

различные пенсионные фонды, направления инвестирования и т.д.). При этом ∑
=

n

i
ik

1

. Смешанные 

стратегии игрока А и В будут иметь вид следующих матриц (формулы 4 и 5): 









=

nq

n
A kkkk

AAAA
S

...
...

32

321  или SA= {k1, k2, k3… kn}, (i=1, 2,..., n)    (4)  









=

nq

n
B qqqq

BBBB
S

...

...

32

321  или SB= {q1, q2, q3… qn}, (i=1, 2,..., n),     [5, с. 180]  (5) 

где k1, k2, …,kn и q1, q2, …,qn ˗ вероятности применения игроками А и В стратегий А1, А2, …, Аn и В1, В2, …, Вn 
соответственно. 

Поскольку согласно основной теореме теории игр [4, с. 184], любая конечная игра двух человек с 
нулевой суммой имеет, по крайней мере, одно решение ˗ пару оптимальных стратегий ( )опт

B
опт
A SS , , в 

общем случае смешанных, и соответствующую цену игры pопт, то задача игрока А (максимизация доход-
ности) примет следующий вид: 

            (6) 

p11× k1 ≥pопт 
p22× k2≥pопт 
……………… 
 pnn× kn≥pопт 
ki ≥ 0, 
 . 
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Целевая функция будет иметь следующий вид: 

njkpkP
n

i
iiji ...3.2,1max)(

1
=→×= ∑

=      
(7) 

После деления неравенства на положительную величину pопт и замены 

    (8) 
система неравенств примет новый вид: 

     (9) 
Поскольку pопт ˗ это гарантированный выигрыш, который необходимо сделать максимальным, следо-

вательно, величину 1/pопт ˗ минимальной.  
Таким образом, задача нахождения решения в нашей игре свелась к математической задаче: поиску 

неотрицательных значений переменных х1, х2, …, хn,  удовлетворяющих ограничениям-неравенствам и 
превращающих целевую функцию в минимум:  

L(xi) = x1+x2+…+xn → min 

(или nix
n

i
i ...3.2,1min,

1
=→∑

=

)                (10) 

Окончательный вид математической модели задачи будет следующим: 















=≥

=≥×

→=

∑

∑

=

−

nix

njxp

xxL

i

n

i
iij

n

i
ii

...3,2,1,0

...3,2,1,1

min)(

1

1

     

(11) 

Из модели видно, что полученная целевая функция достигает минимума в случае, если каждое ограни-
чение выполняется как точное равенство: 

nji
p

xxp
ij

iiij ,...3,2,1,,11 ==→=×
                                                 

(12) 

Следовательно, можно найти оптимальное значение целевой функции: 

∑ ∑
= =

==
n

i

n

i ij
iопт p

xP
1 1

1

            
(13) 

Возвращаясь к исходным переменным, получаем: 

опт
опт L

P 1
=  (14), оптi

опт
i Pxk ×=  (15), 

что соответствует общеизвестному закону инвестирования средств: для достижения наибольшей эф-
фективности вложений в различные проекты в условиях риска инвестирование средств стоит осуществ-
лять обратно пропорционально доходности, поскольку большая доходность имеет потенциально больший 
риск. 

Аналогично рассматриваемой ситуации, в случае, если приоритетным критерием при принятии управ-
ленческого решения является минимизация риска, то пропорции вложения пенсионных накоплений в раз-

опт 
n 

n 
опт опт p 

k x 
p 
k x 

p 
k x = = = , ... , , 2 

2 
1 

1 

p11× x1 ≥1 
p22× x2≥1 
……………… 
 pnn× xn≥1 
xi ≥ 0, 
 . 
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личные инвестиционные проекты можно найти в результате аналогичного решения похожей задачи ли-
нейного программирования: 

     (16) 
где rопт ˗ цена игры. 
Целевая функция в этом случае будет иметь следующий вид: 

njqrqR
n

i
iiji ...3.2,1min,)(

1
=→×= ∑

=            
(17) 

После деления неравенства на положительную величину Rопт и ввода замены: 

опт

n
n

оптопт R
qx

R
qx

R
qy === ,...,, 2

2
1

1

                   
(18) 

система примет следующий вид: 

           (19) 
В данном контексте, rопт ‒ это наш гарантированный выигрыш, который необходимо сделать минима-

льным, следовательно, величину 1/rопт  ‒ максимальной. Таким образом, задача решения игры свелась к 
математической задаче: поску неотрицательных значений переменных y1, y2, …, yn, которые бы удовлетво-
ряли ограничениям-неравенствам и превращали в максимум следующую целевую функцию: 

T (yi)= y1+y2+…+yn → max 

или  niy
n

i
i ...3.2,1max,

1
=→∑

=            
(20) 

Окончательная модель задачи примет следующий вид (формула 21). 
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(21) 

Имеем, что полученная целевая функция достигает максимума в случае, если каждое ограничение вы-
полняется как точное равенство: 

nji
r

yyr
ij

iiij ,...3,2,1,,11 ==→=×
    

(22) 

Отсюда находим оптимальное значение целевой функции: 

r11× q1 ≤rопт 
r22× q2≤rопт 
……………… 
rnn× qn≤rопт 

qi ≥ 0, i=1,2,3 … ,n 

 

q11× y1 ≥1 
q22× y2≥1 
……………… 
qnn× yn≥1 
yi ≥ 0, i=1,2,…n 

 . 
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∑ ∑
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(23) 

Возвращаясь к исходным переменным, мы получаем: 

опт
опт T

R 1
=  (24) оптi

опт
i Ryq ×=  (25) 

Таким образом, решение задачи поиска оптимальной стратегии инвестирования субъектом НПС мы 
свели к решению пары равноценных двойственных задач линейного программирования на основе теории 
игр, благодаря которым находятся оптимальные стратегии ),( опт

B
опт
A SS . Пусть, например, УК имеет пять 

вариантов инвестирования пенсионных средств: в государственные ценные бумаги, объекты недвижимо-
сти, долгосрочные депозиты в банках, облигации предприятий, эмитентами которых являются резиденты 
России, акции российских эмитентов (с доходностью p1=0,3, p2=0,4, p3=0,6, p4=0,7, p5=0,8 и показателем 
риска r1=0,1, r2=0,2, r3=0,5, r4=0,6, r5=0,7 соответственно). Тогда, используя формулы 6˗7, 9˗11, можно за-
писать математическую модель задачи (формула 26). Решениями системы неравенств при этом будут сле-
дующие (формула 8):  

 .25,18,0
1;429,17,0

1;667,16,0
1;5,24,0

1;333,33,0
1

54321 ≈=≈=≈=≈=≈= xxxxx   

Тогда Lопт=3,333+2,5+1,667+1,429+1,25=10,179 (формула 12). 

 

 

 

(26) 

Тогда Pопт=1/10,179≈0,098 (формула 13). Исходя из полученных данных, искомые коэффициенты инве-
стирования пенсионных взносов будут равны: k1=3,333×0,098≈0,327; k2=2,5×0,098=0,245; 
k3=1,667×0,098≈0,163; k4=1,429×0,098≈0,14; k5=1,25×0,098≈0,123 (формула 14). Совокупная доходность 
инвестирования пенсионных взносов (формула 7) составит: 

P(ki)=0,3×0,327+0,4×0,245+0,6×0,163+0,7×0,14+0,8×0,123=0,4903≈0,49 (49 %) при коэффициенте риска:  
R(ki)=0,1×0,327+0,2×0,245+0,5×0,163+0,6×0,14+0,7×0,133=0,3333≈0,33 (33 %). 
 

Выводы 
Надежным фундаментом современного педагогического процесса при подготовке специалистов эко-

номического профиля является фундаментализация математического образования, что является залогом 
повышения прикладной направленности современного экономического образования.  

При этом огромную роль имеет приобретение студентами навыков построения математических моде-
лей. Так, использование экономико-математических методов, в частности, моделей оптимизации и теории 
игр при формировании управленческих компетенций у студентов экономических специальностей будет 
способствавать повышению уровня готовности студентов-экономистов к реализации полученных ими 
знаний в практической деятельности, и, в конечном итоге, способствовать эффективному формированию 
управленческих компетенций, связанных с финансово-экономическим анализом ситуаций в условиях 
конфликта и неопределённости. 
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