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STUDYOFTHEEXISTENCEOFTHEGLOBALSOLUTION

TOTHESYSTEMOFEQUATIONSOFTHEVERTICAL MOTION

OFTHEAIRINACHIMNEY

c⃝ S.Ghomrani

EcoleNormaleSuperieureDesEnseignantsMessaoudZeggar

Setif19000,Algeria

E-mail:sarra.ghomrani@hotmail.fr

Abstract.Inthispaper,weconsiderthesystemofequationsthatdescribesairmotion

inachimney.Byintroducingamethodbasedonthe«secondapproximation»,we

proveatheoremontheexistenceanduniquenessoftheglobalsolution.

Keywords:globalsolution;motionoftheair

Introduction

In[1]wehaveconstructedanumericalsolutiontothesystemofequationsdescribingthe

chimney’sairmotioncausedbythelatentheatofcondensingwatervapor.Thenumerical

constructionofthesolutionhasbeenmadebyusingtheapproximationofseparatingthe

temporalevolutionandtheverticalstructure.Howeverthequestionoftheexistenceand

uniquenessofthesolutionofthissystemofequations,includingthatofthesub-systemfor

theverticalstructure,hasnotbeensolvedyet.

In[2]theauthorproposesatheoremoftheexistenceanduniquenessofasystemof

equationssimilartothesub-systemforthespatialstructurestudiedin[1].Theresultin

[2]advancestheclassicaltheoremoftheexistenceanduniquenessofthelocalsolution(For

anexamplesee[3]).However,thistheoremonlyprovidestheexistenceanduniquenessof

thesolutioninaninterval,whichseemstoosmalltoguaranteethesolubilityofasystemof

equationsofthekindproposedin[1].

Inthepresentwork,notonlydidweusetheideaof[2],butwealsointroducedanother

methodbasedonthe“secondapproximation”. Weproveatheoremoftheexistenceand

uniquenessofthesolutionofanonlinearsystemforordinarydifferentialequations,atheorem

whichdevelopstheresultof[2].

Thesystemofordinarydifferentialequationsthatwewillconsidercorrespondstothe

sub-systemofverticalstructurestudiedin[3]. Wefindthistypeofequationsalwaysin

thestudyofthemotionoftheaircausedbythelatentheatofcondensationofthewater
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vaporasstorms.Thishascapturedmostresearchers’attentionandmaintainedtheirinterest

(see[4–7]).

1. Mainconcepts

Wedenoteby Tthetemperatureoftheair,ϱthedensityoftheair,v=αwthevelocity

oftheair,gthegravitationalacceleration,R1theconstantofgasdividedbythemolar

mass, cvspecificheat,πvs(T)thedensityofsaturatedvaporintheair,Σisthequantity

ofliquidorsolidwaterintheair. Weproposethefollowingsystemofequations(see[1])

w
dϱ

dz
+ϱ
dw

dz
= Htr (1.1)

ϱcv
dT

dz
R1T
dϱ

dz
=Ltrhtr, (1.2)

α(t)2ϱw
dw

dz
+R1ϱ

dT

dz
+R1T

dϱ

dz
= gϱ gΣ, (1.3)

inthedomain0<z<z1,t≥0,tomodelthemotionoftheairinaverticalcylinderof

heightz1,suchthatα(t)isafunctionoft≥0,whileϱ=ϱ(t;z),T=T(t;z),w=w(t;z)

arefunctionsof0<z<z1whichdependontheparametert≥0,Ltristhelatentheat

duetothephasetransitionofwaterfromthegasstatetotheliquidorsolidstate,Htris

thequantityofcondensationdefinedbytherelation

Htr=
(
πvs(T)

d

dz
logϱ

d

dz
πvs(T)

)
w. (1.4)

Forthepressurep,weassumedthatitisgivenbythelawvalidforaperfectgas

p=R1Tϱ.

Thesystemofequations(1.1)–(1.3)mustbeconsideredwiththeboundaryconditions

ϱ|z=0=ϱ0, T|z=0=T0, w|z=0=1. (1.5)

Inorderthattheproblemissignificantfromthephysicalpointofview,thevaluesofϱ0,T0,

w0shouldnotbearbitrary,butmustcorrespondtothephysicalrealityoftheatmosphere,

sothatthesolutionrepresentarealevolutionoftheupwardflowoftheair:ϱ0andT0must

beintheneighborhoodofvalues

ϱ0≈1204(g/m
3), T0≈300(

oK), w0≈1.

2. Semi-stationaryproblem–Firstapproximation

Wedenoteby φtheprobabilityofpermanenceofdropletsintheair,inthesystemof

equations(1.1)–(1.3),wesupposeα(t)and

Σ= 1
z1

∫t
0
φ(t s)

∫z1
0

(
πvs(T)

d
dz
logϱ d

dz
πvs(T)

)
vdzdsaregiven,sothattheequations

(1.1)–(1.3)becomestationary(inthepreviouswritingtmustbeconsidredasaparameter).
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Letusnowintroducethefirstapproximation. Wesupposethefollowingrelations

ϱ∗hscv
dT∗hs
dz

R1T
∗
hs

dϱ∗hs
dz
=
(
R1T

∗
hs+Ltr

)(
πvs(T

∗
hs)
d

dz
logϱ∗hs

d

dz
πvs(T

∗
hs)
)
, (2.1)

R1
d

dz
(ϱ∗hsT

∗
hs)= gϱ

∗
hs, (2.2)

where(ϱ∗hs(z),T
∗
hs(z))arethehydrostaticdistributionsofthedensityandthetemperature

ofhumidair.Functions(ϱ∗hs(z),T
∗
hs(z)),withtheinitialconditions

ϱ∗hs(0)=ϱ0, T∗hs(0)=T0,

issuchthatrelations(2.1),(2.2)hold.Thecoupleoffunctions(ϱ∗hs(z),T
∗
hs(z))willbeused

asafirstapproximationofoursolution.

3. Secondapproximation

Nowweproposetoconstructthesecondapproximation.

Wesuppose

h∗tr(z)=πvs(T
∗
hs(z))

d

dz
logϱ∗hs(z)

d

dz
πvs(T

∗
hs(z)). (3.1)

Letusdefinethefollowingrelations

d

dz
log̃U(z)=

h∗tr
ϱ∗hs
≡f1, (3.2)

d

dz
Ṽ(z)= α(t)2U

d

dz

U

ϱ∗hs
gΣ≡g1, (3.3)

d

dz
W̃(z)=

(R1T
∗
hs+Ltr)

ϱ∗hsT
∗
hs

πvs(Ths
∗)
d

dz
logϱhs

∗ R1
ϱ

d

dz
πvs(Ths

∗)+
d

dz

( Ltr
ϱ∗hsT

∗
hs

)
πvs(Ths

∗)≡h1,

(3.4)

wherethefunctions(U,V,W)withconditions

U(0)=ϱ0, V(0)=R1T0ϱ0, W(0)=log
Tcv0
ϱR10
+

Ltr
ϱ∗hs(0)T

∗
hs(0)

πvs(Ths
∗(0)), (3.5)

aresuchasrelations(3.2)–(3.4)hold.

4. Mainresults

Lemma4.1.LetU,VandW bethefunctionswhichsatisfyequations(3.2)–(3.4)and

conditions(3.5).

Thenthereexistfunctions(ϱ,T,w)satisfyingtherelations

U(z)=ϱ(z)w(z),V(z)=R1ϱ(z)T(z)+g

∫z

0

ϱ(z′)dz′,W(z)=log
T(z)cv

ϱ(z)R1
+
Ltr
ϱ∗hsT

∗
hs

πvs(Ths
∗).

(4.1)

Andtheyareunique.
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Proof.Itfollowsfromthethirdequationof(4.1)that

ϱ(z)=eW(z)/R1
(
T(z)e

(
Ltrπvs(T)

(R1+cv)ϱT

)
)cv/R1

e

(
Ltrπvs(T)

(R1+cv)ϱT

)

,

substitutingthisequalityinthesecondequationof(4.1),wehave

V(z)=R1e
W(z)/R1T(z)

R1+cv
R1 e

(
Ltrπvs(T)

R1ϱT

)

+g

∫z

0

eW(z)/R1
(
T(z)e

(
Ltrπvs(T)

(R1+cv)ϱT

)
)cv/R1

e

(
Ltrπvs(T)

(R1+cv)ϱT

)

dz′.

Byposingy(z)=eW(z)/R1T(z)
R1+cv
R1 e

(
Ltrπvs(T)

R1ϱT

)

,weobtain

d

dz
y(z)=

g

R1
eW(z)/(R1+cv)e

(
Ltrπvs(T)

(R1+cv)ϱT

)

y(z)
cv

R1+cv+
g1(z)

R1
, y(0)=ϱ0T0,

or

d

dz
y(z)

R1
R1+cv=

g

R1
eW(z)/(R1+cv)e

(
Ltrπvs(T)

(R1+cv)ϱT

)

+
g1(z)

R1y(z)
cv

R1+cv

, y(0)=ϱ0T0. (4.2)

We denote

Y=y
R1

R1+cv, ϕ(Y)=e

(
Ltrπvs(T)

(R1+cv)ϱT

)

,

accordingtotheTaylorformulawehave

dϕ

dY
=ϕ(Y0)+

dϕ

dY
|Y=Y0(Y Y0)+R(Y).

Wesubstituteintheequation(4.2)andobtain

d

dz
Y+

g

R1
e

W
(R1+cv)

dϕ

dY
|Y=Y0Y=

1

R1
g1y

−cv
R1+cv+

g

R1
e

W
(R1+cv)

(
ϕ(Y0)+Y0

dϕ

dY
|Y=Y0+R(Y)

)
,

Y(0)=Y0.

ThesolutionofthisCauchyproblemisdefinedby

Y(z)=Y0e
∫z
0
g
R1
e
− W
(R1+cv)dϕ

dY
|
Y=Y0

dz′
+

+

∫z

0

(1

R1
g1y

−cv
R1+cv+

g

R1
e

W
(R1+cv)

(
ϕ(Y0)+Y0

dϕ

dY
|Y=Y0+R(Y)

))
e
∫z′
0

g
R1
e
− W
(R1+cv)dϕ

dY
|
Y=Y0

dz′′
dz′.

FoundY(z)thesolutionoftheCauchyproblem(4.2),wecandefineimmediatelyT.Being

constructedT,wecandefineϱ(T)asfollowing

ϱ=eW(z)/R1
(
T(z)e

(
Ltrπvs(T)

(R1+cv)ϱT

)
)cv/R1

e

(
Ltrπvs(T)

(R1+cv)ϱT

)

andw(z)bytherelation(4.1).

Thefunctions(ϱ,T,w)thusconstructedwillbeusedastheSecondapproximation.
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5. Prioriestimates

Letusdefinethefamilyofdistances

κ(φ1,φ2)(z)=max sup
0≤z′≤z

|φ1(z
′) φ2(z

′)|,sup
0≤z′≤z

d

dz′
φ1(z

′)
d

dz′
φ2(z

′)
)
,

for0≤z≤z1,wedenote

κϱ(z)=κ(ϱ,ϱ
∗
hs)(z), κT(z)=κ(T,T

∗
hs)(z), κw(z)=κ(w,

U

ϱ∗hs
)(z),

Aκ(z)={(ϱ,T,w)/κ(ϱ,ϱ)(z
′)≤κϱ(z

′),κ(T,T)(z′)≤κT(z
′),κ(w,w)(z′)≤κw(z

′)}.

Wesupposethat,if (ϱ,T,w)∈Aκ(z1),wewillhave

ϱ(z)≥
1

2
ϱ(z) T(z)≥

1

2
T(z) w(z)≥

1

2
w(z) ∀z∈[0,z1].

Hypothesis(a)Ontheinterval [0,z](z∈]0,z1]),wesupposethatthesolutionofthe

systemofequations(1.1)–(1.3)withtheinitialconditions(1.5)belongstoAκ(z).

Toshowtheexistenceandtheuniquenessofthesolutionofthesystemofequations

(1.1)–(1.3),wepose

U(z)=ϱ(z)w(z), V(z)=R1ϱ(z)T(z)+g

∫z

0

ϱ(z′)dz′, W(z)=log
T(z)cv

ϱ(z)R1
+
Ltr
ϱT
πvs(T).

wenotethatU,V,W verifytheequations

d

dz
(logU logU)=f1 f1,

d

dz
(V V)=g1 g1,

d

dz
(W W)=h1 h1,

where

f1=
(
πvs(T)

d

dz
logϱ

d

dz
πvs(T)

)1

ϱ
, g1= α2U

dw

dz
gΣ

h1=
(R1T+Ltr)

ϱT
πvs(T)

d

dz
logϱ

R1
ϱ

d

dz
πvs(T)+

d

dz

(Ltr
ϱT

)
πvs(T), (5.1)

withtheinitialconditions

logU(0) logU(0)=0 V(0) V(0)=0 W(0) W(0)=0,

wheref1,g1,h1aredefinedin(3.2)–(3.4).

Forthefunctionsφ(ϱ,T,w)wewillalsousethenotation

[φ]κ(z)= sup
(ϱ,T,w)∈Aκ(z),z′∈[0,z]

φ(ϱ,T,w)(z′)



588 S.Ghomrani

Lemma5.1.Lety(z)=eW(z)/R1T(z)
R1+cv
R1 e

(
Ltrπvs(T)
R1ϱT

)

,assumingthat(a)isverified

wehave

|Y(z) Y(z)|≤

∫z

0

MY(z
′)dz′. (5.2)

d

dz
Y(z)

d

dz
Y(z)≤MY(z), (5.3)

where

MY(z)=
(
1+

g1

y
cv

(R1+cv)

g

R1
e

W
(R1+cv)

(
ϕ(Y0)+

d

dY
ϕ(Y)|Y=Y0+R(Y)

))
×

×
(2Y0g

R1
e
g
R1

∫z′
0

dϕ
dY
ϕ(Y)|Y=Y0e

−W
(R1+cv)dz′

(dϕ

dY
|Y=Y0

2e
−W

(R1+cv)

(R1+cv)

∫z′

0

(φThκT+φ
ϱ
hκϱ)dz

′′
)
+

e
−W
R1+cv(

dϕ

dY
|Y=Y0

dϕ

dY
|Y=Y0)

)
+e

∫z′
0

g
R1

d
dY
ϕ(Y)|Y=Y0e

−W
(R1+cv)dz′′

×

×
((cv|g1|

R1+cv

[1

ϱT

] cv
R1+cv

([1

ϱ

]

κ
κϱ+

[1

T

]

κ
κT

)
+
[1

ϱT

] cv
R1+cv

κ

(
ϕwgκw+ϕ

ϱ
gκϱ

))
+

+
g

R1

(
e

−W
(R1+cv)

(
Y0(
d

dY
ϕ|Y=Y0

d

dY
ϕ|Y=Y0)+(R(Y) R(Y))

)
+

+(ϕ(Y0)+
dϕ

dY
|Y=Y0Y0+R(Y))

2e
−W

(R1+cv)

(R1+cv)

∫z′

0

(φThκT+φ
ϱ
hκϱ)dz

′′
))
,

andϕwg,ϕ
ϱ
g,φ

T
h,φ

ϱ
h,g1aredefinedasfollows

|g1(z) g1(z)|≤Φ
w
gκw+Φ

ϱ
gκϱ, (5.4)

where

Φwg=2α
2ϱ∗hs

[dw

dz

]

κ
+2α2U,

Φϱg=2α
2
[dw

dz

]
[w]κ.

φϱh=
[1

ϱ

]

κ
[πvs(T)]κ

(
R1+Ltr

[1

T

]

κ

)(
[
1

ϱ
]κ+

dϱhs
dz

[1

ϱ

]

κ

1

ϱ∗hs
+
dϱhs
dz

[1

ϱ2

]

κ

)
+ (5.5)

+R1

[dπvs
dT

]

κ

dThs
dz

[1

ϱ2

]

κ
+Ltrπvs(T)

[
|
d

dz
(
1

ϱ2T
)|
]

κ
.

φTh=
[
πvs(T)

]

κ

(1

ϱhs
|
dϱhs
dz
|
(R1[T]κ+Ltr

T[ϱT]κ
+
R1

ϱT

)
+Ltr(

d

dz
|
1

T[ϱT]κ
|)
)

(5.6)

+
[d

dT
πvs(T)

]

κ

(
(R1+

Ltr
[T]κ
)[
1

ϱ2
]κ|
dϱhs
dz
|+
R1
ϱ
+Ltr[|

d

dz
(
1

Tϱ
)|]κ

)
+
1

ϱ
[|
dT

dz
|]κ[
d2πvs
dT2

]κ.
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Proof.Inasimilarwayto(4.2),wehave

d

dz
Y+

g

R1
e

W
(R1+cv)

dϕ

dY
|Y=Y0Y=

1

R1
g1y

−cv
R1+cv+

g

R1
e

W
(R1+cv)

(
Y0
dϕ

dY
|Y=Y0+R(Y)

)
,

Y(0)=Y0.

ThesolutionofthisCauchyproblemisdefinedby

Y(z)=Y0e
∫z
0
g
R1
e
− W
(R1+cv)dϕ

dY
|Y=Y0dz

′

+

+

∫z

0

(1

R1
g1y

−cv
R1+cv+

g

R1
e

W
(R1+cv)

(
Y0
dϕ

dY
|Y=Y0+R(Y)

))
e
∫z′
0

g
R1
e
− W
(R1+cv)dϕ

dY
|Y=Y0dz

′′

dz′.

Henceweobtain

Y(z) Y(z)=Y0

(
e
∫z
0
g
R1
e
−W
R1 d

dY
ϕ|Y=Y0 e

∫z
0
g
R1
e

−W
(R1+cv) d

dY
ϕ|
Y=Y0

)
+ (5.7)

+

∫z

0

[
e
∫z
0
g
R1
e

−W
(R1+cv) d

dY
ϕ|Y=Y0

( g1

R1y
cv

R1+cv

g

R1
e

−W
(R1+cv)(ϕ(Y0)+

d

dY
ϕ|Y=Y0Y0+R(Y))

)
+

e
∫z
0
g
R1
e

−W
(R1+cv) d

dY
ϕ|
Y=Y0

( g1

R1y
cv

R1+cv

+
g

R1
e

−W
(R1+cv)(ϕ(Y0)+

d

dY
ϕ|Y=Y0Y0+R(Y))

)]
dz′.

From(3.3)weobtain(5.4).

Ontheotherhand,takingintoaccounttherelationshtr≥0,and(3.4)weobtain

|e
H1(z

′)
R1+cv e

H1(z
′)

R1+cv|≤
2exp

(
H1

R1+cv

)

R1+cv

∫z

0

(φϱhκϱ+φ
T
hκT)dz

′, (5.8)

where

H1(z)=

∫z

0

h1(z
′)dz′, H1(z)=

∫z

0

h1(z
′)dz′,

andφϱh,φ
T
h aredefinedby(5.5),(5.6).

Byusingy(z)=ϱ(z)T(z),y(z)=ϱ(z)T(z),from(5.7),(5.4),(5.8)weobtain(5.2)and

(5.3).

Lemma5.2.Wesupposethathypothesis(a)issatisfied,thenwehave

|T T|≤Ψ0T(κϱ,κT,κw)(z), (5.9)

|
dT

dz

dT

dz
|≤Ψ1T(κϱ,κT,κw)(z), (5.10)

|ϱ ϱ|≤Ψ0ϱ(κϱ,κT,κw)(z), (5.11)

|
dϱ

dz

dϱ

dz
|≤Ψ1ϱ(κϱ,κT,κw)(z). (5.12)

|w(z) w(z)|≤Ψ0w(κϱ,κT,κw)(z). (5.13)
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|
dw

dz
(z)

dw

dz
(z)|≤Ψ1w(κϱ,κT,κw)(z). (5.14)

Where

Ψ0T(κϱ,κT,κw)=
1

d
dT
(Z(T∗))

∫z

0

My(z
′)dz′.

Ψ1T(κϱ,κT,κw)=
1

(d
dT
Z(T∗))2

(d

dT
Z(T∗)MY(z)

d2

dT2
Z(T∗)

∫z

0

MY(z
′)dz′
)

Ψ0ϱ(κϱ,κT,κw)=[ϱT]κ
1

T[T]κ
Ψ0T+

R1+cv
R1

1

T
[ϱT]

cv
R1+cv
κ

∫z

0

My(z
′)dz′.

Ψ1ϱ(κϱ,κT,κw)=
[d

dz
(
1

[T]T
)
]
κ
Ψ0T+

[ 1

[T]κT

]
κ
Ψ1T+

R1+cv
R1

∫z

0

MY(z
′)dz′

d

dz

1

T

)
[ϱT]

cv
R1+cv
κ +

+
1

T

d

dz
[ϱT]

cv
cv+R1
κ

)
+
R1+cv
R1

1

T
[ϱT]κMY(z).

Ψ0w(κϱ,κT,κw)=
e[F1]κ

ϱ

[1

ϱ

]

κ
Ψ0ϱ(z)+2e

[F1]κ
[1

ϱ

]
×

∫z

0

φTfκT+φ
ϱ
fκϱ
)
dz′.

Ψ1w(κϱ,κT,κw)=
1

ϱ[ϱ]κ
[f1]κ+

1

ϱ[ϱ2]κ
[|
dϱ

dz
|]κ+

1

ϱ2[ϱ]κ
[|
dϱ

dz
|]κ
)
e[F1]κΨ0ϱ+

e[F1]κ

ϱ[ϱ]κ
Ψ1ϱ+

+2e[F1]κ(
d

dz

1

[ϱ]κ

)
+
[f]κ
[ϱ]κ
)

∫z

0

(φTfκT+φ
ϱ
fκϱ)dz

′+
[1

ϱ

]
κ
eF1(φTfκT+φ

ϱ
fκϱ),

suchasZ(T),φTf1,φ
ϱ
f1
aredefinedasfollows

Z(T)=Te
Ltrπvs(T)
(R1+cv)ϱT,

φTf=
(
(2
[1

ϱ3

]

κ

[
|
dϱ

dz
|
]

κ
+
[1

ϱ2

]

κ
)+
[1

ϱ2

]

κ

[
|
dT

dz
|
]

κ

[d

dT
πvs(T)

]

κ

)
, (5.15)

φϱf=
(
(
[1

ϱ2

]

κ

[
|
dϱ

dz
|
]

κ
+
[1

ϱ

]

κ
)
[d

dT
πvs(T)

]

κ
+
[1

ϱ

]

κ
+
[
|
dT

dz
|
]

κ

[d2

dT2
πvs(T)

]

κ

)
. (5.16)

Proof. Wedefinethefunction

Z(T)=Te
Ltrπvs(T)
(R1+cv)ϱT,

sowehave

T=Z 1(Te
Ltrπvs(T)
(R1+cv)ϱT), (5.17)

Takingintoaccounttherelation(5.17),wehave

T(z) T(z)=
d

dz
Z 1(Z∗)(Y Y)=

Y Y
d
dT
Z(T∗)

,

with
d

dT
Z(T)=e

Ltrπvs
(R1+cv)ϱT

(
1+

Ltr
dπvs
dT

(R1+cv)ϱ

Ltrπvs(T)
dT
dz

(R1+cv)ϱT

)
.
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Therefore,accordingto(5.2)weobtain(5.9).

Inaddition,wehave

dT

dz

dT

dz
=

1

(d
dT
Z(T∗))2

(d

dT
Z(T∗)MY(z)

d2

dT2
Z(T∗)

∫z

0

MY(z
′)dz′
)
.

Similarlytoestimate(5.9),weobtain(5.10).

Forestimation(5.11)wehave

ϱ=ew/R1(Te
Ltrπvs

(R1+cv)ϱT)
cv
R1e

Ltrπvs
(R1+cv)ϱT.

Withasimple calculationweobtain

ϱ=ew/R1T
R1+cv
R1 e

Ltrπvs
(R1+cv)ϱT

1

T
=y
1

T
,

so

ϱ ϱ=y(
1

T

1

T
)+
1

T
(y y).

Inadditionwehave

dϱ

dz

dϱ

dz
=
d

dz
(
1

TT
)(T T)+

1

TT

d

dz
(T T)+

R1+cv
R1

(d

dz

1

T

)
[y]

cv
R1+cv(Y Y)+

1

T

d

dz
y

cv
(R1+cv)(Y Y)+[y]

cv
R1+cv
κ

d

dz
(Y Y)

))
,

and

(Y Y)=
R1

R1+cv
y

−cv
R1+cv(y y). (5.18)

From(5.18),(5.9),(5.10)weobtain(5.11),(5.12).

Toobtain(5.13)and(5.14),wedenoteby:

F1(z)=

∫z

0

f1(z
′)dz′ F1(z)=

∫z

0

f1(z
′)dz′.

Accordingto(3.2)–(4.1),wehave

w(z) w(z)=
eF1

ϱϱ
(ϱ ϱ)+

1

ϱ
(eF1 eF1)

)
.

dw

dz

dw

dz
=
d

dz
(
eF1

ϱϱ
)(ϱ ϱ)+(

eF1

ϱϱ
)
d

dz
(ϱ ϱ)+

+
[
eF1(ϱ ϱ)(

f1
ϱϱ
+
d

dz

1

ϱϱ
)+(eF1 eF1)

d

dz

1

ϱ
+
1

ϱ
(eF1f1 eF1f1)

]

From(1.4),(3.1),(5.1),wehave

F1 F1=2e
[F1]κ

∫z

0

(φTfκT+φ
ϱ
fκϱ)dz

′,

whereφTf,φ
ϱ
faredefinedin(5.15),(5.16).

Thuswefind(5.13),(5.14).
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Theorem5.1.Let0<z1<z1.Ifthereisε0suchas0<ε0<1andtherelations

max(Ψ0ϱ(κϱ,κT,κw)(z),Ψ
1
ϱ(κϱ,κT,κw)(z))≤(1 ε0)κϱ(z) (5.19)

max(Ψ0T(κϱ,κT,κw)(z),Ψ
1
T(κϱ,κT,κw)(z))≤(1 ε0)κT(z), (5.20)

max(Ψ0w(κϱ,κT,κw)(z),Ψ
1
w(κϱ,κT,κw)(z))≤(1 ε0)κw(z) (5.21)

areverifiedforallz∈[0,z1],thenthereexistsauniquesolutionforthesystem(1.1)–(1.3)

withinitialconditions(1.5)in[0,z1].

Proof. Weconsiderthesystemfor(ϱ,T,w)and(ϱ,T,w)whichisexpressedbythe

system(ϱ∗hs,T
∗
hs,

U
ϱ∗hs
)forz=0. Wehave

ϱ(0)=ϱ(0)=ϱ∗hs(0)=ϱ0,T(0)=T(0)=T
∗
hs(0)=T0,w(0)=w(0)=w

∗
hs(0)=w0,(5.22)

(whereϱ∗hs(0)=ϱ
∗
hs(z(0)),T

∗
hs(0)=T

∗
hs(z(0))),usingtheexpressionshtr,g1,g1inz=0,

wehave

w0
dϱ

dz
+ϱ0
dw

dz
=w0

dϱ

dz
+ϱ0
dw

dz
=w0

dϱ∗hs
dz
+ϱ0

d

dz

U

ϱ∗hs
= w0htr(0)

R1T0
dϱ

dz
+cvϱ0

dT

dz
= R1T0

dϱ

dz
+cvϱ0

dT

dz
= R1T0

dϱ∗hs
dz
+cvϱ0

dT∗hs
dz
=(R1T0+Ltr)htr(0)

R1T0
dϱ

dz
+R1ϱ0

dT

dz
=R1T0

dϱ

dz
+R1ϱ0

dT

dz
= gϱ0+g1(0)(= gϱ0+g1(0)),

R1T0
dϱhs
dz
+R1ϱ0

dThs
dz
= gϱ0.

Afterasimplecalculationweobtain

dϱ

dzz=0
=
dϱ

dzz=0
,

dT

dzz=0
=
dT

dzz=0
,

dw

dzz=0
=
dw

dzz=0
. (5.23)

Ontheotherhand,wehave

w0
d

dz
(ϱ ϱ∗hs)

z=0
+ϱ0

d

dz
(w

U

ϱ∗hs
)=0,

R1T0
d

dz
(ϱ ϱ∗hs)

z=0
+cvϱ0

d

dz
(T T∗hs)

z=0
=0,

R1T0
d

dz
(ϱ ϱ∗hs)

z=0
+R1ϱ0

d

dz
(T T∗hs)

z=0
=g1(0),

bysolvingthissystemweobtain,

dϱ

dzz=0

dϱ∗hs
dz z=0

=
cvg1(0)

R1T0(R1+cv)
,
dT

dzz=0

dT∗hs
dz z=0

=
g1(0)

ϱ0(R1+cv)
,

dw

dzz=0

d

dz

U

ϱ∗hs

)

z=0
=

cvw0g1(0)

R1ϱ0T0(R1+cv)
.
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Itisclearthatg̃1≠0,sofrom(5.22)and(5.23)itfollowsthatthereexistszε>0so

thatthehypothesis(a)isverifiedontheinterval[0,zε].

Therefore,accordingtoLemma5.2andrelations(5.19)–(5.21)thesolution(w,ϱ,T)can

beextendeduntilz1. WhichprovesTheorem1.

Theuniquenessofthesolutionresultsfromtheuniquenessofthelocalsolution.

Corollary5.1.Let0=z0<z1<···<zn 1<zn=z1. Wesupposethat

i)therelations(5.19)–(5.21)withinitialconditionsϱ0=ϱ(z0),T0=T(z0),w0=w(z0)are

verifiedforallz∈[z0,z1],

ii)ifϱ(zi),T(zi),w(zi)arethevaluesinz=ziofsolutionofsystem(1.1)–(1.3)in

theinterval[zi1,zi],relations(5.19)–(5.21)withinitialconditionsϱ0=ϱ(zi),T0=T(zi),

w0=w(zi)areverifiedforallz∈[zi,zi+1],i=1,···,n 1.

Thenthereisauniquesolutionofsystem(1.1)–(1.3)withinitialconditions(1.5)in[0,z1].

Proof. Byapplying Theorem5.1successivelyoneachsubinterval [zi,zi+1],

i=0,···,n 1,thereexistsauniquesolutionofsystem(1.1)–(1.3)withinitialconditions

(1.5)in[0,z1].

ThiscorollaryisatrivialconsequenceofTheorem1,butinpracticeweareusuallyobliged

touseit,becausetheintervaloftheexistenceofthesolutionthatthetheoremguarantees

isoftentoosmall,whiletheactualsolutionexistsinrelativelylongerinterval.
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Abstract.Inthiswork,weproposenewsufficientconditionstosolvethespectral

pollutionproblembyusingthegeneralizedspectrummethod.Wegivethetheoretical

foundationofthegeneralizedspectralapproach,aswellasillustrateitseffectiveness

bynumericalresults.

Keywords:generalizedspectrum,Schr̈odingeroperator,eigenvalueapproximation

Introduction

Spectralapproximationfordifferentialoperatorstakesplaceindifferentapplicationsin

conjunctionwiththestudyofthemathematicalmodeling,asthecaseofSchr̈odingeroperator

inthequantumphysics.Numericaldiscretizationoftheseproblemsleadstospuriousresults,

aphenomenonknownasspectralpollution(seee.g.[1–5]).Inthiswork,weestablishnew

sufficientconditionstodealwiththespectralpollutionbyusingthegeneralizedspectrum

method.Thismethodwasintroducedin[6],andrecentlywasdevelopedin[7].

LetT andSbetwoboundedoperatorsdefinedonBanachspaceX,wedefinethe

generalizedresolventsetby

re(T,S)={z∈C:(T zS)isbijective}.

Thecomplementaryofthegeneralizedresolventsetisthegeneralizedspectrumset,denoted

bysp(T,S). Wesaythatλisageneralizedeigenvalueof(T,S)ifthereexistsu∈X\{0}

suchthatTu=λSu(see[8]).

In[6],itisshownthattheSchr̈odingeroperator,sayA,hasadecompositionintotwo

boundedoperators,sayTandS,thatallowstoexpressitsspectrumintermsofgeneralized

spectrum,i.e.

sp(A)=sp(T,S).

ThroughnumericalapproximationoftheboundedoperatorsTandSbysequencesof

boundedoperators(Tn)n∈N and(Sn)n∈N,wecanprovethatlim
n→∞

sp(Tn,Sn)=sp(T,S),
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wherethelimitisdefinedtosatisfythepropertyU:ifTn→ T,Sn→ S,λn∈sp(Tn,Sn)

andλn→λ,thenλ∈sp(T,S).

ThisproprietyUisanaturalextensionoftheclassicalcaseS=I(see[9]).

In[6],theauthorshowedthattheProprietyUisvalidunderthenormconvergenceof

(Tn)n∈Nand(Sn)n∈NtoTandS.Inthiswork,weshowthatunderthecollectivelycompact

convergenceof(Tn)n∈N and(Sn)n∈N toTandS,theproprietyUalsotakesplace.Finally,

ournumericalapplication(see[7])showsthecoherenceandeffectivenessofthegeneralized

spectrummethodincomparisonwithothermethods.

1. Generalizedspectralapproximationundercollectivelycompactconvergence

Inthissection,weprovethattheproprietyUcanbeobtainedunderthecollectively

compactconvergence.LetX beaBanachspace,wedenotebyBL(X)thespaceofbounded

linearoperatorsactingonX.LetTandSbetwooperatorsinBL(X). Weassumethat

thereexist(Tn)n∈N and(Sn)n∈N inBL(X)suchthat

(B1)Tn
cc
→T,

(B2)Sn
cc
→S,

whereSn
cc
→Sstandsforthecollectivelycompactconvergence,i.e.iftheset

∪

n≥n0

{Snx Sx:x∈X, ∥x∥X=1}

isrelativelycompactinX andforallx∈X,Snx→Sxpointwisely.

Inwhatfollows,thepointwiseconvergencewillbedenotedby·
p
→·.

Inthissection,westateasetoflemmaswhichwillbeneededintheproofsofourmain

theorems.

Lemma1.1.IfTn
p
→TandSn

cc
→S,thenforanyboundedoperatorH inBL(X),

∥(Tn T)H(Sn S)∥→0.

Proof.SinceTn
p
→T,andtheset

H(
∪

n≥n0

{Sx Snx:∥x∥=1}),

hascompactclosure,then∥(Tn T)H(Sn S)∥→0.

Lemma1.2.LetT,T,S,S∈BL(X),andletz∈re(T,S)besuchthat

∥
[(
(T T) z(S S)

)
(T zS)1

]2
∥<1.

Thenz∈re(T,S),and

∥(T zS)1∥≤
∥(T zS)1∥

[
1+∥

(
(T T) z(S S)

)
(T zS)1∥

]

1 ∥
[(
(T T) z(S S)

)
(T zS)1

]2
∥

.
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Proof. WedenoteE=(T T)(T zS)1,F=(S S)(T zS)1,then

T zS=[I (E zF)](T zS).

So,byusingthesecondNeumannexpansion(see,[9]),weobtainthat

(T zS)1 =(T zS)1
∞∑

k=0

(E zF)2k

+(T zS)1
∞∑

k=0

(E zF)2k+1

=(T zS)1
[
I+(E zF)

]∞∑

k=0

[
(E zF)2

]k
.

∥(T zS)1∥ ≤
∥(T zS)1∥

(
1+∥E zF∥

)

1 ∥(E zF)2∥
.

Proposition 1.1.If(B1)and(B2)areobtained,thenforeachz∈re(T,S),z

belongstore(Tn,Sn)forbigenoughn.

Proof.Letz∈re(T,S),forbigenoughnweconsider

Tn zSn=[I (En zFn)](T zS),

whereEn=(T Tn)(T zS)
1andFn=(S Sn)(T zS)

1.Firstly,wehave

(En zFn)
2=(En)

2+(zFn)
2 zEnFn zFnEn.

So,accordingtolemma1.1,wefind∥(En zFn)
2∥→0.Thus,byapplyinglemma1.2,we

obtainthatz∈re(Tn,Sn)forbigenoughn.

ThefollowingtheoremshowsthatthepropertyUisvalidunderthecollectivelycompact

convergence.

Theorem1.1.Under(B1)and(B2),ifforeach nbigenough,λn∈sp(Tn,Sn)and

λn→λ,thenλ∈sp(T,S).

Proof.Assumethat λ ∉sp(T,S),knowingthatsp(T,S)isclosed(seee.g.[6]),

thereexistsr>0suchthattheballB(λ,r)iscontainedinre(T,S).Henceaccordingto

proposition1.1,B(λ,r)iscontainedalsoinre(Tn,Sn)fornbigenough.Ontheotherhand,

wehaveλn→λ.Thusthereexistsn0suchthatforanyn≥n0,λn∈B(λ,r)⊂re(Tn,Sn)

whichformsthecontradiction.
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2. Numericalapplication

Asanexample,forwhichthenumericalresultsareavailablebyotherapproaches,we

considerthefollowingproblemfrom[10],whichisalsostudiedin[1].

Weconsidertheunboundedoperator AdefinedinL2(0,+∞)bythedifferentialequation

u′′+x2u=0, u(0)=0.

Thisistheharmonicoscillatorproblemwithdomain

D(A)=H2(0,∞)
∩{

u∈L2(0,∞):

∫∞

0

x2|u|2dx<+∞

}

.

First,accordingtothetheoryofpseudospectrumforself-adjointoperators(see[6,7,11]

)wecanfind

sp(A)=
∪

a>0

sp(Aa), (2.1)

whereAaistheSchr̈odingeroperatorwhichhasthesameformulaasAinL
2(0,a),but

withtheDirichletconditionatthepointa.ThedomainofAaisgivenby

D(Aa)=H
2(0,a)

∩
H10(0,a).

Leta>0,wedenotebyLatheLaplacianoperatordefinedonL
2(0,a)by

Lau= u′′, D(L)=H2(0,a)
∩
H10(0,a).

Proposition 2.2. La isinvertibleanditsinverseistheboundedoperatorSa
definedby

Sau(x)=

∫a

0

G{0,a}(x,y)u(y)dy, u∈L2(0,a),

where

G{0,a}(x,y)=

{
x(a y)
a

0≤x≤y≤a,
y(a x)
a

0≤y≤x≤a.

Proof.See[12].

LetTabetheboundedoperatordefinedonL
2(0,a)toitselfby

Tau(x)=u(x)+

∫a

0

G{0,a}(x,y)y
2u(y)dy, ∀x∈[0,a].

Theorem2.2. sp(A)=
∪

a>0

sp(Ta,Sa),
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Proof.Accordingtoequality(2.1),weonlyneedtoshowthatsp(Aa)=sp(Ta,Sa)for

a>0.LetλbeaneigenvalueofAawitheigenvectoru∈D(Aa)\{0},byapplyingSato

Aau=λuweget

Tau=λSau,

whichimpliesthat λisageneralizedeigenvalueofthecouple(Ta,Sa)witheigenvector

u∈L2(0,a)\{0}.Inversely,letλbeageneralizedeigenvalueofthecouple(Ta,Sa)with

eigenvectoru∈L2(0,a)\{0},i.e.Tau=λSau,so

u=λSau Sa(vu)⇒u=Sa(λu vu),

wherev(x)=x2.Sinceλu vu∈L2(0,a),wefindu∈D(La)=D(Aa),then

u+Sa(vu)=λSau⇒Lau+vu=λu.

Now,weusenumericalmethodstoapproachtheoperatorsTaandSa. Webeginbythe

Nystr̈ommethodthentheSloanmethodandtheKantorovichmethod.

1.Nystr̈om method:Wedefineasubdivisionof [0,a]forn≥2by

hn=
a

n 1
,xi=(i 1)hn,1≤i≤n.

LetTa,nandSa,nbeapproximationofTaandSarespectively,accordingtotheNystr̈om

method(see[13]),

Ta,nun(x) =un(x)+
n∑

i=1

wiG{0,a}(x,xi)x
2
iun(yi),

Sa,nun(x) =

n∑

i=1

wiG{0,a}(x,xi)un(xi),

where{wi}
n
i=1 arerealweightssuchthatsup

n≥2

n∑

i=1

|wi|<∞.

Then,wegetthematrixgeneralizedeigenvalueproblem,A=λnBwhere

A(i,j)=I(i,j)+wiG{0,a}(xj,xi)x
2
i, B(i,j)=wiG{0,a}(xj,xi),

In×nrepresentstheidentitymatrix.Finally,weusethefunction”eig”inMatlabtocalculate

thegeneralizedeigenvalueofthecouple(A,B).

NotethatinthiscaseofusingtheNystr̈ommethod,thecollectivelycompactconvergence

takesplace(see[13]).
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2.Sloanmethod:Byusingtheprevioussubdivisionof[0,a],wedefinetheapproximate

operatorsTa,nandSa,nofTaandSarespectively,byusingtheSloanmethod(see[9]),i.e.

forallx∈[0,a],

Ta,nun(x) =
n∑

i=1

un(xi)ei(x)+
n∑

i=1

w1,i(x)un(xi),

Sa,nun(x) =
n∑

i=1

w2,i(x)un(xi),

where

w1,i(x)=

∫a

0

G{0,a}(x,y)y
2ei(y)dy,w2,i(x)=

∫a

0

G{0,a}(x,y)ei(y)dy,1≤i≤n,

andfor2≤i≤n 1,

ei(x) =






1
|x xi|

hn
, xi1≤x≤xi+1

0, otherwise.

e1(x) =






x2 x

hn
, x1≤x≤x2

0, otherwise.

en(x) =






x xn 1
hn

, xn 1≤x≤xn

0, otherwise.

Then,wegetthematrixgeneralizedeigenvalueproblemA=λnB,where

A(i,j)=I(i,j)+w1,i(xj),B(i,j)=w2,i(xj).

Finally,weusethefunction"eig"inMatlabtocalculatethegeneralizedeigenvalueofthe

couple(A,B).

NotethatonthecaseoftheSloanprojectionmethod,thecollectivelycompactconver-

gencealsotakesplace(see[9]).

3.Kantorovich method:Byusingagaintheprevioussubdivisionof[0,a],weapply

theKantorovichprojectionmethod(see[9]),wegetforallx∈[0,a]

un(x)+
n∑

i=1

(

∫a

0

G{0,a}(xi,y)y
2un(y)dy)ei(x)=λn

n∑

i=1

(

∫a

0

G{0,a}(xi,y)un(y)dy)ei(x).(2.2)

Multiplyingfirstby G{0,a}(xj,x)x
2 thenbyG{0,a}(xj,x)andintegratingover[0,a]the

equation(2.2),thisleadstothematrixgeneralizedeigenvalueproblem

[
A+In×n On×n
B In×n

][
β1
β2

]

=λ2n

[
On×n A

On×n B

][
β1
β2

]

,
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Table1.Thenumericalresultsfora=5

Nystrom Sloan Kantorovich resultsof[10]

2.9998027 3.0001972 3.0001972 2.9621125

6.9990159 7.0009887 7.0009887 6.8083144

10.9977898 11.0026039 11.0026039 10.5272610

15.0013776 15.0103317 15.0103317 14.1401140

19.0656824 19.0806050 19.0806050 17.8348945

where

β1(j)=

∫a

0

G{0,a}(xj,y)y
2un(y)dy,β2(j)=

∫a

0

G{0,a}(xj,y)un(y)dy,1≤j≤n,

and(A,B)arethesamematricespresentedintheSloanmethod.Finally,weuseagainthe

function"eig"inMatlabtocalculatethegeneralizedeigenvalueof

([
A+In×n On×n
B In×n

]

,

[
On×n A

On×n B

])

Inthiscaseofthe Kantorovichprojection method,thenormconvergencetakesplace

(see[9]).

Wefix n=200toapproachtheeigenvaluesinourexamplebyusingthethreenumerical

methods,wecompareourresultswiththosein[10].Table(3.)showsthenumericalresults.

3. Conclusion

Ourstudyshowstheefficiencyofthegeneralizedspectrummethod,fromboththeoretical

andnumericalpointsofview.Thistechniqueappearstobeacomputationallyattractivetool

forresolvingthespectralpollution.Weresolveditbytreatingtheanalyticalquestion,tofind

theboundedoperatorsTandSrepresentingthespectrumproprietiesoftheSchr̈odinger

operatorinthetheoryofgeneralizedspectrum.

Asperspective,wewilltrytoanswerthisquestioninmorecomplicatedcase,fortwo

dimensionsandthenforthreedimensions,wherethegeometryofthedomainandthe

boundaryconditions,willformthemainpartoftheproblem. Wewillalsotrytogeneralize

thismethodtootherunboundedoperators.
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Аннотация.Исследуетсяасимптотическоеповедение функцииценывзада-

чеуправлениянабесконечнымгоризонтеснеограниченнорастущемподынте-

гральноминдексом,дисконтированномвцелевомфункционале.Задачиуправ-

лениятакоготипасвязанысанализомтрендовтраекторийвмоделяхэкономи-

ческогороста.Полученовыражениесвойствстабильностифункцииценывин-

финитезимальнойформе.Такоепредставлениеобеспечиваетсовпадениефунк-

цииценысобобщеннымминимакснымрешениемуравненияГамильтона–Якоби.

Установлено,чтокраевоеусловиедляфункцииценыподменяетсясвойством

подлинейнойасимптотики.Приводитсяпример,иллюстрирующийпостроение

функцииценыкакобобщенногоминимаксногорешениявмоделяхэкономиче-

скогороста.

Ключевыеслова:оптимальноеуправление;функцияцены;свойствастабильно-

сти;уравненияГамильтона–Якоби;асимптотика;экономическийрост

Введение

Условиястабильностииграютключевуюрольвтеорииоптимальногоуправления

итеориидифференциальныхигр.Онипозволяютнаходитьоптимальноеуправление

попринципуобратнойсвязи.Онитакжеобеспечиваютосновудляразработкиконечно-

разностныхоператороввсеточныхметодахаппроксимациифункциицены[1].

УсловиястабильностибыливведеныН.Н.КрасовскимиА.И.Субботинымдлятео-

риидифференциальныхигр[2]иобобщенывинфинитезимальнойформевтеории

РаботавыполненаприподдержкеПрограммыУрОРАН(проект№18-1-1-10).
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негладкогоанализа(минимаксныерешения,вязкостныерешения)уравненийвчаст-

ныхпроизводныхтипаГамильтона–Якоби[3–7].

Статьяпосвященаизучениюсвойствстабильностивинфинитезимальнойформе

дляфункцийценывзадачахоптимальногоуправлениянабесконечномгоризонте[8].

Вчастности,исследуетсязадачаоптимальногоуправленияснелинейнойдинамикойи

подынтегральныминдексомкачества,которыйпредставленпроизведениемдисконти-

рующегомножителяинеограниченнорастущейфункции.Этастатьяразвиваетиссле-

дование,начатоевработахА.Л.Багно,А.М.Тарасьева[9]иМ.С.Никольского[10].

Вэтихстатьяхбылапоказананепрерывностьфункцииценывзадачахнабесконечном

горизонтеиполученыоценкипараметровнепрерывностипоГельдеру.

Отметим,чтоаналогичныезадачирассматривалисьвстатьяхР.А.Адиатулиной,

А.М.Тарасьева[11],А.И.Субботина[3],И.Ц.КапуццоДольчетта[12],Г.Клаассена,

А.М.Тарасьева,А.М.Кряжимского[13],А.М.Тарасьева[14].

Следуетотметить,чтозадачиоптимальногоуправления[8]набесконечномгоризон-

тевозникаютвмоделяхэкономическогороста[15]ивзадачахстабилизациидвижения

какбазовыйэлементиханализа.

1.Динамикасистемыифункцияцены

Встатьеизучаетсяследующаянелинейнаязадачаоптимальногоуправления

ẋ(t)=f(x(t),u(t)), x(t0)=0, (1)

гдеx∈Rn,u∈P⊂Rp(P—компактноемножество).Функционалкачествазадается

соотношением

J(x(·),u(·))=

+∞∫

t0

eλτh(x(τ),u(τ))dτ, λ>0,t0>0. (2)

Предполагается,чтовыполняютсяследующиеусловия.

1. ФункцииfиhнепрерывныпосовокупностипеременныхнаRn×P.

2.УсловиеЛипшицапоаргументуx:длялюбыхx1,x2∈R
nидлялюбогоp

∥f(x1,p) f(x2,p)∥ L∥x1 x2∥,

|h(x1,p) h(x2,p)| L∥x1 x2∥, (3)

гдеL—константаЛипшица.

3.Условиеподлинейногоростапоаргументуx:длялюбыхx,p

∥f(x,p)∥ κ(1+∥x∥), (4)

|h(x,p)| κ(1+∥x∥), (5)

гдеκ—положительнаяконстанта.
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Введемпеременную

y=eλτh(x(τ),u(τ)).

ОпределимфункциюценысогласноИ.Ц.КапуццоДольчетта[12].Пусть u(·)—

измеримоепоЛебегупрограммноеуправлениенаконечноминтервалевремени[t0,T].

ОпределимUT какмножествоуправленийu(·)наинтервале[t0,T].

Определение 1.Функциейценывзадаческонечнымгоризонтомдляна-

чальнойточки(t0,z0),гдеt0∈(0,T),z0=

(
x0
y0

)

, x0∈R
n,y0∈R,называется

функция

wT(t0,z0)=sup
u(·)∈U



y0+

T∫

t0

eλτh(x(τ),u(τ))dτ



,

гдеx(·)удовлетворяетдинамике(1)наинтервале[t0,T],x(t0)=x0.

Вдополнениемыопределимфункциюценывзадачесбесконечнымгоризонтом.

ОбозначимсимволомUмножествовсехизмеримыхпоЛебегупрограммныхуправле-

нийu(·)набесконечноминтервале[t0,+∞).

Определение 2.Функциейценывзадачесбесконечнымгоризонтомдляна-

чальнойточки(t0,z0),гдеt0∈(0,T),z0=

(
x0
y0

)

, x0∈R
n,y0∈R,называется

функция

w(t0,z0)=sup
u(·)∈U

lim
T→+∞

(

y0+
T∫

t0

eλτh(x(τ),u(τ))dτ

)

, (6)

гдеx(·)удовлетворяетдинамике(1)наинтервале[t0,+∞),x(t0)=x0.

Отметим,что

wT(t0,z0)= inf
u(·)∈U

(

y0
T∫

t0

eλτh(x(τ),u(τ))dτ

)

=

= y0 inf
u(·)∈U

(
T∫

t0

eλτ(h(x(τ),u(τ)))dτ

)

.

Еслимыопределимфункциюg(x,u)= h(x,u),y= y,x∈Rn,u∈P,тогдамы

сможемзаписать

wT(t0,z0)= y0 inf
u(·)∈U

lim
T→+∞

(
T∫

t0

eλτg(x(τ),u(τ))dτ

)

= ωT(t0,z0)

ирассматриватьфункциюωT(t0,z0)какфункциюцены.Функцияhудовлетворяет

условиям(3)и(5),иследующиесоотношенияэквивалентны

y= y= eλτh(x(τ),u(τ))=eλτg(x(τ),u(τ))
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дляпеременнойy.

Введемдляфункцииw(t0,z0)ееаналог

w(t0,z0)= inf
u(·)∈U

lim
T→+∞

(

y0
T∫

t0

eλτh(x(τ),u(τ))dτ

)

=

= y0 inf
u(·)∈U

lim
T→+∞

(
T∫

t0

eλτ(h(x(τ),u(τ)))dτ

)

= ω(t0,z0).

Нашазадача—проанализироватьсвойствафункцииω(t0,z0).

2.Условиястабильностидляфункциицены

Введемнекоторыеобозначенияиопределения.Пусть t∈[0,+∞), u∈P,z=

(x,y)∈Rm×R,S={s∈Rm:∥s∥=1}.Положим

F1(t,x)=co{(f(x,u),e
λtg(x,u)):u∈P},

F2(t,x,u)=(f(x,u),e
λtg(x,u)).

Здесьсимволомco{x:x∈X}обозначенавыпуклаяоболочкаX. Определимгамиль-

тонианзадачиоптимальногоуправлениясоотношением

H(x,s)=
1

λ
min
u∈P
(⟨s,f(x,u)⟩+g(x,u)).

ОбозначимсимволомZ1(t,z)множествоабсолютнонепрерывныхфункцийz(·),отоб-

ражающихинтервал[t,+∞)вRm+1 иудовлетворяющихпочтивсюдудифференци-

альномувключению

ż(τ)∈F1(τ,x(τ)),

сначальнымусловиемz(t) =z0,гдеτ∈[t,+∞].Обозначимсимволом Z2(t,z,u)

множествоабсолютнонепрерывныхфункцийz(·),отображающихинтервал[t,+∞)

вRm+1 иудовлетворяющихпочтивсюдудифференциальномувключению

ż(τ)=F2(τ,x(τ),u), u∈P,

сначальнымусловиемz(t)=z0,гдеτ∈[t,+∞].

БудемследоватьтерминологиимонографииН.Н.Красовского[2],гдедвижения

измножествZ1(t,z), Z2(t,z,u)называютсяобобщеннымидвижениями.Обобщенные

движенияудовлетворяютследующемуусловию.

Лемма1.Пустьt0∈[0,+∞),z0=(x0,y0)∈R
n×R,идвижениеz(t)=(x(t),y(t)),

гдеy(t) =eλtg(x(t),u(t)),лежатв множестве Z1(0,(x0,0)).Тогдадвижение

z∗(t)=(x(t t0),e
λt0y(t t0)+y0)тожележитвмножестве Z1(0,(x0,0)),здесь

t∈[t0,+∞).
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Теорема1.Пустьλ>κ,тогдасправедливаследующаяоценка

|ω(t0,z0)| A+B∥x0∥ (7)

дляфункцииценызадачиоптимальногоуправлениянабесконечномгоризонте.Здесь

A=|y0|+
κ

λ
eλt0, B=

1

λ κ
eλt0,z0=

(
x0
y0

)

.

Встатье[9]доказано,чтофункцияценыω(t,z)представимаввиде

ω(t,z)=y+eλtω(0,x,0).

Будемвдальнейшемрассматриватьфункциюv(x)=ω(0,(x,0))иназыватьеестаци-

онарнойфункциейцены.

Теорема2.Пусть λ>κ,тогдафункция φ:Rm → R являетсяфункциейце-

нызадачиоптимальногоуправления(1)(2),тогдаитолькотогда,когдаследующие

условияверны:

1.функцияφнепрерывнаиограничена

|φ(x)| A+B∥x∥;

2.движенияz(t)=(x(t),y(t))измножестваZ1(0,(x,0)),гдеy(t)=e
λtg(x(t),u(t)),

удовлетворяютнеравенству

eλtφ(x(t))+y(t) φ(x) (8)

длявсехt∈[0,+∞),x∈Rn;

3.движенияz(t)=(x(t),y(t)),y(t)=eλtg(x(t),u(t)),измножестваZ2(0,(x,0),u),

удовлетворяютнеравенству

eλtφ(x(t))+y(t) φ(x) (9)

длявсехt∈[0,+∞),x∈Rn.

3. ФункцияценыкакминимаксноерешениеуравненияГамильтона–Якоби

ВэтомразделемырассмотримуравнениеГамильтона–Якоби

φ+
1

λ
min
u
(⟨∇φ,f(x,u)⟩+g(x,u))=0. (10)

Введёмнекоторыеобозначенияиопределения.

S={s∈Rn:∥s∥=1},

A(x)={f∈Rn:∥f∥
√
2κ(1+∥x∥)},

Au(x,q)={f∈A(x):⟨f,q⟩ H(x,q)}
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Al(x,p)={f∈A(x):⟨f,p⟩ H(x,p)},

гдеq,p∈Rn.Мыпредполагаем,чтоусловие λ>κвыполняется.Обозначимсимво-

ломXu(x,q)(Xl(x,p)множествоабсолютнонепрерывныхфункций,удовлетворяющих

дифференциальномувключениюдляпочтивсехt

ẋ(t)∈Au(x,q) (̇x(t)∈Al(x,p)).

Верхнее решение уравнения(10) определяется как полунепрерывная снизу

функцияφ:R×Rn→R,длякоторойсуществуетфункцияzu=(xu(·),yu(·))∈Xu(x,q),

удовлетворяющаяусловию(11)длявсехx∈Rn,τ>0,q∈S

eτφ(xu(τ))+yu(τ) φ(x). (11)

Нижнеерешениеуравнения(10)определяетсякакполунепрерывнаясверхуфунк-

цияφ:R×Rn→ R,длякоторойсуществуетфункцияzl=(xl(·),yl(·))∈Xl(x,p),

удовлетворяющаяусловию(12)длявсехx∈Rn,τ>0,p∈S

eτφ(xl(τ))+yl(τ) φ(x). (12)

Непрерывнаяфункцияφ:R×Rn→R,котораяявляетсяверхниминижнимреше-

ниемуравнения(10)одновременно,называетсяминимакснымрешениемуравнения.

Нижней(верхней)производнойДинипонаправлениюdназываетсяфункция

∂ω(x)|(d)=lim
ε→0

inf
(δ,d′)∈∆ε(x,d)

ω(x+δd′) ω(x)

δ
(

∂+ω(x)|(d)=lim
ε→0

sup
(δ,d′)∈∆ε(x,d)

ω(x+δd′) ω(x)

δ

)

,

где∆ε(x,d)={(δ,d
′)∈(0,ε)×Rn:∥d d′∥ ε}.

Следующиедваутвержденияэквивалентныусловиямстабильности(8),(9)[10].

Утверждение1.Пустьφ—непрерывнаяфункция.Тогдаусловия(8)и(9)экви-

валентныусловиям(13),(14):

min
d=(d1,d2)∈Au(x,q)

{d2+∂φ(x)|(d1)} φ(x) 0, (13)

max
d=(d1,d2)∈Al(x,p)

{d2+∂+φ(x)|(d1)} φ(x) 0. (14)

Утверждение2.Пустьφ—непрерывнаяфункция.Тогдаусловия(13),(14)эк-

вивалентныусловиям(15),(16):

sup
d∈R
{⟨s,d⟩ ∂φ(x)|(d)} φ(x)+H(x,s), (15)

inf
d∈R
{⟨s,d⟩ ∂+φ(x)|(d)} φ(x)+H(x,s). (16)
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Лемма2.Любоенижнеерешениеуравнения(10),удовлетворяющееусловиямпод-

линейногороста(4),(5),непревосходитлюбоговерхнегорешения:

φu(x) φl(x).

Теорема3.Пустьминимаксноерешениеуравнения(10)удовлетворяетусловию

подлинейногороста(7).Тогдаэторешениеединственно.

Используярезультатытеорииминимаксныхрешений[3],можнодоказатьследующее

утверждение.

Теорема4.Стационарнаяфункцияценыvзадачи(1),(2)являетсяминимакс-

нымрешениемуравнения(10)

φ+
1

λ
min
u
(⟨∇φ,f(x,u)⟩+g(x,u))=0,

когдаудовлетворяетусловиюподлинейногороста(7).

Пример 1.Примерпостроенияфункциицены.Рассмотримнелинейнуюдина-

мическуюсистему

ẋ(τ)

x(τ)
=f(τ) g(τ)

u(τ)

x(τ)
, x(t0)=x0. (17)

Этамодельвключаетпроизводствоx=x(τ),темпростапроизводстваẋ
x
,уровень

технологийu=u(τ)ифункцииf(τ)иg(τ),которыезависятотпроизводственных

факторов:труда,капитала,материаловиэнергии.Функция g(τ)=p(τ) q(τ)опи-

сываетсетевойэффектинвестицийвновыетехнологиикакразностьмеждутекущими

инвестициямиp(τ)икраткосрочнойотдачейотинвестицийq(τ).Мыбудемрассмат-

риватьуравнение(17)какуравнениебалансарасходуемыхресурсовмеждууровнем

производстваẋ
x
иинтенсивностьюинвестицийu̇

x
.Отрицательныйзнак( g(τ))сетево-

гоэффектаинвестицийозначает,чтовкраткосрочнойперспективеэффектинвестиций

p(τ)можетпревышатькраткосрочнуюотдачуq(τ)отинвестиций.Уровеньинвестиций

uявляетсяуправляющимпараметром.

Введёмфункционалкачества,представленныйинтеграломсдисконтирующиммно-

жителем λ

U=

+∞∫

t0

eλ(τ t0)lnD(τ)dτ. (18)

ЗдесьlnD(τ)=(lnx(τ)+Alnu(τ)),A=(1 α)/α.ИндекспотребленияD(τ)включает

всебяуровеньпроизводимойпродукцииlnx(τ)иотдачуотинвестицийвдолгосрочной

перспективеlnu(τ).Параметрαустанавливаетзначениекоэффициентаэластичности

(0<α<1).Здесьt0—начальныймоментвременииτ—текущиймоментвремени.

Структурафункционалакачества(18)означает,чтоинвесторовинтересуеткакрост

индексапроизводстваlnx,такиростиндексановыхинновационныхпродуктовAlnu



612 А.Л.Багно,А.М.Тарасьев

вдолгосрочнойперспективе,которыйобеспечиваетсяуровнеминвестицийвновыетех-

нологииu.

Задачасостоитвнахождениитакойинвестиционнойстратегииu0(τ)исоответ-

ствующейоптимальнойтраекторииростапроизводстваx0(τ),которыеудовлетворяют

динамике(17)имаксимизируютфункционалкачества(18).

Применяя принцип максимума Понтрягинакзадачеуправления(17),(18)и

предполагая,чтофункцияf(τ)являетсянеубывающейиудовлетворяющейусловию

f(τ) (1 α)λ≥0,мыполучимоптимальноерешениесэкспоненциальнорастущим

производствомx

x(τ)=x0e
Q(τ), x0=x(t0),

где

Q(τ)=

∫τ

t0

(f(s) (1 α)λ)ds.

Крометого,выводитсясоотношениедляоптимальнойстратегииинвестицийu=u0по

принципуобратнойсвязикакфункциитекущегосостоянияпроизводстваx

u(τ)=
(1 α)λ

g(τ)
x(τ).

Этоуравнениеозначает,чтооптимальныеинвестициивновыетехнологииuувеличи-

ваютсяпропорциональнороступроизводстваxскоэффициентомпропорциональности

(1 α)λ/g(τ).Дляинтенсивностиразвитияu/xмыимеемследующуюформулу

u(τ)

x(τ)
=
(1 α)λ

g(τ)
,

котораяописываетзависимостьоптимальнойинтенсивностиисследованийотпарамет-

раэластичностиα,дисконтирующегопараметраλипредельнойпроизводительности

технологий(g(τ)).Отметим,чтокогдастоимостьp(τ)дляподдержаниянакоплен-

ныхинвестицийвновыетехнологиивысока,интенсивностьисследованийu/xнизка.

Сдругойстороны,увеличениеуровняотдачиотинвестицийq(τ)приводиткростуин-

тенсивностиисследованийu/x.Предполагая,чтоположительнозначнаяфункцияg(τ)

неубываетвтечениевремениτ,мыполучимсвойстворостаинтенсивностиразвития

u/x.

Наконец,мырассмотримфункциюцены(t,y)→φ(t,y),котораяопределяетопти-

мальныйрезультатφфункционалакачества(18)вдольоптимальногопроцесса(x0(τ),

u0(τ))сдинамикой(17)иначальнойпозицией(t,y),t=t0,y=x0.

Посчитаемфункциюценывнашемпримерекакминимаксноерешениеуравнения

Гамильтона–Якоби

∂φ(t,y)

∂t
+
∂φ(t,y)

∂y
f(t)y+eλtlny+max

u

{ ∂φ(t,y)

∂y
g(t)u+eλtAlnu

}
=0.(19)

Используяметоднеопределенныхкоэффициентов,дляуравнениявчастныхпроиз-

водныхтипаГамильтона–Якоби(19),мыполучиманалитическуюформулудлямини-

максногорешения,котороесовпадаетсфункциейцены

φ(t,y)=eλtµ(y)+ν(t)
)
, (20)
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Рис.1:Функцияценыдляf(τ)=eτ,g(τ)=1/(1+0.5eτ+5),α=0.5,λ=0.1

µ(y)=
(A+1)

λ
lny, ν(t)=

∫+∞

t

eλ(τ t)h(τ)dτ. (21)

Здесь

h(τ)=Alng(τ) A+1
λ
f(τ) A(ln(1 α) lnλ 1). (22)

Вчастности,еслиh—константа,h(τ)≡h,тоνтакжеконстанта,определяемая

формулойν= h/λ.

Дляпримера,посчитаемфункциюцены,когдаf(τ)=eτ,g(τ)=1/(1+0.5eτ+5),

α=0.5,λ=0.1.Функции h(τ),µ(y),ν(t)(21,22)определенывэтомслучае

h(τ)=ln

(
1

1+0.5eτ+5

)
4

3
eτ 2.099,µ(y)=

4

3
ln(y),ν(t)=

∫+∞

t

eλ(τ t)h(τ)dτ.

Графикфункцииценыпредставленнарис.1.

Отметим,чтоврассматриваемоймоделиоптимальныйрезультатобладаетсвой-

ствомразложения.Аименно,первоеслагаемоеµзависиттолькоотдисконтирующего

параметраλ,параметраэластичностиαвфункционалекачества(18),иотначального

производстваy,инезависитотособенностейфункцийf(τ)иg(τ)вдинамической

системе(17).Второеслагаемоеνопределяетсяглавнымобразомдинамикой(17),пред-

ставленнойфункциейh(τ)(22)инезависитотначальногоуровняпроизводстваy.
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Abstract. Asymptoticbehaviorofthevaluefunctionisstudiedinaninfinite

horizonoptimalcontrolproblemwithanunlimitedintegrandindexdiscountedin

theobjectivefunctional. Optimalcontrolproblemsofsuchtypearerelatedto

analysisoftrendsoftrajectoriesinmodelsofeconomicgrowth.Stabilityproperties

ofthevaluefunctionareexpressedintheinfinitesimalform.Suchrepresentation

impliesthatthevaluefunctioncoincideswiththegeneralizedminimaxsolutionof

theHamilton–Jacobiequation.Itisshownthatthattheboundaryconditionforthe

valuefunctionissubstitutedbythepropertyofthesublinearasymptoticbehavior.

Anexampleisgiventoillustrateconstructionofthevaluefunctionasthegeneralized

minimaxsolutionineconomicgrowthmodels.

Keywords:optimalcontrol;valuefunction;stabilityproperties;Hamilton–Jacobi

equations;asymptotics;economicgrowth
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Аннотация.Всепарабельномгильбертовомпространстверассматриваетсяаб-

страктноелинейноепараболическоеуравнениеспериодическимусловиемна

решение.Даннаязадачарешаетсяприближеннопроекционно-разностнымме-

тодомсиспользованиемповременинеявнойсхемыЭйлера.Попространству

дискретизациязадачипроводитсяметодомГалеркина.Полученыэффективные

повремениипопространствуоценкивсильныхнормахпогрешностиприбли-

женныхрешений,изкоторыхследуетсходимостьприближенныхрешенийкточ-

ному,атакжепорядкискоростисходимости,зависящиеотгладкоститочного

решения.

Ключевыеслова:гильбертовопространство;параболическоеуравнение;гладкая

разрешимость;периодическоеусловие;неявнаясхемаЭйлера

Введение

Внастоящейработерешениепараболическогоуравненияспериодическимусловием

нарешениенаходитсяполностьюдискретнымпроекционно-разностнымметодомсис-

пользованиемметодаГалеркинапопространствуинеявнойсхемыЭйлераповремени.

Заметим,чтоэнергетическиеоценкипогрешностиданногометодавусловияхслабой

разрешимостизадачибылиустановленывработе[1].Внастоящейработепредставле-

ныоценкивсильныхнормахпогрешностиприближенногорешенияприболеежестких

ограниченияхвпредположенияхгладкойразрешимостиисходнойзадачи.

Отметим,чтовслучае,когдапараболическоеуравнениерассматриваетсясначаль-

нымусловием(задачаКоши),оценкивсильныхнормахпогрешностидляпроекционно-

разностногометодаснеявнойсхемойЭйлераповремениустановленывработе[2].
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1.Основныепонятия

ПустьданывложенныесепарабельныегильбертовыпространстваV⊂H⊂V′,где

пространствоV′–двойственноекV,апространствоH отождествляетсясосвоим

двойственным.Обавложенияплотныинепрерывны.Рассмотримполуторалинейную

поu,v∈Vформуa(u,v).Пустьдляu,v∈V

|a(u,v)|≤µ∥u∥V∥v∥V, Rea(u,u)≥α∥u∥
2
V, (1)

гдеα>0.Форма a(u,v)порождаетлинейныйограниченныйоператорA:V→ V′,

такой,что(Au,v)=a(u,v),гдевыражениетипа(z,v)естьзначениефункционала

z∈V′наэлементеv∈V.Еслиz∈H,то(z,v)–скалярноепроизведениевH[3,гл.2].

Длянормированногопространства X далеебудемобозначатьчерезC([0,T],X)

пространствонепрерывныхфункций,действующихнаотрезке[0,T],созначениямив

пространствеX;черезLp(0,T;X)–пространствоизмеримыхнаотрезке[0,T]функ-

цийсозначениямивX, суммируемыхсp-йстепеньюпонормепространстваX.

РассмотримвV′на[0,T]параболическуюзадачу:

u′(t)+Au(t)=f(t), u(0)=u(T). (2)

Здесьидалеепроизводныефункцийпонимаютсявобобщенномсмысле.В[4,с.289]по-

казано,чтодлязаданногоf∈L2(0,T;V
′)существует(ипритомединственное)решение

u∈L2(0,T;V)
∩
C([0,T],H),u′∈L2(0,T;V

′)задачи(2).

Далеебудемсчитать,чтовыполненыусловиягладкойразрешимости,тоестьспра-

ведливаследующаятеорема[5].

Теорема1.ПустьвложениеV⊂H компактно,аформаa(u,v)удовлетворяет

требованиям(1).Пустьфункция t→ f(t)∈V′дифференцируема,f′∈L2(0,T;V
′),

ивыполняетсяравенствоf(0)=f(T).Тогдарешениезадачи(2)будеттаким,что

u′∈L2(0,T;V)
∩
C([0,T],H),u′′∈L2(0,T;V

′).

ПустьVh,гдеh–положительныйпараметр,естьконечномерноеподпространство

пространстваV.Определимпространство V′h,задавнаэлементахuh ∈ Vh двой-

ственнуюнорму∥uh∥V′h =sup|(uh,vh)|,гдеточнаяверхняяграницаберетсяповсем

vh∈Vh,∥vh∥V=1.Отметим,что∥uh∥V′h≤∥uh∥V′.

Пусть Ph –ортопроекторвпространствеH наVh.Какзамеченов[6],оператор

Ph допускаетрасширениепонепрерывностидоPh:V
′→ V′h,причемдляu∈V

′

справедливо∥Phu∥V′h≤∥u∥V′.

Дляпостроенияприближенныхрешенийвозьмемравномерноеразбиение0=t0<

t1<t2<...<tN=Tотрезка[0,T],гдеN∈N.ВподпространствеVh⊂Vрассмот-

римпериодическуюразностнуюзадачу:дляk=1,N

(uhk uhk 1)τ
1+PhAu

h
k=Phf(tk), uh0=u

h
N, (3)

гдеτN=T,tk=kτ.
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Такимобразом,процесснахожденияприближенногорешениязадачи(2)сводится

кнахождениюрешенияконечнойлинейнойалгебраическойсистемыуравнений(3),од-

нозначнаяразрешимостькоторойустановленав[1].

Далеебудемпредполагать,что форма a(u,v)являетсясимметричной,тоесть

a(u,v)=a(v,u),гдечертанадкомплекснымчисломозначаетпереходксопряженному

числу.

Определимгильбертовопространство

V(A)={u,v∈V|(u,v)V(A)=a(u,v)}.

Из(1)следует,чтонормывпространствахVиV(A)эквивалентны,тоесть

α1/2∥u∥V≤∥u∥V(A)≤µ
1/2∥u∥V (u∈V).

Лемма1.Дляu∈V справедливаоценка

∥[I Qh(A)]u∥V≤α
1/2∥[I Qh(A)]u∥V(A)≤α

1/2µ1/2∥(I Qh)u∥V,

гдеQh(A)–ортопроекторвV(A)наVh,аQh–ортопроекторвV наVh.

2.Основныерезультаты

Теорема2.Пустьдлязадачи(2)выполненыусловиятеоремы1иформа a(u,v)

симметрична.Пустьu(t)–решениезадачи(2),обладающеедополнительнойгладко-

стьюu′′∈Lp(0,T;H),где1≤p≤2,а(u
h
0,u

h
1,...,u

h
N)–решениезадачи(3).Тогда

справедливаоценкапогрешности

max
0≤k≤N

∥u(tk) uhk∥
2
V+

N∑

k=1

1

τ

∫tk

tk−1

u′(t)dt
uhk uhk 1
τ

2

H

τ+

N∑

k=1

u′(tk)
uhk uhk 1
τ

2

H

τ≤C

{

τ3 2/p
(∫T

0

∥u′′(t)∥pHdt

)2/p

+

∫T

0

∥[I Qh(A)]u
′(t)∥2Hdt+max

0≤t≤T
∥(I Qh)u(t)∥

2
V

}

. (4)

Сходимостьпогрешностиприближенныхрешенийкнулюестественнымобразомсле-

дуетизоценки(4).Предположимдляэтого,чтозаданапредельноплотнаявV при

h→0последовательностьподпространств{Vh}.Этоозначает,что∥(I Qh)v∥V→0

приh→0длялюбогоv∈V.Тогдаприτ→0иh→0

max
0≤k≤N

∥u(tk) uhk∥
2
V+

N∑

k=1

1

τ

∫tk

tk−1

u′(t)dt
uhk uhk 1
τ

2

H

τ+

N∑

k=1

u′(tk)
uhk uhk 1
τ

2

H

τ→0.
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Вслучае,когдаизвестначисловаяхарактеристикапредельнойплотностипоследо-

вательностиподпространств{Vh},оценка(4)позволяетполучитьскоростьсходимо-

стиипопространственнымпеременным.Дляэтоговведемврассмотрениемножество

D(A)={u∈V:Au∈H}.ПустьсуществуетгильбертовопространствоE такое,что

D(A)⊂E⊂Vивыполняетсятипичнаядляэллиптическихоператоровоценка

∥v∥E≤δ∥Av∥H (v∈D(A)), (5)

гдеδ≥0.Например,еслипараболическоеуравнениевобласти Ω определенорав-

номерноэллиптическимдифференциальнымоператоромвторогопорядкаикраевым

условиемДирихле,торассмотримпространства:H=L2(Ω),V=
◦

W12(Ω),V
′=W 1

2 (Ω),

E=W22(Ω)
∩ ◦

W12 (Ω)[4,с.275].ЕслиженаграницеобластиΩ задаетсяусловие

Неймана,топространстваследующие:H=L2(Ω),V=W
1
2(Ω),E=W

2
2(Ω)[4,с.276].

Пустьподпространства Vh обладаютследующимаппроксимационнымсвойством,

типичнымдляподпространствтипаконечныхэлементов(напр.,[7,с.143-144])

∥(I Qh)v∥V≤rh∥v∥E (v∈E), (6)

гдеконстантаr>0независитотvиh.

Следствие1. Пустьвыполненыусловиятеоремы2.Пустьтакжевыполнено

условие(5)ирешениеu(t)задачи(2)такое,чтоu∈C([0,T],E).Пустьподпро-

странстваVh обладаютсвойством(6).Тогдасправедливаоценка

max
0≤k≤N

∥u(tk) uhk∥
2
V+

N∑

k=1

1

τ

∫tk

tk−1

u′(t)dt
uhk uhk 1
τ

2

H

τ+

N∑

k=1

u′(tk)
uhk uhk 1
τ

2

H

τ≤C

{

τ3 2/p
(∫T

0

∥u′′(t)∥pHdt

)2/p

+

h2
(∫T

0

∥u′(t)∥2Vdt+max
0≤t≤T

∥u(t)∥2E

)}

.

СПИСОКЛИТЕРАТУРЫ

1.БондаревА.С.,СмагинВ.В.Сходимостьпроекционно-разностногометодаприближен-

ногорешенияпараболическогоуравненияспериодическимусловиемнарешение//Вест-

никВоронежскогогосударственногоуниверситета.Серия:Физика. Математика.2014. №2.

С.81-94.

2.СмагинВ.В.Оценкивсильныхнормахпогрешностипроекционно-разностногометода

приближенногорешенияабстрактногопараболическогоуравнения//Математическиезамет-

ки.1997.Т.62.№6.С.898-909.

3.Обэн Ж.-П.Приближенноерешениеэллиптическихкраевыхзадач.М.:Мир,1977.384с.

4.Лионс Ж.-Л.,МадженесЭ.Неоднородныеграничныезадачииихприложения.М.:Мир,

1971.372с.



СХОДИМОСТЬ В СИЛЬНЫХ НОРМАХ ПРОЕКЦИОННО-РАЗНОСТНОГО МЕТОДА 621

5. Бондарев А.С. Разрешимость вариационного параболического уравнения с периодиче-
ским условием на решение // Вестник Воронежского государственного университета. Серия:
Физика. Математика. 2015. № 4. С. 78-88.

6. Вайникко Г.М., Оя П.Э. О сходимости и быстроте сходимости метода Галеркина для
абстрактных эволюционных уравнений // Дифференциальные уравнения. 1975. Т. 11. № 7.
С. 1269-1277.

7. Марчук Г.И., Агошков В.И. Введение в проекционно-сеточные методы. М.: Наука, 1981.
416 с.

Поступила в редакцию 20 апреля 2018 г.
Прошла рецензирование 24 мая 2018 г.
Принята в печать 26 июня 2018 г.

Бондарев Андрей Сергеевич, Воронежский государственный университет, г. Воронеж, Рос-
сийская Федерация, аспирант, кафедра функционального анализа и операторных уравнений,
e-mail: bondarev@math.vsu.ru

Для цитирования: Бондарев А.С. Сходимость в сильных нормах проекционно-разностного метода решения пара-
болического уравнения с периодическим условием на решение // Вестник Тамбовского университета. Серия: естественные
и технические науки. Тамбов, 2018. Т. 23. № 124. С. 617–623. DOI: 10.20310/1810-0198-2018-23-124-617-623



622 А. С. Бондарев

DOI: 10.20310/1810-0198-2018-23-124-617-623

THE STRONG-NORM CONVERGENCE OF A
PROJECTION-DIFFERENCE METHOD OF SOLUTION OF A PARABOLIC

EQUATION WITH THE PERIODIC CONDITION ON THE SOLUTION

A. S. Bondarev

Voronezh State University
1 Universitetskaya St., Voronezh 394018, Russian Federation

E-mail: bondarev@math.vsu.ru

Abstract. A smooth soluble abstract linear parabolic equation with the periodic
condition on the solution is treated in a separable Hilbert space. This problem is
solved approximately by a projection-difference method using the Galerkin method
in space and the implicit Euler scheme in time. Effective both in time and in space
strong-norm error estimates for approximate solutions, which imply convergence of
approximate solutions to the exact solution and order of convergence rate depending
of the smoothness of the exact solution, are obtained.
Keywords: Hilbert space; parabolic equation; smooth solvability; periodic condition;
implicit Euler method

REFERENCES

1. Bondarev A.S., Smagin V.V. Skhodimost’ proyektsionno-raznostnogo metoda priblizhennogo
resheniya parabolicheskogo uravneniya s periodicheskim usloviyem na resheniye [The convergence of
projection-difference method of approximate solution of parabolic equation with a periodic condition
on the solution]. Vestnik Voronezhskogo gosudarstvennogo universiteta. Seriya: Fizika. Matematika
– Proceedings of Voronezh State University. Series: Physics. Mathematics, 2014, no. 2, pp. 81-94.
(In Russian).

2. Smagin V.V. Otsenki v sil’nykh normakh pogreshnosti proyektsionno-raznostnogo metoda
priblizhennogo resheniya abstraktnogo parabolicheskogo uravneniya [Strong-norm error estimates
for the projective-difference method for approximately solving abstract parabolic equations]. Mate-
maticheskie zametki – Mathematical Notes, 1997, vol. 62, no. 6, pp. 898-909. (In Russian).

3. Aubin J.-P. Priblizhennoye resheniye ellipticheskikh krayevykh zadach [Approximate Solution
of the Elliptic Boundary Problems]. Moscow, Mir Publ., 1977, 384 p. (In Russian).

4. Lions J.-L., Magenes E’. Neodnorodnyye granichnyye zadachi i ikh prilozheniya [Inhomoge-
neous Boundary Problems and Its Applications]. Moscow, Mir Publ., 1971, 372 p. (In Russian).

5. Bondarev A.S. Razreshimost’ variatsionnogo parabolicheskogo uravneniya s periodicheskim
usloviyem na resheniye [The solvability of the variational parabolic equation with a periodic condi-
tion on the solution]. Vestnik Voronezhskogo gosudarstvennogo universiteta. Seriya: Fizika. Ma-
tematika – Proceedings of Voronezh State University. Series: Physics. Mathematics, 2015, no. 4,
pp. 78-88. (In Russian).

6. Vaynikko G.M., Oya P.E. O skhodimosti i bystrote skhodimosti metoda Galerkina dlya
abstraktnykh evolyutsionnykh uravneniy [About the convergence and the velocity of convergence



СХОДИМОСТЬ В СИЛЬНЫХ НОРМАХ ПРОЕКЦИОННО-РАЗНОСТНОГО МЕТОДА 623

of the Galerkin’s method for abstract evolutionary equations]. Differentsial’nye uravneniya – Diffe-
rential Equations, 1975, vol. 11, no. 7, pp. 1269-1277. (In Russian).

7. Marchuk G.I., Agoshkov V.I. Vvedeniye v proyektsionno-setochnyye metody [Introduction to
Projection-Difference Methods]. Moscow, Nauka Publ., 1981, 416 p. (In Russian).

Received 20 April 2018
Reviewed 24 May 2018
Accepted for press 26 June 2018

Bondarev Andrei Sergeevich, Voronezh State University, Voronezh, the Russian Federation,
Post-Graduate Student, Functional Analysis and Operator Equations Department, e-mail:
bondarev@math.vsu.ru

For citation: Bondarev A.S. Skhodimost’ v sil’nykh normakh proekcionno-raznostnogo metoda resheniya parabolicheskogo
uravneniya s periodicheskim usloviem na reshenie [The strong-norm convergence of a projection-difference method of solution
of a parabolic equation with the periodic condition on the solution]. Vestnik Tambovskogo universiteta. Seriya: estestvennye i
tekhnicheskie nauki – Tambov University Reports. Series: Natural and Technical Sciences, 2018, vol. 23, no. 124, pp. 617–623.
DOI: 10.20310/1810-0198-2018-23-124-617-623 (In Russian, Abstr. in Engl.).



ISSN1810-0198.ВестникТамбовскогоуниверситета.Серия:естественныеитехническиенауки

Том23,№124 2018

DOI:10.20310/1810-0198-2018-23-124-624-636

УДК517.911

ОБУСТОЙЧИВОСТИРЕШЕНИЙНЕЛИНЕЙНЫХСИСТЕМС

ИМПУЛЬСНОЙСТРУКТУРОЙ

c⃝ Н.И. Желонкина1,2),А.Н.Сесекин1,2)

1)ФГБУН«ИнститутматематикиимеханикиимениН.Н.КрасовскогоУрОРАН

УральскогоотделенияРоссийскойакадемиинаук»

620990,РоссийскаяФедерация,г.Екатеринбург,ул.С.Ковалевской,16

E-mail:312115@mail.ru
2)ФГАОУВО«Уральскийфедеральныйуниверситет»

620002,РоссийскаяФедерация,г.Екатеринбург,ул.Мира,19

E-mail:sesekin@list.ru

Аннотация.Вработеприводитсяобзоррезультатовавторов,связанныхсис-

следованиемсвойстваустойчивостирешенийдлянелинейныхсистемдиффе-

ренциальныхуравнений,вправойчастикоторыхимеютсяслагаемые,содержа-

щиепроизведенияразрывныхфункцийнаобобщенные.Решениятакихсистем

формализуютсяспомощьюзамыканиямножествагладкихрешенийвпростран-

ствефункцийограниченнойвариации.Длятакихсистемполученыдостаточные

условияасимптотическойустойчивостиневозмущенныхрешений.

Ключевыеслова:нелинейныесистемы;импульсноевоздействие;устойчивость;

асимптотическаяустойчивость

Введение

Большоеколичествостатейпосвященовопросамустойчивостирешенийдифферен-

циальныхуравненийсимпульснымвоздействием.Ноабсолютноебольшинствоэтих

работприформализациирешенияиспользуютвариантсистемс«толчками»,восходя-

щийкработамА.Д. Мышкиса,А.М.СамойленоиН.А.Перестюка[1],атакжемно-

гочисленныхихпоследователей(см.,например,[2,3]).Существуетидругаяформали-

зацияпонятиярешения,котораяосновананазамыканиимножествагладкихрешений

впространствефункцийограниченнойвариации[4–6].Мотивациейтакойформализа-

циипонятиярешенияявляетсято,чтовреальныхмеханических,электротехнических

идругихсистемахизменениезначенийфазовыхпеременныхпроисходитнемгновенно,

анавесьманебольшомпромежуткевременипосравнениюспромежуткомвремени,

накоторомизучаетсяпроцесс.Вчастности,такиеявленияхарактерныдлямеханики
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космическогополета(импульснаякорректировкаорбиты),электротехники(экстрато-

кивэлектрическихсетях),медицины(изменениесостоянияорганизмапослепринятия

лечебныхпрепаратов),экономики(единовременныефинансовыевливаниявэкономи-

ку)идр.[4–9].Фактическисистемасимпульснымвоздействиемявляетсянекоторой

аппроксимацийсистемыснепрерывнойтраекторией,когданакороткихпромежутках

временипроисходитсущественноеизменениефазовыхпеременных.Такойподход,как

отмечалН.Н.Красовскийв[10],являетсяестественнымсточкизрениятеорииуправле-

ния.Отметим,чтооднойизособенностейформализациирешениянаосновезамыкания

множествагладкихрешенийвпространствефункцийограниченнойвариацииявля-

етсято,чтопределупоследовательностигладкихрешений,порожденнойгладкими

аппроксимациямиобобщенныхвоздействий,можетинесуществовать,итогдавкаче-

стверешенияестественнобратьвсечастичныепределыпоследовательностигладких

решений.Вэтомслучаеполучается,чтоодномуобобщенномувоздействиюбудетсо-

ответствоватьцелаятрубкаразрывныхрешений.Вдополнениексказанномуследует

отметитьобзорнуюстатью[11],гдеобсуждаютсятакжевопросыформализацииреше-

нийрассматриваемыхуравнений,вчастностиспозицийтеорииобобщенныхфункций.

Атакжеотметимработу[12],гдерассматриваетсявопросустойчивоститочекпокоя,

когдадвижениесистемыописываетсядифференциальнымвключениемсимпульсным

воздействием.

Средивозможныхподходовкисследованиювопросовустойчивостиотметим,чтоес-

ливисходнойсистемесделатьразрывнуюзаменувремени[4,6],товвспомогательной

системетраекториястановитсяабсолютнонепрерывнойивопросустойчивостиможно

исследоватьспомощьюметодов,которыеприменяютсядляисследованияустойчивости

системспеременнойструктурой(switchedsystems)[13]всвязистем,чтонавременных

промежутках,гденетимпульсов,траекториябудетописыватьсяоднимиуравнениями,

авеличинаскачкатраектории(реакциясистемынаимпульсноевоздействие)будетопи-

сыватьсядругимуравнением.

Приведенныенижерезультатыполученыспомощьютеорииинтегральныхнера-

венств,рекуррентныхоценокнапоследовательныенепрерывныеучасткитраекториии

скачкитраекториииметодафункцийЛяпунова.

1. Формализацияпонятиярешения

РассмотримследующуюзадачуКоши:

ẋ=f(t,x(t),v(t),̌V(t))+B(t,x(t),v(t),̌V(t))̇v(t), x(t0)=x
0. (1.1)

Здесь,x(t)иv(t)n-иm-вектор-функциивремени,соответственно,f(t,x,v,̌V)—

n-векторфункция,иB(t,x,v,̌V)— n×m матрица-функция,V̌(t)=var
[t0,t]
v(·), v(t)

банаховопространствоm-мерныхвектор-функцийограниченнойвариацииBVm[t0,ϑ].

∥f(t,x,v,V)∥≤κ(1+∥x∥), ∥B(t,x,v,V)∥≤κ(1+∥x∥).

Если v(t)являетсяабсолютнонепрерывнойвектор-функцией,котораяопределе-

нанаотрезке[t0,ϑ],товрамкахтеоремыКаратеодорирешениезадачиКоши(1.1)
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существуетиудовлетворяетинтегральномууравнению

x(t)=x0+

t∫

t0

f(s,x(s),v(s),̌V(s))ds+

t∫

t0

B(s,x(s),v(s),̌V(s))dv(s). (1.2)

Приэтомвторойинтеграл(1.2)понимаетсявсмыслеРимана–Стилтьеса.

Пустьпоследовательностьvk(t)абсолютнонепрерывныхфункций(vk(t)∈AC[t0,ϑ])

поточечносходитсявфункцииv(t)∈BV[t0,ϑ].Соответствующуюпоследовательность

решенийзадачиКоши(1.1)или(1.2)обозначимxk(t).

Какив[4,5]будемговорить,чтопоследовательностьvk(t)V —сходитсяк v(t),

еслиvk(t)поточечносходитсякv(t)иvar
[t0,t]
vk(·)поточечносходитсякV(t)∈BV[t0,ϑ].

Дляданнойсходимостибудемиспользоватьобозначениеvk(t)
V
→v(t).

Заметим,чтодлялюбыхaиb,удовлетворяющихнеравенствуt0≤a≤b≤ϑ,

выполняетсянеравенство

var
[a,b]
v(·)≤V(b) V(a).

Определение 1.1.Назовем V решениемзадачиКоши(1.1)всякийча-

стичныйпоточечныйпределпоследовательностиxk(t),k=1,2,...напромежутке

[t0,ϑ],котораяпорождаетпроизвольнойV сходящейпоследовательностьюабсолют-

нонепрерывныхфункцийvk(t),k=1,2,....

Пусть

z(0)=x(t),

µ(0)=v(t)

являютсяначальнымиусловиямисистемы

ż(ξ)=B(t,z(ξ),µ(ξ),V(t)+ξ t)η(ξ),

µ̇(ξ)=η(ξ). (1.3)

Обозначимчерез S(t,x(t),∆v(t),V(t),∆V(t))(гдеt=ti 0илиt=ti)множество,

получающеесясдвигомнавеличину x(t)вмоментt+∆V(t)сечениямножества

достижимостисистемы(1.3),что

µ(t)=v(t), (1.4)

гдеуправлениеη(ξ)подчиненоограничению∥η(ξ)∥1≤1.

Теорема1.1.Каждыйчастичныйпоточечныйпределпоследовательности xk(t)

ofрешенийуравнения(1.1)порожденнойпоследовательностьюvk(t),k=1,2,...,

абсолютнонепрерывныхфункций,гдеvk V-сходимостькv(t)∈BVm[t0,ϑ],и

lim
k∞∈

var
[t0,t]
vk(·)=V(t),
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являетсярешениеминтегральноговключения

x(t)∈x0+

t∫

t0

f(ξ,x(ξ),v(ξ),V(ξ))dξ+

t∫

t0

B(ξ,x(ξ),v(ξ),V(ξ))dvc(ξ)+

+
∑

ti→t,ti Ω−

S(ti,x(ti 0),∆v(ti 0),V(ti 0),∆V(ti 0))+

+
∑

ti<t,ti Ω+

S(ti,x(ti),∆v(ti+0),V(ti),∆V(ti+0)), (1.5)

гдеvc(ξ)непрерывнаясоставляющаяфункцииограниченнойвариацииv(ξ),Ω(Ω+)

—соответственноточкилевогоиправогоразрывовфункции V(t).

Длявсякогорешенияx(t)включения(1.5),порожденногопарой(v(t),V(t),суще-

ствуетпоследовательностьабсолютнонепрерывныхфункцийvk(t),поточечносхо-

дящаясякv(t)идлякоторойlimk∞∈ var
[t0,t]
v(·)=V(t),чтосоответствующаяпо-

следовательностьxk(t),k=1,2,...,решенийсистемы(1.1)поточечносходитсяк

x(t).

Доказательствоэтойтеоремыможнопосмотретьв[4].

Теперьрассмотримнелинейнуюсистемудифференциальныхуравнений:

ẋ(t)=f(t,x(t))+B(t,x(t))̇v(t) (1.6)

сначальнымусловием

x(t0)=x0. (1.7)

Вотличиеотсистемы(1.1)в(1.6)праваячастьнезависитотV(t).Здесьфункция

f(·,·)созначениямивRn,матрица-функцияB(·,·)размерностиm×n.Элементыf

иBнепрерывнапосовокупностипеременныхврассматриваемойобластииудовлетво-

ряютвнейусловиям,обеспечивающимсуществованиеипродолжимостьрешенийпри

любыхсуммируемыхv̇(t).

Определение 1.2.БудемназыватьаппроксимируемымрешениемзадачиКо-

ши(1.6),(1.7)поточечныйпределпоследовательностигладкихрешенийсистемы

(1.6),порожденнойпоследовательностьюабсолютнонепрерывных функцийvk(t),

k=1,2,...,поточечносходящихсякфункцииограниченнойвариацииv(t),еслиэтот

пределнезависитотвыборапоследовательностейфункцийvk(t),k=1,2,....

Теорема1.2.Пустьвобластиt∈[t0,ϑ],x∈R
n,||v||≤M, гдеM —некоторая

положительнаяпостоянная,вседопустимыефункцииv(·)подчиненыограничению

var
[t0,ϑ]
v(·)≤M, компонентывектораf(t,x)иэлементыматрицыB(t,x)непрерывны

посовокупностипеременных,дифференцируемыповсемпеременнымxi,i∈1,nа

такжеудовлетворяютнеравенствам

||f(t,x)||≤κ(1+||x||),||B(t,x)||≤κ(1+||x||).
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Крометого,будемпредполагать,чтодлявсехдопустимыхtиxбудутвыполняться

равенства
n∑

ν=1

∂bij(t,x)

∂xν
bνl(t,x)=

n∑

ν=1

∂bil(t,x)

∂xν
bνj(t,x) (1.8)

(условиеФробениуса)i∈1,n,j,l∈1,m.

Тогдадлявсякойвектор-функцииv(t),удовлетворяющейвышеоговореннымусло-

виям,существуетаппроксимируемоерешениеx(t)задачиКоши(1.6),(1.7),которое

удовлетворяетинтегральномууравнению

x(t)=x0+

t∫

t0

f(ξ,x(ξ))dξ+

t∫

t0

B(ξ,x(ξ))dvc(ξ)+

+
∑

ti→t,ti Ω−

S(ti,x(ti 0),∆v(ti 0))+
∑

ti<t,ti Ω+

S(ti,x(ti),∆v(ti+0)), (1.9)

где

S(t,x,∆v)=z(1) x,

ż(ξ)=B(t,z(ξ))∆v(t), z(0)=x,

Ω(Ω+)—множествоточеклевого(правого)разрывоввектор-функции v(t),

∆v(t 0)=v(t) v(t 0),∆v(t+0)=v(t+0) v(t).

Доказательствоэтойтеоремысодержитсяв[4].

Определение 1.3.Продолжениерешенийинтегральноговключения(1.5)на

[t0,∞)иинтегральногоуравнения(1.9)на[t0,∞)будемназыватьрешениемуравнения

(1.1)напромежутке[t0,∞).

2. Устойчивостьтрубокразрывныхрешений

Обозначимсечениетрубкирешенийинтегральноговключения(1.5),порожденной

начальнымусловиемx0ипаройфункцийv(·),V(·)черезX(t,x0,v(·),V(·)).

Определение 2.1.Будемговорить,чтотрубкарешенийуравнения (1.1)

X(t,x0,v(·),V(·))устойчива,если∀ε>0∃δ(ε)>0,чтоесли|x x0|<δ,то

ρ(X(t,x0,v(·),V(·)),X(t,x,v(·),V(·)))<ε,

гдеρ(A,B)естьхаусдорфоворасстояниемеждумножествамиAиB.

Определение 2.2.Будемговорить,чтотрубкарешенийуравнения (1.1)

X(t,x0,v(·),V(·))асимптотическиустойчива,еслионаустойчива,атакжесправедливо

lim
t∞∈

ρ(X(t,x0,v(·),V(·)),X(t,x,v(·),V(·)))=0.



ОБУСТОЙЧИВОСТИРЕШЕНИЙНЕЛИНЕЙНЫХСИСТЕМ 629

Рассмотримчастныйслучайсистемы(1.1)–билинейнуюсистему:

ẋ(t)=(A(t)+
m∑

j=1

Dj(t)̇vi(t))x(t)+f(t)̇vm+g(t), (2.1)

гдеA(t), Dj(t)(j∈1,m 1)—непрерывныематрицыразмерностиn×n,f(t)иg(t)—

непрерывныевектор-функцииразмерностиn,v(t)=(v1(t),v2(t),...vn(t))
T,var[t0,t]v(t)=∑m

i=1var[t0,t]vi(·).

Согласнотеореме1.1всеV-решенияуравнения(2.1)будутудовлетворятьследую-

щемуинтегральномувключению:

x(t)∈x0+

t∫

t0

A(ξ)x(ξ)dξ+

t∫

t0

g(ξ)dξ+

m 1∑

i=1

t∫

t0

Dj(ξ)x(ξ)dv
c
i(ξ)+

t∫

t0

f(ξ)dvcm(ξ)+

+
∑

ti→t,ti Ω−

S(ti,x(ti 0),∆v(ti 0),V(ti 0),∆V(ti 0))+

+
∑

ti<t,ti Ω+

S(ti,x(ti),∆v(ti+0),V(ti+0),∆V(ti+0)),

гдеvc(t)–непрерывнаясоставляющаявекторфункцииограниченновариацииv(t).

МножествоS(t,x(t),∆v(t),V(t),∆V(t))(гдеt=ti 0ti∈Ω иt=tiеслиti∈Ω+)

определяетсякаксдвигсечения(µ(∆V(t))=v(ti),еслиti∈Ω,иµ(∆Vt)=v(ti+0),

еслиti∈Ω+)множестводостижимостисистем

ż(ξ)=
m 1∑

i=1

Di(t)z(ξ)ηi(ξ)+f(t)ηm(ξ)

µ̇(ξ)=η(ξ) (2.2)

вмоментξ=∆V(t),гдеуправлениеη(ξ)удовлетворяетограничению∥η(ξ)∥≤1,где

∥η(ξ)∥=
∑m
i=1|ηi(ξ)|.

Теорема2.1.ПустьфундаментальнаяматрицаY(t,s)системыẋ=A(t)xудо-

влетворяетоценке

∥Y(t,s)∥≤ce(α(t s)), (2.3)

гдеαиcнекоторыепостоянные,такие,чтоα>0,c≥1.Крометого,предполо-

жим,чтосправедливаоценка

∥Dj(t)∥≤K,∀t∈[t0,∞),s∈[t0,t],j∈1,m 1. (2.4)

ЗдесьK –положительнаяпостоянная.Предположим,чтосуществуеттакоечисло

β,чтонеравенство

α(t t0) ck(t t0+V(t))>β (2.5)

выполняетсядлявсехt∈[t0,∞).ТогдатрубкаразрывныхрешенийX(t,x0,v(·),V(·))

будетустойчива.Если жевыполняетсянеравенство

lim
t∞∈

(α(t t0) ck(t t0+V(t)))=+∞, (2.6)

тотрубкаразрывныхрешенийбудетасимптотическиустойчива.

Доказательствоприведеннойтеоремысодержитсявработе[14].
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3. Устойчивостьбилинейныхсистемсразрывнымитраекториямипри

устойчивойматриценевозмущеннойчастисистемы

Рассмотримбилинейнуюоднороднуюсистемудифференциальныхуравнений

ẋ(t)=(A(t)+

m∑

j=1

Dj(t)̇vi(t))x(t). (3.1)

ЗдесьA(t)—непрерывнаяматрица-функцияразмерности n×n, Dj(t)(j∈1,m)—

непрерывныеограниченныематрицы-функцииразмерностиn×n, Di(t)—взаимно

коммутативны,vi(t)—компонентывектор-функцииограниченнойвариации v(t)=

(v1(t),v2(t),...,vm(t))
T.

Согласнотеореме1.2всякоеаппроксимируемоерешениеуравнения(3.1)будетудо-

влетворятьинтегральномууравнений

x(t)=φ(t0)+

∫t

t0

A(ξ)x(ξ)dξ+

m∑

j=1

∫t

t0

Dj(ξ)x(ξ)dv
c
j(ξ)+

+
∑

ti→t,ti W−

S(ti,x(ti 0),∆v(ti 0))+
∑

ti<t,ti W+

S(ti,x(ti),∆v(ti+0)), (3.2)

где

S(t,x,∆v)=z(1) z(0), (3.3)

ż(ξ)=
m∑

j=1

Dj(t)z(ξ)∆vi(t), z(0)=x, (3.4)

W иW+ соответственноточкилевогоиправогоразрывоввектор-функцииv(t),v
c
i(t)

—непрерывнаясоставляющаяфункцииограниченнойвариацииvi(t),∆v(t0)=v(t)

v(t0)и∆v(t+0)=v(t+0) v(t).Заметим,чтоусловиеФробениуса(1.8)дляуравнения

(3.1)превращаетсявусловиевзаимнойкоммутативностиматрицDi(t),i∈1,m.

Теорема3.1.ПустьфундаментальнаяматрицаY(t,s)системы

ẋ(t)=A(t)x(t)

удовлетворяетоценке

∥Y(t,s)∥ ceα(t s),c 1, (3.5)

гдеαиc—некоторыеположительныепостоянные.Крометого,предположим,что

справедливыследующиеоценки

||Dj(t)|| K,∀t∈[t0,∞),j∈1,m, (3.6)
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гдеK —положительнаяпостоянная.Тогдаеслисправедливонеравенство

α(t t0) Kc
m∑

j=1

var
[t0,t]
vj(·)≥β, (3.7)

длявсехt∈[t0,∞),гдеβестьнекотораяконечнаявеличина,тонулевоерешение

системы(3.1)устойчиво,если же

α(t t0) Kc
m∑

j=1

var
[t0,t]
vj(·)→∞, (3.8)

тонулевоерешениесистемы(3.1)будетасимптотическиустойчивымибудетспра-

ведливаоценка

||x(t)||≤e
(α(t t0)Kc(var

[t0,t]
v(≤)))
x(t0)c. (3.9)

Приведенныйрезультатбылопубликованвработе[15].

4. Устойчивостьбилинейныхсистемсразрывнымитраекториямипри

неустойчивойматриценевозмущеннойчастисистемы

Приведенныйнижерезультатопубликованв[16].Впредыдущемразделесвойство

устойчивостинулевогорешенияобеспечивалосьзасчетасимптотическойустойчиво-

стиоднороднойсистемыбезобобщенныхвоздействий,аобобщенныевоздействияиг-

ралирольвозмущений.Вэтомразделемыбудемпредполагать,чтооднороднаяси-

стемабезимпульсныхвоздействийбудетнеустойчива,асвойствоустойчивостимы

будемпытатьсяобеспечитьзасчетимпульсныхвоздействий.Вотличиеотпреды-

дущегоразделаздесьбудемпредполагать,чтоvi(t)—компонентывекторфункции

v(t) =(v1(t),v2(t),...,vm(t))
T —кусочно-постоянныефункции,непрерывныеслевав

точкахразрыва.Точкиразрывафункцииv(t) t0<t1<t2<...<tn<...удовлетво-

ряютусловиюlimi∞∈ti=∞.

Присделанныхпредположенияхнафункцииvi(t)систему(3.1)можнозаписатьв

виде:

ẋ=(A(t)+

m∑

j=1

∈∑

i=1

Dj(t)x(t)∆υj(ti)δ(t ti), (4.1)

где∆vj(ti)=vj(ti+0) vj(ti)—скачкикусочнопостоянныхфункцийvi(t),δ(t ti)

—δ—функцииДирака,сосредоточенныевмоментыti.

Теорема4.1.Пустьсправедливынеравенства

||̃Di(s)||≤Gie
λis i∈1,m, (4.2)

гдеD̃i(s)—нормированнаяфундаментальнаяматрицадлясистемы (3.4),атакже

имеетместонеравенство

∥Y(t,s)∥≤ceα(t s), (4.3)
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гдеY(t,s) фундаментальнаяматрицасистемыẋ=A(t)x(t).Тогдаесливыполня-

етсяусловие

lim
i∞∈

(ilnc+
i∑

k=1

λk+α(ti t0)=β<∞, (4.4)

тосистема (4.1)устойчива,аесливыполняетсяусловие

lim
i∞∈

(ilnc+
i∑

k=1

λk+α(ti t0)= ∞, (4.5)

тосистема (4.1)асимптотическиустойчива.

5. МетодфункцийЛяпуноваприисследованииустойчивостисистем

импульснымвоздействием

Вэтомразделебудемрассматриватьнелинейнуюсистемудифференциальныхурав-

нений:

ẋ(t)=f(t,x(t))+B(t,x(t))̇v(t) (5.1)

сначальнымусловиемx(t0)=x0.Такжебудемпредполагать,чтодлясистемы(5.1)

выполняетсяусловиеФробениуса(1.8).Какивпредыдущихдвухразделахбудемпред-

полагать,чтовсистеме(5.1)обобщенноевоздействиепорождаетсякусочнопостоянной

функцией v(t),точкиразрываэтойфункцииt1<t2<...<ti<ti+1 <... удовле-

творяютусловиюlimk∞∈tk=∞.Будемсчитатьфункциюv(t)непрерывнойслева

вточкахразрыва.Втакомслучаенапромежутке(ti,ti+1]траекториясистемы(5.1)

будетописыватьсядифференциальнымуравнением

ẋ(t)=f(t,x(t)) (5.2)

сначальнымусловиемx(ti+0).Величинаскачкатраекториивточкеtiзадаетсяс

помощьюрешениядифференциальногоуравнения

ż(ξ)=B(ti,z(ξ))∆v(ti), z(0)=x(ti), (5.3)

формулойS(ti,x(ti),∆v(ti))=z(1) x(ti),где∆v(ti)=v(ti+0) v(ti).

ПустьV(t,x)—непрерывнодифференцируемаяфункцияЛяпунова.Производную

функцииЛяпуновавсилусистемы(5.2)будемобозначать

V̇(t,x)=
∂V(t,x)

∂t
+∇xV(t,x)f(t,x),

где∇x —градиентфункции V(t,x)поx.ПроизводнуюэтойфункцииЛяпуновав

силусистемы(5.3),описывающейскачектраекториисистемы(5.1),будемобозначать

следующимобразом:

V̇(ti,z)=∇xV(ti,z)B(ti,z)∆v(ti).

Заметим,чтосистема(5.3)являетсяавтономной.
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Теорема5.1. Предположим,чтосуществуютнепрерывнодифференцируемая

функцияV(t,x)инепрерывнаямонотонновозрастающаяфункцияu(s)(u(0)=0,

s≥0).ДляфункцииV(t,x)справедливонеравенство

u(||x||)≤V(t,x) (5.4)

длявсехt≥t0,x∈R
n.Функция V(t,x)удовлетворяетнеравенствам

V̇(t,x)≤αV(t,x),α>0, (5.5)

гдеV̇(t,x)—производнаявсилусистемы(5.2),

V̇(ti,z)≤ βV(ti,z),β>0, (5.6)

гдеV̇(ti,z)—производнаявсилусистемы(5.3).Крометогопредположим,чтосу-

ществует γ>0,длякотороговыполняетсянеравенство

0<ti+1 ti<γ,i=1,2,..., (5.7)

атакженеравенство

α
β

γ
<0. (5.8)

Тогдасистема(5.1)асимптотическиустойчива.

Доказательствоэтойтеоремыприведенов[17].

Заключение.Вобзореприведенырезультатыобустойчивостиневозмущенныхре-

шенийдлянелинейныхсистемсобобщеннымвоздействиемвправойчасти.Вслучае,

когданетединственностиреакциисистемынаобобщенноевоздействие,исследовано

свойствоустойчивостидлятрубокрешений.Еслиреакциясистемынаобобщенноевоз-

действиеединственна,тоисследованыслучаи,когдаустойчивостьобеспечиваетсяси-

стемойбезимпульсов,аимпульсыиграютрольвозмущений,атакжерассмотреныслу-

чаи,когдасистемабезимпульсовнеустойчива,асвойствоустойчивостиобеспечивается

засчетимпульсныхсоставляющих.
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Abstract. In this paper we review the results of the authors related to the study of
the stability property of solutions for nonlinear systems of differential equations, on
the right-hand side of which there are terms containing products of discontinuous
functions and distributions. The solutions of such systems are formalized by the
closure of the set of smooth solutions in the space of functions of bounded variation.
For such systems, sufficient conditions are obtained for the asymptotic stability of
unperturbed solutions.
Keywords: nonlinear systems; impulse action; stability; asymptotic stability

REFERENCES

1. Samoylenko A.M., Perestyuk N.A. Differentsial’nyye uravneniya s impul’snym vozdeystviyem
[Differential Equations with Impulse Action]. Kiev, Vishcha shkola Publ., 1987, 288 p. (In Russian).

2. Bainov D.D., Simeonov P.S. Impulsive Differential Equations: Periodic Solutions and Appli-
cations. Harlow, Longman, 1993.

3. Lakshmikantham V., Bainov D.D., Simeonov P.S. Theory of Impulsive Differential Equations.
Singapore, World Scientific, 1989.

4. Zavalishchin S.T., Sesekin A.N. Dynamic Impulse Systems: Theory and Applications. Dord-
recht, Kluwer Academic Publ., 1997, 268 p.

5. Sesekin A.N. Dinamicheskiye sistemy s nelineynoy impul’snoy strukturoy [Dynamic systems
with nonlinear impulse structure]. Trudy Instituta matematiki i mekhaniki Ural’skogo otdeleniya
RAN – Proceedings of the Steklov Institute of Mathematics, 2000, vol. 6, no. 2, pp. 497-514.
(In Russian).

6. Miller B.M., Rubinovich E.Ya. Razryvnyye resheniya v zadachakh optimal’nogo upravleniya
i ikh predstavleniye s pomoshch’yu singulyarnykh prostranstvenno-vremennykh preobrazovaniy
[Discontinuous solutions in the optimal control problems and their representation by singular space-
time transformations]. Avtomatika i telemekhanika – Automation and Remote Control, 2013, no. 12,
pp. 56-103. (In Russian).

7. Dykhta V.A. Impul’snoye optimal’noye upravleniye v modelyakh ekonomiki i kvantovoy
elektroniki [Impulse Optimal Control in Economic and Quantum Electronics Models]. Avtomatika
i telemekhanika – Automation and Remote Control, 1999, no. 11, pp. 100-112. (In Russian).



636 Н.И. Желонкина,А.Н.Сесекин

8.DykhtaV.A.,SamsonyukO.N.Optimal’noyeimpul’snoyeupravleniyesprilozheniyami[Opti-

malImpulseControlwithApplications].Moscow,FizmatlitPubl.,2000,256p.(InRussian).

9.AndrianovD.L.,ArbuzovV.O.,IvliyevS.V.,MaksimovV.P.,SimonovP.M.Dinamicheskiye

modeliekonomiki:teoriya,prilozheniya,programmnayarealizatsiya[Economicdynamicsmodels:

theory,applications,computeraidedimplementation].VestnikPermskogouniversiteta.Seriya:Eko-

nomika–PermUniversityHerald.Economy,2015,no.4(27),pp.8-32.(InRussian).

10.KrasovskiyN.N.Teoriyaupravleniyadvizheniyem.Lineynyyesistemy[MotionControlTheo-

ry.LinearSystems].Moscow,NaukaPubl.,1968,476p.(InRussian).

11.DerrV.Ya.Obyknovennyyelineynyyedifferentsial’nyyeuravneniyasobobshchennymifunk-

tsiyamivkoeffitsiyentakh:obzor[Ordinaryordinarydifferentialequationswithgeneralizedfunctions

incoefficients:asurvey].Materialykonferentsii«Funktsional’no-differentsial’nyyeuravneniya:teo-

riyaiprilozheniya»,posvyashchennoy95-letiyusodnyarozhdeniyaprofessoraN.V.Azbeleva[Pro-

ceedingsoftheConference“FunctionalandDifferentionalEquations:TheoryandApplications”

Dedicatedtothe95thAnniversaryofProfessorN.V.Azbleev].Perm,2017,pp.60-86.(InRussian).

12.PereiraF.L.,SilvaG.N.Lyapunovstabilityofmeasuredrivenimpulsivesystems.Differential

Equations,2004,vol.40(8),pp.1122-1130.

13.LiberzonD.,MorseA.Basicproblemsinstabilityandanddesignofswit·shedsystems.IEEE

ControlSyst.Mag.,1999,vol.19,pp.59-70.

14.SesekinA.N.,ZhelonkinaN.I.Thestabilityoftubesofdiscontinuoussolutionsofdynamical

systems.AIP.ConferenceProceeding,2017,vol.1895,pp.0500111-7.

15.KornilovI.A.,SesekinA.N.Obustoychivostilineynykhsistemsmatritsey,soderzhashchey

obobshchennyyefunktsii[Onthestabilityoflinearsystemswithamatrixcontaininggeneralized

functions].Vestnik Ural’skogogosudarstvennogotekhnicheskogouniversiteta-UPI– Bulletinof

USTU-UPI,2004,no.3(33),pp.386-388.(InRussian).

16.ZhelonkinaN.I.,SesekinA.N.OnStabilityofLinearSystemswithImpulsiveActionatthe

Matrix.JournalofMathematicalSciences,2018,vol.230,no.5,p.673-676.

17.SesekinA.N.,ZhelonkinaN.I.Stabilityofnonlineardynamicalsystemscontainingthe

productofdiscontinuousfunctionsanddistributions.AIP.ConferenceProceeding,2016,vol.1789,

pp.0400101-8.

Received13April2018

Reviewed16May2018

Acceptedforpress26June2018

Thereisnoconflictofinterests.

ZhelonkinaNataliaIgorevna,N.N.KrasovskiiInstituteofMathematicsandMechanicsUBRAS,

Yekaterinburg,theRussianFederation,Mathematician;UralFederalUniversity,Yekaterinburg,the

RussianFederation,LectureroftheDepartmentofAppliedMathematics,e-mail:312115@mail.ru

SesekibAlexanderNikolaevich,UralFederalUniversity,Yekaterinburg,theRussianFederation,

DoctorofPhisicsandMathematics,HeadofDepartmentofAppliedMathematicsandMechanics.

N.N.KrasovskiiInstituteof Mathematicsand MechanicsUBRAS,Yekaterinburg,theRussian

Federation,LeadingResearcher,e-mail:sesekin@list.ru

Forcitation:ZhelonkinaN.I.,SesekinA.N.Obustoychivostiresheniynelineynyhsistemsimpul’snoystrukturoy[Onthe

stabilityofsolutionsofnonlinearsystemswithaimpulsestructure].VestnikTambovskogouniversiteta.Seriya:еstestvennyei

tekhnicheskienauki–TambovUniversityReports.Series:NaturalandTechnicalSciences,2018,vol.23,no.124,pp.624–636.

DOI:10.20310/1810-0198-2018-23-124-624-636(InRussian,Abstr.inEngl.).



ISSN1810-0198.ВестникТамбовскогоуниверситета.Серия:естественныеитехническиенауки

Том23,№124 2018

DOI:10.20310/1810-0198-2018-23-124-637-642

УДК517

ОБУРАВНЕНИЯХ,ПОРО ЖДЕННЫХ

НЕЛИНЕЙНЫМИНИЛЬПОТЕНТНЫМИОТОБРА ЖЕНИЯМИ

c⃝ З.Т. Жуковская,С.Е. Жуковский

Российскийуниверситетдружбынародов

117198,РоссийскаяФедерация,г.Москва,ул.М.-Маклая,6

E-mail:zyxra2@yandex.ru,s-e-zhuk@yandex.ru

Аннотация.Предложенообобщениепонятиянильпотентностидлянелинейных

отображений,действующихизR2 вR2.Исследованысвойстванелинейных

нильпотентыхотображений.Полученыкритериинильпотентностидлядиффе-

ренцируемыхиоднородныхполиномиальныхотображений.
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Введение

Вэтойработеисследуютсяотображениявещественныхконечномерныхпространств,

обладающиесвойством,сходнымсосвойствомнильпотентностидлялинейныхопе-

раторов.Напомним,чтолинейныйоператорA:Rn → Rn называетсянильпотент-

ным,еслисуществуетk∈N такой,чтоAk=0.Нильпотентныйлинейныйопера-

торAобладаетследующимисвойствами:An=0 (здесьn–размерностьпростран-

ства,вкоторомдействуетлинейныйоператор);линейныйоператорI Aобратими

(I A)1=I+A+A2+...+An 1(здесьI:Rn→Rn–тождественноеотображение);

спектральныйрадиусσ(A)линейногооператораA равеннулю;всеэлементыглав-

нойдиагоналижордановойформыматрицылинейногооператораA являютсянуля-

ми.Подробнеесвойстванильпотентныхлинейныхоператоровприведены,например,в

[1,гл.3].

Цельнастоящейработы–изучитьнелинейныеотображения,обладающиесвой-

ством,сходнымсосвойствонильпотентностилинейныхоператоров.Приэтоммыогра-

ничимсярассмотрениемотображений,действующихизR2вR2.

Работа выполнена при поддержке гранта Президента Российской Федерации (проект

№ МК-2085.2017.1)игранта РФФИ(проект №16-01-00677). Результаты§2полученывторым

авторомприподдержкеРоссийскогонаучногофонда(проект№17-11-01168).
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1.Нильпотентныеотображения

Пустьзаданоотображение f:R2→ R2 такое,чтоf(0)=0.Будемназывать

отображениеfнильпотентным,если

f(f(x)+y)=f(y) ∀x,y∈R2. (1)

Отметим,чтолинейноеотображение A:R2→ R2 нильпотентновсмыслеэтого

определениятогдаитолькотогда,когдаA2=0.Примеромнелинейногонильпотент-

ногоотображенияявляетсяотображение

f(x)=

(
0

γ(x1)

)

, x=(x1,x2)∈R
2,

гдеγ–произвольнаяфункция.Нижемыпокажем,чтолюбоегладкоенильпотентное

отображениепредставимовтакомвиде.

Понятиенильпотентностииграетважнуюрольприисследованиивопросаразреши-

мостилинейныхуравнений.Покажем,чтовведенноеобобщениепонятиянильпотент-

ностиприменимокнелинейнымуравнениям.

Предложение 1.Пустьотображение f:R2→ R2нильпотентно.Тогда

прилюбомy∈R2уравнение

x f(x)=y

снеизвестнымxимеетединственноерешение.Вчастности,нульявляетсяедин-

ственнойнеподвижнойточкойотображенияf.

Доказательство.Зафиксируем y∈R2.Положим F(x):=y+f(x).В

силу(1)имеем

F2(x)=y+f(y+f(x))=y ∀x∈R2.

Значит,F2 являетсясжимающимотображением.Следовательно(см.[2,гл.I,§1.6]),

Fимеетединственнуюнеподвижнуюточкуx.Такимобразом,x=x–единственное

решениеуравненияx f(x)=y.Приy=0эторешениеявляетсянеподвижнойточкой

отображенияf.

Какотмечалосьвыше,если f:R2→ R2 –линейныйнильпотентныйненулевой

оператор,тооператорI fобратим,иимеетместоравенство

(I f)1=I+f. (2)

Покажем,чтоэтимсвойствомобладаютинелинейныенильпотентныеотображения.

Предложение 2.Пустьотображение f:R2→ R2нильпотентно.Тогда

отображениеI fобратимоиимеетместоравенство(2).

Доказательство.Всилупредложения1отображениеI fвзаимноодно-

значно.Крометого,(I f)(y+f(y))≡y+f(y) f(y+f(y))≡y+f(y) f(y)≡y.

Значит,имеетместоравенство(2).
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2.Нильпотентныедифференцируемыеотображения

Приведемкритерийнильпотентностидлядифференцируемыхотображений.

Предложение 3.Пусть f:R2→ R2 –дифференцируемоеотображение

такое,что f(0)=0.Ононильпотентнотогдаитолькотогда,когда

f′(u)f′(v)=0 ∀u,v∈R2. (3)

Доказательство.Пустьвыполнено(3).Зафиксируем y∈R2.Положим

F(x):=f(f(x)+y).Имеем F′(x)=f′(f(x)+y)f′(x)=0длялюбогоx∈R2всилу

(3).Следовательно,F(x)=const.Значит,f(f(x)+y)зависитотyинезависитотx.

Поэтомуf(f(x)+y)=f(f(0)+y)=f(y)длялюбогоx∈R2.

Пустьвыполненопредположение(1).Возьмемпроизвольныеx1,x2∈R
2.Положим

F(x):=f(u f(v)+f(x)).Всилу(1)имеемF′(v)=0.Отсюда,поскольку F′(x)=

f′(u f(v)+f(x))f′(x),приx=vполучаемf′(u)f′(v)=0.

Какотмечалосьвыше,линейныйнильпотентныйненулевойоператорf:R2→ R2

внекоторомбазисепринимаетвид

f(x)=

(
0

x1

)

, x=(x1,x2)∈R
2,

Покажем,чтоаналогичноесвойствоимеетместоидлянелинейныхнильпотентных

отображений.

Теорема1.Еслиотображениеf:R2→ R2дифференцируемоинильпотентно,

тосуществуетдифференцируемаяфункция γ:R→ R ибазисвR2,вкоторомf

принимаетвид

f(x)=

(
0

γ(x1)

)

∀x=(x1,x2)∈R
2. (4)

Доказательство.Если f(x)≡0,тоутверждениетеоремыочевидно.По-

этомудалеебудемпредполагать,чтоf(x)̸ ≡0.

Возьмемпроизвольнуюточкуx∈R2такую,чтоf′(x)̸=0(такаяточкасуществует,

посколькуf(x)̸ ≡0иf(0)=0).Всилу(4)имеемf′(x)f′(x)=0.Следовательно,

существуетбазис,вкоторомматрицалинейногооператораf′(x)принимаетвид

f′(x)=

(
0 0

1 0

)

.

Пустьвэтомбазисеfимеетвид

f(x)=

(
f1(x)

f2(x)

)

∀x∈R2.

Здесьf1,f2:R
2→R–некоторыедифференцируемыефункции.Тогдавсилу(4)имеем

0=f′(x)f′(x)=

(
θ

f′1(x)

)

∀x∈R2.

Здесьθ=(0,0),аf′1(x)–градиентфункцииf1.Отсюда,поскольку f(0)=0,то

f1(x)≡0.Обозначимg(x):=f2(x).Имеем
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f(x)=

(
0

g(x)

)

∀x∈R2.

Отсюдаиизтождестваf′(x)f′(x)≡0следует,что

0=

(
0 0

g′x1(x)g
′
x2
(x)

)(
0 0

g′x1(x)g
′
x2
(x)

)

=

(
0 0

g′x1(x)g
′
x2
(x)g2x2(x)

)

длякаждогоx∈R2.Здесь(g′x1(x),g
′
x2
(x))=g′(x).Значит,g′x2(x)=0длякаждого

x∈R2.Следовательно,существуетдифференцируемаяфункцияγ:R→Rтакая,что

g(x)≡γ(x1).Такимобразом,имеетместопредставление(4).

2.Нильпотентныеполиномиальныеотображения

Исследуемтеперьсвойстванильпотентныхполиномиальныхотображений.Напом-

ним,чтоотображениеf:R2→ R2называетсяоднороднымполиномиальнымотобра-

жениемстепени k∈N,еслисуществуетненулевоеотображение

p:R2×....×R2

kшт.

→R2,

котороелинейнопокаждомуаргументу,иf(x)≡p[x,...,x].

Теорема2.Пустьf:R2→ R2–однородноеполиномиальноеотображениесте-

пениk∈N.Предположим,что

f′(x)f′(x)≡0. (5)

Тогдасуществуетчислоα≠0ибазисвR2,вкотором

f(x)=

(
0

αxk1

)

∀x=(x1,x2)∈R
2. (6)

Доказательство.Если k=1,тоотображениеfлинейно.Вэтомслучае

из(5)следует,чтосуществуетбазис,вкоторомматрицалинейногооператораf′(x)

принимаетвид

f′(x)=

(
0 0

1 0

)

∀x∈R2,

и,значит,fимеетвид(6).Поэтомувсюдудалеебудемполагать,чтоk≥2.

ЗафиксируемпроизвольныйбазисвR2.Пустьвнекоторомбазисеотображениеf

имеетвид

f(x)=

(
f1(x1,x2)

f2(x1,x2)

)

∀x=(x1,x2)∈R
2.

Здесьf1,f2:R
2→R–некоторыеоднородныемногочлены,причемлибообамногочле-

наимеютстепеньk,либоодинизнихимеетстепеньk,авторойтождественноравен

нулю.Дляопределенностидалеебудемполагать,чтоf1≠0.

Положимg1(t):=f1(t,1),g2(t):=f2(t,1),t∈R.Всилуоднородностимногочленов

f1иf2имеютместоравенства

f1(x)=x
k
2g1(x1/x2), f2(x)=x

k
2g2(x1/x2) ∀x=(x1,x2)∈R

2: x2≠0.
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Следовательно,

f′(x)=

(
xk 12 g

′
1(x1/x2)kx

k 1
2 g1(x1/x2) x1x

k 2
2 g

′
1(x1/x2)

xk 12 g
′
2(x1/x2)kx

k 1
2 g2(x1/x2) x1x

k 2
2 g

′
2(x1/x2)

)

,

и,значит,

det(f′(x))=kx2k 22 g′1(x1/x2)g2(x1/x2) g1(x1/x2)g
′
2(x1/x2)

)
, (7)

tr(f′(x))=xk 12 g
′
1(x1/x2)+kx

k 1
2 g2(x1/x2) x1x

k 2
2 g

′
2(x1/x2) (8)

дляx=(x1,x2)∈R
2 таких,чтоx2≠0.Здесьdet(f

′(x))–определительматрицы

f′(x),аtr(f′(x))–ееслед.

Всилупредположения(5)имеемdet(f′(x))≡0.Поэтомуизсоотношения(7)сле-

дует,что

g′1(t)g2(t) g1(t)g
′
2(t)=0 ∀t∈R.

Отсюда,посколькуf1≠0,получаем,чтосуществуетc∈Rтакое,чтоg2(t)≡cg1(t).

Всилупредположения(5)имеемtr(f′(x))≡0.Поэтомуизсоотношений(8)иg2(t)≡

cg1(t)следует,что

g′1(t)+kcg1(t) ctg′1(t)=0 ∀t∈R.

Значит,существуетα∈R, α̸=0,такое,чтоg1(t)≡α(1 ct)k.Отсюдаиизсоотно-

шенияg2(t)≡cg1(t)следует,что

f(x)=α

(
(x2 cx1)

k

c(x2 cx1)
k

)

∀x=(x1,x2)∈R
2.

Возьмембазисe1=(0,1),e2=(1,c).Очевидно,чтовэтомбазисеотображениеf

принимаетвид(6).

Издоказанногоследует,дляполиномиальныходнородныхотображенийсвойства
(1),(3)и(5)эквивалентны.
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Аннотация.Вработеисследуютсялокальноинъективныенакрывающиеотоб-

раженияметрическихпространств.Показано,чтоэтиотображенияобладают

свойствомпродолжаемостидлянепрерывныхфункций.

Ключевыеслова:накрывающиеотображения;метрическиепространства;про-

должаемость;локальнаяинъективность

Преждечемперейтикпостановкезадачинапомним,некоторыеопределения.Пусть

(X,ρX),(Y,ρY)–метрическиепространства.ОбозначимчерезBX(x,r)замкнутыйшар

сцентромвточкеx∈X радиусаr≥0,тоестьBX(x,r)={u∈X:ρX(x,u)≤r}.

Пустьзаданоα>0.Отображениеψ:X→Yназываетсяα-накрывающим,если

∀x0∈X, ∀y∈Y ∃x∈X: ψ(x)=y, ρX(x0,x)≤
1

α
ρY(ψ(x0),y).

Накрывающиеотображенияметрическихпространствиспользуютсяприизучении

нелинейныхуравненийивключений(см.,например,[1,2]).Вэтойстатьемыисследуем

свойствалокальнойинъективныхнакрывающихотображений.Отображениеψ:X→Y

называетсялокальноинъективным,еслидлякаждойточкиx0∈X существуетr>0

такое,чтосужениеψнаBX(x0,r)инъективно,тоесть

∀x1,x2∈BX(x0,r) ψ(x1)=ψ(x2)⇒ x1=x2.

Приисследованиивопросовсуществованияиединственностирешенийнелинейных

уравненийважнуюрольиграетпонятиепродолжаемостиотображений(см.,например,

§5.3.в[3]).Говорят,чтоотображениеψ:X→Yобладаетсвойствомпродолжаемости

длязаданногонепрерывногоотображенияv:[0,1]→ Y,еслидлякаждогоT∈(0,1],

длякаждогонепрерывногоотображенияu:[0,T)→X такого,чтоψ(u(t))=v(t)для

любогоt∈[0,T],существует lim
t→T 0

u(t)=:u(T)иψ(u(T))=v(T).

РаботавыполненаприподдержкеРоссийскогонаучногофонда(проект№17-11-01168).
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Цельнастоящейработысостоитвдоказательствесвойствапродолжаемостинакры-

вающихлокальноинъективныхотображенийψ:X→ Y длялипшицевыхотображе-

нийv:[0,1]→ Y.Соответствующийосновнойрезультатстатьисформулированниже

втеореме1.Преждечемперейтикней,приведемдвавспомогательныхутверждения.

Лемма1. Пусть ψявляетсянепрерывнымиα-накрывающим,длянекоторых

x0∈X иr>0сужениеψнаBX(x0,r)инъективно,отображениеφ:ψ(BX(x0,r))→

BX(x0,r)являетсяобратнымкψнаBX(x0,r),тоесть

ψ(φ(y))=y ∀y∈ψ(BX(x0,r)), φ(ψ(x))=x ∀x∈BX(x0,r). (1)

ТогдаBY(ψ(x0),αr/3)⊂ψ(BX(x0,r))и

ρX(φ(y1),φ(y2))≤α
1ρY(y1,y2) ∀y1,y2∈BY(ψ(x0),αr/3). (2)

Доказательство.Изα-накрываемостиотображенияψследует,что

BY(ψ(x0),αr/3)⊂ψ(BX(x0,r)).

Докажемсоотношение(2).

Возьмемпроизвольныеточкиy1,y2∈BY(ψ(x0),αr/3).Всилу α-накрываемости

отображенияψсуществуетточкаx1∈X такая,что

ψ(x1)=y1 и ρ(x0,x1)≤
r

3
.

ОтсюдаизинъективностиотображенияψнашареBX(x0,r)следует,чтоx1=φ(y1).

Всилуα-накрываемостиотображенияψсуществуетточкаx2∈X такая,что

ψ(x2)=y2 и ρX(x1,x2)≤
ρY(y1,y2)

α
. (3)

Поскольку

ρY(y1,y2)≤ρY(y1,ψ(x0))+ρY(ψ(x0),y2)≤
r

3
+
r

3
=
2r

3
,

тоизнеравенствав(3)следует,что

ρX(x0,x2)≤ρX(x0,x1)+ρX(x1,x2)≤r.

ВсилуинъективностиψнаBX(x0,r)имеемx2=φ(y2).Поэтомунеравенствов(3)

вытекаетизсоотношения(2).

Лемма2.Пустьотображениеψявляетсянепрерывным,α-накрывающимило-

кальноинъективным,отображениеv:[0,1]→ Y являетсялипшицевымсконстан-

той l≥0,длянепрерывногоотображенияu:[0,T)→ X имеетместотождество

ψ(u(t))≡v(t).Тогдаотображениеuявляетсяα1l-липшицевым.
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Доказательство.I.Возьмемпроизвольнуюточкуt0∈[0,T).Покажем,что

отображениеuявляетсяα1l-липшицевымвнекоторойокрестноститочкиt0.

Положим x0:=u(t0).Посколькуотображение ψ являетсялокальноинъектив-

ным,тосуществуетr >0такой,чтосужениеψ наBX(u0,r)инъективно.Пусть

φ:ψ(BX(x0,r))→ BX(x0,r)–обратноеотображениекотображениюψнаBX(x0,r),

тоестьимеетместосоотношение(1).

Изнепрерывностиотображенийuиvследует,чтосуществуетε>0такое,что

u(t)∈BX(x0,r), v(t)∈BY(ψ(x0),αr/3) ∀t∈[t0 τ,t0+τ]∩[0,T).

Отсюдапосколькупопредположениюприкаждом t∈[0,T)имеетместоравенство

ψ(u(t))=v(t),аBY(ψ(x0),αr/3)⊂ψ(BX(x0,r))всилулеммы1,тоu(t)=φ(v(t))

приt∈[t0 τ,t0+τ]∩[0,T).Значит,отображениеuявляетсяα
1l-липшицевым

на[t0 τ,t0+τ]∩[0,T),таккакφявляетсяα
1-липшицевымвсилулеммы1,аv

являетсяl-липшицевымпопредположению.

II.Докажем,чтоотображение uявляетсяα1l-липшицевым.Предположимпро-

тивное,тоестьсуществуютt1,t2∈[0,T),t1<t2такие,чтоρX(u(t1),u(t2))>α
1l(t2 t1).

Положим

γ(t):=ρX(u(t1),u(t)) α1l(t t1), t∈[0,T).

Всилунепрерывностиотображенияγисоотношенийγ(t1)=0,γ(t2)>0существует

точкаτ∈[t1,t2)такая,чтоγ(τ) =0иγ(t)> 0прилюбомt∈[τ,t2).Всилу

Iотображениеuлипшицевовнекоторойокрестноститочкиτ.Поэтомусуществует

t′∈(τ,t2)такое,чтоρX(u(t
′),u(τ))≤α1l(t′ τ).Значит,

γ(t′)=ρX(u(t1),u(t
′)) α1l(t′ t1)≤

≤ρX(u(t1),u(τ))+ρX(u(τ),u(t
′)) α1l(t′ τ) α1l(τ t1)≤γ(τ)≤0,

чтопротиворечитнеравенствуγ(t′)>0.Полученноепротиворечиезавершаетдоказа-

тельство.

Теорема1.Пустьотображение ψ:X→ Y являетсяα-накрывающим,непре-

рывнымилокальноинъективным,отображениеv:[0,1]→ Y являетсяl-липши-

цевым,пространство(X,ρX)–полным.Тогдаотображениеψобладаетсвойством

продолжаемостидляv.

Доказательство.Возьмемпроизвольное T∈(0,1]ипроизвольноенепре-

рывноеотображениеu:[0,T)→ X такое,чтоψ(u(t))=v(t)длялюбогоt∈[0,T).

Всилулеммы2отображениеuявляетсяα1l-липшицевым.Возьмемпроизвольную

последовательность{tj}⊂[0,T),сходящуюсякTслева.Имеем

ρX(u(ti),u(tj))≤α
1l|ti tj| ∀i,j.

Поэтомупоследовательность{u(tj)}фундаментальна.Следовательно,всилуполноты

пространства(X,ρX)онасходитсякнекоторойточкеx̄∈X. Очевидно,длялюбой

последовательности{τj}⊂[0,T),сходящейсякTслева,последовательность{u(τj)}
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сходитсякx̄,иначепоследовательностьu(t1),u(τ1),u(t2),u(τ2),...расходится,что,как

показановыше,невозможно.Такимобразом,x̄=lim
t→T 0

u(t).

Повторяярассуждения,приведенныев§5.3.2в[3],излеммы2итеоремы1можно

вывестиследующееутверждение.

Следствие1.Пустьотображениеψ:X→Yявляетсяα-накрывающим,непре-

рывнымилокальноинъективным,отображениеv:[0,1]→ Y являетсяl-липшице-

вым,u0∈X, ψ(u0)=v(0),пространство(X,ρX)полно.

Тогдасуществуетединственнаянепрерывнаяфункцияu:[0,1]→ X такая,что

ψ(u(t))≡v(t)иu(0)=u0.Болеетого,этафункцияuявляетсяα
1l-липшицевой.
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ДЕКЛАСТЕРИЗАЦИЯОКРЕСТНОСТНЫХСТРУКТУР

c⃝ Н.М. Мишачев, А.М. Шмырин

ФГБОУВО«Липецкийгосударственныйтехническийуниверситет»

398600,РоссийскаяФедерация,г.Липецк,ул.Московская,30

E-mail:nmish@lipetsk.ru,amsh@lipetsk.ru

Аннотация.Окрестностныеструктуры(орграфыособоговида)могутиметь

вертексныеилиреляционныеоснащения(наборыпеременных).Вертексныепе-

ременныесоответствуютвершинамструктуры,реляционные–дугам.Встатье

описаналгоритмканоническогопреобразования(декластеризации)реляцион-

ныхструктурввертексные.Этопреобразованиеустанавливаетсвязьмежду

двумятипамиметасистемуправлениянаокрестностныхструктурах.

Ключевыеслова:окрестностнаяструктура;вертексноеоснащение;реляционное

оснащение;декластеризация

Введение

Ранеевработах[1–3]мыопределиливертексныеиреляционныеокрестностные

структурыкакоснащенныеорграфысвершинамиV=U⊔V⊔W трехтипов:вхо-

дамиU,узламиV ивыходамиW. Оснащенияструктуры–этонаборыпеременных,

которыеввертексном(соотв.реляционном)случаесоответствуютвершинам(соотв.ду-

гам)структурыиобозначаютсяX(i)(соотв.Y(i,k)).Вертексная(соотв.реляционная)

окрестностнаяструктурапорождаетвертексную(соотв.реляционную)метасистему

управления.Подробностисм.в[1–3].Внастоящейзаметкемыобсуждаемзадачуре-

дукцииреляционныхструктурквертексным.Переменныеоснащенияокрестностных

структурмырассматриваемкакнеделимые,метаскалярныепеременные.Есливвер-

тексномслучаеотказатьсяотэтогоусловияидопуститьразделяемыенакомпоненты

метавекторныепеременныесостоянийузловивходоввертекснойструктуры,торазли-

чиемеждувертекснымииреляционнымиструктурамиисчезает,посколькувыходящую

изузлаvi(илиизвходаui)мультипеременнуюY(i)={Y(i,∗)}можносчитатьме-

тавекторнымсостояниемX(i)=Y(i)узлаvi(иливходаui),которуюэтотузел(или

РаботавыполненаприподдержкеРоссийскогофондафундаментальныхисследований(проект

№16-07-00854а).



ДЕКЛАСТЕРИЗАЦИЯОКРЕСТНОСТНЫХСТРУКТУР 649

вход)передаетповыходящимдугам,пооднойкомпонентедлякаждойдуги.Иначегово-

ря,еслиметаскалярноеоснащениедугокрестностнойструктурырассматриватькакме-

тавекторноеоснащениевершин,свозможностьюраздельногоиспользованиякомпонент,

тореляционнаяструктурастановитсявертексной.Данноенаблюдениенельзясчитать

«настоящей»редукциейреляционныхструктурквертексным,посколькунарушается

условиеметаскалярности.Этопростоещеодинспособописаниереляционныхструктур

исоответствующихимреляционныхметасистем.Идея«правильного»(ссохранени-

емметаскалярности)решениязадачиредукцииреляционныхструктурквертексным,

напервыйвзгляд,достаточноочевидна–нужно«декластеризовать»окрестностную

структуру,аименно,заменитькаждуювершинунаборомsвершин,гдеs–количество

выходящихдуг,ипоместитьоснащениядугвновыевершины.Трудностивозникают

далее,припопыткепонять,чтоделатьсовходящимидугами.Особоговниманиятре-

буетслучайпетель,тоестьрефлексивныхузловструктуры.Вданнойзаметкемыдаем

описаниеалгоритмадекластеризации.

1.Постановказадачидекластеризации

Уточнимпостановкузадачидекластеризации.Пустьпореляционнооснащенной

окрестностнойструктуреNнаписанареляционнаяметасистемауравненийS,см.[1,2].

Метасистема S,«рассыпанная»наскалярныеуравненияирассматриваемаясамапо

себе,безассоциированиясN,порождаетновуюокрестностнуюструктуруN,дляко-

торойSявляетсявертекснойметасистемой.Насинтересуетсвязьмеждуструктурами

(орграфами)N иN.Очевидно,чтовершинамструктуры N однозначносоответ-

ствуютдугиивыходыструктурыN или,чтотожесамое,переменныереляционного

оснащенияструктурыN являютсяпеременнымивертексногооснащенияструктуры

N.СвязьмеждудугамиструктурN иN устроенасложнее.Мыопишемправила

каноническогопреобразования(декластеризации)N вN.Заметимещераз,чтоса-

маметасистемаSпридекластеризацииостаетсяпрежней;изменяется(канонически

декластеризуетсядовертексной)толькоассоциированнаяснейреляционнаяокрест-

ностнаяструктура.Можносказать,чтонасинтересуетнеитоговаявертекснаяструк-

тураN (оналегковосстанавливаетсяпометасистемеS),асвязьеевершинидугс

вершинамиидугамиисходнойреляционнойструктурыN.

2.Рекуррентнаядекластеризации

Старыеиновыевершиныидуги.ПустьN=(V;E)–некотораяреляционноосна-

щеннаяпеременными{Y(i,k)}окрестностнаяструктура;еевершиныиребрамыбудем

называтьдалее«старыми»(нарисункахоникрасные).Вершиныидугирекуррент-

ноконструируемойдекластеризацииN =(V;E)далееназываются«новыми»(на

рисункахонизеленые).Мыбудемпоследовательноприменятьпроцедурудекластери-

зацииковходамиузламструктурыN;длявыходовдекластеризациянетребуется.

Придекластеризацииочереднойвершиныэтавершинаивходящиедуги(нонепет-

ли)заменяютсяновыми,выходящиедугиостаютсястарыми.Порядоквершиннеимеет

значения,окончательныйрезультатотнегонезависит.Вчастности,впроцесседекла-

стеризацииможночередоватьилинечередоватьвходыиузлы.



650 Н. М. Мишачев, А. М. Шмырин

Гнезда и пучки. Все новые вершины и дуги будут образовывать кластеры, соот-
ветствующие старым вершинам и дугам. Кластеры новых вершин мы будем называть
гнездами, а кластеры новых дуг – пучками. Входы порождают гнезда входов, узлы
– гнезда узлов. Далее на рисунках гнезда обведены пунктирными овалам; пучки дуг
изображаются дугами с началом в общей точке. Количество новых узлов (входов) в
гнезде, порожденном узлом vi (входом ui ) будет равно количеству выходящих дуг,
включая петли; обозначим это количество через |vi | (соответственно |ui | ). Эти новые
узлы (входы) получают оснащения Y (i, k), k ∈ vi (соответственно U(i, k) = Y (i, k),

k ∈ ui ).
Дуги, входящие в декластеризуемый узел. В момент декластеризации очередного

старого узла vi в него могут входить только старые дуги (в том числе петля для ре-
флексивного узла) с началом в старых или новых вершинах. Количество входящих дуг
постоянно до момента декластеризации узла (входа); обозначим его через |v+i |.

Дуги, выходящие из декластеризуемой вершины (узла или входа). В момент декла-
стеризации очередной старой вершины из нее могут выходить старые дуги к старым
вершинам (узлам и выходам) и пучки новых дуг к гнездам новых узлов. Общее количе-
ство выходящих старых дуг и пучков новых дуг постоянно и равно |vi | (соответственно
|ui | для входов).

Сформулируем теперь правила рекуррентной декластеризации, отдельно для вхо-
дов, простых узлов и рефлексивных узлов. Для каждого из этих случаев мы изображаем
схему декластеризации и приводим пример. На схеме изображается только вершина с
входящими и выходящими дугами; этим подчеркивается независимость декластериза-
ции от остальных вершин.

Входы.
Декластеризацией входа ui ∈ U называется замена этого входа на гнездо из |ui |

новых входов {uik|k ∈ ui }, при этом выходившие из ui старые дуги и пучки новых дуг
распределяются по этим новым входам, см. схему на рис. 1 и пример на рис. 2. Новые
входы uik получают оснащения U(i, k), k ∈ ui .

Рис. 1: Декластеризация входа, схема

Простые узлы.
Декластеризацией простого узла vi ∈ V называется замена этого узла на гнездо

из |vi | новых узлов {vik|k ∈ ui }, и расщепление каждой входящей в vi старой дуги
на пучек новых дуг, заканчивающихся в вершинах гнезда. Пучки получают оснащения
Y (k, i), k ∈ v+i от старых дуг. Выходящие из vi старые дуги и пучки новых дуг, как и
в случае входов, распределяются по новым узлам гнезда, см. схему на рис. 3 и пример
на рис. 4. Новые узлы vik получают оснащения Y (i, k), k ∈ vi .
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Рис.2:Декластеризациявхода,пример

Рис.3:Декластеризацияпростогоузла,схема

Рис.4:Декластеризацияпростогоузла,пример

Рефлексивныеузлы.

Декластеризациейрефлексивногоузла vi∈V происходитследующимобразом.

Сначаламыпревращаемпетлювдугу,ведущуювформальнодобавленныйвыход,и

декластеризуемполученныйпростойузел.Затемнужноубратьформальныйвыходи

превратитьведущуювнегоединственнуюдугувновуюпетлю;такимобразомодна(и

толькоодна)изновыхвершингнездастановитсярефлексивной.Далееизэтогонового

рефлексивногоузланужнопровестипучекновыхдугвостальныеновыеузлыгнезда,

см.схемунарис.5ипримернарис.6.

Рис.5:Декластеризациярефлексивногоузла,схема

Результатописаннойдекластеризациинезависитотвыборапорядкадекластеризуемых

вершин(входовиузлов)ивитогеисходнаяреляционнаяокрестностнаяструктураN

превращаетсявновуювертекснуюструктуруN,приэтомвертекснаяметасистема
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Рис.6:Декластеризациярефлексивногоузла,пример

надN эквивалентнареляционнойметасистеменадN.Уточнимещедвамомента,

связанныесописаннойвышедекластеризацией.

1.Соблюдаяформальности,послезавершениядекластеризациинужноещеобъ-

явить«новыми»старыедуги,соединяющиеновыеузлысвыходами,посколькувре-

зультатеописаннойдекластеризацииэтидуги(еслиониимелисьворграфе)неизме-

нялись.

2.Декластеризациявходовиузловсединственнойвыходящейстаройдугойили

единственнымпучкомвыходящихновыхдугявляетсяформальной:стараявершина

объявляетсяновойиполучаетоснащениеотвыходящейдугиилипучкадуг.

Входывреляционныхметасистемахичастичнаядекластеризация.

Укажемещеодноприменениеописанноговышеалгоритмадекластеризации.Вреля-

ционныхсистемах,оставаясьврамкахнашегоопределенияокрестностнойструктуры,

мынеможемотличитьдействиевходаuk навсевыходыизузлаviотдействияна

одинизтакихвыходовY(i,j).Информациюобизбирательномдействиивходанаузел
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Рис. 7: Частичная декластеризация, пример

vi можно внести в реляционную структуру с помощью частичной декластеризации
этой структуры. А именно, нужно декластеризовать узел vi, но при этом заменить ду-
гу (uk, vi) не пучком дуг, проведенных ко всем узлам гнезда, а только одной дугой,
проведенной к новому узлу, соответствующему выходу Y (i, j) (см. рис. 7, на котором
дуга внутри узла информирует об избирательном действии входа).
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Abstract.Neighborhoodstructures(digraphsofaspecialkind)canhavevertexor

relationalsetsofequippingvariables.Vertexvariablescorrespondtotheverticesof

thestructure,whiletherelationalonescorrespondtothearcs.Thearticledescribes

analgorithmforthecanonicaltransformation(declusterization)oftherelational

structuresintothevertexones.Thistransformationestablishesaconnectionbetween

twotypesofcontrolmetasystemsonneighborhoodstructures.
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Аннотация.Внастоящейработемырассматриваемнекоторыезадачиизкомби-

наторногоанализа,связанныесразмещениямибезсоседейнаграфах,аименно,

мынаходимколичестваивероятноститакихразмещенийнапростейшихгра-

фах(отрезок,дваотрезка,цикл),атакже(этоболеетрудно)такиежезадачи

дляцикласточностьюдоповорота.

Ключевыеслова:рекуррентныесоотношения;числа Фибоначчи;многочлены

Фибоначчи;числаЛюка;многочленыЛюка

Введение

Пусть –конечныйграфсмножествомвершин V,безпетельидвойныхребер.

ПустьL(V)–множествофункцийнаVсозначениями0и1,назовемихразмещени-

ями.Размещениембезсоседеймыназываемтакуюфункцию,чтовсоседнихвершинах

онанеможетодновременноприниматьзначение1.ПустьS()–множествотаких

функций.ДляконечногомножестваAчерез|A|обозначаемколичествоэлементовв

нем.Пустьn=|V|.

Предположим,чторазмещения–случайные.Пустьзначения0и1принимаютсяс

вероятностямиqиp,соответственно,q+p=1.ВероятностьP(f)размещенияfесть

одночленqkpm,гдеkиm –кратностизначений0и1,соответственно.Егостепень

равнаk+m=n.ПустьA–некотороемножестворазмещенийизL(V).Вероятность

P(A)этогомножестваравнасуммесоответствующиходночленов:P(A)=
∑
P(f).Эта

вероятностьестьнекоторыймногочленF(A;q,p)отдвухпеременных,однородный

степениn.ЕгозначениеF(A;1,1)приq=p=1(забываемобограниченииq+p=1)

равно|A|.

РаботавыполненаприподдержкеМинистерстваобразованияинаукиРоссийскойФедерации(про-

ект№3.8515.2017/8.9).
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Предположим,чтограф являетсяоднородным,тоестьимеетсянекотораягруппа

G преобразованийэтогографавсебя,действующаятранзитивнонамножествевер-

шинV.ОнасохраняетS().ВозьмемвкаждойорбитегруппыGвS()поодному

представителю(размещению),получиммножествоR(),назовемегорадиальныммно-

жеством.

Возникаютследующиезадачи.

Задача(A).Найтиколичествоs()=|S()|размещенийбезсоседей.

Задача(B).Дляоднородногографанайтиколичествоξ()размещенийбезсоседей

cточностьюдодействиягруппыG.ОноравноколичествуорбитгруппыG вS(),

или,чтовсеравно,количеству|R()|.

Задача(С).Найтивероятностьw()того,чтослучайноеразмещениеявляетсяраз-

мещениембезсоседей.ОноравноF(S(V);q,p).

Задача(D).Дляоднородногографанайтивероятностьβ()того,чтослучайное

размещениеявляетсяразмещениембезсоседейcточностьюдодействиягруппыG.

ОноравноF(R();q,p).

§1. Многочлены Фибоначчиимногочлены,связанныесними

Напомним,см.[1],чточислаФибоначчиFm,m=0,1,2,...,определяютсярекур-

рентнымсоотношением Fm=Fm 1+Fm 2 иначальнымиусловиямиF0=0,F1=1.

ЧислаЛюкаLm,m=1,2,...,определяютсяформулой

Lm=Fm 1+Fm+1. (1)

Ониудовлетворяюттакомужерекуррентномусоотношению,начальныезначенията-

ковы:L1=1,L2=3.Приведемтаблицу

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ...

Fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 ...

Ln - 1 3 4 7 11 18 29 47 76 ...

МногочленамиФибоначчи Φn(q,p),n=0,1,2,...,мыназываемследующиеодно-

родныемногочленыстепениnотдвухпеременныхq,p:

Φn(q,p)=
∑

2k n+1

(
n+1 k

k

)

qn kpk=

=qn+

(
n

1

)

qn 1p+

(
n 1

2

)

qn 2p2+

(
n 2

3

)

qn 3p3+.... (2)

Ониудовлетворяютследующемурекуррентномусоотношению

Φn(q,p)=qΦn 1(q,p)+qpΦn 2(q,p). (3)
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Этовытекаетизтождествадлябиномиальныхкоэффициентов:
(
m

k

)

+

(
m

k 1

)

=

(
m+1

k

)

.

Решаяконечно-разностноеуравнение(3)сначальнымиусловиями Φ0=1,Φ1=q+p,

получаемявныйвид:

Φn(q,p)=
1

q
·
λn+21 λn+22
λ1 λ2

,

где

λ1=
1

2

(
q+
√
q2+4qp

)
, λ2=

1

2

(
q
√
q2+4qp

)
.

Вчастности,приполучаемформулуБинедлячиселФибоначчи

Fn=
1
√
5
·

{(
1+
√
5

2

)n (
1
√
5

2

)n}

.

ПриведемнесколькопервыхмногочленовФибоначчи:

Φ0(q,p)=1

Φ1(q,p)=q+p

Φ2(q,p)=q
2+2qp

Φ3(q,p)=q
3+3q2p+qp2

Φ4(q,p)=q
4+4q3p+3q2p2

Φ5(q,p)=q
5+5q4p+6q3p2+q2p3

ТеперьвведеммногочленыФибоначчи-bisAn(u,v),n=0,1,....Это–многочлены

отuиvстепениnпоuстакимижекоэффициентами,чтоиумногочленовФибоначчи

Φn 1,нопоказателиупеременногоuубываютна2,аименно,

An(u,v)=
∑

2k n

(
n k

k

)

un 2kvk=

=un+

(
n 1

1

)

un 1v+

(
n 2

2

)

un 4v2+

(
n 3

3

)

un 6v3+....

ЧерезмногочленыФибоначчионивыражаютсятак:

An(u,v)=uΦn 1

(
u,
v

u

)
, n 1. (4)

Из(3)следуетконечно-разностноеуравнениедляAn(u,v):

An(u,v)=uAn 1(u,v)+vAn 2(u,v) (5)

Имеетместоследующееравенство:

An(x+y, xy)=
xn+1 yn+1

x y
. (6)
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Эторавенствопроверяетсяспомощьюконечно-разностногоуравнения(5)иначальных

условийA0=1,A1=u.

ПриведемнесколькопервыхмногочленовФибоначчи-bis:

A0(u,v)=1

A1(u,v)=u

A2(u,v)=u
2+v

A3(u,v)=u
3+2uv

A4(u,v)=u
4+3u2v+v2

A5(u,v)=u
5+4u3v+3uv2

A6(u,v)=u
6+5u4v+6u2v2+v3

МногочленамиЛюка Ψn(q,p),n=1,2,...,мыназываемследующиеоднородные

многочленыстепениnотдвухпеременныхq,p:

Ψn(q,p)=qΦn 1(q,p)+q
2pΦn 3(q,p). (7)

Из(2)находим:

Ψn(q,p)=
∑

2k n

n

n k
·

(
n k

k

)

qn kpk.

МногочленыЛюкаудовлетворяюттомужерекуррентномусоотношению(3).Решая

этоуравнение(3)сначальнымиусловиями Ψ1=q,Φ2=q
2+2qp,получаем:

Ψn(q,p)=λ
n
1+λ

n
2.

Приведемнесколькопервыхмногочленов:

Ψ1(q,p)=q

Ψ2(q,p)=q
2+2qp

Ψ3(q,p)=q
3+3q2p

Ψ4(q,p)=q
4+4q3p+2q2p2

Ψ5(q,p)=q
5+5q4p+5q3p2

Ψ6(q,p)=q
6+6q5p+9q4p2+2q3p3

Ψ7(q,p)=q
7+7q6p+14q5p2+7q4p3

ОтметимсвязьсчисламиФибоначчииЛюка:

Φn(1,1)=Fn+2, Ψn(1,1)=Ln.
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§2.Граф«отрезок»

ПустьNnестьмножество{1,2,...,n}.Оноестьмножествовершиндляграфа«от-

резок»In,ребросоединяетвершиныkиk+1,1 k<n.

Теорема1.Величиныs(In)иw(In)выражаютсячерезчислаимногочленыФи-

боначчи:

s(In)=Fn+2, (8)

w(In)=Φn(q,p). (9)

Доказательство.Обозначимдлякраткостиan=s(In),bn=w(In).Разме-

щенияизS(In)–этовекторы(x1,x2,...,xn)скоординатами0,1,вкоторыхдвееди-

ницынемогутстоятьрядом.МножествоS(In)распадаетсянадваподмножества:пер-

воесостоитизвекторов(x1,x2,...,xn 1,0),второе–извекторов(x1,x2,...,xn 2,0,1).

Поэтомуan=an 1+an 2.Непосредственнонаходимa1=2,a2=3.Вместесурав-

нениемэтодоказывает(8).Вероятностиуказанныхвышедвухподмножествравны

qbn 1иqpbn 2.Поэтомуbn=qbn 1+qpbn 2.Непосредственнонаходимb1=q+p,

b2=q
2+2qp.Вместесуравнениемэтодоказывает(9).

§3.Граф«цикл»

Граф«цикл»Cn имееттожесамоемножествовершинNn,чтоиграфIn из§2,

ионполучаетсяизграфаInдобавлениемребра,соединяющего1иn.

Теорема2.Величиныs(Cn)иw(Cn)выражаютсячерезчислаимногочленыЛю-

ка:

s(Cn)=Ln, (10)

w(Cn)=Ψn(q,p). (11)

Доказательство.Обозначимдлякраткостиcn=s(Cn),dn=ξ(Cn),кроме

того,используемобозначенияanиbnиз§2.РазмещенияизS(Cn)–этотакиежевек-

торы,чтоивышев§2,сзапрещениемвекторов(1,x2,...,xn 1,1).МножествоS(Cn)

распадаетсянадваподмножества:первоесостоитизвекторов(x1,x2,...,xn 1,0),вто-

рое–извекторов(0,x2,...,xn 2,0,1).Поэтомуcn=an 1+an 3.Вместес(8)иопре-

делением(1)чиселЛюкаэтодоказываетформулу(10).

Вероятностиуказанныхвышеподмножествравны qbn 1 и q
2pbn 3. Поэтому

dn=qbn 1+q
2pbn 3.Непосредственнонаходимb1=q+p,b2=q

2+2qp.Вместе

с(7)этодоказываетформулу(11).

НациклеCnдействуетциклическаягруппаZnсдвигамиk∪→k+sпомодулюn.

ТемсамымонадействуетвмножествеS(Cn).ОбозначимчерезΩмножествоорбит

группыZn вS(n).ВозьмемвкаждойорбитегруппыZn вS(Cn)поодномупред-

ставителю(размещению)h,получимрадиальноемножествоR(Cn).Ононаходитсяво

взаимнооднозначномсоответствиисмножествомΩ:R(Cn)∼Ω.
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Намнадовычислитьчислоэлементоввэтоммножествеиеговероятность,аименно,

числоξ(Cn)=|R(Cn)|имногочленβ(Cn)(q,p)=F(R(Cn);q,p).

Напомним[2]теоретико-числовуюфункциюЭйлераφ(m).Онауказываетколиче-

ствонатуральныхчисел,меньшихmивзаимнопростыхсm.Имеетместосоотношение

∑

d|m

φ(d)=m. (12)

Теорема3.Имеютместоформулы:

ξ(Cn)=
1

n

∑

d|n

φ(d)Ln/d.

β(Cn)=
1

n

∑

d|n

φ(d)Ψn/d(q
d,pd). (13)

Доказательство.ДляделителяrчислаnобозначимчерезA(r)множе-

ствофункций(размещений)изS(Cn)снаименьшимпериодомr.МножествоS(Cn)

естьдизъюнктноеобъединение∪A(r),гдеrпробегаетвседелителичислаn.Группа

ZnсохраняеткаждоемножествоA(r),онаимеетвA(r)несколькоорбит.Стационар-

наяподгруппафункцииизA(r)естьrZn,еепорядокравенn/r.

ВышемыужевзяливкаждойорбитеизΩпооднойфункцииh.Подействуемна

каждуюhвсейгруппойZn.ПолучимотображениеM множестваZn×Ωнавсёмно-

жествоS(n).Приэтомкаждаяh,принадлежащаяA(r),даетrразличныхфункций

изA(r),тоестьвсёA(r),скратностьюn/r.Такимобразом,множествоZn×Ωнахо-

дитсявовзаимнооднозначномсоответствиисмножествомфункцийиз∪A(r)=S(Cn),

взятыхскратностьюn/r:

Zn×Ω∼
∪

r|n

A(r)·
n

r
.

Изэтогоравенстваполучаемравенствочиселиравенствомногочленов:

n·ξ(Cn)=
∑

r|n

|A(r)|·
n

r
, (14)

n·F(S(Cn);q,p)=
∑

r|n

F(A(r);q,p)·
n

r
. (15)

Применимформулу(12)кмножителюn/rвправыхчастях(14)и(15)ипереставим

суммирования,мыполучим

n·ξ(Cn)=
∑

d|n

φ(d)
∑

r|(n/d)

|A(r)|, (16)

n·F(S(Cn);q,p)=
∑

d|n

φ(d)
∑

r|(n/d)

F(A(r);q,p). (17)

ОбъединениеT(m)множествA(r),длякоторыхrделитделительm числаn,состо-

итизфункцийспериодомm (необязательнонаименьшим).ВсякаяфункцияизT(m)
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полностьюопределяетсясвоимизначениямиввершинах{1,2,...,m},такчтомноже-

ствоT(m)получаетсяизфункцийизS(Cm)заменойqиpнаq
n/mиpn/m,соответ-

ственно,ипотомувероятностьмножестваT(m)равнавероятностиΨm(q
n/m,pn/m),а

количество|T(m)|функцийравночислуЛюкаLm.Поэтомувнутренняясуммав(16)

естьLn/d,авнутренняясуммав(17)естьΨn/d(q
d,pd),чтоидоказываеттеорему.

Пример 1.ГрафC6.

КоличестворазмещенийбезсоседейравночислуЛюкаL6=18.Делителичисла6

–эточисла1,2,3,6.ЗначениянанихфункцииЭйлератаковы:φ(1)=1,φ(2)=1,

φ(3)=2,φ(6)=2.Имеется5орбитгруппыZ6:

000000(r=1);

010101,101010(r=2);

001001,100100,010010(r=3);

000101,100010,010001,101000,010100,001010(r=6);

000001,100000,010000,001000,000100,000010(r=6).

Вкачествепредставителейможновзятьфункции,стоящиенапервомместе.Далее

используютсяследующиемногочленыЛюка:

Ψ1(q,p)=q

Ψ2(q,p)=q
2+2qp

Ψ3(q,p)=q
3+3q2p

Ψ6(q,p)=q
6+6q5p+9q4p2+2q3p3.

Многочлен β(C6)(q,p)=F(R(C6);q,p)есть

β(C6)(q,p)=q
6+q5p+2q4p2+q3p3.

Равенство(13)есть

β(C6)(q,p)=
1

6

{
Ψ6(q,p)+Ψ3(q

2,p2)+2·Ψ2(q
3,p3)+2·Ψ1(q

6,p6)
}

§4.Граф«дваотрезка»

Граф«дваотрезка»Kn состоитиздвухэкземпляровотрезкаIn,см.§2,соответ-

ствующиевершины(соднимитемженомером)соединеныребром.Вершинызануме-

рованыпарами(k,i),гдеk=1,...,n,i=1,2.Ребрасоединяют(k,i)с(k+1,i),

k<n,атакже(k,1)с(k,2).ПоэтомуразмещениеfнаKnестьдвустрочнаяматрица

(fk,i),элементыкоторойесть0или1.

Теорема4.Последовательностьs(Kn)удовлетворяетконечно-разностномуурав-

нениюxn=2xn 1+xn 2сначальнымиусловиямиx0=1,x1=3,явныевыражения

таковы

s(Kn)=
∑

2k n

(
n

2k

)

2k. (18)
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Числаw(Kn)выражаютсячерезмногочленыФибоначчииФибоначчи-bis:

w(Kn)=q
n
{
Φn 1(1,qp)+pΦn 2(1,qp)

}
, n 2, (19)

=qn
{
An(1,qp)+pAn 1(1,qp)

}
. (20)

Доказательство.Введемещеодинграф K′n,онполучаетсяизграфаKn
удалениемоднойкрайнейвершины:(n,1)или(1,n),–ивыходящихизнеедвухребер.

Обозначимxn=s(Kn),yn=s(K
′
n).ВозьмемразмещениеfизS(Kn).Еслиfn,1=0,

тооставшаясяпослеудаленияэтогоэлементаматрицапринадлежитS(K′n).Еслиже

fn,1=1,тодолжнобытьfn,2=0,fn 1,1=0 иоставшаясяпослеудаленияэтихтрех

элементовматрицапринадлежитS(K′n 1).Поэтомуxn = yn+yn 1.Пустьтеперь

f∈S(K′n).Еслиfn,2=0,тооставшаясяпослеудаленияэтогоэлементаматрицапри-

надлежитS(Kn 1).Еслижеfn,2=1,тодолжнобытьfn 1,2=0иоставшаясяпослеуда-

ленияэтихдвухэлементовматрицапринадлежитS(K′n 1).Поэтомуyn=xn 1+yn 1.

Подставимвэтоуравнениенайденноеранеезначение: xn 1=yn 1+yn 2,получим

yn=2yn 1+yn 2.Точнотакоежеуравнение

xn=2xn 1+xn 2

справедливодляxn,посколькуxnвыражаетсялинейночерезyn.Характеристическое

уравнениеλ2 2λ 1=0имееткорниλ1=1+
√
2,λ2=1

√
2.Непосредственное

вычислениедаетx1=3,x2=7,поэтому

xn=
1

2
λn+11 +λn+12

)
,

отсюдаполучаем(17).

Обозначимтеперь wn=w(Kn),zn=w(K
′
n).Рассуждая,какивыше,получаем

систему

wn=qzn+q
2pzn 1

zn=qwn 1+qpzn 1.

Исключаяwn 1извторогоуравненияспомощьюпервого,получаемконечно-разност-

ноеуравнениедляzn.Точнотакоежеуравнение

wn=q(q+p)wn 1+q
3pwn 2 (21)

справедливодляwn,посколькуwnвыражаетсялинейночерезzn.Здесьудобноввести

новоепеременноеbn:

wn=q
nbn, (22)

тогда(21)превращаетсявуравнение

bn=(q+p)bn 1+qpbn 2. (23)
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Дляn=1иn=2мывычисляемнепосредственно:

w1=q
2+2qp, w2=q

4+4q3p+2q2p2,

тогдас(21)согласуетсязначениеw0=1.Дляуравнения(23)характеристическое

уравнениеестьλ2 (q+p)λ qp=0,оноимееткорни

λ1=
q+p+

√
(q+p)2+4qp

2
, λ2=

q+p
√
(q+p)2+4qp

2
.

Учитываяначальныеусловияb0=1,b1=q+2p,получаем

bn=
λn+11 λn+12
λ1 λ2

+p
λn1 λn2
λ1 λ2

.

Рассмотримотдельно

tn=
λn+11 λn+12
λ1 λ2

.

Вспоминая(6),получаем

tn=An(q+p,qp).

Итак,

bn=An(q+p,qp)+pAn 1(q+p,qp).

Возвращаяськwnпоформуле(22),получимвыражениечиселw(Kn)черезмногочле-

ныФибоначчи-bis:

w(Kn)=q
n
{
An(q+p,qp)+pAn 1(q+p,qp)

}
.

Вспомним,наконец,соотношениеq+p=1 исоотношениеAn(1,v)=Φn 1(1,v),см.

(4),окончательнополучим(19)и(20).

Уравнение(23)даетуравнениедляtn:

tn(q,p)=(q+p)tn 1(q,p)+qptn 2(q,p).

Изнегоследует,чтокоэффициентымногочленовtn(q,p)образуютлюбопытныйариф-

метическийтреугольник–каждоечислоестьсумматрехнаднимстоящих(односпра-

ва,однослева,односверху):

1

1 1

1 3 1

1 5 5 1

1 7 13 7 1

1 9 25 25 9 1

1 11 41 63 41 11 1
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Аннотация.Изучаетсявопрососвойствахтехнологическогомножествавди-

намическихпроизводственныхмоделях.Исследуемыемоделирассматривают-

сякаклинейныединамическиеуправляемыесистемы,вкоторыхуправлением

служитфункциянепроизводственногопотребления,принимающаязначенияв

выпукломзамкнутомконечнопорожденномконусе.

Ключевыеслова:линейныеуправляемыесистемы;модельЛеонтьева;множество

достижимости;технологическоемножество

Вработеизучаютсяоткрытыединамическиемоделимежотраслевогобалансалеон-

тьевскоготипа.Втакихмоделяхэкономическихсистемпродукция,выпускаемаяспри-

менениемэкономическихфакторов,самаиспользуетсякакфакторпроизводствадру-

гихвидовпродукции.Крометого,частьваловоговыпускаидетнанепроизводствен-

ноепотребление.Висследуемыхмоделяхважнымявляетсявопросзамкнутоститех-

нологическогомножества,описывающегопроизводственныйпроцесс.Вданнойработе

полученынеобходимыеусловиязамкнутоститехнологическогомножествависследуе-

мыхмоделях.Ониприменяются,вчастности,приисследованиимоделейтипа«спрос-

предложение»(см.,например,[1,2]),вкоторыхфункцияпредложенияявляетсяреше-

ниемзадачимаксимизациифункцииприбылинатехнологическоммножестве.

РаботавыполненаприподдержкеРоссийскогонаучногофонда(проект№17-11-01168).
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РассмотримоткрытуюдинамическуюмодельВ.В.Леонтьева,аименно

x=Ax+Bẋ+u,t∈[0,T], (1)

сначальнымусловием

x(0)=0. (2)

Здесьx=(x1,x2,...,xn)
∞ ∈ Rn иu=(u1,u2,...,un)

∞ ∈ Rn+ –векторваловых

выпусковотраслейивекторнепроизводственногопотреблениясоответственно.Знак

"*"здесьидалееозначаеттранспонирование.Висследуемоймоделипредполагается

выполнениеусловияХаукинса–Саймона(см.[3]),аименно,матрицапрямыхзатрат

A=(aij),i,j=1,nявляетсяпродуктивной:aij≥0,i,j=1,n;∀v∈R
n
+ ∃w∈R

n
+:

w=Aw+v.Крометого,матрицаприростаосновныхпроизводственныхфондовB=bI,

b>0,I–единичнаяматрицапорядкаn.

Допустимымуправлениембудемназыватьвсякуюсущественноограниченнуюфунк-

циюu(t),t∈[0,T],длякоторойu(t)∈Rn+ дляп.в.t.

ТехнологическиммножествомвмоментвремениTявляетсямножество

PT=
{
(Ay;y)|y∈Rn+:

∃u(·)∈L [0;T],u(t)∈Rn+ ∀̇t∈[0;T],

y=x(T),гдеx(·)—решение(1),(2),соответствующееu(·)}.

(3)

Очевидно,технологическоемножество PT висследуемоймоделиявляетсявыпук-

лымконусомсвершинойвнуле.Дляполучениянеобходимыхусловийзамкнутости

технологическогомножестваприменяютсярезультатыработы[4],посвященнойиссле-

дованиютопологическихсвойствмножествадостижимостилинейныхсистем.

Рассмотримобъект,поведениекоторогоописываетсялинейнойсистемойобыкновен-

ныхдифференциальныхуравнений

ẋ=Cx+Du,t∈[0,T], (4)

сначальнымусловием

x(0)=0. (5)

Здесь x=(x1,x2,...,xn)
∞∈Rn–n-мерныйвектор фазовогосостояниясистемы,

u=(u1,u2,...,un)
∞∈Rn–n-мерныйвекторуправления,C, D–матрицыn×n.

Допустимымуправлениембудемназыватьвсякуюсущественноограниченнуюфунк-

циюu(t),t∈[0,T],длякоторойu(t)∈K дляп.в.t, K–выпуклыйконечнопорож-

денныйконус,тоесть

K=

{

v∈Rn:v=

k∑

i=1

λiui,λi≥0,ui∈R
n,i=1,k

}

.

Здесьui–заданныевекторыизR
n,причемui̸=0̄∀i=1,k.

МножествомдостижимостиDT вмоментвремениTназовеммножествовсехточек

изфазовогопространстваRn,вкоторыеможноперейтинаотрезкевремени[0;T]из
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точкиx(0)=0порешениямсистемыуравнений(4)привсехвозможныхдопустимых

управленияхu(·):

DT={y∈R
n:∃u(·)∈L [0;T],u(t)∈K ∀̇t∈[0;T],

y=x(T),гдеx(·)–решение(4),(5),соответствующееu(·)}.

Определимматрицы:

Di=C
i1D,i=1,n.

Следующаятеоремадаетусловия,гарантирующиеоткрытостьмножестваDT\{0}.

Теорема1.(см.[4])Пустьдлялюбогоi∈{1,2,...,k}

rang{D1ui,D2ui...,Dnui}=n.

ТогдамножествоDT\{0}являетсяоткрытым.

Заметим,чтозадача(1),(2)эквивалентна(4),(5),гдеC=B 1(I A), D= B 1,

I–единичнаяматрицапорядкаn.Крометого,длярассматриваемойзадачи

u1=(1,0,...,0),u2=(0,1,...,0),...,un=(0,0,...,1). (6)

Применяятеорему1кисследуемоймодели,учитывая(6),получаемнеобходимые

условиязамкнутоститехнологическогомножествавдинамическоймоделиЛеонтьевас

непрерывнымвременем.

Теорема2.Пустьвмодели(1),(2)технологическоемножество PT замкнуто.

Тогдавыполненыследующиеусловия

i)еслиn=2,то a12a21=0;

ii)еслиn=3,тосуществуеттакое i=1,3,что

ã2i

3∑

k=1

ã3k̃aki=̃a3i

3∑

k=1

ã2k̃aki,

где

ãii=aii 1,i=1,3,ãij=aij,i̸=j,i,j=1,3;

iii)еслиn≥4,то

∃i=1,n,∃αj∈R,j=1,n 1:
n 1∑

j=1

α2j≠0,

∀s=2,nα1b
2ãsi+α2b

3
n∑

k=1

ãsk̃aki+

+
n∑

r=4

αr 1b
r

r∑

kl=1

l=1,r2

∏

m=1,r3

ãkmkm+1ãsk1̃akr−2i=0,

гдеãii=aii 1,i=1,n,ãij=aij,i̸=j,i,j=1,n.
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Доказательство.Всилу(3)иззамкнутоститехнологическогомножества

PT следуетзамкнутостьмножествадостижимостиDT.Тогдавсилутеоремы1имеем

∃i=1,n:rang{D1ui,D2ui...,Dnui}<n. (7)

Имеем

D1= b1I; (8)

D2=B
1(A I)B 1=(d2ij),i,j=1,n,

d2ii=b
2(aii 1),i=1,n,d2ij=b

2aij,i̸=j,i,j=1,n;
(9)

D3=(B
1(I A))

2
(B 1)= B 1(A I)D2=(d3ij),i,j=1,n,

d3ij= b3
n∑

k=1

ãik̃akji,j=1,n;
(10)

Dr=(B
1(I A))

r 1
(B 1)=

= B 1(A I)Dr 1=(drij),i,j=1,n,r=4,n,

drij=(1)
rbr

r∑

kl=1

l=1,r2

∏

m=1,r3

ãkmkm+1ãik1̃akr−2j,i,j=1,n.
(11)

Тогдавсилу(6)и(8)имеем

D1ui= b1(1,0,...,0)∞,i=1,n; (12)

всилу(6)и(9)

D2ui=b
2(̃a1i,̃a2i,...,̃ani)

∞,i=1,n; (13)

всилу(6)и(10)

D3ui= b3













n∑

k=1

ã1k̃aki
n∑

k=1

ã2k̃aki

...
n∑

k=1

ãnk̃aki













,i=1,n; (14)

всилу(6)и(11)

Drui=(1)
rbr

















r∑

kl=1

l=1,r2

∏

m=1,r3

ãkmkm+1ã1k1̃akr−2i

r∑

kl=1

l=1,r2

∏

m=1,r3

ãkmkm+1ã2k1̃akr−2i

...
r∑

kl=1

l=1,r2

∏

m=1,r3

ãkmkm+1ãnk1̃akr−2i

















,i=1,n,r=4,n. (15)
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Из(12)следует,чтоусловие(7)эквивалентноследующему

∃i=1,n:rang{D2ui...,Dnui}<n 1. (16)

Всвоюочередьусловие(16)выполняетсятогдаитолькотогда,когда

∃i=1,n,∃αj∈R,j=1,n 1:

n 1∑

j=1

α2j≠0,

n 1∑

j=1

αjDj+1ui=0. (17)

Всилу(13)–(15)имеем

n 1∑

j=1

αjDj+1ui=α1b
2







ã1i
ã2i
...

ãni





 α2b

3













n∑

k=1

ã1k̃aki
n∑

k=1

ã2k̃aki

...
n∑

k=1

ãnk̃aki













+

+

n∑

r=4

αr 1(1)
rbr

















r∑

kl=1

l=1,r2

∏

m=1,r3

ãkmkm+1ã1k1̃akr−2i

r∑

kl=1

l=1,r2

∏

m=1,r3

ãkmkm+1ã2k1̃akr−2i

...
r∑

kl=1

l=1,r2

∏

m=1,r3

ãkmkm+1ãnk1̃akr−2i

















.

Отсюдаииз(17)следуетутверждение(iii)теоремы.

Вслучаедвухсекторноймоделиэкономики(n=2)имеем:

u1=(1,0)
∞,u2=(0,1)

∞;

D1u1=

(
b1

0

)

, D1u2=

(
0

b1

)

,

D2u1=

(
b2(a11 1)

b2a21

)

,D2u2=

(
b2a12

b2(a22 1)

)

.

Такимобразом,

rang{D1uj,D2uj}=

{
1,aij=0,

2,aij≠0;
i,j=1,2;i̸=j.

Отсюдаиизтеоремы1следуетутверждение(i)теоремы.

Дляслучаятрехсекторноймоделиэкономики(n=3)имеем

u1=(1,0,0),u2=(0,1,0)
∞,u3=(0,0,1)

∞,
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D1u1=




b1

0

0



, D1u2=




0

b1

0



, D1u3=




0

0

b1



, (18)

D2u1=




b2(a11 1)

b2a21
b2a31



, D2u2=




b2a12

b2(a22 1)

b2a32



,

D2u3=




b2a13
b2a23

b2(a33 1)



,

(19)

D3u1=











b3
3∑

k=1

ã1k̃ak1

b3
3∑

k=1

ã2k̃ak1

b3
3∑

k=1

ã3k̃ak1











, D3u2=











b3
3∑

k=1

ã1k̃ak2

b3
3∑

k=1

ã2k̃ak2

b3
3∑

k=1

ã3k̃ak2











,

D3u3=











b3
3∑

k=1

ã1k̃ak3

b3
3∑

k=1

ã2k̃ak3

b3
3∑

k=1

ã3k̃ak3











,

(20)

ãii=aii 1,i=1,3,ãij=aij,i̸=j,i,j=1,3.

Из(18)следует,чтодлялюбогоi=1,3

rang{D1ui,D2ui,D3ui}=rang{D2ui,D3ui}+1.

Втожевремя,вследствие(19)и(20),∀i=1,3rang{D2ui,D3ui}=2тогдаитолько

тогда,когда

ã2i

3∑

k=1

ã3k̃aki≠̃a3i

3∑

k=1

ã2k̃aki,i=1,3.

Отсюдаизтеоремы1следуетутверждение(ii)теоремы.
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ПРИЗНАКИРЕГУЛЯРНОСТИИУСТОЙЧИВОСТИ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХУРАВНЕНИЙВЫСШЕГОПОРЯДКА
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Аннотация.Наосновепрежнихработавторовуказаныновыепризнакирегу-

лярностииустойчивостивекторно-матричныхдифференциальныхуравненийс

переменнойглавнойчастью.

Ключевыеслова:линейныевекторно-операторныедифференциальныеуравне-

ниявысшегопорядкаспеременнымикоэффициентами;ограниченные;почти

периодические;асимптотическиустойчивыерешения;ограниченнаяфункция

Грина;интегральныеичастотныепостоянные

Введение

Вкнигах[1]и[2]изучалисьдифференциальныеуравнениявбанаховыхпростран-

ствахснеограниченнымии,соответственно,ограниченнымикоэффициентами.Вука-

занныхкнигахдифференциальныеуравнениявысшегопорядкавстречаютсяэпизоди-

чески;вкниге[2]это,восновном,линейныедифференциальныеуравнениявторогопо-

рядка.Однойизважныхзадачприизучениидифференциальныхуравненийявляется

вопрособустойчивостирешений.Еслидлядифференциальныхуравненийспостоянны-

микоэффициентамиэтотвопросизучендостаточноглубоко,уравнениявпеременными

коэффициентамипредставляютиногдатрудноразрешимуюзадачу.Дляуравненийс

переменнымикоэффициентамиВ.М.Алексеевым[3]былпредложенметодзаморожен-

ныхкоэффициентов,подробноизученныйдлясистемдифференциальныхуравнений

первогопорядкав[4].Авторыобнаружилимногообщегомеждуихпрежнимиисследо-

ваниямиограниченныхрешенийдифференциальныхуравненийвысшегопорядка[5]и

методомзамороженныхкоэффициентов.Полученныенаэтомпутипростейшиерезуль-

татыисоставляютсодержаниеэтойстатьи.

РаботавыполненаприподдержкеРоссийскогофондафундаментальныхисследований(проект

№16-01-00197).
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1.Основныепонятия

ПустьB–комплексноебанаховопространствоиEndB–банаховаалгебрали-

нейныхограниченныхоператоров(эндоморфизмов),действующихвB.Вбанаховом

пространствеBрассмотримлинейноевекторно-операторноедифференциальноеурав-

нениеn-гопорядкаспеременнымикоэффициентами

A0(t)x
(n)+A1(t)x

(n 1)+...+An(t)x=f(t), (1)

гдеx(t):R→ Bискомаявекторнаяфункция,аоператорныефункцииAj(t):R→

EndB(сильно)измеримыеиограниченные,болеетого,ониимеютограниченныеко-

лебания
||Aj(t) Aj(s)||≤ln j,(t,s∈R),0≤j≤n, (2)

гдеl0,l1,...,ln –некоторыенеотрицательныечисла.Предполагаетсятакже,чтоопера-

торA0(t)прикаждомtобратим:A
1
0(t)∈EndB.

Определение 1.Прикаждомфиксированномtоператорныйхарактеристи-

ческиймногочлен

Ln(t,λ)≡A0(t)λ
(n)+A1(t)λ

(n 1)+...+An(t):C→EndB (3)

называетсянерезонансным,есливыполненоусловие

L 1
n(t,iθ)∈EndB, ∞<θ<+∞. (4)

Введемчастотныеиинтегральныепостоянные.

Определение 2.Частотныепостоянныеопределяютсяследующимобразом

σj(t)= max
\<θ<+\

||(iθ)jL 1
n(t,iθ)||,0≤j≤n (5)

(вслучаеj=nмаксимумнужнозаменитьнасупремум).

Дляудобствавведемобозначение

σj= sup
\<t<+\

σj(t),0≤j≤n. (6)

Всилунерезонансногоусловия(3)уравнение(1)прикаждомфиксированном t

имеетоператорнуюограниченнуюфункциюГрина,тоестьфункциюГриназадачиоб

ограниченныхрешенияхG(t,s).

Определение 3.Определиминтегральныепостоянные

æj(t)=

\∫

\

||G(j)(t,s)||ds,0≤j≤n (7)

(вслучаеj=nнужнодобавитькправойчасти||A 1
0(t)||).
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Дляудобствавведемобозначение

æj= sup
\<t<+\

æj(t),0≤j≤n. (8)

Мыбудемговорить,чтовыполненочастотноеусловие,если

qσ=
n∑

j=0

ljσj<1 (9)

иинтегральноеусловие,если

qæ=
n∑

j=0

ljæj<1, (10)

гдеljвзятыиз(2).

Фиксируемнекоторое t0 иперепишемуравнение(1)вновомвиде,оставивслева

частьуравненияспостояннымикоэффициентами

A0(t0)x
(n)+A1(t0)x

(n 1)+...+An(t0)x=B0(t)x+B1(t)̇x+...+Bn(t)x
(n)+f(t),(11)

гдеBj(t)=An j(t0) An j(t),0≤j≤n.Тогдавсилуусловия(2)имеем

||Bj(t)||≤lj,0≤j≤n. (12)

2.Основныерезультаты

Применениеосновныхрезультатовработы[5]приводиткследующимтеоремам.

Теорема1.Пусть B–комплексноебанаховопространствоивыполненоинте-

гральноеусловие(10).

Тогдаприлюбойограниченнойизмеримойвекторнойфункцииf(t):R→ Bурав-

нение(1)имеетединственноеограниченноерешениевместеспроизводнымидоn-го

порядкавключительно,причемсправедливыоценки

||x(j)||≤
æj
1 qæ

||f||,0≤j≤n. (13)

Пусть B=H,гдеH–гильбертовопространствоивыполненочастотноеусло-

вие(9).

Тогдаимеетместовысказанноевышеутверждение,аоценкиприобретаютвид

||x(j)||≤
σj
1 qσ

||f||,0≤j≤n. (14)

Теорема2.Пустьоператорныефункцииисвободныйчленвуравнении(1)явля-

ютсяпочтипериодическимифункциями(операторныефункции–всильномсмысле).

ПустьB=H,гдеH–гильбертовопространство.

Тогдавусловияхтеоремы1длялюбойвекторнойпочтипериодическойфункции

f(t):R→Hуравнение(1)имеетединственноепочтипериодическоерешениевместе

спроизводнымидоn-гопорядкавключительно,причемсправедливыоценки

x(j) ≤
σj
1 qσ

f,0≤j≤n, (15)

причем,группачастотпочтипериодическогорешениясодержитсявгруппечастот

уравнения(1).
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ВэтойтеоремебылаиспользовананормаБезиковичапочтипериодическойфункции

f =
√∑

k

||fk||2,гдеfk∼
∑

k

fke
iθkt–рядФурьевекторнойпочтипериодической

функцииf(t).

И,вероятно,самыйглавныйрезультат.

Теорема3.Пустьвусловияхтеоремы1операторныйхарактеристическиймно-

гочленLn(t,λ)прикаждомфиксированномtявляетсягурвицевым.

Тогдасуществующеевусловияхтеоремы1ограниченноерешениеx(t)уравнения

(1)асимптотическиустойчивопоЛяпунову,причемравномерноиэкспоненциально

втомсмысле,что

||x(j)(t) y(j)(t)||≤Ne ε(t s)

n 1∑

k=0

||x(k)(s) y(k)(s)||,0≤j≤n 1 (16)

приt≥s,гдеN,ε –некоторыеположительныепостоянные;здесьy(t)–любое

другоерешениеуравнения.

СПИСОКЛИТЕРАТУРЫ

1.ХиллеЭ.,ФиллипсР.Функциональныйанализиполугруппы.М.:ИИЛ,1962.832с.

2.Далецкий Ю.Л.,Крейн М.Г.Устойчивостьрешенийдифференциальныхуравненийв

банаховомпространстве.М.:Наука,1970.536с.

3.АлексеевВ.М.Оценкапогрешностичисленногоинтегрирования//ДокладыАкадемии

наукСССР.1960.Т.134.№2.С.247-250.

4.БыловБ.Ф.,ВиноградР.Э.,ГробманД.М.,НемыцкийВ.В.ТеорияпоказателейЛяпу-

новаиееприложенияквопросамустойчивости.М.:Наука,1966.576c.

5.ПеровА.И.,КострубИ.Д.Обограниченныхрешенияхслабонелинейныхвекторно-

матричныхдифференциальныхуравненийn-гопорядка//Сибирскийматематическийжур-

нал.Новосибирск,2016.Т.57.№4.С.830-849.

Поступилавредакцию16апреля2018г.

Прошларецензирование22мая2018г.

Принятавпечать26июня2018г.

Конфликтинтересовотсутствует.

ПеровАнатолийИванович,Воронежскийгосударственныйуниверситет,г.Воронеж,Рос-

сийскаяФедерация,докторфизико-математическихнаук,профессоркафедрысистемногоана-

лизаиуправления,e-mail:anperov@mail.ru

КострубИринаДмитриевна,Воронежскийгосударственныйуниверситет,г.Воронеж,Рос-

сийскаяФедерация,кандидатфизико-математическихнаук,доценткафедрысистемногоана-

лизаиуправления,e-mail:ikostrub@yandex.ru

Дляцитирования: ПеровА.И.,КострубИ.Д.Признакирегулярностииустойчивостидифференциальныхурав-

ненийвысшегопорядка//ВестникТамбовскогоуниверситета.Серия:естественныеитехническиенауки.Тамбов,2018.

Т.23.№124.С.674–678.DOI:10.20310/1810-0198-2018-23-124-674-678



678 А.И.Перов,И.Д.Коструб

DOI:10.20310/1810-0198-2018-23-124-674-678

SIGNSOFREGULARITYANDSTABILITYOFDIFFERENTIAL

EQUATIONSOFHIGHERORDER

A.I.Perov,I.D.Kostrub

VoronezhStateUniversity

1,Universitetskayasq.,Voronezh394006,RussianFederation

E-mail:anperov@mail.ru,ikostrub@yandex.ru

Abstract.Onthebasisofpreviousworksofauthorsnewsignsofregularityand

stabilityofvector-matrixdifferentialequations withavariable mainpartare

specified.

Keywords:higherorderlinearvector-operatordifferentialequationswithvariable

coefficients;bounded;almostperiodic;asymptoticallystablesolutions;bounded

green’sfunction;integralandfrequencyconstants

REFERENCES

1.HilleE.,PhillipsR.Funktsional’nyyanalizipolugruppy[FunctionalAnalysisandSemigroups].

Moscow,ForeignLanguagesPublishingHouse,1962,832p.(InRussian).

2.DaletskyYu.L.,KreinM.G.Ustoychivost’resheniydifferentsial’nykhuravneniyvbanakhovom

prostranstve[StabilityofSolutionsofDifferentialEquationsinBanachSpace].Moscow,NaukaPubl.,

1970,536p.(InRussian).

3.AlekseyevV.M.Otsenkapogreshnostichislennogointegrirovaniya[Errorestimateofnumerical

integration].DokladyAkademiinaukSSSR–ProceedingsoftheUSSRAcademyofSciences,1960,

vol.134,no.2,pp.247-250.(InRussian).

4.BylovB.F.,VinogradR.E.,GrobmanD.M.,NemytskiyV.V.TeoriyapokazateleyLyapunova

ieyeprilozheniyakvoprosamustoychivosti[LyapunovExponentTheoryandItsApplicationsto

StabilityIssues].Moscow,NaukaPubl.,1966,576p.(InRussian).

5.PerovA.I.,KostrubI.D.Onboundedsolutionstoweaklynonlinearvector-matrixdifferential

equationsofordern.SiberianMathematicalJournal,2016,vol.57,no.4,pp.650-665.

Received16April2018

Reviewed22May2018

Acceptedforpress26June2018

Thereisnoconflictofinterests.

PerovAnatolyIvanovich,VoronezhStateUniversity,Voronezh,theRussianFederation,Doctor

ofPhysicsand Mathematics,ProfessoroftheDepartmentofSystemAnalysisand Management,

e-mail:anperov@mail.ru

KostrubIrinaDmitrievna,VoronezhStateUniversity,Voronezh,theRussianFederation,PhDin

PhysicsandMathematics,AssociateProfessor,DepartmentofSystemAnalysisandManagement,

e-mail:ikostrub@yandex.ru
Forcitation:PerovA.I.,KostrubI.D.Priznakiregulyarnostiiustoychivostidifferentsial’nyhuravneniyvysshegoporyadka

[Signsofregularityandstabilityofhigherorderdifferentialequations].VestnikTambovskogouniversiteta.Seriya:estestvennye

itekhnicheskienauki–TambovUniversityReports.Series:NaturalandTechnicalSciences,2018,vol.23,no.124,pp.674–678.

DOI:10.20310/1810-0198-2018-23-124-674-678(InRussian,Abstr.inEngl.).

TheworkispartiallysupportedbytheRussianFundforBasicResearch(project№16-01-00197).



ISSN1810-0198.ВестникТамбовскогоуниверситета.Серия:естественныеитехническиенауки

Том23,№124 2018

DOI:10.20310/1810-0198-2018-23-124-679-684

УДК517.92

ОБОДНОЙЗАДАЧЕУПРАВЛЯЕМОСТИДЛЯ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГОВКЛЮЧЕНИЯСДРОБНОЙ

ПРОИЗВОДНОЙКАПУТО

c⃝ Г.Г.Петросян1),О. Ю.Королева2)

1)ФГБОУВО«Воронежскийгосударственныйпедагогическийуниверситет»

394043,РоссийскаяФедерация,г.Воронеж,ул.Ленина,86

E-mail:garikpetrosyan@yandex.ru
2)МБОУСОШ№51г.Воронеж

394019,РоссийскаяФедерация,г.Воронеж,ул.Загородная,66

E-mail:korolevamatematika@mail.ru

Аннотация.Вдокладеприводитсязадачауправляемостидлядифференциаль-

ноговключениядробногопорядкавбанаховомпространстве

Ключевыеслова:дифференциальноевключениедробногопорядка;неподвиж-

наяточка;уплотняющееотображение;меранекомпактности

Введение

Исследованиеуправляемыхсистемснелинейнымизвеньямиявляетсяважнымраз-

деломсовременнойматематическойтеорииуправления,имеющиммногочисленные

приложения(см.работы[1–3]).Всвоюочередь,развитиетеориидифференциальных

включений,связаностем,чтоониявляютсяудобнымиестественнымаппаратомдля

описанияуправляемыхсистемразличныхклассов(см.статьи[4–6]).Одинизнаилуч-

шихаппаратовдляизучениятакогородазадач,предоставляютметодымногозначного

инелинейногоанализа,которыевыделяютсякакоченьмощные,эффективныеиполез-

ные(см.монографию[7]).

Мыбудемрассматриватьзадачууправляемостидлясистемы,описываемойполу-

линейнымдифференциальнымвключениемсдробнойпроизводнойвбанаховомпро-

странствеEследующеговида:

Dαy(t)∈Ay(t)+F(t,y(t))+Bu(t), t∈[0,T]=I, (1)

Работавыполненаприподдержке МинистерстваобразованияинаукиРоссийскойФедерациив

рамкахпроектнойчастигосударственногозадания(проект№1.3464.2017/4.6).
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сначальнымусловием:

y(0)=x0, (2)

гдеDα,0<α<1,–дробнаяпроизводнаяКапуто,A:D(A)⊂E→E–линейныйзамк-

нутыйоператорвE,порождающийограниченнуюC0-полугруппу{T(t)},t≥0,

F:[0,T]×E E–мультиотображениеснепустымивыпуклымикомпактнымизначе-

ниями,удовлетворяющееусловиям:

(F1)мультифункцияF(·,y):[0,T] E допускаетизмеримоесечениедлявсех

y∈E;

(F2)мультиотображениеF(t,·):E E–полунепрерывносверху(п.н.св.)для

п.в.t∈I;

(F3)существуетфункцияw∈L\([0,T])такая,что:

∥F(t,y)∥:=sup{∥f∥E:f∈F(t,y)}≤w(t)(1+∥y∥E),п.в. t∈[0,T],

длявсехy∈E;

(F4) существуетфункцияµ∈L\([0,T])такая,чтодлялюбогоограниченного

множестваQ⊂E,мыимеем:

χE(F(t,Q)≤µ(t)χE(Q),п.в. t∈[0,T],

гдеχE–меранекомпактностиХаусдорфавE.

Начальноезначениеx0∈E ифункцияуправленияu(·)∈L
p(I,U), p>1/α,где

U–гильбертовопространствоуправлений.ОператорB:U→ Eявляетсяограничен-

нымилинейным.

1.Основныепонятия

Определение 1.Интегральнымрешениемзадачи(1)–(2)напромежутке

[0,T]называетсяфункцияy∈C([0,T];E):

y(t)=G(t)x0+

∫t

0

(t s)q 1T(t s)(f(s,y(s))+Bu(s))ds, t∈[0,T],

гдеf(s,y(s))∈F(s,y(s)),

G(t)=

∫\

0

ξq(θ)T(t
qθ)dθ, T(t)=q

∫\

0

θξq(θ)T(t
qθ)dθ,

ξq(θ)=
1

q
θ1

1
qΨq(θ

1/q),

Ψq(θ)=
1

π

\∑

n=1

(1)n 1θqn 1
(nq+1)

n!
sin(nπq),θ∈R+.
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Нашаосновнаязадачауправляемостиможетбытьописанаследующимобразом.

Длязаданногоначальногоусловияx0∈Eизаданногоx1∈Eмыбудемрассматри-

ватьсуществованиерешенияy∈C([0,T];E)задачи(1)–(2)иуправленияu∈Lp(I,U)

такого,что:

y(T)=x1. (3)

Сделаемстандартноепредположениеоразрешимостисоответствующейлинейной

задачиуправляемости,дляэтогобудемполагать,чтолинейныйоператоруправления

W :Lp(I,U)→Eследующеговида:

Wu=

∫T

0

T(T s)(T s)α 1Bu(s)ds,

имеетобратныйограниченныйоператорW 1:E→Lp(I,U)иудовлетворяетследую-

щемуусловиюрегулярности:

(W)найдетсяфункцияγ∈L\(I,E)такая,чтодлялюбогоограниченногомноже-

стваΩ⊂E,мыимеем:

χU

(
W 1(Ω)(t)

)
≤γ(t)χE(Ω) дляп.в. t∈[0,T],

гдеχU–меранекомпактностиХаусдорфавU.

РассмотриммультиоператорG:C([0,T];E) C([0,T];E):

G(y)(t)=G(t)x0+

∫t

0

(ts)q 1T(ts)

(

f(s,y(s))+BW 1

(

x1 G(t)x0

∫T

0

(T s)q 1T(T s)f(s,y(s))

)

(s)

)

ds.

Можнопоказать,чтофункция y∈ C([0,T];E)–интегральноерешениезадачи

(1)–(3)напромежутке[0;T],тогдаитолькотогда,когдаонаявляетсянеподвижной

точкоймультиоператораG.

Теорема1.Мультиоператор Gявляетсяп.н.св.

Теорема2.Мультиоператор Gявляетсяуплотняющимотносительномерыне-

компактностивпространствеC([0,T];E).

2.Основныерезультаты

Теорема3.Привыполненииусловий(A),(F1) (F4),(W)множестворешений

задачи(1)–(3)на[0;T]непустоикомпактно.
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Аннотация.Исследуютсямоделидинамикиэксплуатируемойпопуляции,задан-

ныеуправляемойсистемойсимпульснымивоздействиями,зависящейотслу-

чайныхпараметров.Предполагаем,чтоприотсутствииэксплуатацииразвитие

популяцииописываетсясистемойдифференциальныхуравненийẋ=f(x),ав

моментывремениkd,d>0изпопуляцииизвлекаетсянекотораяслучайнаядо-

ляресурсаω(k)=(ω1(k),...,ωn(k))∈Ω,k=1,2,...,чтоприводиткрезкому

(импульсному)уменьшениюегоколичества.Рассматриваемыйресурсx∈Rn+
являетсянеоднородным,тоестьлибосостоитизотдельныхвидовx1,...,xn,

либоразделеннаnвозрастныхгрупп.Вчастности,можнопредполагать,что

мыпроизводимдобычуnразличныхвидоврыб,междукоторымисуществуют

отношенияконкуренциизапищуилиместаобитания.Описанавероятностная

модельконкуренциидвухвидов,длякоторойполученыоценкисреднейвремен-

нойвыгодыотдобычиресурса,выполненныесвероятностьюединица.

Ключевыеслова:модельпопуляции,подверженнойпромыслу;средняявремен-

наявыгода;оптимальнаяэксплуатация

Введение

Задачиоптимальногосбораресурсаввероятностныхмоделяхначаливызыватьин-

тересученых,начинаяссемидесятыхгодовпрошлоговека(см.[1–3]).Воднойизпер-

выхработ[2],посвященнойданнойтематике,показано,чтостохастическуюрыбную

популяциюможноэксплуатироватьдодостиженияопределенногоуровня,независя-

щегооттекущегоразмерапопуляции.Вопросыоптимальнойэксплуатациипопуляций,

заданныхразличнымивероятностнымимоделями,вкоторыхслучайнымвоздействиям

РаботавыполненаприподдержкеРоссийскогофондафундаментальныхисследований(проект

№16-01-00346).
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подверженыразмерпопуляции,коэффициентрождаемостиилиценапродукции,также

рассматриваютсявработах[4–7](болееподробныйобзорлитературыприведенв[7]).

Даннаяработаявляетсяпродолжением[8,9].Мырассматриваеммоделидинамики

эксплуатируемойпопуляции,заданныеуправляемойсистемойсимпульснымивоздей-

ствиями,зависящейотслучайныхпараметров.Предполагаем,чтоприотсутствииэкс-

плуатацииразвитиепопуляцииописываетсясистемойдифференциальныхуравнений

ẋ=f(x),гдеx∈Rn+
.
={x∈Rn:x1 0,...,xn 0},авмоментывремениτ(k)=kd,

d>0изпопуляцииизвлекаетсянекотораяслучайнаядоляресурса

ω(k)=(ω1(k),...,ωn(k))∈Ω⊆[0,1]
n, k=1,2,...,

чтоприводиткрезкому(импульсному)уменьшениюегоколичества.Ресурсx∈Rn+
являетсянеоднородным,тоестьлибосостоитизотдельныхвидовx1,...,xn,либораз-

деленнаnвозрастныхгрупп.Вчастности,можнопредполагать,чтомырассматриваем

добычуnразличныхвидоврыб,междукоторымисуществуютотношенияконкурен-

циизапищуилиместаобитания,илисредиэтихвидовмогутбытьхищные.Отметим,

чтовданнойработевскобкахмыобозначаемвременные,анижнимииндексами—про-

странственныепараметры;например,черезωi(k)обозначаетсядоляресурсаi-говида,

извлеченногоизпопуляциивмоментkd(исключениемявляетсяпоследнийпараграф,

гдерассматриваетсяслучайn=1).

Пустьимеетсявозможностьвлиятьнапроцесссбораресурсатакимобразом,что-

быостановитьзаготовку,еслидолидобываемогоресурсадляодногоилинескольких

видовокажутсядостаточнобольшими(неменьше,чемзначения(u1(k),...,un(k))=

u(k)∈[0,1]n вмоментkd).Вэтомслучаеопределеннаячастьресурсасохраняетсяс

цельюувеличенияразмераследующегосбораидоляизвлеченногоресурсабудетравна

ℓ(k)=(ℓ1(k),...,ℓn(k))∈[0,1]
n,где

ℓi(k)=

{
ωi(k),еслиωi(k)<ui(k),

ui(k),еслиωi(k) ui(k)

длялюбогоi=1,...,n.Такимобразом,мырассматриваемэксплуатируемуюпопуля-

цию,динамикакоторойзаданауправляемойсистемойсимпульснымвоздействием

ẋi=fi(x), t̸=kd,

xi(kd)=1 ℓi(k)
)
·xi(kd 0),

(0.1)

гдеxi(kd 0)иxi(kd)—количестворесурсаi-говидадоипослесборавмоментkd

соответственно,i=1,...,n,k=1,2,....Предполагаем,чторешенияданнойсистемы

непрерывнысправа,функцииf1(x),...,fn(x)определеныинепрерывнодифференци-

руемыдлявсехx∈Rn+.

Введемследующиеобозначения:

Σ
.
={σ:σ

.
=(ω(1),...,ω(k),...)}, ω(k)∈Ω;

U
.
={̄u:̄u=(u(1),...,u(k),...)}, u(k)∈[0,1]n.
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Пусть Xi(k)= xi(kd 0)—количестворесурса i-говидадосборавмоментkd,

k=1,2,...,зависящееотдолейресурсаℓ(1),...,ℓ(k 1),собранноговпредыдущие

моментывременииначальногоколичестваx(0),Y(k)=
n∑

i=1

Xi(k)ℓi(k)—общееколи-

чествособранногоресурса.Длялюбогоx(0)∈Rn+ введемврассмотрениефункцию

H∗σ,̄u,x(0)
).
=lim
k→∞

1

k

k∑

j=1

Y(j), (0.2)

которуюназовемсреднейвременнойвыгодой отизвлеченияресурса.Аналогично,с

заменойнижнегопределанаверхний,определимфункциюH∗σ,̄u,x(0)
)
и,есливы-

полненоравенствоH∗σ,̄u,x(0)
)
=H∗σ,̄u,x(0)

)
,тоопределимпредел

Hσ,ū,x(0)
).
=lim
k→∞

1

k

k∑

j=1

Y(j).

Вданнойработеполученыоценкисреднейвременнойвыгодынапримеревероят-

ностноймоделиконкуренциидвухвидов. Мыописываемспособдобычиресурсадля

режимасборавдолгосрочнойперспективе,прикоторомпостоянносохраняетсянеко-

тораячастьпопуляции,необходимаядляеедальнейшеговосстановленияиприводим

оценкифункции(0.2),выполненныесвероятностьюединица.

1. Оценкисреднейвременнойвыгодывслучаеn=1

ДляоценкифункцииH∗σ,̄u,x(0)
)
сформулируемрезультаты,полученныеврабо-

те[9]дляслучаяn=1.Сначалаприведемкраткоеописаниевероятностноймодели,

заданнойуправляемойсистемойсослучайнымипараметрами(0.1).

Предполагаем,чтозадановероятностноепространство (Ω,A,µ),гдеΩ⊆[0,1],

A —сигма-алгебраподмножеств Ω,накоторойопределенавероятностнаямераµ.

РассмотриммножествопоследовательностейΣ
.
={σ:σ=(ω(1),...,ω(k),...)},где

ω(k)∈Ω.ОбозначимчерезAнаименьшуюсигма-алгебру,порожденнуюцилиндриче-

скимимножествами

Ek
.
=
{
σ∈Σ:ω(1)∈A(1),...,ω(k)∈A(k)

}
,гдеA(j)∈A,j=1,2,...,k

иопределиммеруµ(Ek)=µ(A(1))·...·µ(A(k)).ТогдавсилутеоремыА.Н.Колмо-

горова(см.,например,[10])наизмеримомпространстве(Σ,A)существуетединствен-

наявероятностнаямераµ,котораяявляетсяпродолжениеммерыµнасигма-алгебру

A.Такимжеобразомстроитсявероятностноепространство(Σ,A,µ)вслучае,когда

Ω⊆[0,1]n.

Определим φ(t,x)какрешениедифференциальногоуравненияẋ=f(x),удовле-

творяющееначальномуусловиюφ(0,x)=x,гдеt 0,x 0.Еслиf(K)=0,то

уравнениеẋ=f(x)имеетрешениеφ(t)≡K;еслиf′(K)<0,тоданноерешение

асимптотическиустойчиво(см.[11,c.30]).Напомним,чтообластьюасимптотической

устойчивости(областьюпритяжения)решенияφ(t)≡K уравненияẋ=f(x)является

множествовсехточекx∈R,обладающихсвойствомlim
t→∞
φ(t,x)=K.
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Обозначимчерез X(k)количестворесурсадосборавмоментkd, k=1,2,...,

тогда

H∗σ,̄u,x(0)
).
=lim
k→∞

1

k

k∑

j=1

X(j)ℓ(j).

Рассмотримфункцию

ℓ(ω,u)=

{
ω, еслиω<u,

u, еслиω u,

котораяявляетсяслучайнойвеличинойнамножествеΩ.Математическоеожидание

случайнойвеличиныℓ(ω,u)будемобозначатьMℓ.

Теорема1.1.Пусть µ(0)<1.Предположим,чтоуравнение ẋ=f(x)имеет

асимптотическиустойчивоерешениеφ(t)≡ K, областьюпритяжениякоторого

являетсяинтервал(K1,K2),где0 K1<K<K2 +∞.Тогдадлялюбых x∈

(K1,K)иx(0)∈(K1,K2)существуетуправлениеū∈Uтакое,чтонеравенства

φ(d,x)Mℓ H∗σ,̄u,x(0)
)
KMℓ (1.1)

выполненыдляпочтивсехσ∈Σ.

2. Оценкасреднейвременнойвыгодыдлявероятностноймодели

конкуренциидвухвидов

Основнымобъектомисследованиявданнойработеявляетсямодель,представляю-

щаясобойконкуренциюдвухвидов,численностикоторыхравны x1,x2.Каждыйиз

видовразмножаетсявсоответствиислогистическимзаконом,апривстречечислен-

ностькакодного,такидругоговидауменьшается:

{
ẋ1=x1 x21 ax1x2,

ẋ2=x2 x22 bx1x2.
(2.1)

Вмоментывремениkdпроизводитсядобычаресурсатакимобразом,чтоизвлекается

некотораядоляωi(k)отколичестваресурсакаждогоизвидовдосбораxi(kd 0),

i=1,2,тогдаколичествооставшегосяресурсапослесбораравно

xi(kd)=1 ωi(k)
)
·xi(kd 0), i=1,2;k=1,2,..., (2.2)

где(ω1(k),ω2(k))=ω(k)∈Ω⊆[0,1]
2.

Предполагаем,чтоa∈(0,1),b∈(0,1);тогдасистема(2.1)имеетчетырестацио-

нарныхсостояния:(0,0)—неустойчивыйузел,(0,1)и(1,0)—седлои

x∗=(x∗1,x
∗
2)=

(1 a

1 ab
,
1 b

1 ab

)

—устойчивыйузел.Изусловийa∈(0,1),b∈(0,1)следует,чтоab<1,тоесть

выполненоусловиесосуществованиядвухконкурирующихвидов(см.[11,c.147]).
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Пусть A=
1 ab

1 a
ифункцияφ(t,y)являетсярешениемуравненияẏ=y Ay2,

удовлетворяющимначальномуусловиюφ(0,y)=y,гдеt 0,y 0.Положим

ω
.
=min(ω1,ω2), ℓ(ω,u)

.
=ℓ(ω,u)=

{
ω, еслиω<u,

u, еслиω u.

ОпределимR2+
.
={x∈R2:x1>0,x2>0}.

Теорема2.1.Пусть µ(ω=0)<1.Тогдадлялюбых y∈(0,1/A)иx(0)∈R2+
существуетуправлениеū∈Uтакое,чтонеравенства

2 a b

1 a
φ(d,y)Mℓ H∗σ,̄u,x(0)

) 2 a b

1 ab
Mℓ (2.3)

выполненыдляпочтивсехσ∈Σ.

Доказательство.Напомним,чточерез Xi(k)мыобозначаемколичество

ресурсаi-говидадосбора,черезxi(k)будемобозначатьсоответственноколичество

ресурсаi-говидапослесборавмоментвремениkd,тогдаxi(k)=(1 ℓi(k))Xi(k),

i=1,2,k=1,2,....РассмотримлучγнаплоскостиR2,проходящийчерезначало

координатиособуюточкуx∗;егоможнозадатьуравнениемx2=px1,гдеp=
1 b

1 a
,

x1>0.Пустьточкаxявляетсяпересечениемлучаγипрямой,проходящейчерез

особыеточки(0,1)и(1,0);тогда

x=(x1,x2)=
( 1

1+p
,
p

1+p

)
.

ПредставиммножествоR2+ ввидеобъединениячетырехнепересекающихсямножеств:

R2+=D0∪D1∪D2∪γ,гдеD0=D01∪D02,

D01={x∈R
2:x2∈(0,x2),x2<px1}, D02={x∈R

2:x1∈(0,x1),x2>px1},

D1={x∈R
2:x2 x2,x2<px1}, D2={x∈R

2:x1 x1,x2>px1}.

Строимуправлениевзависимостиоттого,вкакомизуказанныхмножествнахо-

дитсяначальнаяточкаx(0)=(x1(0),x2(0))∈R
2
+.Пустьсначалаx(0)∈D0.Несложно

показать,чтоеслиa∈(0,1),b∈(0,1),тоx1<x
∗
1,x2<x

∗
2;поэтомусуществует

Oε(x
∗)—окрестностьточкиx∗радиусомε>0,непересекающаямножествоD0.По-

лагаемu(k)=(0,0)приk<k0,гдеk0=k0(x(0))—наименьшееизнатуральных

чисел,прикоторыхточкаx(k)=(x1(k),x2(k))непринадлежитмножествуD0.Та-

коеk0 существует,таккакстечениемвременитраекториялюбойначальнойточки

x(0)∈R2+ попадаетвокрестностьOε(x
∗).Этоозначает,чтомынепроизводимотлов

ниодногоизвидовдотехпор,покаихколичествонеувеличитсядостаточнымобразом.

Притакомуправленииx(k0)∈D1либоx(k0)∈D2(взависимостиотрасположения

начальнойточкиx(0),котораяможетнаходитьсявобластиD01либовD02).
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Рассмотримслучай,когдаx(k0)∈D1;здесьмыстроимуправлениетакимобразом,

чтобыловитьтолькоx1—первыйиздвухвидов,составляющихпопуляцию.Тоесть

мыполагаем,чтоu(k)=(1,0)(тогдаℓ(k)=(ω1(k),0))донаименьшегомоментавре-

мениk1d,k1>k0,прикоторомточкаx(k1)окажетсявышелучаγ.Припересечении

траекториейсистемы(2.1),(2.2)лучаγизъятиересурсапрекращаем,чтобыфазовая

точкаоказаласьнаданномлуче.Вработе[9]показано,чтотакоймоментвремениk1
существуетсвероятностьюединица.Понятно,чтоеслиx(k0)∈D2,тоуправление

строитсяаналогичнымобразом,чтобыпроизводитьотловизпопуляциитолькоособей

второговидаx2.

Пустьтеперь x(k1)∈γ,тоестьx2(k1) =px1(k1).Вэтомслучаетраектория

решениясистемы(2.1)принадлежитлучуγи,еслинепроизводитьизвлечениере-

сурса,тоданнаятраекториябудетприближатьсякособойточкеx∗;следовательно,

X2(k1)=pX1(k1).Покажем,чтодвижениеточкиx1поэтойтраекторииудовлетворяет

уравнениюẋ1=x1 Ax21.Действительно,еслиx2=px1,то

ẋ1=x1 x21 apx21=x1 (1+ap)x21=x1 Ax21.

Аналогично,x2удовлетворяетуравнениюẋ2=x2 Bx22,гдеB=
1 ab

1 b
.

Пустьx1(k1)∈[y,1/A],тогдаφ(d,x1(k1)) φ(d,y).Длявсехk k1+1определим

ω(k)=min(ω1(k),ω2(k)),

u(k)=u1(k)=u2(k)=1
y

φ(d,y)
,

ℓ(k)=ℓ(ω(k),u(k)).

Тогдаx(k1+1)=1 ℓ(k1+1)
)
X(k1)∈γи,следовательно,x(k)∈γдлявсехk k1+1.

Далее,изнеравенстваℓ(k) u(k),k k1+1,получаем

x1(k1+1)=1 ℓ(k1+1)
)
X1(k1) 1 u(k1+1)

)
X1(k1)=

=
y

φ(d,y)
X1(k1)

y

φ(d,x1(k1))
X1(k1)=y,

поэтомуx2(k1+1) py.Такжеможнопоказать,чтоx1(k) yиx2(k) pyдлявсех

k k1+1.Еслиx1(k1)∈(0,y)∪(1/A,+∞),тоуправленияu(k)строимкаквслучае

n=1 (см.доказательствотеоремы1.1вработе[9]),добавляяусловиеu1(k)=u2(k),

k k1+1.

Отметим,чтоуравнения ẋ1=x1 Ax21 иẋ2=x2 Bx22 имеютасимптотически

устойчивыерешенияφ1(t)≡1/Aиφ2(t)≡1/Bсоответственно,областьюпритяжения

каждогоизкоторыхявляютсяинтервалы(0,+∞).Поэтомудлядальнейшегодоказа-

тельстваможноприменитьтеорему1.1.Пусть

Hi∗σ,̄u,x(0)
).
=lim
k→∞

1

k

k∑

j=1

Xi(j)ℓi(j)=lim
k→∞

1

k

k∑

j=k1+1

Xi(j)ℓ(j), i=1,2,
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тогдаHi∗σ,̄u,x(0)
)
=Hi∗σ,̄u,x(k1+1)

)
,гдеx(k1+1)∈γи

H∗σ,̄u,x(0)
)
=H1∗σ,̄u,x(k1+1)

)
+H2∗σ,̄u,x(k1+1)

)
.

Из(1.1)следует,чтодлялюбогоy∈(0,1/A)припочтивсехσ∈Σвыполненынера-

венства

φ(d,y)Mℓ H1∗σ,̄u,x(k1+1)
) Mℓ

A
,

pφ(d,y)Mℓ H2∗σ,̄u,x(k1+1)
) Mℓ

B
,

присложениикоторыхполучаем(2.3).

Пример 2.1.Найдемоценкисреднейвременнойвыгодыдлясистемысимпульс-

нымвоздействием(2.1),(2.2),вкоторойa=0,5,b=0,4;следовательно,A=1,6.Пусть

d=ln10иω=(ω1,ω2)имеетравномерноераспределениевквадрате[0,1]×[0,1].

Выпишемφ(t,y)=
ety

Ay(et 1)+1
—решениеуравненияẏ=y Ay2,удовлетворя-

ющееначальномуусловиюφ(0,y)=y;тогда

u=1
y

φ(d,y)
=(1 ed)(1 Ay)=0,9(1 1,6y).

Найдемфункциюраспределениядляω=min(ω1,ω2)приt∈[0,1]:

Gω(t)=1 µ(ω>t)=1 µ(ω1>t,ω2>t)=1 (1 t)2=2t t2,

тогдаплотностьэтогораспределенияравнаgω(t)=2 2tприt∈[0,1]иgω(t)=0при

остальныхзначенияхt.Случайнаявеличинаℓ=ℓ(ω,u)—смешанноготипа,поэтому

еематематическоеожиданиенаходитсяследующимобразом:

Mℓ=

∫u

0

tgω(t)dt+u1 Gω(u)
)
=u u2+

u3

3
.

Послестандартныхвычисленийполучаем,чтофункцияφ(d,y)Mℓдостигаетнаиболь-

шегозначенияпри y≈0,24.Следовательно,всилутеоремы2.1значениесредней

временнойвыгодыдляпочтивсехσ∈Σудовлетворяетнеравенствам

0,35 H∗σ,̄u,x(0)
)
0,41. (2.4)

Управлениеū∈U,прикоторомвыполненопоследнеенеравенство,строимтакже,как

придоказательстветеоремы2.1.

Отметим,чтозадачаоцениванияфункции H∗σ,̄u,x(0)
)
сводитсякодномерному

случаю,длякоторогоможнополучитьболееточнуюоценку,чем(2.4).Соответствую-

щиерезультатыприведенывследующемпараграфе.
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3. Осуществованиипределасреднейвременнойвыгодывслучаеn=1

Приведемоценкифункции H∗σ,̄u,x(0)
)
иусловия,прикоторыхсвероятностью

единицасуществуетположительныйпределHσ,ū,x(0)
)
.

Напомним,чточерезφ(t,x)мыобозначаемрешениедифференциальногоуравнения

ẋ=f(x),удовлетворяющееначальномуусловиюφ(0,x)=x,гдеt 0,x 0.Для

любогоm ∈N определимσm
.
=(ω(1),...,ω(m))изададимрекуррентнымобразом

случайныевеличиныAm=Am(σm,x), Bm=Bm(σm,x):

A1=φ(d,x), Ak+1=φd,(1 ℓk)Ak
)
;

B1=K, Bk+1=φd,(1 ℓk)Bk
)
, k=1,...,m 1.

Здесь

ℓk=ℓk(σk,x)=

{
ω(k),еслиω(k)<u(k),

u(k),еслиω(k) u(k),
(3.1)

u(k)=1
x

Ak(σk,x)
;ℓm=ℓm(σm,x)такжеопределимравенством(3.1).

Теорема3.1.Пусть µ(0)<1.Предположим,чтоуравнение ẋ=f(x)имеет

асимптотическиустойчивоерешениеφ(t)≡ K, областьюпритяжениякоторого

являетсяинтервал(K1,K2),где0 K1<K<K2 +∞.Тогдадлялюбыхm∈N,

x∈(K1,K)иx(0)∈(K1,K2)существуетуправлениеū∈Uтакое,чтонеравенства

1

m

m∑

k=1

M(Akℓk) H∗σ,̄u,x(0)
)
H∗σ,̄u,x(0)

) 1

m

m∑

k=1

M(Bkℓk).

выполненыдляпочтивсехσ∈Σ.

Теорема3.2.Предположим,чтовыполненыусловиятеоремы3.1иf′(x)<0при

x∈(L1,L2),гдеK1<L1<K<L2.Тогдадлялюбыхx∈(L1,K)иx(0)∈(K1,K2)

принекоторомуправленииū∈Uдляпочтивсехσ∈Σсуществуетположительный

предел

Hσ,ū,x(0)
)
=lim
k→∞
M(Akℓk)=lim

k→∞
M(Bkℓk),

независящийотначальногозначенияx(0)∈(K1,K2).

Доказательствоэтихрезультатоввболееобщемслучае,когдадлиныинтервалов

междумоментамиимпульсовτ(k)являютсянезависимымиодинаковораспределенны-

мислучайнымивеличинами,приведеновработе[12].

Заключение

Такимобразом,длявероятностноймоделиконкуренциидвухвидовпостроеноуп-

равлениеū∈U, котороеобеспечиваетсохранностьобоихвидовx1 иx2 иоцен-

кусреднейвременнойвыгоды(2.3). Можнопредложитьдругиеспособыпостроения

ū∈U,апотомизданныхуправленийвыбратьто,прикоторомоценкаснизуфункции

H∗σ,̄u,x(0)
)
максимальная.Заметимтакже,чтоописаннымспособомможнопостро-

итьуправлениеū∈Uдляразличныхсистем,имеющиходностационарноеасимптоти-

ческиустойчивоесостояниеx∗сположительнымикоординатамиx∗1>0,...,x
∗
n>0.
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Abstract.Weinvestigatethemodelsofdynamicsoftheharvestedpopulation,given

bythecontrolsystemswithimpulseinfluencesdependingonrandomparameters.

Weassumethatintheabsenceofharvestingpopulationdevelopmentisdescribedby

systemofthedifferentialequationsẋ=f(x)andintimemomentskd,d>0from

populationaretakensomerandomshareofaresourceω(k)=(ω1(k),...,ωn(k))∈

Ω,k=1,2,...,thatleadstosharp(impulse)reductionofitsquantity.Considered

resourcex∈Rn+ isnon-uniform,thatisoritconsistsofseparatekindsx1,...,xn,

oritisdividedonnagegroups.Inparticular,itispossibletoassumethatwemake

harvestingofnvariouskindsoffishesbetweenwhichtherearecompetitionrelations

forfoodordwellingplaces.Wedescribetheprobabilitymodelofacompetitionoftwo

kindsforwhichwereceivetheestimationsofaveragetimebenefitfromtheresource

extraction,fulfilledwithprobabilityone.
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Аннотация.Вработерассматриваютсянескольконелинейныхуравнений,явля-

ющихсямоделямидинамикипопуляцийикроветворения.Дляэтихуравнений

полученыпризнакиосцилляциирешенийотносительнонетривиальногоположе-

нияравновесия.
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Введение

Длямоделированияразличныхпроцессоввбиологииширокоиспользуютсяфунк-

ционально-дифференциальныеуравнения(ФДУ).Вчастности,моделиХатчинсонаи

Николсонаиспользуютсядляописаниядинамикипопуляции,модельЛасоты–Важевс-

ки—дляописанияпроцессовкроветворения.Учетэффекта«последействия»позво-

ляетописыватьдинамикупопуляцийболееглубокоиточно.Вотличиеотмоделей,в

которыхиспользуютсяобыкновенныедифференциальныеуравнения,моделямсФДУ

свойственнаосцилляциярешений,чтоподтверждаетсяэмпирически.Именнопоэтому

насбудутинтересоватьусловияосцилляциирешенийуказанныхмоделейотносительно

нетривиальногоположенияравновесия.

1. Предварительныесведения

Будемназыватьопределеннуюнаположительнойполуосинепрерывнуюфункцию

осциллирующей,еслионаимеетнаполуосинеограниченнуюсправапоследовательность

нулей.Уравнениеназовемосциллирующим,есливсеегорешенияосциллируют.

Работавыполненаврамкахгосзадания МинобрнаукиРФ(задание№1.5336.2017/8.9)иприфи-

нансовойподдержкеРоссийскогофондафундаментальныхисследований(проект№18-01-00928).
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Рассмотримуравнение

ẋ(t)+b0x(t)+b1

∫h

0

f(x(t s))dr(s)=0, t∈R+, (1.1)

гдеb0,b1,h∈R+,функция r:[0,h]→ R+ непрерывнаслева,неубывает,r(0)=0,

функцияfнепрерывнодифференцируема,функцияf′локальноограниченнавсуще-

ственном,решениеxприотрицательномзначенииаргументадоопределеноограничен-

нойнепрерывнойфункцией.

Дляуравнения(1.1)справедливследующийрезультат.

Теорема1.1([1]).Пустьlimx→0
f(x)
x
=1 иxf(x)>0приx≠0.Еслидлянеко-

торого ε>0уравнение

ẋ(t)+b0x(t)+(1 ε)b1

∫h

0

x(t s)dr(s)=0, t∈R+, (1.2)

являетсяосциллирующим,тоуравнение(1.1)такжеявляетсяосциллирующим.

Такимобразом,спомощьютеоремы1.1задачаисследованияосцилляциирешений

нелинейногоуравнениясводитсякизучениюосцилляциирешенийлинейногоуравне-

ния.

Приведемнесколькоизвестныхпризнаковосцилляции,причембудемразделятьи

учитыватьслучаисосредоточенногоираспределенногозапаздывания.

Теорема1.2([2,3,p.40,Corollary2.2.1]).Уравнение

ẋ(t)+b0x(t)+b1x(t τ)=0, t 0, (1.3)

являетсяосциллирующимтогдаитолькотогда,когда(b1τ,b0τ)∈D1,гдеD1=

{(u,v):u>ev 1}.

Следствие1.1([4,5]).Приb0=0уравнение(1.3)являетсяосциллирующимтогда

итолькотогда,когдаb1τ>
1
e
.

Нарис.1множествоD1закрашено.

ВдекартовойсистемекоординатOuvwзададимпараметрическиповерхностьu=

ω(v,w):
{

u=ζ+
ζ1 eζ

)

eζ(ζ(w+1) 1)+(1 ζw)
,v=

ζ2eζw

eζ(ζ(w+1) 1)+(1 ζw)

}

,ζ∈R,w 0.

Обозначимчерез D2область,определеннуюнеравенствамиu>ω(v,w), w 0.На

рис.2изображенаповерхностьu=ω(v,w),множествоD2расположеновышенее.

Теорема1.3([6–8]).Уравнение

ẋ(t)+b0x(t)+b1

∫t τ

t τ h

x(s)ds=0, t 0. (1.4)

являетсяосциллирующимтогдаитолькотогда,когда b0h,b1h
2,τ
h

)
∈D2.
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Рис.1:Множество D1

Рис.2:МножествоD2(расположе-

новышеповерхности)

Рис.3:Множество v>ψ(u) Рис.4:Множество v>ω(u)

Зададимпараметрическифункциюv=ψ(u):

u=
2

ζ

1

1 eζ
, v=

ζ2e
2+ ζ

1−e−ζ

eζ 1
, ζ∈(0,ζ0],

гдеζ0—положительныйкореньуравненияe
ζ=1 ζ

2
.Нарис.3изображенафункция

v=ψ(u),множестваv>ψ(u)закрашено.

Следствие1.2.При b0=0 уравнение(1.4)являетсяосциллирующимтогдаи

толькотогда,когда b1h
2>ψ τ

h

)
.

Зададимпараметрическифункциюv=ω(u):

u=ζ+
ζ1 eζ

)

eζ(ζ 1)+1
, v=

ζ2

eζ(ζ 1)+1
, ζ∈R.

Нарис.4изображенафункцияv=ω(u),множествоv>ω(u)закрашено.
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Следствие1.3. При τ=0 уравнение(1.4)являетсяосциллирующимтогдаи

толькотогда,когда b1h
2>ω(b0h).

Следствие1.4.При b0=0 иτ=0 уравнение(1.4)являетсяосциллирующим

тогдаитолькотогда,когда b1h
2>b∗=ζ0(2 ζ0).

Заметим,чтоb∗≈0.64,ζ0≈1.59.

ДалееисследуемуравненияХатчинсона,Ласоты–ВажевскииНиколсонакакссо-

средоточенным,такисраспределеннымзапаздыванием.Несмотрянасущественные

биологическиеразличиямоделей,исследованиеосцилляцииуказанныхмоделейможно

провестипоединойсхеме.ВрезультатеизучениенелинейныхФДУ,которымиописы-

ваютсяперечисленныевышемодели,сводитсякисследованиюлинейныхФДУссосре-

доточеннымилираспределеннымзапаздыванием,признакиосцилляциидлякоторых

известны.

2. УравнениеХатчинсона

Перваяширокоизвестнаяматематическаямодельвбиологии,учитывающаязапаз-

дываниеповремени,по-видимому,былапредложенаДж.Хатчинсономв1948г.[9].

Этамодельописываетдинамикупопуляциивусловияхограниченностиресурсов.Рас-

смотримуравнениеХатчинсонассосредоточеннымзапаздыванием

Ṅ(t)=r

(

1
N(t τ)

K

)

N(t), t 0, (2.1)

исраспределеннымзапаздыванием

Ṅ(t)=r

(

1
1

hK

∫t τ

t τ h

N(s)ds

)

N(t), t 0. (2.2)

ВобоихуравненияхN(t)—величинапопуляциивмоментвремени t, K—макси-

мальноечислоособей,способныхпрокормитьсяпризаданномколичествепищи,r—

коэффициентприростапопуляции,τ,h—запаздыванияповремени,тоестьr,K,h>0,

τ 0.Приотрицательныхзначенияхtрешениедоопределеноначальнойфункциейφ.

Каждоеизуравнений(2.1)–(2.2)имеетединственноененулевоеположениеравнове-

сияN∗=K.

СпомощьюзаменыN(t)=Ke x(t)перейдемотуравнений(2.1)–(2.2)куравнениям

ẋ(t)= rf(x(t τ)), t 0, (2.3)

ẋ(t)=
r

h

∫t τ

t τ h

f(x(s))ds, t 0, (2.4)

гдеf(x)=1 ex.Положениеравновесия N∗ уравнений(2.1)–(2.2)соответствует

нулевомуположениюравновесияуравнений(2.3)–(2.4).
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Лемма2.1([1]).Пустьrτ>1
e
.Тогдауравнение(2.3)являетсяосциллирующим.

Доказательство.Очевидно,чтосправедливыпредположениятеоремы1.1,

таккакдляфункцииf(x)=1 ex limx→0
f(x)
x
=1иxf(x)>0приx̸=0.

Изrτ>1
e
вытекает,чтодлянекоторогоε>0справедливо(1 ε)rτ>1

e
.Значит,

последствию1.1уравнениеẋ(t)+(1 ε)rx(t τ)=0являетсяосциллирующим.

Далеедостаточноприменитьтеорему1.1,изкоторойследует,чтоуравнение(2.3)

являетсяосциллирующим.

Возвращаяськуравнению(2.1),получаемследующийрезультат.

Теорема2.1([1]).Пусть rτ >1
e
.Тогдафункция N(t) K, гдеN —решение

уравнения(2.1),осциллируетприлюбыхφ.

АналогичнополучаютсярезультатыдляуравненияХатчинсонасраспределенным

запаздыванием.

Лемма2.2.Пусть τ
h
>ψ(rh).Тогдауравнение(2.3)являетсяосциллирующим.

Теорема2.2.Пусть rh>ψ τ
h

)
.Тогдафункция N(t) K, гдеN —решение

уравнения(2.2),осциллируетприлюбыхφ.

Следствие2.1.Пустьτ=0,rh>b∗.ТогдафункцияN(t)K,гдеN —решение

уравнения(2.2),осциллируетприлюбыхφ.

3. УравнениеЛасоты–Важевски

УравнениеЛасоты–Важевскиописываетпроцесспроизводствакрасныхкровяных

телец(эритроцитов),даннаямодельбылапредложенавработе[10].

ПустьN(t)—количествоэритроцитоввмоментвремениt.Допустим,чтокоэффи-

циентихразрушениявединицувременинезависитотвремениивозрастнойструкту-

ры,аскоростьразрушенияэритроцитовпропорциональнаихколичеству.Коэффициент

разрушенияобозначимчерезµ.

Чтобыподдержатьколичествоэритроцитоввкровинаоптимальномуровне,орга-

низмдолженреагироватьнаихнедостатокиначатьвыработкуновых.Реакциянасту-

паетнемгновенно,аспустянекотороевремя.Обозначимчерезτзапаздываниегемопо-

этической(кроветворной)системы,тоестьвремямеждустимуляциейкпроизводствуи

вхождениюкрасныхкровяныхтелецвсистемукровообращения.Функция«прироста»

выбираласьввидеpeαN(t τ),тоестьпредполагалось,чтоскоростьрожденияновых

эритроцитоввмоментвремениtтембольше,чемменьшебылоихналичноеколичество

вмоментвремениt τ.Еслиэритроцитовстановитсябольше,топриростуменьшается,

асимптотическистремяськнулю.Коэффициентыpиαпостоянныиопределяются

экспериментально.Показательαхарактеризуетвозбудимостьгемопоэтическойсисте-

мы,тоестьэтоотносительноеприращениепроизводстванаоднуклетку,коэффициент

pучитываетпотребностьвкислороде,возрастающаяпотребностьувеличиваеткоэф-

фициент.
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Объединяяпроизводствокрасныхкровяныхтелециихразрушение,получаемурав-

нениеЛасоты–Важевскиссосредоточеннымзапаздыванием

Ṅ(t)= µN(t)+peαN(t τ), t 0, (3.1)

исраспределеннымзапаздыванием

Ṅ(t)= µN(t)+
p

h

∫t τ

t h τ

eαN(s)ds, t 0. (3.2)

Вобоихуравненияхµ,p,α,h>0,τ 0.Приотрицательныхзначениях tрешение

доопределеноначальнойфункциейφ.

Оказываетсяважнымследующее:какпостоянныйнедостаток,такиизбытокэрит-

роцитоввкровиклассифицируетсямедицинойкакболезнь.Очевидно,что«заставить»

организмподдерживатьколичествоэритроцитовпостояннымневозможно;нормальным

считаетсясоставкрови,прикоторомпроисходитколеблемостьколичестваэритроцитов

околоненулевогоположенияравновесия.Сматематическойточкизренияэтоозначает

существованиеууравнений(3.1)и(3.2)устойчивыхосциллирующихрешений.

Каждоеизуравнений(3.1)–(3.2)имеетединственноененулевое(положительное)по-

ложениеравновесия,котороеудовлетворяетуравнениюµN∗=peαN
∗
.

СпомощьюзаменыN(t)=x(t)
α
+N∗перейдемотуравнений(3.1)–(3.2)куравнениям

ẋ(t)= µx(t) µαN∗f(x(t τ)), t 0, (3.3)

ẋ(t)= µx(t)
µαN∗

h

∫t τ

t τ h

f(x(s))ds, t 0, (3.4)

гдеf(x)=1 ex.Положениеравновесия N∗ уравнений(3.1)–(3.2)соответствует

нулевомуположениюравновесияуравнений(3.3)–(3.4).

Лемма3.1([1]).Пусть(µαN∗τ,µτ)∈D1.Тогдауравнение(3.3)являетсяосцил-

лирующим.

Доказательство.Справедливыпредположениятеоремы1.1,таккакфунк-

цияfдляуравнения(3.3)совпадаетсфункциейfдляуравнения(2.3).

Посколькуобласть D1открыта,тоиз(µαN
∗τ,µτ)∈D1вытекает,чтодлянеко-

торогоε>0справедливо((1 ε)µαN∗τ,µτ)∈D1.Значит,потеореме1.2уравнение

ẋ(t)+µx(t)+(1 ε)µαN∗x(t τ)=0являетсяосциллирующим.

Далеедостаточноприменитьтеорему1.1,изкоторойследует,чтоуравнение(3.3)

являетсяосциллирующим.

Возвращаяськуравнению(3.1),получаемследующийрезультат.

Теорема3.1([1]).Пусть(µαN∗τ,µτ)∈D1.ТогдафункцияN(t) N∗,гдеN —

решениеуравнения(3.1),осциллируетприлюбыхφ.

АналогичнополучаютсярезультатыдляуравненияЛасоты–Важевскисраспреде-

леннымзапаздыванием.
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Лемма3.2.Пусть µh,µαN∗h,τ
h

)
∈D2.Тогдауравнение(3.3)являетсяосцилли-

рующим.

Теорема3.2.Пусть µh,µαN∗h,τ
h

)
∈D2.ТогдафункцияN(t) N∗,гдеN —

решениеуравнения(3.2),осциллируетприлюбыхφ.

Следствие3.1.Пусть τ=0, µαN∗h>ω(µh).Тогдафункция N(t) N∗,где

N —решениеуравнения(3.2),осциллируетприлюбыхφ.

4. УравнениеНиколсона

В1954г.А.Николсонопубликовал[11,12]данныеонаблюдениизалабораторной

популяциейLuciliacuprina.Популяцияразвиваласьвусловияхконкуренциизаограни-

ченноеколичествобелков,необходимыхдлявоспроизводства;остальнаячастьрациона

былавсвободномдоступе.Экспериментпродолжалсяоколодвухлет.Вдинамикепо-

пуляцийбылиобнаруженыхарактерныеколебания(циклы),длинойоколо35–40дней.

А.Николсонпредположил,чтоосновнаяпричинаколебаний—запаздываниевовреме-

ни,связанноеспериодом«взросления»особей.

Р. Мэй[13]предложилприменитьдляописанияэкспериментаНиколсонамодель

Хатчинсона(см.(2.1)).Однакоподстановкаэкспериментальныхданныхвэтоуравне-

ниепривелаквыводу,чтопродолжительностьразвитияотяйцадовзрослойособи

должнабытьравна9дням.Этотрезультатсущественноотличалсяотфактическина-

блюдаемоговременногопериода(около15дней),зафиксированногоА.Николсоном[12].

Чтобыустранитьнесоответствиевоценкевеличинызапаздывания,W.Gurney,S.Blythe

иR.Nisbet[14]предложилиследующееуравнение(впоследствиизанимзакрепилось

название«уравнениеНиколсона»):

Ṅ(t)= µN(t)+pN(t τ)eαN(t τ), t 0. (4.1)

Позднее[1]былопредложеноуравнениеНиколсонасраспределеннымзапаздыванием

Ṅ(t)= µN(t)+
p

h

∫t τ

t h τ

N(s)eαN(s)ds, t 0. (4.2)

ВобоихуравненияхN(t)—численностьпопуляциивмоментвремениt,p—макси-

мальнаяскоростьсуточногопроизводстваяицнаособь, 1
α
—размерпопуляции,при

которомпопуляциявоспроизводитсясмаксимальнойскоростью,µ—скоростьгибе-

ливзрослыхособейвсуткинаособь,τ—времяжизнипоколения.Такимобразом,

µ,p,α,h>0,τ 0.Приотрицательныхзначенияхtрешениедоопределеноначаль-

нойфункциейφ.

Каждоеизуравнений(4.1)–(4.2)имеетединственноененулевоеположениеравнове-

сияN∗=1
α
lnp
µ
.

СпомощьюзаменыN(t)=x(t)
α
+N∗перейдемотуравнений(3.1)–(3.2)куравнениям

ẋ(t)= µx(t) p(αN∗ 1)f(x(t τ)), t 0, (4.3)

ẋ(t)= µx(t)
p(αN∗ 1)

h

∫t τ

t τ h

f(x(s))ds, t 0, (4.4)
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гдеf(x)= 1
αN∗ 1

(αN∗(1 ex) xex).ПоложениеравновесияN∗уравнений(4.1)–

(4.2)соответствуетнулевомуположениюравновесияуравнений(4.3)–(4.4).

Лемма4.1 ([1]).Пусть p
µ
>e, решениеxуравнения(4.3)(или(4.4))отрица-

тельноприлюбых t>t1 0.Тогдасуществует t∗ такое,что x(t)>1 αN∗,

t>t∗.

Лемма4.2([1]).Пусть p
µ
>eи

(
pτlnp

µ
,µτ
)
∈D1.Тогдауравнение(4.3)является

осциллирующим.

Доказательство.ПосколькуобластьD1открыта,тоиз
(
pτlnp

µ
,µτ
)
∈D1

вытекает,чтодлянекоторогоε>0справедливо
(
(1 ε)pτlnp

µ
,µτ
)
∈D1.Значит,по

теореме1.2уравнениеẋ(t)+µx(t)+(1 ε)p(αN∗ 1)x(t τ)=0являетсяосциллиру-

ющим.

Легковидеть,чтоp(αN∗ 1)>0иприp
µ
>eдляфункции

f(x)=
1

αN∗ 1
αN∗(1 ex) xex

)

выполняетсяlimx→0
f(x)
x
=1 иf(x)>0приx>0,f(x)<0приx∈[1 αN∗,0).

Значит,полемме4.1имеемxf(x)>0приx≠0,тоестьсправедливыпредполо-

жениятеоремы1.1.Далеедостаточноприменитьтеорему1.1,изкоторойследует,что

уравнение(4.3)являетсяосциллирующим.

Возвращаяськуравнению(4.1),получаемследующийрезультат.

Теорема4.1([1]).Пусть p
µ
>e и

(
pτlnp

µ
,µτ
)
∈D1.ТогдафункцияN(t) N∗,

гдеN —решениеуравнения(4.1),осциллируетприлюбыхφ.

АналогичнополучаютсярезультатыдляуравненияНиколсонасраспределенным

запаздыванием.

Лемма4.3. Пусть p
µ
>eи

(
µh,phlnp

µ
,τ
h

)
∈D2.Тогдауравнение(4.3)является

осциллирующим.

Теорема4.2.Пусть p
µ
>eи

(
µh,phlnp

µ
,τ
h

)
∈D2.ТогдафункцияN(t) N∗,где

N —решениеуравнения(4.2),осциллируетприлюбыхφ.

Следствие4.1.Пусть p
µ
>e,τ=0,phlnp

µ
>ω(µh).ТогдафункцияN(t) N∗,

гдеN —решениеуравнения(4.2),осциллируетприлюбыхφ.
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РЕКУРРЕНТНЫЙАЛГОРИТМОЦЕНИВАНИЯПАРАМЕТРОВ

МНОГОМЕРНЫХДИСКРЕТНЫХЛИНЕЙНЫХДИНАМИЧЕСКИХ
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Аннотация.Вработепредставленрекуррентныйалгоритмоцениванияпара-

метровмногомерныхдискретныхлинейныхдинамическихсистемразногопо-

рядкасошибкамиповходу,описываемыебелымшумом.Доказано,чтополучае-

мыеоценкиприпомощистохастическогоградиентногоалгоритмаминимизации

квадратичныхформявляютсясильносостоятельными.

Ключевыеслова:разныйпорядок;рекуррентноеоцениваниепараметров;силь-

носостоятельныеоценки;линейнаядинамическаясистема;помехиввходных

сигналах

Введение

Вработерассматриваетсяпроблемапараметрическойидентификациимногомерных

дискретныхлинейныхдинамическихсистемразногопорядкасошибкамивовходных

сигналах,приотсутствииаприорнойинформацииофункциираспределенияошибок.

1. Постановказадачи

Рассмотриммногомернуюлинейнуюдискретнуюдинамическуюсистемуразногопо-

рядка,описываемуюразностнымуравнением,приналичиипомехнаблюденийвовход-

ныхсигналахсi=... 1,0,1...:

z
(n)
i

∑r̄nn
m=1b

(mn)
0 (n)z

(n)
i m=

∑k
l=1,l̸=n

∑r̄nl
m=1b

(ml)
0 (n)z

(l)
i m+

∑d
j=1

∑rnj
m=0a

(mj)
0 (n)x

(j)
i m

w
(j)
i =x

(j)
i +ξ

(j)
2(i),

(1.1)

гдеn=1,k,z
(l)
i –ненаблюдаемыевыходныесигналы,l=1,k;k–числовыходныхпе-

ременных;b
(ml)
0 (n),a

(mj)
0 (n)–параметрылинейногоразностногоуравнения;w

(j)
i,x

(j)
i –
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наблюдаемыеиненаблюдаемыевходныесигналы,j=1,d;d–числовходныхпере-

менных;ξ
(j)
2(i)–помеханаблюденийвj-мвходномсигнале.

Пустьвыполняютсяследующиепредположения:

10.Множество B̃,которомуаприорнопринадлежатистинныезначенияпараметров

устойчивойлинейнойсистемы,являетсякомпактом.

20.Помеха{ξ
(j)
2(i)}–статистическинезависимаяпоследовательностьистационар-

наявсовокупностивузкомсмыслесматематическиможиданиемE
(
ξ
(j)
2 (i)

)
=0,дис-

персиейE

[{
ξ
(j)
2 (i)

}2
]

=
(
σ
(j)
2

)2
>0идлянекоторыхпостоянных,π

ξ
(j)
2
:ξ
(j)
2 (i)<πξ(j)2

,

гдеE–операторматематическогоожидания.

30.
{
x
(1)
i,...,x

(d)
i

}
статистическинезависятот

{
ξ
(j)
2(i)

}
.

40.Последовательности
{
x
(j)
i

}
–стационарныевсовокупностивузкомсмыслес

дробно-рациональнойплотностьюслучайныесигналысматематическиможиданием

E

{(
x
(j)
i

)2
}

>0идлянекоторогоπ
(j)
x >0:x

(j)
i <π

(j)
x почтинаверняка.

50.Выполняютсяусловиенесократимостиполиномов

B(n)q1
)
=1

r̄nn∑

m=1

b
(mn)
0 ·qm,A(j)q1

)
=

rnj∑

m=0

a
(mj)
0 ·qm,B(l)q1

)
=

r̄nl∑

m=1

b
(ml)
0 ·qm,

гдеq1–операторсдвиганазад,q1xi=xi1
Требуетсярекуррентноопределитьоценкинеизвестныхкоэффициентовдинамиче-

скойсистемы,описываемыхуравнением(1.1)понаблюдаемымпоследовательностям{
z
(l)
i

}
,
{
w
(j)
i

}
.

2. Алгоритмидентификации

В[1]показано,чтооценкибудутсильносостоятельныеприследующемкритерии:

min


b(n)

a(n)



∈B̃

lim
i→∞
E

[

y
(n)
i

(
b(n)

a(n)

)T(
Z̄rnk(i1)

Wrnd(i)

)
]2

(
σ
(n)
1

)2
+aT(n)D2(n)a(n)

, (2.1)

где

Z̄rnk(i 1)=

(

z
(n)T
r̄nn

......
...z
(k)T
r̄nk

)T
, Wrnd(i)=

(

w(1)Trnn
......
...w(d)Trnd

)T
,z
(l)
r̄nl(i)=

(
z
(l)
i1,...z

(l)
ir̄nl

)T
,

w(j)rnj(i)=
(
w
(j)
i,...w

(j)
i rnj

)T
,D2(n)=lim

N→∞

1

N

N∑

i=1

Ξrn(i)·Ξ
T
rn(i),

Ξrn(i)=

(

ΞTrn1(i)
......
...ΞTrnd(i)

)T
,Ξrnj(i)=

(
ξ
(j)
2 (i),...ξ

(j)
2 (i rnj)

)T
,



РЕКУРРЕНТНЫЙАЛГОРИТМОЦЕНИВАНИЯПАРАМЕТРОВМНОГОМЕРНЫХСИСТЕМ709

b(n)=

(

b(n)(n)
)T......

...b(k)(n)
)T
)T
,a(n)=

(

a(1)(n)
)T......

...a(d)(n)
)T
)T
,l̸=n,

b(l)(n)=b(1l)(n),...,b(̄rnll)(n)
)T
,a(j)(n)=a(0j)(n),...,a(rnjj)(n)

)T
.

Тогдаоценкинеизвестноговекторапараметров

(
b̂i(n)

âi(n)

)

можнополучитьспо-

мощьюстохастическиградиентногоалгоритма:

b̂i+1(n)

âi+1(n)
=
b̂i(n)

âi(n)
αi∇


b(n)

a(n)


















y
(n)
i+1

b̂i(n)

âi(n)

T

Z̄rnk(i+1)

Wrnd(i+1)





2

ω
(
b̂i(n),̂ai(n)

)












, (2.2)

где1+aTi(n)
D2(n)
(
σ
(n)
1

)2ai(n)=ω
(
b̂i(n),̂ai(n)

)
, αi–последовательность,длякоторой

выполняетсяусловие:

60.
∑∞
i=0αi=∞,

∑∞
i=0α

t
i<∞,приt>1.

Теорема2.1.Пустьдинамическаясистемаописываетсяуравнением(1.1)ивы-

полняютсяпредположения10 60тогдаоценки,определяемыеалгоритмом(2.2),либо

b̂i(n)

âi(n)
→
i→∞

b0(n)

a0(n)
п.н,либо

b̂i(n)

âi(n)
→
i→∞
∞.

Доказательство.Доказательствооснованонатеоремах3.15и3.17из[2],

теорема3.15доказанаЛ.Льюнгомв[3],теорема3.17в[2].

Функционал(2.1)можнопредставитьввиде:

J

(
b(n)

a(n)

)

=
(
σ
(n)
1

)2
+

(
b(n)

a(n)

b0(n)

a0(n)

)T

H∗
(
b(n)

a(n)

b0(n)

a0(n)

)

ω(b(n),a(n))
,

где

H∗=lim
ī→∞
E

z
(n)
r̄nn

z
(1)
r̄n1
...

z
(k)
r̄nk

x
(1)
rn1
...

x
(d)
rnd

z
(n)
r̄nn

z
(1)
r̄n1
...

z
(k)
r̄nk

x
(1)
rn1
...

x
(d)
rnd

T

>0, H∗=

(
H∗
zz
H∗
zx

H∗zx H
∗
xx

)

–положительноопределеннаяквадратнаяматрица,чтоследуетиз10,40,60[4];

X
(j)
rnj(i)=x

(j)
i,...,x

(j)
i rnj

T

–вектор rnj+1
)
×1.



710 И.Л.Сандлер

Построимасимптотическуюнепрерывнуюдетерминированнуюмодельалгоритма

(2.2).Наосноветеоремы3.15[3]векторныйслучайныйпроцессXi= x
(1)
i,...,x

(d)
i

T

сдробно-рациональнойспектральнойплотностьюможетбытьпредставленчерезвек-

торныйбелыйшумζ,длякоторогоE
(
ζp ζq

)T
)
=δpqId,гдеδ

p
q –символКронекера,

Id–единичнаяматрица.

Рассуждаяаналогично[5],можнопоказать,чтовектор

y(i)(n)
Z̄rnk(i)

Wrnd(i)

T

ςT(i):...:ςT(i (rυ 1))

T

,

являетсяМарковскимпроцессом.

Асимптотическаянепрерывнаядетерминированнаямодельимеетвид:

•(
b(n)

a(n)

)

= ∇

b(n)

a(n)





J

(
b(n)

a(n)

)

.

ПустьфункцияЛяпуноваимеетвид:

V

(
b(n)

a(n)

)

=J

(
b(n)

a(n)

)

,

таккак,функцияЛяпунованепрерывнодифференцируемаи

V̇

(
b(n)

a(n)

)

=∇T

b(n)

a(n)





V

(
b(n)

a(n)

)

∇

b(n)

a(n)





J

(
b(n)

a(n)

)

=

= ∇

b(n)

a(n)





J

(
b(n)

a(n)

)
2

,

томножествоB=

{(
b(n)

a(n)

)

∈R(̄rnn+...+d):̇V

(
b(n)

a(n)

)

=0

}

состоитизстационар-

ныхточекJ

(
b(n)

a(n)

)

[2].

Изтеоремы3.15.[3]следует,чтовозможнымипредельнымиточкамиалгоритма(2.2)

являютсяточкимножества:

B∗=

{(
b(n)

a(n)

)

∈R(̄rnn+...+d):̇V

(
b(n)

a(n)

)

=0 u ∇2J

(
b(n)

a(n)

)

≤0

}

.

Выполнениеусловия2теоремы3.15.[3]следуетизH∗>0(условия10 40)и

[6,с.93,7];выполнениеусловия3этойжетеоремывытекаетизстационарностипро-

цесса(1.1).
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Покажем,чтомножествоB∗=

{(
b(n)

a(n)

)

∈R(̄rnn+...+d):
b(n)

a(n)
=
b0(n)

a0(n)

}

,то

естьмножествоB∗состоитизединственнойточки
b0(n)

a0(n)
.

Дляэтогорассмотримфункцию

J′(u)=
uTH∗1u

uTI′(̄rnn+...+d+1)u
,

гдеu=|u1,...,ūrnn+...+d+1|
T∈R̄rnn+...+d+1,

H∗1=lim
i→∞
E






y
(n)
i

Z̄rnk(i)

Wrnd(i)

y
(n)
i ZTr̄nk(i)W

T
rnd
(i)




,

I′(̄rnn+...+d+1)=

Īrnn+1 0̄rnn+1,̄rnn ··· ··· ··· ··· 0̄rnn+1,rnd+1

0̄rnn,̄rnn+1

(
σ
(1)
1

)2

(
σ
(n)
1

)2Īrn1 ··· ··· ··· ···
...

...
...

... ··· ··· ···
...

...
...

...

(
σ
(k)
1

)2

(
σ
(n)
1

)2Īrnk ··· ···
...

...
...

...
...

(
σ
(1)
2

)2

(
σ
(n)
1

)2Irn1+1 ···
...

...
...

...
...

...
...

...

0rnd+1,̄rnn+1 ··· ··· ··· ··· ···

(
σ
(d)
2

)2

(
σ
(n)
1

)2Irnd+1

,

гдеĪrnn+1,...,Irnd+1,единичныематрицыразмерности(̄rnn+1),...,(rnd+1).

Очевидно,что

min


b(n)

a(n)





J

(
b(n)

a(n)

)

=min
u
J′(u)=J

(
b0(n)

a0(n)

)

=Λmin, (2.3)

гдеΛmin –минимальноесобственноечислорегулярногопучка форм[8](таккак

I′(̄rnn+...+d+1) положительноопределеннаяматрица),тоестьΛmin наименьшийкорень

уравнения:

detH1 ΛI′(̄rnn+...+d+1)
)
=0.

Пусть Λmin =Λ
(1)≤...≤Λ(̄rnn+...+d+1) =Λmax иu1,...,u(̄rnn+...+d+1) –соответ-

ствующиеимглавныесобственныевекторы.ТогдаΛk,где k=1,(̄rnn+...+d+1)

являютсястационарнымизначениямифункцииJ′(u),которыедостигаютсяприu,

равныхu1,...,u(̄rnn+...+d+1) соответственно.
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Следовательно,стационарныезначенияфункции

J

(
b(n)

a(n)

)

;∇

b(n)

a(n)





J

(
b(n)

a(n)

)

=0

достигаютсявточках
b(n)

a(n)
1

=

(
u
(2)
1

/

u
(1)
1
,...,u

(̄rnn+...+d+1)
1

/

u
(1)
1

)T
,...,

b(n)

a(n)
(̄rnn+...+d+1)

=

(
u
(2)
(̄rnn+...+d+1)

/

u
(1)
(̄rnn+...+d+1)

,...,u
(̄rnn+...+d+1)
(̄rnn+...+d+1)

/

u
(1)
(̄rnn+...+d+1)

)T
.

Из(2.3)следует,что
b̂i(n)

âi(n)
1

=
b0(n)

a0(n)
.

Остаетсяпоказать,что

{

∇2J

(
b(n)

a(n)

)

≥0,∀
b(n)

a(n)
∈

{
b(n)

a(n)
:
b(n)

a(n)
1

,...,
b(n)

a(n)
(̄rnn+...+1)

}}

(2.4)

воднойстационарнойточке
b(n)

a(n)
=
b(n)

a(n)
1

=
b0(n)

a0(n)
.

Задачаопределенияминимумафункции(2.3)эквивалентназадаченаусловныйэкс-

тремум

minuTH∗1u

uTI′(̄rnn+...+d+1)u=1
. (2.5)

Задача(2.5)можетбытьрешенаспомощьюметоданеопределенныхмножителей

Лагранжа,причемнеобходимыеусловиязапишутсяввиде:

{(
H∗1 θI′(̄rnn+...+d+1)

)
u=0

uTI′(̄rnn+...+d+1)u=1
, (2.6)

гдеθ–неопределенныймножительЛагранжа.Множествомрешенийсистемы(2.6)яв-

ляютсяθ∈
{
Λ1,...,Λ(̄rnn+...+d+1)

}
исоответствующиеимглавныесобственныевекторы

u1,...,u(̄rnn+...+d+1).

ИсследуемматрицуH∗1 θI′(̄rnn+...+d+1) наположительнуюопределенность,из(2.3)

следует,что

Λ(1)|H∗1|<Λ
(1)

(
H̃∗zz H∗zx
(H∗zx)

T H̃∗xx

)

,

гдеΛ(1)–минимальныесобственныечисламатрицH∗1и

(
H̃∗zz H∗zx
(H∗zx)

T H̃∗xx

)

:
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H̃∗zz=Hzz+

(
σ
(n)
1

)2
Īrn1 ··· 0̄rn1,̄rnk

...
...

...

0̄rnk,̄rn1 ···
(
σ
(k)
1

)2
Īrnk

,порядка(̄rn1+...+̄rnk)×(̄rn1+...+̄rnk);

H̃∗xx = Hxx+

(
σ
(1)
2

)2
Irn1+1 ··· 0rn1+1,rnd+1
...

...
...

0rnd+1,rn1+1 ···
(
σ
(d)
2

)2
Irnd+1

,порядка(rn1+...+rnd+d)×

(rn1+...+rnd+d);

Потеореме Штурма[8]:

Λ(1)

(
H̃∗zz H∗zx
(H∗zx)

T H̃∗xx

)

≤Λ(2)|H∗1|,

или

Λ(1)|H∗1|≤Λ
(2)|H∗1|. (2.7)

Из(2.7)следует,чтоматрицаH∗1 θI′(̄rnn+...+d+1) неотрицательноопределеналишь

приθ=Λmin и(2.4)выполняетсяв
b̂(n)

â(n)
1

=
b0(n)

a0(n)
,тоестьдлявсехθ>Λmin

матрицаH∗1 θI
′
(̄rnn+...+d+1)

имеетотрицательныесобственныезначения,откудаследует

(2.2).

3. Основныерезультаты

Предложенныйалгоритмрекуррентногооцениванияпараметров(2.2),приусловиях

ограниченийнапомехуиполезныесигналы10 60линейнойдинамическойсистемы

(1.1)либо
b̂i(n)

âi(n)
→
i→∞

b0(n)

a0(n)
п.н,либо

b̂i(n)

âi(n)
→
i→∞
∞.Дальнейшимнаправлени-

емработыявляетсяобобщениеалгоритма(2.2)наслучайавтокоррелированныхпомех

[9,10],инелинейныхсистем[11].
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Abstract. The paper presents a recurrent algorithm for estimating the parameters
of multidimensional discrete linear dynamical systems of different orders with
input errors, described by white noise. It is proved that the obtained estimates
using stochastic gradient algorithm for minimization of quadratic forms are highly
consistent
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Аннотация.Вработеизучаютсяусловия,прикоторыхмногозначноеотобра-

жениеимеетнеупреждающийселектор:вслучаенеупредаемости,порожденной

линейноупорядоченнымповключениюсемейством,показано,чтоумногознач-

ногонеупреждающегоотображениясосвойстваминепустотыикомпактности

множеств–значенийсуществуетнеупреждающий(однозначный)селектор.

Ключевыеслова:многозначноеотображение;неупреждающийселектор

Введение

Свойствонеупреждаемостииграетважнуюрольвтеориидифференциальныхигр

всвязиспостроениемидеализированныхразрешающихстратегий.Враннихработах

идеализированныестратегии—квазистратегии—определялисьввидеоператоровна

функциональныхпространствахуправленийилитраекторийсосвойствомфизической

осуществимостиилинеупреждаемости(см.[1–4]идр.).Сдругойстороны,внекоторых

конструкциях,приводящихкнеподвижнымточкамоператоровпрограммногопоглоще-

ния[5],естественнымобразомвозникаютнеупреждающиемногозначныеотображения

(МО)и,какследствие,многозначныеквазистратегии.ВопрососелекцииМОссохране-

ниемсвойстванеупреждаемостидляотображенийнапространствахобобщенныхуправ-

ленийрассматривалсяв[6],гдесущественноиспользоваласьспецификауправлений–

мер.

РаботавыполненаприподдержкеРоссийскогофондафундаментальныхисследований(проект

№18-01-00410).



718 Д. А. Серков, А. Г. Ченцов

В настоящей работе изучается вариант достаточно общей постановки такого ро-
да: в случае неупреждаемости, порожденной линейно упорядоченным по включению
семейством, показано, что неупреждающее МО со свойствами непустозначности и ком-
пактности множеств–значений имеет (однозначный) неупреждающий селектор.

1. Определения

Используется стандартная теоретико-множественная символика (кванторы, связки,
∅ — пустое множество); , — равенство по определению. Принимаем аксиому выбора.
Семейством называем множество, все элементы которого — множества.

Пусть X ̸= ∅ и 6∈ P(X ×X) — отношение (нестрогого) частичного порядка на X.

Назовем пару (X,6) частично упорядоченным множеством (ЧУМ). Всякое линейно
упорядоченное подмножество ЧУМ назовем цепью.

Фиксируем непустые множества T , X и Y , а также непустые множества
T ∈ P′(P′(T )), Ω ∈ P′(Y T ) и Z ∈ P′(XT ).

Определим неупреждаемость элементов α ∈ P(Z)Ω, β ∈ ZΩ в виде требований,
соответственно:

((ω1 |A) = (ω2 |A)) ⇒ ((α(ω1) |A) = (α(ω2) |A)) ∀ω1, ω2 ∈ Ω,∀A ∈ T , (1)

((ω1 |A) = (ω2 |A)) ⇒ ((β(ω1) |A) = (β(ω2) |A)) ∀ω1, ω2 ∈ Ω,∀A ∈ T . (2)

Обозначим N подмножество всех неупреждающих МО из P(Z)Ω.

Пусть H ∈ P(Ω) и α ∈ P(Z)Ω. Определим подмножества из ZΩ :

n0
H , {f ∈ ZΩ | ∀ω, ω′ ∈ H ∀A ∈ T ((ω |A) = (ω′ |A)) ⇒ ((f(ω) |A) = (f(ω′) |A))}, (3)

n0
H [α] ,

(∏
ω∈Ω

α(ω)

)∩
n0
H . (4)

Иными словами, n0
H — множество всех неупреждающих на H отображений из ZΩ, в

(4) определяются (однозначные) неупреждающие на H селекторы заданного МО α и,
наконец, n0

Ω[α] есть множество всех неупреждающих селекторов МО α. Заметим, что
в приложениях семейство T , как правило, предполагается линейно упорядоченным в
ЧУМ (P(T ),⊂).

Пусть на множестве X введена топология τX . Полагаем тогда, что множество
Z ∈ P′(XT ) оснащено топологией τZ , индуцированной топологией Тихонова ⊗T (τX)

на произведении
∏

t∈T X. Аналогично, используя τZ , вводим на множестве ZΩ топо-
логию Тихонова τZΩ : τZΩ , ⊗Ω(τZ).

2. Основные результаты

Лемма 1. Пусть τX — T2 -топология, β ∈ P(Z)Ω и для всякого ω ∈ Ω значение
β(ω) не пусто и компактно в (Z, τZ). Тогда при любом H ⊂ Ω множество n0

H [β]

компактно в (ZΩ, τZΩ).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем и зафиксируем β ∈ P′(Z)Ω, удовлетворяющее
условиям леммы. Выберем произвольно H ⊂ Ω.

1. По теореме Тихонова [7, Теорема 3.2.4] в силу непустоты и компактности β(ω) при
любом ω ∈ Ω множество

∏
ω∈Ω β(ω) компактно в (ZΩ, τZΩ). Таким образом, с учетом

(4) для доказательства утверждения достаточно установить замкнутость множества n0
H

в (ZΩ, τZΩ). С этой целью покажем, что множество ZΩ \ n0
H открыто в пространстве

(ZΩ, τZΩ).

2. Если ZΩ = n0
H , то утверждение очевидно. Пусть ᾱ ∈ ZΩ \n0

H . Тогда существуют
ω1, ω2 ∈ Ω и A ∈ P′(T ) такие, что

(A ∈ T )&(ω1, ω2 ∈ H)&((ω1 |A) = (ω2 |A))&((ᾱ(ω1) |A) ̸= (ᾱ(ω2) |A)). (5)

Обозначим для краткости h1 , ᾱ(ω1), h2 , ᾱ(ω2). Так как (h1 |A) ̸= (h2 |A), h1, h2∈Z
существует ξ ∈ A такой, что h1(ξ) ̸= h2(ξ). Тогда, так как (X, τX) есть T2 -пространст-
во, существуют OX1, OX2 ∈ τX такие, что h1(ξ) ∈ OX1, h2(ξ) ∈ OX2 и

OX1 ∩OX2 = ∅. (6)

Определим множества OZ1, OZ2 ∈ P(Z) вида

OZ1 , {h ∈ Z | h(ξ) ∈ OX1}, OZ2 , {h ∈ Z | h(ξ) ∈ OX2}. (7)

Из определений следует, что OZ1, OZ2 ∈ τZ , h1 ∈ OZ1, h2 ∈ OZ2. Определим теперь
множество OZΩ ∈ P(ZΩ) вида

OZΩ , {δ ∈ ZΩ | (δ(ω1) ∈ OZ1)&(δ(ω2) ∈ OZ2)}. (8)

Заметим, что из h1 ̸= h2 следует неравенство ω1 ̸= ω2, а значит определение (8)
корректно. По построению имеем

ᾱ ∈ OZΩ ∈ τZΩ . (9)

Проверим, что кроме того выполняется равенство OZΩ ∩ n0
H = ∅. Предположим про-

тивное: нашлось γ ∈ OZΩ такое, что

γ ∈ n0
H . (10)

Из включения γ ∈ OZΩ получаем (см. (8)) γ(ω1) ∈ OZ1, γ(ω2) ∈ OZ2. Следовательно
(см. (7)), выполнены включения γ(ω1)(ξ) ∈ OX1, γ(ω2)(ξ) ∈ OX2. Значит (см. (6)),
выполняется неравенство γ(ω1)(ξ) ̸= γ(ω2)(ξ), из которого в силу ξ ∈ A следует нера-
венство (γ(ω1) |A) ̸= (γ(ω2) |A), противоречащее (10). В самом деле, по выбору ω1,

ω2 имеем (см. (5)) ω1, ω2 ∈ H и (ω1 |A) = (ω2 |A), а тогда из (10) должно следовать
(см. (3)) равенство (γ(ω1) |A) = (γ(ω2) |A). Итак, выполняется OZΩ ∩ n0

H = ∅ и, сле-
довательно (см. (9)), в силу произвольного выбора ᾱ множество ZΩ \ n0

H является
открытым в (ZΩ, τZΩ).

Таким образом, установлено, что множество n0
H замкнуто в (ZΩ, τZΩ). Этим завер-

шается доказательство.
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Теорема 1. Пусть τX — T2 -топология, T — цепь в ЧУМ (P(T ),⊂). Пусть
α ∈ N таково, что для всякого ω ∈ Ω значение α(ω) не пусто и компактно в (Z, τZ).

Тогда n0
Ω[α] — непустой компакт в (ZΩ, τZΩ).

Теорема, в частности, утверждает (см. (3), (4)), что всякое МО, удовлетворяющее
указанным требованиям, обладает (однозначным) неупреждающим селектором.

Д о к а з а те л ь с т в о. Выберем и зафиксируем α ∈ N, удовлетворяющее услови-
ям леммы. Определим семейство Hα ∈ P′(P′(Ω)) в виде Hα , {H ∈ P′(Ω) | n0

H [α] ̸= ∅}.
Отметим, что это семейство не пусто, так как синглетоны Ω, очевидно, содержатся в
нем. Схема доказательства утверждения следующая: сначала мы покажем, пользуясь
леммой Цорна, что в Hα существует максимальный элемент, а затем убедимся, что он
совпадает с Ω.

1. Пусть (Hs)s∈S некоторая цепь в ЧУМ (Hα,⊂). Положим H̄ , ∪s∈SHs и прове-
рим, что H̄ ∈ Hα. Из условий, наложенных на α, следует, что при всяком s ∈ S для
α и Hs выполняются условия леммы 1. Следовательно, при всяком s ∈ S множество
n0
Hs
[α] компактно в пространстве (ZΩ, τZΩ). Из хаусдорфовости топологии τX и опре-

деления топологии τZΩ следует, что τZΩ есть T2 топология и, следовательно, всякое
компактное в (ZΩ, τZΩ) множество замкнуто. То есть (Hs)s∈S — семейство замкну-
тых множеств в (ZΩ, τZΩ). Кроме того, так как (Hs)s∈S — цепь, то (см. (4)) семейство
(n0

Hs
[α])s∈S, также образует цепь в ЧУМ (P′(ZΩ),⊂). В частности, это семейство цен-

трировано. В силу теоремы Тихонова [7, Теорема 3.2.4] из непустоты и компактности
α(ω) при любом ω ∈ Ω следует компактность в пространстве (ZΩ, τZΩ) множества∏

ω∈Ω α(ω), содержащего (см. (4)) все множества семейства (n0
Hs
[α])s∈S. Следователь-

но, ∩s∈Sn0
Hs
[α] ̸= ∅.

Покажем, что ∩s∈Sn0
Hs
[α] ⊂ n0

H̄
[α], то есть H̄ ∈ Hα. Пусть β ∈ ∩s∈Sn0

Hs
[α], A ∈ T ,

ω1, ω2 ∈ H̄ и
(ω1 |A) = (ω2 |A). (11)

Так как H̄ есть объединение элементов цепи (Hs)s∈S, найдется индекс s̄ ∈ S такой,
что ω1, ω2 ∈ Hs̄. Из выбора β имеем соотношения

β ∈
∩
s∈S

n0
Hs
[α] ⊂ n0

Hs̄
[α].

Из (11), (4) и последнего выражения получаем (β(ω1) |A)= (β(ω2) |A) . С учетом произ-
вольного выбора ω1, ω2 имеем (см. (4)) β ∈ n0

H̄
[α]. Так как β выбиралась произвольно,

получим вложение ∩s∈Sn0
Hs
[α] ⊂ n0

α[H̄], а значит и включение H̄ ∈ Hα. Принимая во
внимание вложения Hs ⊂ H̄, очевидно, справедливые при всех s ∈ S, заключаем,
что H̄ есть верхняя грань (Hs)s∈S в ЧУМ (Hα,⊂). Так как цепь (Hs)s∈S выбиралась
произвольно, мы можем воспользоваться леммой Цорна: обозначим Ĥ произвольно
выбранный максимальный элемент в ЧУМ (Hα,⊂).

2. Покажем, что Ĥ = Ω. Предположим противное: существует ω̂ ∈ Ω\Ĥ. Положим

A , {B ∈ T | ∃ω ∈ Ĥ : (ω |B) = (ω̂ |B)}. (12)
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Возможны два взаимоисключающих случая:
a. A = ∅
b. A ̸= ∅
Выберем произвольно β ∈ n0

Ĥ
[α] и покажем, что в каждом из этих случаев, изменив

значение функции β разве что для аргумента ω̂, можно получить новую функцию β̂,

удовлетворяющую включению
β̂ ∈ n0

Ĥ∪{ω̂}[α], (13)

которое означает, что Ĥ ∪ {ω̂} ∈ Hα и, следовательно, противоречит свойству макси-
мальности элемента Ĥ в ЧУМ (Hα,⊂).

Случай a. Так как в этом случае посылка условия неупреждаемости (см. (2)) вы-
полняется лишь когда ω1, ω2 ∈ Ĥ или ω1 = ω2 = ω̂, то уже сама функция β, очевидно,
удовлетворяет включению (13).

Случай b. Напомним, что по условию теоремы T — цепь в ЧУМ (P(T ),⊂). Сле-
довательно, всякое подсемейство из T также есть цепь в ЧУМ (P(T ),⊂).

Определим отображение {ξB}B∈A ∈ α(ω̂)A следующим образом:
— для всякого B ∈ A выберем (см. (12)) произвольно ωB ∈ Ĥ, удовлетворяющую

(ωB |B) = (ω̂ |B) ;
— в силу условия неупреждаемости (см.(1)) имеем равенство(α(ω̂) |B)=(α(ωB) |B);

кроме того, по выбору β выполняется включение β(ωB) ∈ α(ωB) ; значит, пользуясь
аксомой выбора, можно назначить ξB ∈ Z, удовлетворяющий требованию

(ξB ∈ α(ω̂))&((ξB |B) = (β(ωB) |B)) ∀B ∈ A. (14)

Итак, для всякого B ∈ A мы определили ξB ∈ α(ω̂). Напомним, что как подсемейство
цепи T , семейство A образует цепь в ЧУМ (P(T ),⊂). Таким образом, отображение
{ξB}B∈A можно рассматривать как направленность, определенную на A со значениями в
α(ω̂). По условию теоремы α(ω̂) — компактное множество в топологическом простран-
стве (Z, τZ), следовательно, существует предельная точка ξ̂ ∈ α(ω̂) направленности
{ξB}B∈A : для любых B ∈ A, Ô ∈ τZ , ξ̂ ∈ Ô найдется B′ ∈ A такое, что

(B ⊂ B′)&(ξB′ ∈ Ô). (15)

Используя элемент ξ̂, переопределим функцию β :

β̂(ζ) ,
{
β(ζ), ζ ̸= ω̂,

ξ̂, ζ = ω̂,
ζ ∈ Ω. (16)

Так как ω̂ ̸∈ Ĥ функция β̂ наследует (см. (16)) неупреждаемость β на множестве Ĥ :

β̂ ∈ n0
Ĥ
[α]. (17)

Воспользуемся этим и проверим неупреждаемость β̂ на множестве Ĥ ∪ {ω̂}.
Выберем произвольно и зафиксируем ζ1, ζ2 ∈ Ĥ ∪ {ω̂} и E ∈ T , для которых

выполняется равенство
(ζ1 |E) = (ζ2 |E). (18)
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Опустим для краткости два простейших (c учетом (17)) случая ( ζ1, ζ2 ∈ Ĥ или ζ1 =

ζ2 = ω̂ ) и рассмотрим один с точностью до обозначений оставшийся вариант:

(ζ1 ∈ Ĥ)&(ζ2 = ω̂). (19)

Из (18), (19) вытекает
(ζ1 |E) = (ω̂ |E) (20)

и по определению A (см. (12)) имеем включение E ∈ A.

Покажем, что для всякого t ∈ E направленность {ξB(t)}B∈A стационарна не позже
(в смысле порядка на ЧУМ (P(T ),⊂) ), чем с элемента ξE(t). В самом деле, пусть
F ∈ A и E ⊂ F. Тогда в силу определений для элементов ωE, ωF ∈ Ĥ верны равенства
(ω̂ |E) = (ωE |E), (ωF |F ) = (ω̂ |F ) и, стало быть, равенство

(ωF |E) = (ωE |E). (21)

Из (14), (17) и (21) получаем

(ξF |E) = (β(ωF ) |E) = (β(ωE) |E) = (ξE |E).

Ввиду произвольного выбора F отсюда следует

ξF (t) = ξE(t) ∀t ∈ E, ∀F ∈ A, E ⊂ F. (22)

По определению топология τZ задает поточечную сходимость элементов Z, то есть
для всякой предельной точки ξ направленности {ξB}B∈A в (Z, τZ) и любого t ∈ T зна-
чение ξ(t) определяется как предельная точка направленности {ξB(t)}B∈A в (X, τX).

Тогда из (15), (22) и хаусдорфовости топологии τX следует, что для всякой предельной
точки ξ направленности {ξB}B∈A выполняется

ξ(t) = ξE(t) ∀t ∈ E, (23)

в частности, для ξ̂ из (23) получим

(ξ̂ |E) = (ξE |E). (24)

Из (16), (17), (20) и ζ1, ωE ∈ Ĥ имеем

(β̂(ζ1) |E) = (β(ζ1) |E) = (β(ωE) |E). (25)

Тогда из (25), (14), (24), (14) и (19) получаем, соответственно, равенства

(β̂(ζ1) |E) = (β(ωE) |E) = (ξE |E) = (ξ̂ |E) = (β̂(ω̂) |E) = (β̂(ζ2) |E). (26)

Итак (см. (18), (26)), имеем импликацию

((ζ1 |E) = (ζ2 |E)) ⇒ ((β̂(ζ1) |E) = (β̂(ζ2) |E)).

Так как множество E и элементы ζ1, ζ2 выбирались произвольно, установлено вклю-
чение (13). И, значит, Ĥ ∪ {ω̂} ∈ Hα.

Мы показали, что предположение Ĥ ̸= Ω влечет противоречие с максимальностью
Ĥ в ЧУМ (Hα,⊂), то есть имеет место другая альтернатива: Ĥ = Ω. Значит, Ω ∈ Hα,

иными словами, n0
Ω[α] ̸= ∅. Компактность множества n0

Ω[α] в (ZΩ, τZΩ) сразу следует
из леммы 1. Доказательство завершено.
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Аннотация.Рассматриваетсяабстрактнаягибриднаясистемадвухуравнений

сдвумянеизвестными:векторнойфункциейx,являющейсяабсолютнонепре-

рывнойнакаждомконечномотрезке[0,T], T >0,ипоследовательностью

числовыхвекторовy.Висследованииприменяется W-метод Н.В.Азбеле-

ва.Вкачествемодельнойиспользуетсясистема,содержащаяфункционально-

дифференциальноеуравнениеотносительноx,иразностноеуравнениеотноси-

тельноy.Изученыпространстварешений.Длягибриднойсистемыполучена

теоремаБоля–Перронаобасимптотическойустойчивостиитеоремаобобраще-

нии.

Ключевыеслова:теоремаБоля–Перронаобасимптотическойустойчивости;ги-

бриднаялинейнаясистемафункционально-дифференциальныхуравнений;ме-

тодмодельныхуравнений,теоремаобобращении

Введение

Проблемамустойчивостирешенийлинейныхгибридныхлинейныхфункциональ-

но-дифференциальныхсистемспоследействием(ГЛФДСП)посвященокрайнемало

работ.ВработеВ.М.Марченкои Ж.Ж.Луазо[1]исследованазадачаобустойчивости

решенийстационарныхГЛФДСП.Вэтойработеполученынеобходимыеидостаточное

условияэкспоненциальнойустойчивостидлясистемвида

ẋ1(t)=A11x1(t)+A12x2(t),

x2(t)=A21x1(t)+A22x2(t h),

x1(0)=x10∈R
k, x2(τ)=ψ(τ)приτ∈[h,0),

РаботавыполненаприподдержкеРоссийскогофондафундаментальныхисследований(проект

№18-01-00332A).
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гдеA11∈R
k∗k,A12∈R

k∗(n k), A21∈R
(n k)∗k, A22∈R

(n k)∗(n k), ψ:[h,0)→Rn k

—кусочно-непрерывнаявектор-функция.

Даннаястатьяпродолжаетисследование,начатоев[2–7].Вработах[2–5]получена

теоремаБоля–ПерронадляГЛФСПвслучаеэкспоненциальнойустойчивости,вработах

[6,7]—дляГЛФДСПвслучаеасимптотическойустойчивости.

Построеннаявнастоящеевремяобщаятеорияфункционально-дифференциальных

уравнений[8–10]позволиладатьясноеилаконичноеописаниеосновныхсвойствре-

шений,втомчислесвойстваустойчивостирешений.Втожевремяширокиеиакту-

альныедляприложенийклассысистемГЛФДСП,аименно,системгибридныхлиней-

ныхфункционально-дифференциальныхуравненийспоследействием,формальноне

охватываютсяпостроеннойтеориейивомногомостаютсявнеполязренияспециали-

стов,использующихфункционально-дифференциальныеиразностныесистемыспо-

следействиемдлямоделированияреальныхпроцессов.Нижепредлагаютсягибридные

функционально-дифференциальныеаналогиосновныхутвержденийтеориифункцио-

нально-дифференциальныхуравненийдлязадачустойчивости,вчастности,теорема

Боля–ПерронаобасимптотическойустойчивостидляГЛФДСПитеоремаобобраще-

нии.

1.Схема W-метода

ЗдесьинижеRn —пространствовекторов α=col{α1,...,αn}сдействительными

компонентамииснормой||α||Rn.

Обозначимчерезy={y(1),y(0),y(1),...,y(N),...}бесконечнуюматрицусостолб-

цамиy(1),y(0),y(1),...,y(N),...,являющимисявекторамиизпространстваRn,а

черезg={g(0),g(1),...,g(N),...}—бесконечнуюматрицусостолбцами g(i)∈Rn,

i=0,1,....Каждойбесконечнойматрицеy={y(1),y(0),y(1),...,y(N),...}сопоста-

вимвектор-функцию

y(t)=y(1)χ[ 1,0)(t)+y(0)χ[0,1)(t)+y(1)χ[1,2)(t)+...+y(N)χ[N,N+1)(t)+....

Аналогично,каждойбесконечнойматрицеg={g(0),g(1),...,g(N),...}можносопоста-

витьвектор-функцию

g(t)=g(0)χ[0,1)(t)+g(1)χ[1,2)(t)+...+g(N)χ[N,N+1)(t)+....

Пусть [t]—целаячастьдействительногочисла t.Символом y(t) =y[t]обо-

значимвектор-функциюy(t) =y([t]),t∈[1,∞),аналогично,символомg[t]—

вектор-функциюg(t)=g([t]),t∈[0,∞).Множествовектор-функций y[·]обозначим

символомℓ0,амножествовектор-функцийg[·]—символом ℓ.Положим (∆y)(t)=

y(t) y(t 1)=y[t] y[t 1]приt≥1,(∆y)(t)=y(t)=y[t]=y(0)приt∈[0,1).

Вработеиспользуютсяследующиепространства:пространствоLлокальносумми-

руемыхf:[0,∞)→ Rn сполунормами||f||L[0,T]=
T∫

0

||f(t)||RndtдлявсехT >0;

пространствоD локальноабсолютнонепрерывныхфункцийx:[0,∞)→ Rn спо-

лунормами||x||D[0,T]= ||̇x||L[0,T]+||x(0)||Rn, T >0;пространствоℓбесконечных
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матрицg={g(0),g(1),...,g(N),...}сполунормами||g||ℓT =
T∑

i=0

||gi||Rn, T >0;про-

странствоℓ0бесконечныхматрицy={y(1),y(0),y(1),...,y(N),...}сполунормами

||y||ℓ0T =
T∑

i= 1

||yi||Rn, T> 1; ℓ∈0={y∈ℓ0:||y||ℓ∞0= sup
k= 1,0,1,×××

||y(k)||Rn <+∞};

ℓ∈ ={g∈ℓ:||g||ℓ∞ =sup
k=0,1,×××

||g(k)||Rn<+∞}.

Запишемабстрактнуюгибриднуюфункционально-дифференциальнуюсистемув

виде

L11x+L12y=̇x F11x F12y=f,

L21x+L22y=∆y F21x F22y=g.
(1)

Операторы L11,F11:D→ L, L12,F12:ℓ0→ L, L21,F21:D→ ℓ,L22,F22:ℓ0→ ℓ

предполагаютсялинейныминепрерывнымиивольтерровыми.

ПустьзаданыбанаховыпространстваD⊂D, M0⊂ℓ0,B⊂L, M ⊂ℓ,иимеет

местоизоморфизмD×M0∼=(B×R
n)×(M×Rn).Есливсеэлементы{x,y}∈D×M0

обладаюткакими-нибудьспецифическимиасимптотическимисвойствами,например,

sup
t→0
||x(t)||Rn+ sup

k= 1,0,1,...
||y(k)||Rn<∞,

изадачаКошидляуравненияL{x,y}=col{f,g}слинейнымограниченнымопе-

раторомL:D×M0→ B×M однозначноразрешима,тоирешенияэтойзадачи

будутобладатьтакимижеасимптотическимисвойствами.Пустьмодельноеуравне-

ние[8–10]L11x= zибанаховопространствоB выбранытак,чторешенияэтого

уравненияобладаютинтересующиминасасимптотическимисвойствами.Пусть,кроме

того,решениеприлюбойправойчастиz∈B записываетсяввидеформулыКоши

x(t)=U11(t)x(0)+(W11z)(t).Определимбанаховопространство D(L11,B)снормой

||x||D(11,B)= ||L11x||B+||x(0)||Rn (вложениеB⊂Lпредполагаетсянепрерывным).

Предположим,чтооператорW11непрерывнодействуетизпространстваBвпростран-

ствоB,иоператорU11действуетизпространстваR
nвпространствоB.Этоусловие

эквивалентно(см.[9,10,гл.IV])тому,чтопространствоD(L11,B)линейноизоморфно

пространствуС.Л.СоболеваW
(1)
B [0,∞)снормой||x||W(1)B [0,∈)

=||̇x||B+||x||B.Будем

обозначатьэтопространствосимволомWB.СправедливоWB ⊂D, иэтовложение

непрерывно.Будемговорить,чтоуравнениеL11x=zсоператоромL11:D(L11)→ B

D(L11,B)-устойчиво[8],еслидлякаждойправойчастиz∈B каждоерешениеx

принадлежитD(L11,B).ЗдесьD(L11)⊂D —областьопределенияоператора L11.

УравнениеL11x=zсоператоромL11:D(L11,B)∼=WB→ B,удовлетворяющимвы-

шеприведенномуусловию,D(L11,B)-устойчиво(WB-устойчиво)тогдаитолькотогда,

когдаоносильноB-устойчиво.УравнениеL11x=zсильноB-устойчиво,еслидля

любогоz∈Bкаждоерешениеxэтогоуравненияобладаетсвойством:x∈Bиẋ∈B

(см.[8,10,гл.IV,§4.6]).

Операторы L11:D→ L, L12:ℓ0→ L, L21:D→ ℓ,L22:ℓ0→ ℓрассматрива-

ютсякакприведениянапары(D(L11,B),B),(M0,B),(D(L11,B),M),(M0,M).Эти

операторыпредполагаютсялинейнымивольтерровымииограниченными.



ТЕОРЕМАБОЛЯ–ПЕРРОНАОБАСИМПТОТИЧЕСКОЙУСТОЙЧИВОСТИ 729

Предположим,чтообщеерешениеуравненияL22y=gдляg∈ℓпринадлежит

пространствуℓ0ипредставляетсяформулойКоши:

y[t]=(Y22y(1))[t]+(C22g)[t]=Y22[t]y(1)+

t∑

s=0

C22[t,s]g[s],t≥0.

Обозначим:L=

(
L11 L12
L21 L22

)

.Тогда(1)записываетсяввидеL{x,y}=col{f,g}.

Предположим,чтодлялюбыхx(0)∈Rn иy(1)∈Rn однозначноразрешимазадача

Кошидля«модельной»системы

L011x+L
0
12y=̇x F

0
11x F

0
12y=z,L

0
21x+L

0
22y=∆y F

0
21x F

0
22y=u,

гдеоператорыL011,F
0
11:D→ L, L

0
12,F

0
12:ℓ0→ L, L

0
21,F

0
21:D→ ℓ,L

0
22,F

0
22:ℓ0→ℓ

предполагаютсянепрерывнымиивольтерровыми.Тогдамодельнуюсистемуможноза-

писатьввидеL0{x,y}=col{z,u}.Пустьеерешениеимеетпредставление

(
x

y

)

=

(
U11 U12
U21 U22

)(
x(0)

y(1)

)

+

(
W11 W12
W21 W22

)(
z

u

)

.

ЗдесьW =

(
W11 W12
W21 W22

)

:L×ℓ→D×ℓ0—непрерывныйвольтерровоператорКоши

модельнойсистемы,U=

(
U11 U12
U21 U22

)

:Rn×Rn→ D×ℓ0 —еефундаментальная

матрица.

2.ТеоремыБоля–Перрона

Дляобыкновенногодифференциальногоуравненияещевмонографиях[11,12],от-

мечалисьявления,которыевтерминахD(L011,B)-устойчивостиможносформулиро-

ватьследующимобразом.ПриопределенныхусловияхотносительнооператораL11
изD(L011,B)-устойчивостиследуетболеетонкоеасимптотическоесвойство,аимен-

ноD(L011,B1)-устойчивость,гдеB1 —некотороеподпространствопространства B.

СледуятрадицииПермскогосеминара[8–10],соответствующиеутверждениябудемна-

зыватьтеоремамиБоля–Перрона.Восновеследующихдоказательствтакихтеорем

лежатсвойстваподпространстваB ⊂ L, вытекающиеизихпорядковойструкту-

ры,которуюопределимследующимобразом.ВвекторномпространствеRn введем

частичнуюупорядоченность:α=col{α1,...,αn}≥0,еслиαi≥0,i=1,...,n;

α≥β,если,α β≥0.Через|α|будемобозначатьвектор,определяемыйравенством

|α|=col{|α1|,...,|αn|}.Будемпредполагать,чтовпространствеR
n зафиксирована

норма||·||Rn,обладающаясвойствоммонотонности:||α||Rn≤||β||Rn,если|α|≤|β|.

ВсоответствииспорядкомвпространствеRnвведемотношениепорядкавпростран-

ствеL.Аименноy≥0,еслиy(t)≥0почтивсюдуна[0,∞);y≥z,еслиy z≥0.

Через |y|будемобозначатьфункцию,почтивсюдуна[0,∞)определяемуюравен-

ством|y|(t)=|y(t)|.ОтносительнобанаховапространстваB⊂Lбудемпредполагать,
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чтонормавпространствеBсогласованаспорядкомчерезусловиеидеальности:если

z∈L,y∈B и|z|≤|y|,тоz∈B и||z||B ≤||y||B.Средипрочихсвойствпро-

странств,удовлетворяющихэтомуусловию(банаховыхидеальныхпространств[13]),

отметимследующие:1)нормавтакомпространствеBобладаетсвойствоммонотонно-

сти;2)любоеограниченноепопорядкуподмножествопространстваB имеетточные

грани(B—K–пространство);3)впространствеBопределены“срезки”—операторы

умножениянахарактеристическиефункцииχM измеримогомножестваM ⊂[0,∞);

4)вложениеB⊂Lнепрерывно.

3.Aсимптотическаяустойчивость

ВведемподмножествоB0⊂Bвсехтакихфункцийz∈B,чтодлякаждойфункции

zвыполняетсяравенствоlim
s∞∈
||χ[s,∈)z||B=0.Иначеговоря,пространствоB0состоит

извсехфункцийz∈B,стремящихсяприt→ ∞ кнулюпометрикепространства

B,причемнетруднопоказать,чтоB0 являетсязамкнутымподпространствомпро-

странстваBисовпадаетсзамыканиемпонорме||·||B линейногомногообразиявсех

финитныхфункцийz∈B.

Пустьдалее C0—этоподпространствопространства C,состоящееизвсехтаких

x∈C,длякоторыхlim
t∞∈
x(t)=0,||x||C0 =||x||C.ЗдесьинижеC —пространство

непрерывныхиограниченныхфункцийx:[0,∞)→Rnснормой||x||C=sup
t→0
||x(t)||Rn.

Будемпредполагать,чтодляпространстваB имодельногоуравненияL011x=z

выполненыусловия:

а)операторКошиW11действуетизпространстваB0впространствоC0иограни-

чен;

б)столбцыфундаментальнойматрицыU11уравненияL
0
11x=0принадлежатпро-

странствуC0.

Такимобразом,имеетместонепрерывноевложениеD(L011,B0)⊂C0иасимптоти-

ческаяустойчивостьпервогомодельногоуравнения.

Лемма1.ИмеетместонепрерывноевложениеD(L011,B)⊂C.

Такимобразом,вуказанныхпредположенияхотносительнопространстваB имо-

дельногоуравнения,D(L011,B)–устойчивостьуравненияL11x=zгарантируетустой-

чивостьпоЛяпунову,аD(L011,B0)–устойчивость—асимптотическуюустойчивость.

Теорема 1. Пустьуравнение L11x = f D(L011,B)–устойчивоиоператор

L:D(L)→ LдействуетизпространстваD(L011,B0)впространствоB0.Тогда

этоуравнениеD(L011,B0) устойчиво.

Вусловияхтеоремы1уравнениеL11x=fасимптотическиустойчиво.

Отметим,чтодлянекоторыхспециальныхклассовуравненийаналогитеоремы1

былиполученыранеедругимиавторами(см.[14,15,гл.3,§4,4.1,4.2],[16,17,§§2.5,

5.1],[18–25]).

Предварительносформулируемдвелеммыосвойствахлинейноговольтерроваогра-

ниченногооператораQ11:B → B иоразрешимостифункциональногоуравнения

Q11z=fвпространствеB0.
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Лемма2.ДлялинейногоограниченноговольтерроваоператораQ11:B→Bспра-

ведливовключениеQ≥11B
≥
0⊂B

≥
0.

Лемма3. Пустьлинейныйограниченныйоператор Q11:B→ B вольтеррови

Q11B0⊂B0.ТогдаеслиэтотоператоримеетобратныйоператорQ
1
11:B→B,то

Q 1
11B0⊂B0.

Ввидезамечанияклемме3укажемусловия,привыполнениикоторыхизвключения

Q11B0⊂B0 иобратимостисуженияQ110=Q11|B0 :B0→ B0 следуетобратимость

оператораQ11:B→B.

Предположим,чтопространствоBобладаетсвойствоммонотоннойполнотынормы

(свойством(B))([13,гл.IV,§3,3.2,гл.X,§4,4.1],[26,c.143]):еслидляzk∈B при

всехk∈Nвыполненоzk+1≥zk≥0иsup
kLN
∥zk∥B <∞,тосуществуеттакойэлемент

z∈B,чтоzk(t)→z(t)почтивсюдуна[0,∞),причем∥z∥B=sup
kLN
∥zk∥B.

Предположим,далее,чтолинейныйрегулярныйоператор Q11:B→ B удовле-

творяетусловиюпорядковойнепрерывности([13,гл.X,§2,2.1]):еслиfn(t)→ 0при

n→ ∞ дляпочтивсехt∈[0,∞),|fn|≤g∈B,то(Q11fn)(t)→ 0приn→ ∞ для

почтивсехt∈[0,∞).

Отметим,чтоусловиюпорядковойнепрерывностиудовлетворяютлинейныерегу-

лярныеинтегральныеоператорыилинейныеоператорывнутреннейсуперпозиции—

дваосновныхвприложенияхклассалинейныхоператоров.

Вэтихпредположенияхсправедливоследующееутверждение.

Лемма4.ПустьпространствоBобладаетсвойствоммонотоннойполнотынор-

мы(свойством(B))илинейныйрегулярныйвольтерровоператорQ11:B→ B удо-

влетворяетусловиюпорядковойнепрерывности.ЕслисправедливоQ11B0⊂B0иоб-

ратимосужениеQ110=Q11|B0:B0→B0,тооператор Q11:B→B обратим.

Близкиерезультатысодержитсявмонографии[27,Ch.III,3.2.6,3.2.7].

Теорема1допускаетобращение.

Теорема2.Пустьпространство B обладаетсвойствоммонотоннойполноты

нормы(свойством(B))иоператорQ11=L11W11регулярениудовлетворяетусловию

порядковойнепрерывности.Тогдаэквивалентныутверждения:

а)уравнениеL11x=fD(L
0
11,B0) устойчиво;

б)уравнениеL11x=fD(L
0
11,B) устойчивоиоператорL:D(L)→Lдействует

изпространстваD(L011,B0)впространствоB0.

Определимбанаховопространствовсехфункций g∈ℓ0∈ ⊂ℓ∈ (g∈ℓ
0
∈0⊂ℓ∈0)

таких,чтодлякаждойфункцииgвыполняетсяравенство

lim
n∞∈

||χ[n,∈)g||ℓ∞ =0 (lim
n∞∈

||χ[n,∈)g||ℓ∞ 0=0).

Введембанаховопространствоb⊂ℓбесконечныхматрицg={g(0),g(1),...,g(N),...}

снормой||g||b,атакжеопределимбанаховопространствоb0⊂ℓ0бесконечныхмат-

рицy={y(1),y(0),y(1),...,y(N),...}снормой||y||b0.Вложение b⊂ℓ(b0⊂ℓ0)
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непрерывно.Пустьдляпространствb,b0 выполненывсепредыдущиеусловияп.3.

Определимподмножествоb0⊂bвсехтакихфункцийg∈b,чтодлякаждойфункции

gвыполняетсяравенствоlim
s∞∈
||χ[s,∈)g||b =0.ЗдесьинижеχM —характеристическая

функциямножестваM ⊂N∪0.Иначеговоря,пространствоb0состоитизвсехфунк-

цийg∈b,стремящихсяприt→ ∞ кнулюпометрикепространстваb.Нетрудно

показать,чтоb0являетсязамкнутымподпространствомпространстваbисовпадает

сзамыканиемпонорме||·||bлинейногомногообразиявсехфинитныхфункцийg∈b.

Аналогичноопределяемпространствоb00.

Далеебудемпредполагать,чтодляпространства b имодельногоуравнения

L022y=uвыполненыусловия:

a)операторКошиW22действуетизпространстваb
0впространствоℓ0∈0иогра-

ничен;

б)столбцыфундаментальнойматрицыU22уравненияL
0
22y=0принадлежатпро-

странствуℓ0∈0.

Такимобразом,имеетместонепрерывноевложениеD(L022,b
0)⊂ℓ0∈0иасимптоти-

ческаяустойчивостьвторогомодельногоуравнения.

Лемма5.ИмеетместонепрерывноевложениеD(L022,b)⊂ℓ∈0.

Предположим,чтолинейныйоператорQ22:b→ bрегулярен.Вэтомслучаеопе-

раторQ22удовлетворяетусловиюпорядковойнепрерывности([13,гл.X,§2,2.1]):если

gn(m)→0всюдудляm∈{0}∪Nприn→∞,|gn|≤g∈b,то(Q22gn)(m)→0всюду

дляm∈{0}∪Nприn→∞.

СформулируемраспространениетеоремыБоля–Перронанауравнение L{x,y}=

{f,g}.

Теорема3.Пустьоператоры L12:D(L
0
22,b)→B,L21:D(L

0
11,B)→bрегуляр-

ны,причем L12(D(L
0
22,b))⊂B,L21(D(L

0
11,B))⊂b.Предположим,чтоуравнение

L11x=f D(L
0
11,B) устойчивоиуравнениеL22y=gD(L

0
22,b) устойчиво,аопе-

раторыL11:D(L11)→ L, L22:D(L22)→ ℓрегулярныизпространстваD(L
0
11,B0)

иD(L022,b
0)впространстваB0иb

0.Пустьбанаховыпространства B иbоб-

ладаютсвойством монотонной полноты нормы (свойством(B)), операторы

L11:D(L
0
11,B)→B,L12:D(L

0
22,b)→B,L21:D(L

0
11,B)→b,L22:D(L

0
2,b)→bпоряд-

ковонепрерывны.Пусть,далее,уравнениеL1x=(L11 L12C22L21)x=f1 D(L
0
11,B)–

устойчивоиоператорL1W11:B0→B0ограниченипорядковонепрерывен.

Тогдаэквивалентныутверждения:

a)уравнениеL{x,y}=col{f,g}являетсяD(L0,B0×b
0) устойчивым;

b)уравнениеL{x,y}=col{f,g}являетсяD(L0,B×b) устойчивым.

СПИСОКЛИТЕРАТУРЫ

1.МарченкоВ.М.,Луазо Ж.Ж.Обустойчивостигибридныхдифференциально-разност-

ныхсистем//Дифференциальныеуравнения.2009.Т.45.№5.С.728-740.

2.СимоновП.М.ТеоремаБоля–Перронадлягибридныхлинейныхсистемспоследействи-

ем//ВестникПермскогоуниверситета.Серия:Математика.Механика.Информатика.2016.

№2(33).С.56-60.



ТЕОРЕМА БОЛЯ–ПЕРРОНА ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ 733

3. Симонов П.М. К вопросу о теореме Боля–Перрона для гибридных линейных функцио-
нально-дифференциальных систем с последействием (ГЛФДСП) // Журнал Средневолжского
математического общества. 2016. Т. 18. № 1. С. 75-81.

4. Симонов П.М. Теорема Боля–Перрона для гибридных линейных систем с последей-
ствием // Итоги науки и техники. Современная математика и ее приложения. Тематические
обзоры. 2017. Т. 132. С. 122-126.

5. Simonov P.M. The Bohl–Perron theorem for hybrid linear systems with aftereffect // Journal
of Mathematical Sciences. 2018. Vol. 230. № 5. P. 775-781.

6. Симонов П.М. Теорема Боля–Перрона об асимптотической устойчивости для гибрид-
ных линейных функционально-дифференциальных систем с последействием (ГЛФДСП) //
Вестник Российской академии естественных наук. 2016. Т. 16. № 3. С. 55-59.

7. Симонов П.М. Теорема Боля–Перрона об асимптотической устойчивости гибридных
систем // Функционально-дифференциальные уравнения: теория и приложения: материалы
конф., посвящ. 95-летию со дня рождения проф. Н.В. Азбелева. Пермь: ПНИПУ, 2018.
С. 230-235.

8. Азбелев Н.В., Березанский Л.М., Симонов П.М., Чистяков А.В. Устойчивость линейных
систем с последействием. IV // Дифференциальные уравнения. 1993. Т. 29. № 2. С. 196-204.

9. Азбелев Н.В., Березанский Л.М., Симонов П.М., Чистяков А.В. Устойчивость линейных
систем с последействием. III // Дифференциальные уравнения. 1991. Т. 27. № 10. С. 1659-1668.

10. Азбелев Н.В., Симонов П.М. Устойчивость решений уравнений с обыкновенными про-
изводными. Пермь: Перм. ун-т, 2001. 230 с.

11. Барбашин Е.А. Введение в теорию устойчивости. М.: Наука, 1967. 224 с.
12. Массера Х.Л., Шеффер Х.Х. Линейные дифференциальные уравнения и функциональ-

ные пространства. М.: Мир, 1970. 456 с.
13. Канторович Л.В., Акилов Г.П. Функциональный анализ. 4-е изд., испр. СПб.: Невский

Диалект; БХВ-Петербург, 2004. 816 с.
14. Носов В.Р. Теорема Перрона для стационарных и периодических систем дифферен-

циально-функциональных уравнений // Дифференциальные уравнения с отклоняющимся ар-
гументом / Ун-т дружбы народов им. П. Лумумбы. M., 1979. Т. 11. С. 44-51.

15. Колмановский В.Б., Носов В.Р. Устойчивость и периодические режимы регулируемых
систем с последействием. М.: Наука, 1981. 448 с.

16. Курбатов В.Г. Об устойчивости функционально-дифференциальных уравнений //
Дифференциальные уравнения. 1981. Т. 17. № 6. C. 963-972.

17. Курбатов В.Г. Линейные дифференциально-разностные уравнения. Воронеж: Изд-во
Воронеж. ун-та, 1990. 168 с.

18. Пуляев В.Ф., Цалюк З.Б. К вопросу о допустимости некоторых пар пространств для
линейных операторов и уравнений Вольтерра // Дифференциальные уравнения. 1983. Т. 19.
№ 4. С. 684-692.

19. Пуляев В.Ф. О допустимости некоторых пар пространств относительно линейных инте-
гральных уравнений Вольтерра // Дифференциальные уравнения. 1984. Т. 20. № 10.
С. 1800-1805.

20. Пуляев В.Ф. О спектре линейных непрерывных операторов // Известия Северо-Кав-
казского научного центра высшей школы. Естественные науки. 1985. № 4. С. 25-28.

21. Пуляев В.Ф. О спектре операторов Вольтерра // Интегральные операторы и уравнения:
сб. науч. тр. Краснодар: Кубанский гос. ун-т, 1987. С. 29-37.



734 П. М. Симонов

22. Пуляев В.Ф. О взаимосвязи нетеровости линейных непрерывных операторов и их суже-
ний // Известия высших учебных заведений. Математика. 1990. № 8 (339). С. 65-73.

23. Пуляев В.Ф. Развитие теории линейных интегральных уравнений с периодическими и
почти периодическими ядрами: автореф. дис. ... д-ра физ.-мат. наук. СПб., 2001. 31 с.

24. Пуляев В.Ф., Цалюк З.Б. Об асимптотическом поведении решений интегральных урав-
нений Вольтерра в банаховых пространствах // Известия высших учебных заведений. Мате-
матика. 1991. № 12 (355). С. 47-55.

25. Сокол Д.Г. О допустимости некоторых пар пространств для интегральных операто-
ров и уравнений // Известия высших учебных заведений. Северо-Кавказский регион. Серия:
естественные науки. 2000. № 1. С. 135-137.

26. Бухвалов А.В., Векслер А.И., Лозановский Г.Я. Банаховы решетки – некоторые бана-
ховы аспекты теории // Успехи математических наук. 1979. Т. 34. Вып. 2 (206). С. 137-183.

27. Kurbatov V.G. Functional differential operators and equations. Dordrect: Kluwer Academic
Publ., 1999. 433 p.

Поступила в редакцию 20 апреля 2018 г.
Прошла рецензирование 25 мая 2018 г.
Принята в печать 26 июня 2018 г.

Симонов Петр Михайлович, Пермский государственный национальный исследовательский
университет, г. Пермь, Российская Федерация, доктор физико-математических наук, профес-
сор кафедры информационных систем и математических методов в экономике, e-mail:
simpm@mail.ru

Для цитирования: Симонов П.М. Теорема Боля–Перрона об асимптотической устойчивости гибридных систем
и ее обращение // Вестник Тамбовского университета. Серия: естественные и технические науки. Тамбов, 2018. Т. 23.
№ 124. С. 726–737. DOI: 10.20310/1810-0198-2018-23-124-726-737



ТЕОРЕМАБОЛЯ–ПЕРРОНАОБАСИМПТОТИЧЕСКОЙУСТОЙЧИВОСТИ 735

DOI:10.20310/1810-0198-2018-23-124-726-737

THETHEOREMOFBOHL–PERRONONTHEASIMPTOTICSTABILITY

OFHYBRIDSYSTEMSANDINVERSETHEOREM

P.M.Simonov

PermStateNationalResearchUniversity

15BukirevSt.,Perm614990,RussianFederation

E-mail:simpm@mail.ru

Abstract.Weconsideranabstracthybridsystemoftwoequationswithtwounknowns:

avectorfunctionxthatisabsolutelycontinuousoneachfiniteinterval[0,T],T>0,

andasequenceofnumericalvectorsy.ThestudyusestheW-methodN.V.Azbelev.

Asamodel,asystemcontainingafunctionaldifferentialequationwithrespecttox

isused,andadifferenceequationwithrespecttoy.Solutionsspacesarestudied.For

ahybridsystem,theBohl–Perrontheoremonasymptoticstabilityandtheconverse

theoremareobtained.
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Аннотация.Вработеизучаютсягиперболическиедифференциальныевключе-
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чениядробногопорядкасимпульснымивоздействиями,установленыасимпто-
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включенийдробногопорядкасвнешнимивозмущениями.
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Введение

Изучениюдифференциальныхвключенийдробногопорядкапосвященыработы

многихизвестныхроссийскихизарубежныхматематиков[1–3].Этосвязаностем,что

дифференциальныевключениядробногопорядкаоказалисьудобныминструментомв

моделированиимногихявленийвразличныхобластяхнаукиитехники.Действитель-

но,мыможемнайтимногочисленноеихприменениекзадачамприкладнойматемати-

ки,физики,экономики,биологии,химическойтехнологииит.д.Дифференциальные

включениясимпульснымвоздействиемсталиважныпримоделированиипроцессови

явленийреальноговремени[4,5].

Стоитотметить,чтопроцессмоделированиясвязанстемиилиинымипогрешностя-

ми.Онивозникают,преждевсего,всвязистем,чтосамаматематическаямодельопи-

сываетпроцессснекоторымидопущениямиипредположениями.Крометого,построе-

ниесамогомногозначногоотображения,порождающегодифференциальноевключение

дробногопорядкаиописывающегомодель,связаностойилиинойстепеньюточности.
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Поэтомуаппроксимациядифференциальноговключениядробногопорядкаявляется

актуальнойзадачей(см.,например,[6]).

1.Основныепонятия

ПустьRn–n-мерноевекторноепространствоснормой|·|;comp[Rn]–множество

всехнепустых,компактовRn;h[·,·]–расстояниепоХаусдорфумеждумножествами,

содержащимисявпространствеRn.ОбозначимCn([0,a]×[0,b])пространствонепрерыв-

ныхфункцийu:[0,a]×[0,b]→Rn снормой∥u∥=max{|u(t,x)|:(t,x)∈[0,a]×[0,b]}.

Ln([0,a]×[0,b])–пространствосуммируемыхпоЛебегуфункцийu:[0,a]×[0,b]→Rn

снормой∥u∥=
a∫

0

b∫

0

|u(t,x)|dtdx.

Будемговорить,чтоF:[0,a]×[0,b]×Rn→comp[Rn]удовлетворяетусловиямКа-

ратеодори,есливыполняютсяследующиеусловия:

1)прикаждомu∈RnотображениеF(·,·,u)измеримо;

2)припочтивсех(t,x)∈[0,a]×[0,b]отображениеF(t,x,·)непрерывно;

3)длякаждогоограниченногомножестваV⊂RnнайдетсятакаяфункцияmV(·,·)∈

L1([0,a]×[0,b]),чтоприпочтивсех(t,x)∈[0,a]×[0,b]ивсехu∈V выполняется

неравенство∥F(t,x,u)∥ mV(t,x).

Пустьtk∈[0,a](0<t1<...<tm <a)–конечныйнаборточек.Обозначимчерез

Cn([0,a]×[0,b])множествовсехнепрерывныхнакаждомизпромежутков[0,t1]×[0,b],

(t1,t2]×[0,b],...,(tm,a]×[0,b]ограниченныхфункцийu:[0,a]×[0,b]→R
n,имеющих

пределысправавточках(tk,x),k=1,2,...,m, lim
t∈tk+0
y∈x

u(t,y)=u(tk+0,x),снормой

∥u∥Cn([0,a]→[0,b])=sup{|u(t,x)|:(t,x)∈[0,a]×[0,b]}.

Пусть(r,p)∈(0,1]×(0,1].Дляf(t,x)∈Ln([0,a]×[0,b])выражение

I
(r,p)
0 f(t,x)=

1

(r)(p)

∫t

0

∫x

0

f(s,τ)

(x s)1 r(y τ)1 p
dsdτ,

назовемсмешаннымлевосторонниминтеграломРимана–Лиувилляпорядка(r,p),

(·)–гамма-функция.ДробнаяпроизводнаяКапутопорядка(r,p)определяетсявы-

ражением

D
(r,p)
0 f(t,x)=I

(1r,1 p)
0

∂2

∂t∂x
f(t,x).

Рассмотримзадачу

D
(r,p)
0 u(t,x)∈F(t,x,u(t,x)), (t,x)∈[0,a]×[0,b], (1)

∆(u(tk,x))=Ik(u(tk,x)), k=1,2,...,m, (2)

u(t,0)=α(t), u(0,x)=β(x), (3)

гдеα(·),β(·),непрерывныиα(0)=β(0),отображениеF:[0,a]×[0,b]×Rn→comp[Rn]

удовлетворяетусловиямКаратеодори.ОтображенияIk:R
n → Rn, k=1,2,...,m,

непрерывны,∆(u(tk,x))=u(tk+0,x) u(tk,x),k=1,2,...,m.
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Подрешениемзадачи(1)–(3)будемпониматьфункциюu∈Cn([0,a]×[0,b]),для

которойсуществуеттакоеq∈Ln([0,a]×[0,b]),чтоприпочтивсех(t,x)∈[0,a]×[0,b]

выполняетсявключениеq(t,x)∈F(t,x,u(t,x)),ипривсех(t,x)∈[0,a]×[0,b]имеет

местопредставление

u(t,x)=α(t)+β(x) α(0)+

m∑

k=1

χ(tk,b]Ik(u(tk,x))+
1

(r)(p)

∫t

0

∫x

0

q(s,τ)

(x s)1 r(y τ)1 p
dsdτ.

ОбозначимчерезK([0,a]×[0,b]×Rn×[0,∞))множествовсехфункцийη:[0,a]×

[0,b]×Rn×[0,∞)→[0,∞),обладающихследующимисвойствами:

1)прикаждых(u,δ)∈Rn×[0,∞)функцияη(·,·,u,δ)измерима;

2)припочтивсех(t,x)∈[0,a]×[0,b]ивсехδ∈[0,∞)функцияη(t,x,·,δ)непре-

рывна;

3)длякаждыхU∈comp[Rn]иδ∈[0,∞)существуеттакаясуммируемаяфункция

µU,δ:[0,a]×[0,b]→ [0,∞),чтоприпочтивсех(t,x)∈[0,a]×[0,b]ивсехu∈U и

τ∈[0,δ]выполняетсянеравенствоη(t,x,u,τ) µU,δ(t,x);

4)припочтивсех(t,x)∈[0,a]×[0,b]икаждогоu∈Rn выполняютсяравенства

lim
z∈u
δ∈0+0

η(t,x,z,δ)=η(t,x,u,0)=0.

ОбозначимчерезP([0,a]×[0,b]×Rn×[0,∞))множествовсехфункцийη:[0,a]×

[0,b]×Rn×[0,∞)→ [0,∞),обладающихсвойствамиизклассафункцийK([0,a]×

[0,b]×Rn×[0,∞)),атакжеудовлетворяющихследующимусловиям:длякаждых

U∈comp[Rn]иδ∈(0,∞)найдутсятакиечислаr(U,δ)>0иγ(U,δ) 0,что

припочтивсех(t,x)∈[0,a]×[0,b]ивсехu∈Uчислоr(U,δ)удовлетворяетнеравен-

ствуr(U,δ) η(t,x,u,δ),адлячислаγ(U,δ)припочтивсех(t,x)∈[0,a]×[0,b],всех

u∈Uиτ∈[0,δ]имеетместооценкаη(t,x,u,τ) γ(U,δ).

Пустьψ(·,·,·,·)∈P([0,a]×[0,b]×Rn×[0,∞)).Определимфункциюφ(ψ):[0,a]×

[0,b]×Rn×[0,∞)→[0,∞)равенством

φ(ψ)(t,x,u,δ)= sup
vB[u,ψ(t,x,u,δ)]

h[F(t,x,u),F(t,x,v)].

Значенияфункцииφ(ψ)(·,·,·,·)вточке(t,x,u,δ)будемназыватьмодулемнепре-

рывностиотображенияF:[0,a]×[0,b]×Rn → comp[Rn]вточке(t,x,u)попе-

ременнойuвшареB[u,ψ(t,x,u,δ)],функцию ψ(·,·,·,·)–функциейрадиусамоду-

лянепрерывностиилипросторадиусомнепрерывности,асамуфункциюφ(ψ)(·,·,·,·)

–функциеймодулянепрерывностиилипростомодулемнепрерывностиотображения

F:[0,a]×[0,b]×Rn→comp[Rn]относительнорадиусанепрерывностиψ(·,·,·,·).

Будемговорить,чтомногозначноеотображение F:[0,a]×[0,b]×Rn×[0,∞)→

comp[Rn]аппроксимируетотображениеF:[0,a]×[0,b]×Rn→ comp[Rn],еслинай-

детсятакаяфункцияξ(·,·,·,·)∈K([0,a]×[0,b]×Rn×[0,∞)),чтоприпочтивсех

(t,x)∈[0,a]×[0,b]ивсех(u,δ)∈Rn×[0,∞)выполняетсяоценка

h[F(t,x,u),F(t,x,u,δ)] ξ(t,x,u,δ). (4)
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ОтображениеF(·,·,·,·)будемназыватьаппроксимирующимотображениеF(·,·,·)или

простоаппроксимирующим.Функцияξ(·,·,·,·)∈K([0,a]×[0,b]×Rn×[0,∞))внера-

венстве(4)определяетстепеньблизостизначенияF(t,x,u,δ)вточке(t,x,u)∈[0,a]×

[0,b]×RnкзначениюF(t,x,u)длякаждогофиксированногоδ∈[0,∞).Этуфункцию

ξ(·,·,·,·)будемназыватьстепеньюаппроксимацииотображенияF:[0,a]×[0,b]×Rn→

comp[Rn]отображениемF:[0,a]×[0,b]×Rn×[0,∞)→comp[Rn]илипростостепенью

аппроксимации.

Пару (F(·,·,·,·),ξ(·,·,·,·))будемназыватьаппроксимациейотображенияF(·,·,·)

илипростоаппроксимацией,аеслиприпочтивсех (t,x)∈ [0,a]×[0,b]ивсех

(u,δ)∈Rn×[0,∞)выполняетсявключениеF(t,x,u)⊂F(t,x,u,δ),тоаппроксима-

циейвложением.

ЗначенияаппроксимирующегоотображенияF(·,·,·,·)могутвычислятьсяснекото-

ройстепеньюточности,которуюможнозадатьнекоторойфункцией

η(·,·,·,·)∈K([0,a]×[0,b]×Rn×[0,∞)).

ВсвязисэтимрассмотримотображениеQη:[0,a]×[0,b]×R
n×[0,∞)→comp[Rn],

определенноеравенством

Qη(t,x,u,δ)=F(t,x,u,δ)
η(t,x,u,δ), (5)

гдефункцияη(·,·,·,·)∈K([0,a]×[0,b]×Rn×[0,∞))вкаждойточке(t,x,u)∈[0,a]×

[0,b]×Rnприкаждомфиксированномδ∈[0,∞)определяетпогрешностьвычисления

значенийаппроксимирующегоотображенияF(·,·,·,·).Далее,функциюη(·,·,·,·)будем

называтьрадиусомвнешнихвозмущенийаппроксимирующегоотображенияF(·,·,·,·)

илипросторадиусомвнешнихвозмущений.

2.Основныерезультаты

Пустьη(·,·,·,·)∈K([0,a]×[0,b]×Rn×[0,∞)).Рассмотримприкаждомфиксиро-

ванномδ∈[0,∞)дифференциальноевключение

D
(r,p)
0 u(t,x)∈Qη(t,x,u(t,x),δ), (6)

гдеотображениеQη:[0,a]×[0,b]×R
n×[0,∞)→comp[Rn]заданоравенством(5).Диф-

ференциальноевключение(6)будемназыватьаппроксимирующимдифференциальное

включение(1)свнешнимивозмущениями.

Каждоерешениевключения(6)симпульснымивоздействиями(2)иусловиями(3)

прификсированномδ>0будемназыватьδ-решением(приближеннымрешениемс

точностьюдоδилипростоприближеннымрешением)включения(1).

ПустьотображениеF:[0,a]×[0,b]×Rn→ comp[Rn]удовлетворяетусловиямКа-

ратеодори.Рассмотримзадачу

D
(r,p)
0 u(t,x)∈coF(t,x,u(t,x)), (7)

∆(u(tk,x))=Ik(u(tk,x)), k=1,2,...,m, (8)
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u(t,0)=α(t), u(0,x)=β(x), (9)

гдеcoF(·,·,u(·,·))–выпуклаяоболочкамножестваF(·,·,u(·,·)),отображенияIk:R
n→

Rn,k=1,2,...,m,непрерывны,∆(u(tk,x))=u(tk+0,x) u(tk,x),k=1,2,...,m,

α(·),β(·),непрерывныиα(0)=β(0).

Обозначимчерез H(V), Hco(V)множестварешенийзадач(1)–(3)и(7)–(9),соот-

ветственно,принадлежащихмножествуV⊂Cn([0,a]×[0,b]).

ПустьV⊂Cn([0,a]×[0,b]),η(·,·,·,·)∈K([0,a]×[0,b]×Rn×[0,∞)).Обозначимчерез

Hη(δ)(V)множествовсехрешенийзадачи(6),(2),(3)сзаданнымрадиусомвнешних

возмущений,принадлежащихмножествуV.

Теорема 1. Пусть V–ограниченноезамкнутое множество пространства

Cn([0,a]×[0,b])ипустьψ(·,·,·,·)∈P([0,a]×[0,b]×Rn×[0,∞)).Далее,пустьпа-

ра(F(·,·,·,·),ξ(·,·,·,·))аппроксимируетотображенияF(·,·,·)вложением.Тогдадля

любойфункцииη(·,·,·,·)∈K([0,a]×[0,b]×Rn×[0,∞)),длякоторойсуществует

такоечисло ε>0,чтоприпочтивсех(t,x)∈[0,a]×[0,b],всехu∈(U(V))ε и

δ∈[0,∞)имеетместонеравенство

φ(ψ)(t,x,u,δ) η(t,x,u,δ),

гдеφ(ψ)(t,x,u,δ)–модульнепрерывностиотображенияF(·,·,·),выполняетсясоот-

ношение

Hco(V)=
∩

δ>0

Hη(δ)(Vδ),

гдеHη(δ)(Vδ)–замыканиевпространствеC
n([0,a]×[0,b])множестваHη(δ)(V

δ),Vδ

–замкнутаявпространствеCn([0,a]×[0,b])δ–окрестностьмножестваV.

ПустьV–ограниченноезамкнутоемножествопространстваCn([0,a]×[0,b])ипусть

ψ(·,·,·,·)∈P([0,a]×[0,b]×Rn×[0,∞)).Будемговорить,чтоаппроксимациядиф-

ференциальноговключения(1)устойчиванаограниченномзамкнутоммножестве

V⊂Cn([0,a]×[0,b])относительновнешнихвозмущенийизклассаK([0,a]×[0,b]×

Rn×[0,∞)),еслидлялюбойфункцииη(·,·,·,·)∈K([0,a]×[0,b]×Rn×[0,∞))выпол-

няетсяравенство

H(V)=
∩

δ>0

Hη(δ)(Vδ).

Теорема 2. Пусть V –ограниченноезамкнутое множествопространства

Cn([0,a]×[0,b]).Далее,пустьпара(F(·,·,·,·),ξ(·,·,·,·))аппроксимируетотображе-

нияF(·,·,·)вложением.Тогдадлятого,чтобыдлялюбойфункции

η(·,·,·,·)∈K([0,a]×[0,b]×Rn×[0,∞))

аппроксимациядифференциальноговключениябылаустойчива,необходимоидоста-

точно,чтобыдлязадачи(1)–(3)намножествеV выполнялосьравенство

H(V)=Hco(V).
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Аннотация.Даетсяобзорнекоторыхрезультатов,полученныхвтеорииоп-

тимизациираспределенныхсистем методомвольтерровых функционально-

операторныхуравнений.Рассматриваются,вчастности,следующиевопросы:

условиясохраненияглобальнойразрешимостиуправляемыхначально-краевых

задач,условияоптимальности,сингулярныеуправляемыесистемывсмысле Ж.-

Л.Лионса,особыеоптимальныеуправления,вопросыобоснованиячисленных

методовоптимальногоуправленияидр.

Ключевыеслова:вольтерровыфункционально-операторныеуравнения;управ-

ляемыеначально-краевыезадачи;условиясохраненияглобальнойразрешимо-

сти;задачиоптимизации;условияоптимальности;методыоптимизации

В[1,2]былапредложенавесьмаобщаяформаописанияуправляемыхначально-

краевыхзадач(НКЗ)спомощьювольтерровыхфункционально-операторныхуравнений

(ВФОУ)вида

z(t)=f(t,A[z](t),v(t)), t∈Π, z∈Lmp≡L
m
p(Π), (1)

гдеΠ⊂Rn иf(.,.,.):Π×Rl×Rs→ Rm заданы;v(.)∈D⊂Lsk –управление;

A:Lmp → L
l
q –линейныйоператор,вольтерровнанекоторойсистемеT подмно-

жеств Πвтомсмысле,чтодлялюбогоH∈TсужениеA[z]|H независитотзна-

ченийz|Π H (этоопределениевольтерровости[1,2]—непосредственноемногомерное

обобщениеизвестногоопределенияА.Н.Тихоновафункциональногооператоратипа

Вольтерра;множествасистемы T естественноназватьвольтерровымимножествами

РаботавыполненаприфинансовойподдержкеМинобрнаукиРФврамкахпроектнойчастигосу-

дарственногозаданиявсференаучнойдеятельностив2014-2016гг.(проект№1727).
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оператора A и ВФОУ (1)); p, q, k ∈ [1,+∞] . К ВФОУ (1) с достаточно богатыми си-
стемами T естественным образом (например, обращением главной части) приводятся
самые разнообразные НКЗ для нелинейных эволюционных уравнений (параболических,
гиперболических, интегро-дифференциальных, с запаздываниями и др.), в том числе
при понимании решения НКЗ в обобщенном смысле (см., например, [3–13] и обзор [14]).
Подчеркнем, что мы рассматриваем уравнение (1) прежде всего как удобную эквива-
лентную форму записи управляемой НКЗ; как правило, управление v(.) в (1) соответ-
ствует распределенному управлению в НКЗ, а наличие в НКЗ граничных управлений,
управляемой границы или управляемых старших коэффициентов уравнения означает,
что в эквивалентном ВФОУ (1) оператор A является управляемым (см., например,
[5, 6], обзоры [12, 14], статью М.С. Коржавиной и В.И. Сумина в этом номере журнала).
Переход к описанию НКЗ с помощью ВФОУ (1) адекватен многим проблемам рас-
пределенной оптимизации. Он, возможно, позволяет достичь разумного компромисса
между естественным стремлением к общности теоретических построений (призванной
выявить новые связи и закономерности), с одной стороны, и желанием получить ре-
зультаты в удобной для приложений форме – с другой. Иногда бывает удобно в каче-
стве эквивалента НКЗ вместо (1) или наряду с (1) использовать ВФОУ и другого вида
(см., например, [15–17], обзор [14]). Коротко расскажем о некоторых результатах теории
оптимизации, полученных с использованием ВФОУ.

При выводе необходимых условий оптимальности (НУО), при обосновании чис-
ленных методов решения задач оптимального управления и во многих других случа-
ях возникает следующая ситуация. Некоторая управляемая НКЗ рассматривается на
фиксированном множестве Π изменения независимых переменных, а соответствующая
оптимизационная задача такова, что интерес представляют только глобальные, то есть
определенные на всем Π, решения НКЗ из выбранного класса W функций на Π.

Пусть R — множество тех управлений из класса допустимых, каждому из которых
отвечает единственное в W решение рассматриваемой НКЗ; назовем R множеством
глобальной разрешимости НКЗ. Важным является вопрос о достаточных условиях, при
которых те или иные возмущения (вариации) не выводят допустимые управления из
R, то есть вопрос о достаточных условиях устойчивости (при возмущении управле-
ния) существования глобальных решений (УСГР) данной НКЗ. Так, при выводе НУО
недостаток информации об УСГР по возмущению управления часто вынуждает считать
управляемую НКЗ сингулярной в смысле Ж.-Л. Лионса [18] и переходить от класси-
ческого случая «управление → состояние» к рассмотрению оптимизационных задач в
классе пар «управление, состояние», когда «управление» и «состояние» равноправны;
при этом построения в сингулярном случае часто оказываются намного более слож-
ными, чем аналогичные построения в несингулярном (см., например, вывод НУО типа
принципа максимума в сингулярных и несингулярных модельных задачах оптимизации
в главах 1, 2 [18]).

Для сосредоточенных управляемых систем теоремы о достаточных условиях УСГР
хорошо известны: простейшие варианты дают теоремы о непрерывной зависимости ре-
шения задачи Коши от числового параметра, более общие случаи параметра из мет-
рического и топологического пространств детально рассмотрены, например, в [19, 20],



ВОЛЬТЕРРОВЫ ФУНКЦИОНАЛЬНО-ОПЕРАТОРНЫЕ УРАВНЕНИЯ 747

в [19] можно найти и подробную библиографию по этому вопросу, имеющему богатую
историю. Гораздо меньше внимания уделялось вопросам УСГР распределенных управ-
ляемых систем. Условия УСГР управляемых НКЗ изучались, как правило, лишь при
специальных возмущениях (вариациях) управлений, требующихся, например, для по-
лучения тех или иных НУО. Причем набор рассматривавшихся под таким углом зрения
управляемых НКЗ относительно невелик. История вопроса кратко описана в [12].

В [6, 21, 22] представлена общая схема получения достаточных условий УСГР для
распределенных управляемых систем, основанная на приведении НКЗ к эквивалентно-
му ВФОУ вида (1) (первоначальный вариант схемы был описан для случая
p = q = k = ∞ в [1], а затем в модернизированном виде – в [2–5]). На многочис-
ленных примерах показано, что в терминах эквивалентных ВФОУ (1) условия УСГР
управляемых НКЗ формулируются достаточно естественно и в то же время удобно для
приложений; эти условия сопровождаются некоторыми утверждениями о непрерывной
зависимости решений от управлений и оценками приращений решений. Схема позволя-
ет получать конструктивные условия УСГР самых разнообразных НКЗ для различных
нелинейных уравнений с частными производными при возмущении распределенных,
граничных, начальных управлений и управлений, входящих в старшие коэффициенты
уравнений (см., например, [1, 3–13], обзоры [12, 14], статью М.С. Коржавиной и В.И. Су-
мина в данном номере журнала). При этом используется продолжение локальных ре-
шений (управляемой НКЗ или эквивалентного ВФОУ) вдоль цепочки вольтерровых
множеств, которое в общем виде можно описать следующим образом: если фиксирова-
но некоторое допустимое управление u0 из множества глобальной разрешимости R, то
всякому допустимому управлению u, для которого величина r(u, u0) отклонения u от
u0 в некоторой полуметрике r, определяемой правой частью эквивалентного ВФОУ,
достаточно мала, можно сопоставить конечную упорядоченную по вложению последо-
вательность H1, H2, ..., Hk, Hk = Π, вольтерровых множеств ВФОУ так, что на H1

управлению u отвечает локальное решение (НКЗ и эквивалентного ВФОУ) и это ре-
шение последовательными продолжениями с H1 на H2, ..., с Hk 1 на Hk допускает
продолжение до глобального решения, причем уклонение этого глобального решения от
глобального решения, отвечающего управлению u0, оценивается через r(u, u0). Заме-
тим, что эта простая конструкция «цепочки вольтерровых множеств» оказалась весь-
ма полезной в различных вопросах не только теории вольтерровых функционально-
операторных уравнений, но и в теории вольтерровых операторов (см. ниже), а также
в собственно теории оптимального управления распределенными системами и теории
«функционально-операторных игр» (см. обзор [14]).

Распространение теории УСГР НКЗ, использующей указанную вольтеррову функ-
ционально-операторную переформулировку НКЗ в виде ВФОУ (1), с первоначально
рассматривавшегося случая p = q = k = ∞ (см., например, [1–5] и обзоры [12, 14]) на
общий случай 1 ≤ p, q, k ≤ ∞ (что существенно расширило семейство охватываемых
этой теорией НКЗ, см., например, [6–13] и обзоры [12, 14]) потребовало введения [20] и
подробного изучения [6, 21, 22] нового понятия «равностепенная квазинильпотентность
семейства операторов». При этом получила развитие идея работы [23], посвященной
признаку квазинильпотентности вольтерровых функциональных операторов, опираю-



748 В.И.Сумин

щемусянапонятиецепочкивольтерровыхмножеств(точнее,напонятиетакназывае-

мойδ-цепочкивольтерровыхмножеств[5])оператора.

В[5,24]доказательстваупомянутыхтеоремУСГРВФОУ(1),p=q=k=∞,были

распространенынанелинейныеВФОУвторогородаобщеговиданадLm\ сварьируе-

мойправойчастью.В[15–17]схема[6,20]выводаусловийУСГРВФОУ(1)влебеговых

пространствахбылараспространенанаслучайрассматриваемыхнадбанаховымпро-

странствомвольтерровыхоператорныхуравненийвторогородаобщеговидасварьиру-

емойправойчастью;приэтомпонятие«вольтерровостьфункциональногооператорана

системемножеств»всмысле[1,2]заменяетсяболееобщимпонятием«вольтерровость

операторанасистемепроекторов».

ТеоремыУСГРнашлиприменениепреждевсегоприизучениивопросовварьиро-

ванияидифференцированияфункционаловиоператоровраспределенныхоптимиза-

ционныхзадач.Так,в[6,25]дляуправляемыхсистем(1),p=q=k=∞,было

данообоснованиепредложенногоВ.И.Плотниковымв[26]общегоподходаквычисле-

ниювариацийфункционаловиоператоровоптимизационнойзадачи,использующего

линеаризациюзадачиисоответствующиелинейныеинтегральныепредставленияпри-

ращенийфункционаловиоператоров.Этопозволилов[6]доказать,следуяобщейсхе-

ме[26]выводаНУОвзадачахсограничениями,принципмаксимумадлясвязанной

суправляемымВФОУ(1)оптимизационнойзадачидостаточнообщеговидасосме-

шаннымифункциональнымиограничениямииоператорнымограничениемтипавклю-

чения(вкачествеконкретногопримерав[6]былполученпринципмаксимумадля

оптимизационнойзадачисфункциональнымиифазовымиограничениями,связанной

сНКЗдлянелинейногопараболическогоуравнения,припониманиирешенияНКЗв

обобщенномсмысле).Заметим,чтопереходотуправляемойНКЗкВФОУ(1),какпра-

вило,удобенпривыводеНУО(например,принципамаксимума)ужепотому,чтопри

этомдифференциальныеиинтегро-дифференциальныеоператорыНКЗ,действующие

впространствахCkилиW
l
p,заменяютсяна(какправило,интегральные)операторы,

действующиевболееудобныхдляпостроения«сопряженнойзадачи»данногоНУОле-

беговыхпространствах.ЕслиэквивалентомНКЗявляетсяВФОУ(1),тосопряженная

задачатакжеимеетвидВФОУинеобязательнопереписываетсявдифференциаль-

ной(интегро-дифференциальной)формеподобнопервоначальнойуправляемойНКЗ

(см.,примерыв[1,6,25,27–29]).

В[3]спомощьютеоремУСГР[2]дляширокогоклассаоптимизационныхзадачс

ограниченныммножествомдопустимыхзначенийуправления,связанныхсНКЗ,допус-

кающимиописаниеВФОУ(1)приp=q=k=∞,былоданообоснованиеприменению

градиентныхметодовприпроизвольныхпорядкахростакаратеодориевских«правых

частей»НКЗпо«фазовым»иуправляющимпеременным(частоприменяемоедиффе-

ренцированиефункционаловпоуправлениювпространствахтипаL2требует,вообще

говоря,линейныхпорядковроста(см.,например,[30,гл.8])).

ТеоремыУСГР[6,21]позволилирешитьв[6,7]некоторыевопросы,связанныес

проблемойсингулярностиуправляемыхНКЗвсмысле Ж.-Л.Лионса[18].В[18]пред-

ложеноуправляемуюНКЗназыватьсингулярной,вчастности,тогда,когданекоторым

требуемымдляполученияНУОвариациямуправлениялибонеотвечает,либонеиз-
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вестно, отвечает ли, единственное глобальное решение данной НКЗ. В этом случае для
вывода НУО в [18] было предложено переходить к рассмотрению эквивалентной оп-
тимизационной задачи на классе пар «управление, состояние» и ограничение в виде
управляемого уравнения «снимать» методом адаптированного штрафа. Как сказано
выше, вывод НУО при этом может быть существенно более сложным, чем аналогич-
ный вывод по классической схеме варьирования управлений. В [6, 7] показано, что ряд
конкретных управляемых НКЗ, рассматриваемых в [18] как сингулярные, можно к та-
ковым не относить и при выводе соответствующих НУО придерживаться классической
схемы. При этом бывает удобно «преодолевать сингулярность», переходя в описании
управляемой НКЗ к ВФОУ и используя соответствующие теоремы УСГР или теоре-
мы о неявных функциях. Так в [6, 7] удалось решить ряд поставленных в [18] задач
получения «сингулярных НУО» (см. также [8]).

В [31, 27] был предложен аксиоматический подход в теории вариаций функ-
ционалов задач оптимизации, использующий представление управляемых систем (1),
p = q = k = ∞, и аксиоматическое описание способов варьирования управлений; опи-
сание охватывает большинство традиционных для теории НУО способов варьирования
(классическое варьирование, игольчатое, импульсное на полосах, пакетами, сдвигом и
др.). Это позволило единообразно рассмотреть широкий класс НУО первого и более вы-
соких порядков (в случае так называемых особых управлений, на которых НУО перво-
го порядка вырождается). В [31, 27], в частности, получил развитие способ [1] изучения
особых управлений поточечного принципа максимума для систем (1), использующий
при вычислении старших вариаций функционалов тензорные произведения лебеговых
пространств. В [31, 27, 6] представлена обобщающая этот способ схема изучения особых
управлений, использующая упомянутый аксиоматический подход. Показано, что для
распределенных задач оптимизации достаточно характерно «сильное вырождение осо-
бых управлений», когда вместе с НУО первого порядка (например, поточечным принци-
пом максимума, который можно считать НУО первого порядка при игольчатом варьи-
ровании управлений) вырождаются и НУО второго порядка. Описан способ компактной
унификации построения НУО сильно вырожденных особых управлений, позволивший
с единых позиций взглянуть на известные НУО особых управлений сосредоточенных и
распределенных систем и получить ряд новых НУО подобных управлений для распреде-
ленных задач оптимизации (в частности, для задач, не рассматривавшихся в этом плане
ранее; в теории оптимизации распределенных систем НУО особых управлений изуча-
лись в основном для поточечного принципа максимума в задачах оптимизации систем
Гурса–Дарбу и близких к ним, при этом для систем Гурса–Дарбу рассматривались,
как правило, терминальные задачи оптимизации; см., например, обзоры литературы в
[31–32]). Подробное изложение схемы [31, 27, 6] применительно к особым управлениям
поточечного принципа максимума для достаточно общей задачи оптимизации ВФОУ
(1) дано в [32]. В [28–29] возможности варианта [32] схемы [31, 27, 6] демонстрируются на
примере управляемой системы Гурса–Дарбу, являющейся, как известно, своеобразным
«пробным камнем» теории оптимального управления распределенными системами.

Автор ограничился кратким обзором некоторых полученных в разное время им лич-
но и в соавторстве результатов по рассматриваемой теме. Ряд интересных результатов
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по теме (свойства множеств глобальной разрешимости, обоснование численных мето-
дов распределенной оптимизации, функционально-операторные игры и др.) получил в
последние годы А.В. Чернов (см., например, обзор [14]).
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Аннотация.РассматриваетсярегуляризацияклассическихпринципаЛагранжа

ипринципамаксимумаПонтрягинаввыпуклыхзадачахматематическогопро-

граммированияиоптимальногоуправления.Напримере«простейших»задач

условнойбесконечномернойоптимизацииобсуждаютсядваосновныхвопроса:

зачемнужнарегуляризацияклассическихусловийоптимальностиичтоонада-

ет?

Ключевыеслова:выпуклоепрограммирование;двойственнаярегуляризация;ре-

гуляризованныйпринципЛагранжа;оптимальноеуправление;обратнаязадача;

регуляризованныйпринципмаксимумаПонтрягина

Введение

Хорошоизвестно,чтозадачамоптимизациииоптимальногоуправления,вцелом,

свойственныразличныепроявлениянекорректности[1].Естественно,вполноймере

этиприродныенедостаткиоптимизационныхзадачнаследуютисоответствующиеусло-

вияоптимальности,ккоторым,впервуюочередь,относятсяпривычныеклассические

принципЛагранжаипринципмаксимумаПонтрягина[2,3].Вчастности,мыговорим

онеустойчивостиклассическихусловийоптимальности,понимаяподэтим,чтосколь

угодномалымвозмущениямисходныхданныхоптимизационнойзадачимогутотвечать

скольугоднобольшиевозмущениявыделяемыхэтимиусловиямиэлементов.

Задачиоптимальногоуправления,вкоторыхимеютместопроявлениянеустойчи-

востиклассическихусловийоптимальности,вбольшомчислевозникаютвразличных

естественнонаучныхприложениях.Ктакимзадачамследует,преждевсего,отнестиза-

дачиоптимальногоуправлениясфазовымиограничениямитипаравенстваинеравен-

ства.Кзадачамоптимальногоуправлениясфазовымиограничениями–равенствами,по

сутидела,относятсясамыеразнообразныеобратныезадачиестествознания,безумения
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эффективнорешатькоторыетруднопредставитьсовременныенаучныеисследования.

Вэтойсвязи,неустойчивостьклассическихусловийоптимальностиставитнепреодо-

лимуюпреградунапутиихнепосредственногоиспользованиядлярешениябольшого

классаактуальныхестественнонаучныхзадач,вкоторыхпогрешностиисходныхдан-

ныхжесткоувязываютсясфизическойсутьюихпостановок.Следующийпростой,но

втожевремясодержательныйпримерхарактеризуетвышесказанное.

Рассмотримзадачу

(P) ∥z∥2→min,Az=p,z∈Z,

гдеA:Z→ Z—линейныйвполненепрерывныйинъективныйоператорсинъектив-

ным(иестественновполненепрерывным)сопряженнымA→, Z—гильбертовопро-

странство,p∈Z любойтакойэлемент,длякоторого,во-первых,задачаразрешима

(очевидно,единственнымобразом)и,во-вторых,эторешениеzpудовлетворяетрегу-

лярномупринципуЛагранжавдифференциальнойформеzp=
1
2
A→λ≡ z[λ]ив

эквивалентнойнедифференциальнойформе

Lp(zp,λ)≤Lp(z,λ)∀z∈Z, Lp(z,λ)≡∥z∥
2+⟨λ,Az p⟩.

Легковидеть,чтовкачествеэлементаpможновзять,например,p=0.

ТаккакоператорыA, A→являютсялинейнымивполненепрерывнымииинъектив-

ными,то,сучетомравенства(A→)→=A,имеютместоравенстваR(A)=Z,R(A→)=Z,

причемR(A)̸=Z,R(A→)̸=Z(см.[4,с.225,Теорема1]),тоестьисходноеисопряжен-

ноеуравнения—плотноразрешимы(см.[5,с.106]).

Возьмемпоследовательностьэлементовzk∈Z,k=1,2,...,такую,чтоzk̸→zp,

k→ ∞ (сильно),ноодновременноAzk→ Azp≡p,k→ ∞ (сильно).Вкачестве

такойпоследовательностигодится,например,слабосходящаясякzp последователь-

ностьzk∈Z,k=1,2,....Таккак R(A→)=Z,длялюбогоэлементаzk найдется

элементλk∈Z,длякоторогосоответствующийэлементzk≡z[λk]можносчитать

скольугодноблизкимкzk.Пустьϵk,k=1,2,...—произвольнаясходящаясякнулю

последовательностьположительныхчисел.Тогдасчитая,чтоэлементλk выбирается

так,что∥zk zk∥≤ϵk,k=1,2,...,получаем,чтоzk̸→zp,k→∞,ноодновременно

Azk≡pk→p,k→∞ и,ктомуже,вкаждойзадаче

∥z∥2→min, Az=Azk≡pk,z∈Z,

решениемкоторойявляетсяэлементzk,существует,какможнозаметить,векторКуна–

Таккераи,соответственно,выполняетсярегулярныйпринципЛагранжа.

Такимобразом,можноутверждать,чтосуществуюттакиеpk→ p,k→ ∞,для

которыхваппроксимирующих(приp=pk)задачах(P)справедливоутверждение

регулярногопринципаЛагранжа,такогожекакивслучаеневозмущенной(p=p)за-

дачи(P),нодлякоторыходновременнооптимальные«аппроксимирующие»элементы

несходятсякрешениюневозмущеннойзадачикакпоаргументу,такипофункции.

Рассмотримдалееобратнуюзадачуфинальногонаблюденияпонахождениюначаль-

нойфункцииv∈L2(0,1)втретьейначально-краевойзадачедляуравнениятеплопро-

водности

zt zxx=0, z(x,0)=v(x), x∈Ω≡(0,1), (0.1)
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zx(0,t) z(0,t)=0, zx(1,t)+z(1,t)=0, t∈[0,T],

которуюможнотрактоватьтакжекакзадачуоптимальногоуправлениясфазовым

ограничениемтипаравенствавфинальныймоментвремени(такоеограничениеиногда

называютполуфазовым)понахождениюначальногоуправлениявтретьейначально-

краевойзадаче(0.1)

(POC)

∫1

0

v2(x)dx→inf, z[v](·,T)=p∈L2(0,1),

гдеz[v]—обобщенноерешениекласса V1,02 (QT)начально-краевойзадачи(0.1),соот-

ветствующееуправлениюv∈L2(0,1).Онаможетбытьпереписанавформезадачи

(P)

∥v∥2→min,Av=p,v∈Z≡L2(0,1)

сA[v](·)≡z[v](·,T), A[v]≡Av, A→[q](·)≡η[q](·,0), A→[q]≡A→q,η[q]—соответству-

ющееэлементуqобобщенноерешениесопряженнойтретьейкраевойзадачи

ηt+ηxx=0, η(x,1)=q(x), x∈(0,1),

ηx(0,t) η(0,t)=0, ηx(1,t)+η(1,t)=0, t∈[0,T].

ЗдесьвкачествепространстваZ выступаетпространствоL2(0,1),аопределенные

вышеоператорыA,A→:L2(0,1)→ L2(0,1)являютсяинъективными(этаинъектив-

ностьможетбытьустановлена,например,наосноверезультатов[6,7]),азначит,и

R(A)=L2(0,1), R(A
→)=L2(0,1)(всилуинъективностиисвойствлинейныхуравне-

ний(см.[5,с.106])),причемR(A)̸=L2(0,1),R(A
→)̸=L2(0,1)(всилу«заглаженности»

решенийкраевыхзадач,см.,например,[8,гл.III]).

Такимобразом,анализзадачи(P)позволяетвысказатьважноеутверждение,со-

стоящеевтом,чтонипринципЛагранжа,нипринципмаксимумаПонтрягинавих

обычнойклассическойформенемогутбытьнепосредственнымиинструментамидля

решениязадачи(POC)имногихдругиханалогичныхобратныхзадач,задачоптималь-

ногоуправления.Этопорождаетестественнуюмотивациюктакому«исправлению»

классическихусловийоптимальности,котороеприводиткследующимдвум«ожидае-

мым»свойствам:1)«исправленные»условиядолжныбытьустойчивыквозмущениям

исходныхданныхоптимизационнойзадачи;2)онидолжныбытьструктурноустроены

также,какихклассическиеаналоги.

Собщихпозицийпонятно,чтоисправлениеданныхприродойнедостатковкласси-

ческихпринципаЛагранжаипринципамаксимумаПонтрягинадолжнобытьсвязано

сиспользованиемидейтеориирегуляризации.Однаконевсякийметодрегуляризации

подходитдляэтойцели.По-видимому,наиболееадекватными,сточкизрениявыпол-

нимостиуказанныхвышедвухсвойств,являютсяметодырегуляризации,основанные

надвойственности[9–11].Применениеоснованныхнадвойственностиметодоврегуля-

ризациииодновременныйпереходкпонятиюминимизирующейпоследовательности

допустимыхэлементов,какосновномупонятиювоптимизационнойтеории(вместо
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классическогопонятияоптимальногоэлемента),открываютвозможностьестествен-

нойтрансформацииклассическихусловийоптимальности.Этатрансформацияпри-

водиткихсеквенциальнымобобщениямвтерминахклассическихфункцийЛагранжа

иГамильтона–Понтрягина,которые:1)обладаютустойчивостьюпоотношениюкошиб-

камисходныхданныхзадач;2)полностьюсохраняютобщуюструктурусвоихклассиче-

скиханалогов.Такиетрансформированныеусловияоптимальностимыназываемустой-

чивымисеквенцильнымиили,другимисловами,регуляризованными,соответственно,

принципомЛагранжаипринципоммаксимумаПонтрягина[2,3,12–15].Темсамым,

трансформированиеклассическихусловийоптимальностивутверждениясеквенциаль-

ногохарактера,являющиесяодновременноустойчивымикошибкамисходныхданных

регуляризирующимиалгоритмамирешенияоптимизационныхзадач,позволяетприн-

ципиальнорасширитьсферудействияоптимизационнойтеории,основаннойнапри-

вычныхконструкцияхфункцийЛагранжаиГамильтона–Понтрягина[12–17].

Итак,основнойцельюработыявляетсяобсуждение,напримерепростейшихпофор-

мебесконечномерныхоптимизационныхзадач,двухосновныхвопросов:зачемнужна

регуляризацияклассическихусловийоптимальностиичтоонадает?Статьясостоит

извведенияичетырехосновныхразделов,первыйизкоторыхпосвященпостановке

«простейшей»задачивыпуклогопрограммированияссильновыпуклымцелевымфунк-

ционаломисоператорнымограничением–равенствомвгильбертовомпространстве.

Вовторомразделекраткоизлагаются,применительнокэтойзадачевыпуклогопро-

граммирования,основанныенадвойственностиметодыдвойственнойрегуляризациии

итеративнойдвойственнойрегуляризации,формулируютсятеоремыихсходимости.В

третьемразделеуказанныетеоремысходимостиприменяютсядлядоказательствавза-

дачевыпуклогопрограммированиярегуляризованныхпринципаЛагранжаипринципа

Лагранжавитерационнойформе.Наконец,взаключительномчетвертомразделере-

зультатытретьегораздела«расшифровываются»вформерегуляризованныхитераци-

онныхпринципаЛагранжаипринципамаксимумаПонтрягинавзадачеоптимального

управлениясфазовымограничением–равенствомдляпараболическогоуравнения,ко-

торуюможнотрактоватьикакобратнуюзадачуфинальногонаблюдениядлятогоже

уравнения.

1. «Простейшая»задачавыпуклогопрограммирования

Рассмотрим«простейшую»задачувыпуклогопрограммирования

(Pδ) ∥z∥2→min,Aδz=hδ,z∈D⊂Z.

Здесь:Aδ:Z→H —линейныйограниченныйоператор,hδ∈H —заданныйэлемент,

D⊂Z—выпуклоезамкнутоемножество,Z, H—гильбертовыпространства.Верхний

индексδвисходныхданныхзадачи(Pδ)означает,чтоэтиданныеявляютсяточными

(δ=0)иливозмущенными(δ>0),тоестьзадаютсясошибкой,величинукоторойи

характеризуетчислоδ∈[0,δ0],гдеδ0>0—некотороефиксированноечисло.

Предположим,что∥(Aδ A0)z∥≤Cδ(1+∥z∥)∀z∈Z, ∥hδ h0∥≤Cδ,гдеC>0не

зависитотδ.Обозначимединственноерешениезадачи(P0),вслучаеегосуществова-

ния,черезz0.Обозначим:β≡{∥z0∥2,еслиz0существует;+∞ впротивномслучае}.
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Введемнеобходимыеобозначения:Dδ,ϵ≡{z∈D:∥Aδz hδ∥≤ϵ},ϵ≥0,

Lδ(z,λ)≡∥z∥2+⟨λ,Aδz hδ⟩,zδ[λ]≡argmin{Lδ(z,λ),z∈D},Vδ(λ)≡min
zDN
Lδ(z,λ)

иопределимдвойственнуюк(P0)задачу

V0(λ)→sup,λ∈H, V0(λ)≡min
zDN
L0(z,λ).

НижепридоказательстверегуляризованныхпринциповЛагранжанампонадобят-

сяследующиедвесвязанныесдвойственнойзадачейоценки,доказательствокоторых

можнонайтив[18].

Лемма1.1. Справедливаоценка ∥zδ[λ] z0[λ]∥≤C
√
δ(1+∥λ∥),гдеC >0—

постоянная,независящаяотδиλ∈H.

Лемма1.2. Пусть ∥zδ[λ]∥≤M и∥z0[λ]∥≤M иM независитотδ.Тогда

|Vδ(λ) V0(λ)|≤Cδ∥λ∥,гдепостояннаяC>0зависитотM, нонезависитотδ,

атакжеотλ∈H таких,что ∥zδ[λ]∥≤M и∥z0[λ]∥≤M.

Центральнуюрольнижеприрассмотрениизадачи(P0)будетигратьпоня-

тиеминимизирующегоприближенногорешениявсмыслеДж.Варги[19].Напомним,

чтоминимизирующимприближеннымрешениевзадаче(P0)называетсяпоследова-

тельностьэлементовzk ∈ D, k=1,2,...,такая,чтовыполняютсясоотношения

∥zk∥2→ β,zk∈D0,ϵ
k
,k→ ∞,длянекоторойсходящейсякнулюпоследователь-

ностиϵk,k=1,2,...неотрицательныхчисел.

БлагодарядифференцируемостипоФрешефункционала∥·∥2справедливаследу-

ющая(доказательствосм.,например,в[18]).

Лемма1.3. Пусть β <+∞.Тогдадлялюбогоминимизирующегоприближен-

ногорешенияzk,k=1,2,...вразрешимойвэтомслучаезадаче(P0)справедливо

предельноесоотношениеzk→z0,k→∞.

Каклегкозаметить,упрощенностьзадачихарактеризуется,во-первых,заданием

конкретногопростейшегофункционалакачестваи,во-вторых,отсутствиемограниче-

ний–неравенств.Соднойстороны,благодаряупрощеннойпостановке,задача(P0)

оченьудобнадляформулировкиуказанныхвышерегуляризованныхусловийоптималь-

ности,которыевэтомслучаеполучаютсятакжеболеекомпактнымипозаписии,как

следствие,болееудобнымидляпонимания.Сдругойжестороны,этиформулировки

достаточнополнопередаютосновнойсодержательныйсмысланалогичныхрезульта-

товидлясущественноболееобщихпоформеоптимизационныхзадачнаусловный

экстремум.

Попутноздесьпредставляетсяцелесообразнымотметитьито,чторассматриваемая

«простейшая»поформезаписизадачавыпуклогопрограммирования(P0)является,

визвестномсмысле,еслитакможновыразиться,и«самодостаточной»классической

оптимизационнойзадачей,изучениекоторойимеетпервостепенноезначениесточки

зрениямногихестественнонаучныхприложений[14–17].
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2. Двойственнаярегуляризацияиитеративнаядвойственная

регуляризация

Опишемвданномразделеметодыдвойственнойрегуляризациииитеративнойдвой-

ственнойрегуляризации[9–11]исформулируемсоответствующиетеоремысходимости

дляних,доказательствокоторыхможнонайтивуказанныхработах[9–11],атакжев

работах[2,3,14,15].

Методдвойственнойрегуляризации. Обозначимчерез λδ,α единственнуюв

H точку,дающуюнаэтоммножествемаксимумфункционалуRδ,α(λ)≡ Vδ(λ)

α∥λ∥2,λ∈H. Пустьвыполняетсяусловиесогласования

δ

α(δ)
→0,α(δ)→0,δ→0. (2.1)

Справедливаследующая[9–11,14,15]

Теорема2.1.Пустьзадача (P0)разрешима.Тогдавнезависимостиоттого,

разрешимаилинетдвойственнаяк(P0)задача,приусловиисогласования(2.1)вы-

полняютсясоотношения

α(δ)∥λδ,α(δ)∥2→0,∥zδ[λδ,α(δ)]∥2→∥z0∥2,A0zδ[λδ,α(δ)] h0→0,

⟨λδ,α(δ),Aδzδ[λδ,α(δ)] hδ⟩→0,δ→0,

и,какследствие(благодарядифференцируемостипоФрешефункционала∥·∥2),пре-

дельноесоотношение(см.лемму1.3)∥zδ[λδ,α(δ)]z0∥→0,δ→0.Другимисловами,

внезависимостиоттого,разрешимаилинетдвойственнаязадача,алгоритмдвой-

ственнойрегуляризацииявляетсярегуляризирующим.Одновременносправедливои

предельноесоотношениеV0(λδ,α(δ))→ sup
λDH
V0(λ)=∥z0∥2,δ→ 0.Если жедвойствен-

наяк(P0)задачаразрешима,тоимеетместосходимостьλδ,α(δ)→ λ0приδ→ 0,

гдеλ0∈H естьеенормальноерешение.

Методитеративнойдвойственнойрегуляризации.Введемврассмотрениеите-

рационныйпроцесс

λ
k+1
=λ

k
+βk(Aδ

k

zδ
k

[λ
k
] hδ

k

) 2βkαkλ
k
,k=0,1,2,...,λ

0
∈H (2.2)

сусловиямисогласования:αk>0,βk>0,lim
k∞∈
(δk+αk+βk)=0,

αk

αk+1
≤C0,

|αk+1 αk|

(αk)3βk
→0,

βk

(αk)3
→0,

δk

(αk)6
→0,

∈∑

k=1

αkβk=+∞. (2.3)

Замечание 2.1.Последовательностиαkиβk,k=0,1,2,...,удовлетворяю-

щиесоотношениям(2.3),существуют.Например,вэтомкачествеможноиспользовать

последовательностиαk=k1/6,βk=k1/(5/3),k=0,1,2,....

Справедливаследующая[9–11,14,15]
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Теорема2.2.Пустьзадача(P0)разрешимаивыполняютсяусловиясогласования

(2.3).Тогдавнезависимостиоттого,разрешимаилинетдвойственнаяк(P0)за-

дача,длягенерируемойитерационнымпроцессом(2.2)последовательностиλ
k
,k=

0,1,2,...,выполняютсяпредельныесоотношения

αk∥λ
k
∥→0,∥zδ

k

[λ
k
]∥2→∥z0∥2,A0zδ

k

[λ
k
] h0→0,

⟨λ
k
,Aδ

k

zδ
k

[λ
k
] hδ

k

⟩→0, δk→0, k→∞.

Какследствие,справедливоипредельноесоотношение ∥zδ
k
[λ
k
] z0∥ →0,k→ ∞.

Одновременносуказаннымипредельнымисоотношениямивыполняетсяипредельное

соотношение lim
δk∞+0

V0(λ
k
)=sup

λDH
V0(λ)=∥z0∥2.Еслидвойственнаяк (P0)задача

разрешима,тоимеетместосходимостьλ
k
→ λ0, k→ ∞,гдеλ0∈H естьее

решениесминимальнойнормой.

Этатеоремаснабжаетсярегуляризирующимправиломостановаитерационногопро-

цесса(2.2)вслучае,когдаисходныеданныеоптимизационнойзадачизадаютсясопре-

деленнойфиксированной(конечной)погрешностьюδ>0.Пустьчисловыепоследо-

вательностиδk, αk,βk,k=0,1,2,...,удовлетворяютусловиям(2.3).Зафиксируем

следующееправилоостановаитерационногопроцесса(2.2)

λ
k+1
=λ

k
+βk(Aδzδ[λ

k
] hδ) 2βkαkλ

k
,k=0,1,2,...;λ

0
∈H (2.4)

прификсированномконечномуровнепогрешностиδ>0:прикаждомδ>0,δ≤δ1,

итерациипродолжаютсядотакогонаибольшегономераk=k(δ),прикоторомвыпол-

няютсянеравенства

δk≥δ,k=1,2,...,k(δ). (2.5)

Справедливаследующая[9–11,14,15]

Теорема2.3.Внезависимостиоттого,разрешимаилинетдвойственнаяк(P0)

задача,справедливыпредельныесоотношения∥zδ[λ
k(δ)
]∥2→∥z0∥2, A0zδ[λ

k(δ)
] h0→0

и,какследствие,предельноесоотношение∥zδ[λ
k(δ)
] z0∥→0,δ→0,гдеλ

k(δ)
—ре-

зультатk(δ)итерацийитерационногопроцесса(2.4).Другимисловами,указанное

правилоостановапорождаетрегуляризирующийалгоритмвзадаче(P0).

3. РегуляризованныепринципыЛагранжав«простейшей»задаче

выпуклогопрограммирования

СформулируемидокажемвданномразделерегуляризованныепринципыЛагранжа

[2,3,14,15]длязадачи(P0).Приводимыенижедоказательстваоснованынасформули-

рованныхвпредыдущемразделетеоремахсходимости2.1,2.2,2.3методовдвойствен-

нойрегуляризациииитеративнойдвойственнойрегуляризациисправиломостанова

итерационногопроцесса[9–11].

ФормулируемыенижерегуляризованныепринципыЛагранжа,которыеможнотак-

жеименоватьрегуляризованнымитеоремамиКуна–Таккера(используемаяфункция
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Лагранжарегулярна)длязадачи(P0),имеютвидутвержденийонеобходимыхидо-

статочныхусловияхсуществованияминимизирующегоприближенногорешениявза-

дачеиовозможностиаппроксимациирешенияz0 точкамиминимумаеерегулярной

функцииЛагранжа.Одновременновнихконструктивнопредъявляютсяконкретные

минимизирующиеприближенныерешения,аппроксимирующиерешениеz0исостоя-

щиеизуказанныхточекминимумарегулярнойфункцииЛагранжа.

Теорема3.1. [РегуляризованныйпринципЛагранжа]Пустьзаданапроиз-

вольная последовательность сходящихся к нулю положительных чисел δk,

k=1,2,....Тогдавнезависимостиоттого,разрешимаилинетдвойственнаяк(P0)

задача,длясуществованияограниченногоминимизирующегоприближенногорешения

взадаче(P0)необходимоидостаточно,чтобысуществовалапоследовательность

λk∈H,k=1,2,...,такая,чтовыполняютсясоотношения

δk∥λk∥2→0,zδ
k

[λk]∈Dδ
k,ϵk,ϵk→0,⟨λk,Aδ

k

zδ
k

[λk] hδ
k

⟩→0,k→∞, (3.1)

апоследовательностьzδ
k
[λk],k=1,2,...былаограничена.Болеетого,этапосле-

довательностьzδ
k
[λk],k=1,2,...,являетсяискомымминимизирующимприбли-

женнымрешениемзадачи (P0)иzδ
k
[λk]→ z0,k→ ∞.Крометого,выполняется

предельноесоотношение

V0(λk)→sup
λDH
V0(λ). (3.2)

Вкачествепоследовательностиλk∈H,k=1,2,...,можетбытьвзятапоследо-

вательностьλδ
k,α(δk),k=1,2,...,δk/α(δk)→0,k→∞,генерируемаяалгоритмом

двойственнойрегуляризациитеоремы2.1.

Доказательство.Длядоказательстванеобходимости,преждевсего,заме-

тим,чтозадача(P0)разрешимаблагодарясуществованиюограниченногоминимизи-

рующегоприближенногорешения.Теперьвыполнимостьсоотношений(3.1),(3.2)тео-

ремывытекаетизтеоремы2.1,есливкачестветочекλkиzδ
k
[λk]взятьсоответственно

точкиλδ
k,α(δk)иzδ

k
[λδ

k,α(δk)],k=1,2,....

Длядоказательствадостаточностизаметим,преждевсего,чтозадача(P0)разре-

шимаввидувключения zδ
k
[λk]∈Dδ

k,ϵk,ограниченностипоследовательностиzδ
k
[λk],

k=1,2,...,иусловийнаисходныеданныезадачи(P0).Далее,таккакточкаzδ
k
[λk]

минимизируетфункционалLδ
k
(·,λk),можемзаписать

∥zδ
k

[λk]∥2+⟨λk,Aδ
k

zδ
k

[λk] hδ
k

⟩≤∥z∥2+⟨λk,Aδ
k

z hδ
k

⟩∀z∈D.

Всилуусловийтеоремыотсюдаследует,что

∥zδ
k

[λk]∥2≤∥z∥2+⟨λk,Aδ
k

z hδ
k

⟩+ψk∀z∈D, ψk→0,k→∞.

Положимздесь z=z0ииспользуемусловиесогласованияδk∥λk∥ →0,k→ ∞.То-

гдаполучаем∥zδ
k
[λk]∥2≤∥z0∥2+ψk,ψk→ 0,k→ ∞.Таккакодновременномы

имеемвключениеzδ
k
[λk]∈Dδ,ϵ

k
,аследовательно,иzδ

k
[λk]∈D0,̄ϵ

k
,ϵ̄k→ 0,k→ ∞,
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томожемутверждать,чтопоследовательностьzδ
k
[λk],k=1,2,...,являетсямини-

мизирующимприближеннымрешениемвзадаче(P0)и,болеетого,zδ
k
[λk]→ z0,

k→ ∞.Далее,таккакпоследовательность zδ
k
[λk],k=1,2,...ограничена,тов

силуоценкилеммы1.1ипредельногосоотношенияδk∥λk∥2→ 0,k→ ∞ последова-

тельностьz0[λk],k=1,2,...такжеограничена.Одновременновсилуравномерной

поk=1,2,...ограниченностиэлементовzδ
k
[λk],z0[λk]иоценкилеммы1.2получа-

емпредельноесоотношениеVδ
k
(λk) V0(λk)→ 0,k→ ∞.Таккакприэтомвсилу

доказаннойсходимостиzδ
k
[λk]→ z0,k→ ∞ итретьегоизусловий(3.1)имеетместо

сходимостьVδ
k
(λk)→∥z0∥2,k→∞,тополучаемокончательно

V0(λk)→sup
λDH
V0(λ)=∥z0∥2.

Замечание 3.1.Подчеркнем,чтосформулированнаярегуляризованнаятео-

ремаКуна–Таккера3.1отличаетсяотсвоегоклассическогоаналогадвумяважными

обстоятельствами:1)онасправедливабезкаких-либопредположенийрегулярности(су-

ществованиявектораКуна–Таккера)задачи(P0);2)она«устойчива»поотношениюк

ошибкамисходныхданныхиможетиспользоваться,вчастности,длярешениянекор-

ректныхзадач,еслипоследовательностьλk,k=1,2,...выбираетсявсоответствиис

алгоритмомдвойственнойрегуляризации.Приэтомсодержащиесявнейусловияобес-

печиваютодновременнокакдостаточное,такинеобходимоеусловиесуществования

минимизирующегоприближенногорешениявзадаче.Вэтомсостоитеепринципиаль-

ноеотличиеотклассическойтеоремыКуна–Таккера.

СформулируемдалеерегуляризованныйпринципЛагранжавитерационнойформе,

которыйможнотакжеименоватьрегуляризованнойтеоремойКуна–Таккеравитераци-

оннойформе.Приводимаяформулировка,какиформулировкатеоремы3.1,содержит

необходимыеидостаточныеусловиясуществованияминимизирующегоприближенно-

горешениявзадаче(P0).Однако,вотличиеоттеоремы3.1,вформулируемойниже

теоремеодновременноеконструктивноепредъявлениеконкретногоминимизирующего

приближенногорешения,аппроксимирующегорешениеz0исостоящегоизточекми-

нимумарегулярнойфункцииЛагранжа,основанонаитерационнойпроцедуререгуля-

ризованногоградиентногоподъемавпроцессемаксимизациифункционалаV0 двой-

ственнойзадачи.

Теорема3.2. [РегуляризованныйитерационныйпринципЛагранжа]Для

тогочтобывзадаче(P0)существовалоограниченноеминимизирующееприближен-

ноерешение(и,следовательно,сильносходилоськz0),необходимоидостаточно,

чтобыдляпоследовательностиλ
k
∈H,k=0,1,...,порождаемойитерационным

процессом(2.2),сусловиямисогласования(2.3)выполнялисьсоотношения

zδ
k

[λ
k
]∈Dδ

k,ϵk,ϵk→0,⟨λ
k
,Aδ

k

zδ
k

[λ
k
] hδ

k

⟩→0,k→∞, (3.3)

апоследовательностьzδ
k
[λ
k
],k=0,1,...,былаограниченной.Вэтомслучаепоследо-

вательностьzδ
k
[λ
k
],k=0,1,...,представляетсобойискомоеминимизирующеепри-

ближенноерешениевзадаче(P0)иимеетместосходимостьzδ
k
[λ
k
]→z0,k→∞.

ОдновременновыполняетсяипредельноесоотношениеV0(λ
k
)→sup

λDH
V0(λ).
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Доказательство.Длядоказательстванеобходимостизаметим,преждевсе-

го,чтозадача(P0)разрешимавсилусуществованияограниченногоминимизирующего

приближенногорешенияиусловийнаееисходныеданные.Поэтомупредельныесоот-

ношения(3.3)доказываемойтеоремыявляютсяследствиямитеоремы2.2.Далее,для

доказательствадостаточности,впервуюочередьзаметим,чтозадача(P0)разрешима

благодарявключениямzδ
k
[λ
k
]∈Dδ

k,ϵk,k=0,1,...,ограниченностипоследователь-

ностиzδ
k
[λ
k
],k=0,1,...,иусловиямнаисходныеданныезадачи.Тогдавсилутой

жетеоремы2.2последовательность λ
k
,k=0,1,2,...,порождаемаяитерационным

процессом(2.2)сусловиямисогласования(2.3),удовлетворяетпомимопредельныхсо-

отношений(3.3)ипредельномусоотношению∥zδ
k
[λ
k
]∥2→∥z0∥2,k→∞.Поэтойпри-

чинепоследовательностьzδ
k
[λ
k
],k=0,1,...,являетсяискомымминимизирующим

приближеннымрешениемвзадаче(P0),азначит,онаисходитсякz0.Далее,таккак

последовательностьzδ
k
[λ
k
],k=1,2,...,ограничена,товсилуоценкилеммы1.1,усло-

виясогласованияδk/(αk)6→0,k→∞ в(2.3)ипредельногосоотношенияαk∥λ
k
∥→0,

k→∞ теоремы2.2последовательностьz0[λ
k
],k=1,2,...,такжеограничена.Одно-

временновсилуравномернойпоk=1,2,...ограниченностиэлементовzδ
k
[λ
k
],z0[λ

k
]

иоценкилеммы1.2получаемпредельноесоотношениеVδ
k
(λ
k
) V0(λ

k
)→ 0,k→ ∞.

Таккакприэтомвсилудоказаннойсходимостиzδ
k
[λ
k
]→z0,k→∞ ивторогоизусло-

вий(3.3)имеетместосходимостьVδ
k
(λk)→∥z0∥2,k→∞,тополучаемокончательно

V0(λk)→sup
λDH
V0(λ)=∥z0∥2.

РегуляризованныйпринципЛагранжавитерационнойформетеоремы3.2может

бытьснабжениправиломостановаитерационногопроцесса(2.2)вслучае,когдаис-

ходныеданныезадачи(P0)задаютсясфиксированнойконечнойошибкой.Этообстоя-

тельствоважносточкизрениярешенияпрактическихнеустойчивыхоптимизационных

исводящихсякнимзадач.Темсамымонообеспечиваетвозможностьнепосредствен-

ногоприменениярегуляризованногоитерационногопринципаЛагранжаприрешении

самыхразнообразныхзадачсовременногоестествознания.Пустьпоследовательности

δk,αk,βk,k=0,1,2,...,удовлетворяютусловиямсогласования(2.3)иправилооста-

новаитерационногопроцесса(2.2),задаваемоговэтойситуацииитерационнойпро-

цедурой(2.4)сфиксированнойконечнойхарактеризующейошибкуисходныхданных

величинойδ,определяетсякакивслучаеитеративнойдвойственнойрегуляризации:

длякаждогоδ>0такого,чтоδ≤δ1,итерациипродолжаютсядотакогонаибольше-

гономераk=k(δ),длякотороговыполняютсянеравенства(2.5).Тогдатеорема2.3

позволяетутверждать,чтосправедлива

Теорема3.3. Внезависимостиот того,разрешимаилинетдвойственнаяк

(P0)задача,справедливыпредельныесоотношения∥zδ[λ
k(δ)
] z0∥ →0, V0(λ

k(δ)
)→

sup
λDH
V0(λ),δ→ ∞,гдеλ

k(δ)
—результат k(δ)итерацийитерационногопроцесса

(2.4)справиломостанова,определяемымформулой(2.5).Такимобразом,указан-

ноеправилоостановапорождаетрегуляризирующийалгоритмвзадаче(P0).



РЕГУЛЯРИЗАЦИЯПРИНЦИПАЛАГРАНЖАИПРИНЦИПАМАКСИМУМАПОНТРЯГИНА767

4. РегуляризованныеитерационныепринципЛагранжаипринцип

максимумаПонтрягинавоптимальномуправлениииобратныхзадачах

Основнойцельюданногоразделаявляетсяиллюстрациятого,какустойчивыесе-

квенциальныепринципыЛагранжараздела2могутприменятьсядлярешениянеустой-

чивыхзадачоптимальногоуправленияисводящихсякнимобратныхзадач.Формули-

руемаянижезадачаоптимальногоуправлениясупрощеннымфункционаломкачества

можеттрактоватьсяодновременнокакобратнаязадачафинальногонаблюдения.Для

нееформулируютсярегуляризованныепринципЛагранжаипринципмаксимумаПонт-

рягинавитерационнойформесправиломостановаитерационногопроцесса[12,13].

Задачаоптимальногоуправленияс фазовымограничением–равенством.

Пусть QT≡Ω×(0,T), S≡∂Ω, ST≡{(x,t):x∈S,t∈(0,T)},Ω—ограничен-

наяобластьвRn, H≡L2(Ω),D≡D1×D2×D3⊂L2(QT)×L2(Ω)×L2(ST)≡H,

D1⊂L2(QT),D2⊂L2(Ω),D3⊂L2(ST)—выпуклыезамкнутыемножества.Обозна-

чимтройкиэлементовгильбертовапространстваH черезπ≡(u,v,w).

Рассмотримзадачуоптимальногоуправлениясфиксированнымвременемисопе-

раторнымограничениемравенством

(OCδ)∥π∥2≡∥u∥22,QT+∥v∥
2
2,Ω+∥w∥

2
2,ST
→min,Aδπ≡zδ[π](·,T)=hδ,π∈D⊂H≡Z.

Здесь:hδ∈H заданнаяфункция,zδ[π]—обобщенноерешениеклассаV1,02 (QT)[8]

третьейначально-краевойзадачидлялинейногопараболическогоуравнениясдивер-

гентнойглавнойчастью

zt
∂

∂xi
ai,j(x,t)zxj

)
+aδ(x,t)z=u(x,t),z(x,0)=v(x),x∈Ω, (4.1)

∂z

∂N
+σδ(x,t)z=w(x,t),(x,t)∈ST,

соответствующеетройкеπ≡(u,v,w)∈ H=Z, ∂z(x,t)
∂

≡ai,j(x,t)zxj(x,t)cosαi(x,t),

αi(x,t)—угол,образованныйвнешнейнормальюк Sсосьюxi.Какивразделе1,

верхнийиндексδвисходныхданныхзадачи(OCδ)означает,чтоэтиданныесоот-

ветствуютлибоситуацииихточногозадания(δ=0),либоявляютсявозмущенными

(δ>0),тоестьзадаютсясошибкой,δ∈[0,δ0],δ0>0—некотороефиксированное

число.Решениезадачисточнымиисходнымиданными(OC0)(единственное),еслионо

существует(существуетхотябыоднадопустимаятройкаπ,удовлетворяющаяравен-

ствуA0π=h0),будемобозначатьчерезπ0.

Считаем,чтоисходныеданныезадачи(OCδ)удовлетворяютследующимусловиям:

a)функцииai,j,a
δ:Ω×[0,T]→R1,i,j=1,...,nявляютсяизмеримымипоЛебегу;

b)выполняютсяоценки

ν|ξ|2≤ai,j(x,t)ξiξj≤µ|ξ|
2 ∀(x,t)∈QT,ν,µ>0,

|aδ(x,t)|≤Kприп.в.(x,t)∈QT,|σ
δ(x,t)|≤Kприп.в.(x,t)∈ST,

гдеK>0—независящаяотδпостоянная;
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c)границаSявляетсякусочно-гладкой.

Будемсчитать,чтовыполняютсяследующиеоценкидляотклоненийвозмущенных

исходныхданныхотточных

∥aδ a0∥∈,QT ≤δ,∥σ
δ σ0∥∈,ST ≤δ,∥h

δ h0∥2,Ω≤δ. (4.2)

Регуляризованныеитерационныепринцип Лагранжаипринципмакси-

мумаПонтрягина. Задача(OCδ)формальноможетбытьзаписанакакзадачавы-

пуклогопрограммирования

(Pδ) ∥π∥2→min, Aδπ=hδ, π∈D⊂H=Z,

совпадающаяпоформесзадачейвыпуклогопрограммирования(Pδ)раздела1:Z=H,

H=L2(Ω), A
δ:Z→H —линейныйограниченныйоператор,задаваемыйравенством

Aδπ=zδ[π](·,T).Всилуусловийa)-c),теоремасуществованияобобщенногорешения

третьейначально-краевойзадачидлялинейногопараболическогоуравнениясдивер-

гентнойглавнойчастью(см.[8,гл.III,§5])обеспечиваетразрешимостьпрямойзадачи

(4.1)вклассеV1,02 (QT)длялюбойтройки(u,v,w)∈ZилюбогоT>0.Болеетого,

мыимеемвэтомслучаеиаприорнуюоценку

|zδ[π]|QT+∥z
δ[π]∥2,QT ≤C(∥u∥2,QT+∥v∥2,Ω+∥w∥2,ST),

вкоторойпостояннаяC>0независитотδ∈[0,δ0].Используяэтуоценкувсово-

купоностисоценками(4.2),получаемоценкудляотклонениявозмущенногооператора

Aδ:Z→H=L2(Ω),A
δπ=zδ[π](·,T)отегоневозмущенногоаналогаввиденеравен-

ства∥(Aδ A0)π∥≤Cδ(1+∥π∥),вкоторомC>0—постоянная,независящаяот δ

(см.,например[9]).ОпределиммножествоDδ,ϵ≡{π∈D:∥Aδπ hδ∥≤ϵ},функционал

ЛагранжаLδ(π,λ)≡∥π∥2+⟨λ,Aδπ hδ⟩,егоединственныйминимизирующийэлемент

πδ[λ](функционалкачествазадачи(OCδ)являетсясильновыпуклымидвойственную

к(OCδ)задачуVδ(λ)≡min
πDN
Lδ(π,λ)→sup,λ∈H=L2(Ω).

Теорема3.2позволяетсформулироватьнампринципЛагранжавитерационнойфор-

медлязадачиоптимальногоуправления(OCδ).Егоформулировкаиспользуетклас-

сическуюконструкциюфункционалаЛагранжаинезависитоттого,существуетили

нет,векторКуна–Таккераврассматриваемойзадаче.Попутнозаметим,чтовопрос

существованиявектораКуна–Таккеравподобныхзадачахпредставляетсобоюсамо-

стоятельнуюсложнуюпроблему.

Теорема4.1. [РегуляризованныйитерационныйпринципЛагранжа]Вне

зависимостиоттого,разрешимаилинетдвойственнаяк(OC0)задача,длясуще-

ствованияограниченногоминимизирующегоприближенногорешениявзадаче(OC0)

необходимоидостаточно,чтобыдляпоследовательностидвойственнойпеременной

λ
k
,k=1,2,...,порождаемойитерационнымпроцессом

λ
k+1
=λ

k
+βk(Aδ

k

πδ
k

[λ
k
] hδ

k

) 2βkαkλ
k
,k=0,1,2,...,λ

0
∈H=L2(Ω)
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сусловиямисогласования(2.3)выполнялисьсоотношения

πδ
k

[λ
k
]∈Dδ

k,ϵk,ϵk→0,⟨λ
k
,Aδ

k

πδ
k

[λ
k
] hδ

k

⟩→0,k→∞.

Болеетого,последовательностьπδ
k
[λ
k
],k=1,2,...,являетсяискомымминимизи-

рующимприближеннымрешениемвзадаче(OC0)иπδ
k
[λ
k
]→ π0,k→ ∞.Одновре-

менновыполняетсяипредельноесоотношениеV0(λ
k
)→ sup

λDH
V0(λ).

Естественно,мыможемздесьсформулироватьисоответствующееправилоостанова

дляитерационногопроцесса.Вэтомслучаеследствиемтеоремы3.3является

Теорема4.2.Внезависимостиот того,разрешимаилинет,двойственнаяк

(OC0)задача,справедливыпредельныесоотношения∥πδ[λ
k(δ)
] π0∥→0,V0(λ

k(δ)
)→

sup
λDH
V0(λ),δ→ ∞,гдеλ

k(δ)
—результат k(δ)итерацийитерационногопроцесса

(2.4)справиломостанова,определяемымформулой(2.5).Такимобразом,указан-

ноеправилоостановапорождаетрегуляризирующийалгоритмвзадаче(OC0).

ПолучимдалеерегуляризованныйпринципмаксимумаПонтрягинавитерацион-

нойформеизпринципаЛагранжавитерационнойформетеоремы4.1.Предполо-

жимдляпростоты,чтомножества D1,D2,D3 имеютболеепривычныйдлятео-

рииоптимальногоуправлениявид:D1 ≡{u∈L2(QT):u(x,t)∈Uп.в.наQT},

D2≡{v∈L2(Ω):v(x)∈Vп.в.наΩ},D3≡{w∈L2(ST):w(x,t)∈W п.в.наST},

гдеU⊂R1,V⊂R1, W⊂R1—выпуклыекомпакты.Сцельюпереходакрегуляри-

зованномупринципумаксимумаПонтрягиназапишемпринципмаксимумаПонтряги-

навпростейшейзадачеоптимальногоуправленияссильновыпуклымфункционалом

Лагранжавкачествефункционалакачества(см.,например,[9])

Lδ(π,λ)≡∥π∥2+⟨λ,zδ[π](·,T) hδ⟩→min,π∈D⊂H (4.3)

припроизвольномфиксированномλ∈H. Очевидно,всилувыпуклостизадачи(4.3)

формулируемыйнижепринципмаксимумаПонтрягинаявляетсякритериемоптималь-

ностидлянее.ВведемфункцииГамильтона–Понтрягина:Hu(u,η)≡ηu u
2, Hv(v,η)≡

ηv v2, Hw(w,η)≡ηw w
2.

Лемма4.1.Тройкаπδ[λ]≡(uδ[λ],vδ[λ],wδ[λ])удовлетворяетобычномупринципу

максимумаПонтрягинавзадаче(4.3):дляπ≡(u,v,w)=πδ[λ]выполняютсясоотно-

шениямаксимума

max
rDU
Hu(x,t,r,η

δ[λ](x,t))=Hu(x,t,u(x,t),η
δ[λ](x,t))дляп.в.(x,t)∈QT, (4.4)

max
rDV
Hv(x,r,η

δ[λ](x,0))=Hv(x,v(x),η
δ[λ](x,0))дляп.в.x∈Ω,

max
rDN3

∫

ST

∇wHw(s,t,w(s,t),η
δ[λ](s,t))r(s,t)dsdt=
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∫

ST

∇wHw(s,t,w(s,t),η
δ[λ](s,t))w(s,t)dsdt,

гдеηδ[λ]∈V1,02 (QT)—решениесопряженнойзадачи

ηt
∂

∂xj
ai,j(x,t)ηxi

)
+aδ(x,t)η=0,η(x,T)=λ(x),x∈Ω, (4.5)

∂η

∂N
+σδ(x,t)η=0, (x,t)∈ST.

Обратно,всилувыпуклостизадачи (OCδ),любаятройкаπ∈D,удовлетворяющая

принекоторомλ∈Hсоотношениям(4.4),(4.5),даетминимумвзадаче(4.3).

Обозначимчерез πδmax[λ]элементπ∈D,удовлетворяющийвсемсоотношениям

принципамаксимума(4.4)леммы4.1.Очевидно,вусловияхданнойработыπδmax[λ]=

πδ[λ].Благодарялемме4.1,регуляризованныйитерационныйпринципЛагранжатеоре-

мы4.1можетбытьпереписанвформерегуляризованногопринципамаксимумаПонт-

рягинавитерационнойформе.

Теорема4.3. [ПринципмаксимумаПонтрягинавитерационнойрегуля-

ризованнойформе]Внезависимостиоттого,разрешимаилинет,двойственная

к(OC0)задача,длясуществованияминимизирующегоприближенногорешениявза-

даче(OC0)необходимоидостаточно,чтобыдляпоследовательностидвойственной

переменнойλ
k
,k=0,1,2,...,порождаемойитерационнымпроцессом

λ
k+1
=λ

k
+βk

(
Aδ

k

πδ
k

max[λ
k
] hδ

k
)
2βkαkλ

k
,k=0,1,2,...,λ

0
∈H,

сусловиямисогласования(2.3),выполнялисьсоотношения

πδ
k

max[λ
k
]∈Dδ

k,ϵk, ϵk→0,⟨λ
k
,Aδ

k

πδ
k

max[λ
k
] hδ

k

⟩→0, k→∞.

Приэтомпоследовательность πδ
k

max[λ
k
],k=1,2,...,представляетсобоюискомое

минимизирующееприближенноерешениевзадаче (OC0)иπδ
k

max[λ
k
]→ π0,k→ ∞.

Болеетого,выполняетсяпредельноесоотношениеV0(λ
k
)→sup

λDH
V0(λ).

СущественнойособенностьюрегуляризованногопринципамаксимумаПонтрягина

витерационнойформетеоремы4.3являетсято,что,какирегуляризованныйитера-

ционныйпринципЛагранжатеоремы4.1,онпредполагает,чтовеличинаδk,характе-

ризующаяошибкуотклонениявозмущенныхисходныхданныхотточных,стремитсяк

нулюприk→∞.Однако,какитеорема4.1,теорема4.3снабжаетсясоответствующим

регуляризирующимправиломостановаитерационногопроцесса,почтидословносовпа-

дающимсправиломостанова,сформулированнымпослетеоремы4.1(см.теорему4.2).

Ономожетбытьиспользованодляпрактическогорешениянеустойчивыхзадачнаос-

новеустойчивогоитерационногопринципамаксимумаПонтрягинатеоремы4.3,таккак

представляетсобоюустойчивыйалгоритмпостроенияминимизирующегоприближен-

ногорешениявзадаче(OC0).Пустьпоследовательностиδk, αk,βk,k=0,1,2,...
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удовлетворяютусловиямсогласования(2.3).Пустьправилоостановаитерационного

процесса(2.2)

λ
k+1
=λ

k
+βk

(
Aδπδmax[λ

k
] hδ

)
2βkαkλ

k
,k=0,1,2,...,λ

0
∈H, (4.6)

сфиксированнойконечнойошибкойδ>0задаетсяследующимобразом:длякаждого

δ >0такого,чтоδ≤ δ1,итерациипродолжаютсядотакогонаибольшегономера

k=k(δ),длякоторого

δk≥δ,k=1,2,...,k(δ). (4.7)

Теорема4.4.Внезависимостиот того,разрешимаилинет,двойственнаяк

(OC0)задача,выполняютсяпредельныесоотношенияπδmax[λ
k(δ)
]→ π0, V0(λ

k(δ)
)→

sup
λDH
V0(λ), δ→0,гдеλ

k(δ)
естьрезультатk(δ)итерацийитерационногопроцесса

(4.6)справиломостанова(4.7).Другимисловами,данноеправилоостановапред-

ставляетсобоюрегуляризирующийалгоритмвзадаче(OC0).
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WHY REGULARIZATION OF LAGRANGE PRINCIPLE
AND PONTRYAGIN MAXIMUM PRINCIPLE IS NEEDED

AND WHAT IT GIVES
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Abstract. We consider the regularization of the classical Lagrange principle and the
Pontryagin maximum principle in convex problems of mathematical programming
and optimal control. On example of the “simplest” problems of constrained infinite-
dimensional optimization, two main questions are discussed: why is regularization of
the classical optimality conditions necessary and what does it give?
Keywords: convex programming; dual regularization; regularized Lagrange principles;
optimal control; inverse problem; regularized iterative Pontryagin maximum principle
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Аннотация.Описанамодельрискамногомерныхстохастическихсистем.Она

основананагипотезе,состоящейвтом,чторискхарактеризуетсявероятност-

нымисвойствамикомпонентсистемы,вкачествекоторыхиспользуютфакторы

риска.Исследованслучайгауссовскихстохастическихсистем.Модельмонито-

рингарискапозволяетоцениватьтекущийрисксистемыивкладвнеговсехее

компонент. Моделиуправлениярискомпредставляютсобойоптимизационные

задачи.Вкачествецелевыхфункциймогутиспользоватьсяусловныйминимум

рискаидостижениеимзаданногоуровняприминимальныхизмененияхверо-

ятностныххарактеристиксистемы.

Ключевыеслова:модель;риск;стохастическаясистема;случайныйвектор;нор-

мальноераспределение;мониторинг;оптимизация

Введение

Исследованиебезопасностисложныхсистемопираетсянатеориюриска.Вшироком

смыслеподрискомпонимаютвозможнуюопасностькакого-либонеблагоприятногоис-

хода.Реальныесистемы,какправило,являютсямногомерными,ихфункционирование

вомногомноситстохастическийхарактер,унихчастоможновыделитьдесяткираз-

личныхфакторовриска[1].Прирешениизадачиуправлениярискомнеобходимоопи-

ратьсянамодельриска.Обычномоделированиерискасводитсяквыделениюопасных

РаботавыполненаприподдержкеРоссийскогофондафундаментальныхисследований(проект

№17-01-00315а).
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исходов,количественномузаданиюпоследствийотихнаступленияиоцениваниюверо-

ятностейэтихисходов[2].Дляотносительнопростыхобъектов,когдаможноаприори

указатьвсеопасныеисходыприналичиистатистическойинформацииилиэкспертных

оценокошансахихпоявлениявцелом,данныйподходдаетприемлемыенапракти-

керезультаты.Однакодлямногихсложныхсистем,напримервэкономике,обществе,

здравоохраненииидр.,выделитьвсеэтиопасныеисходынепредставляетсявозмож-

ным.

В[3]предложенподходкмоделированиюриска,согласнокоторомустохастическую

системупредставляютввидеслучайноговекторасвзаимнокоррелированнымикомпо-

нентами,авкачествеуправляющихпеременныхиспользуютегочисловыехарактери-

стики.Цельюстатьиявляетсяописаниемоделимониторингаиуправлениярискомна

основеданногоподходанапримерегауссовскойстохастическойсистемы.

1. Модельанализариска

Представимсостояниесложнойсистемыввиденекотороймногомернойстохастиче-

скойсистемы.ВыделимвэтойсистемефакторырискаX1,X2,...,Xm.Врезультате

получимпредставлениесистемыввидеслучайноговектораX =(X1,X2,...,Xm)с

некоторойплотностьювероятностиpx(x).

Вместовыделенияконкретныхопасныхситуацийбудемзадаватьгеометрическиеоб-

ластинеблагоприятныхисходов.Онимогутвыглядетьпроизвольнымобразомвзависи-

мостиотконкретнойзадачииопределяютсянаосновеимеющейсяаприорнойинформа-

ции.Дляопределенностиопишемпредлагаемыйподходнапримерераспространенной

концепцииопасныхсостоянийкакбольшихималовероятныхотклоненийслучайной

величины.Тогдаопаснымиситуациямибудемсчитатьбольшиеималовероятныеот-

клонениявыборочныхзначенийxijлюбойизкомпонентXjотносительнонаилучших

всмыслебезопасностизначенияхθj,j=1,2,..., m.Еслиаприорнаяинформация

означенияхθjотсутствует,тосчитаем,чтоониравныматематическиможиданиям

µj=M[Xj]случайныхвеличинXj,тоестьθj=µj,j=1,2,..., m.Тогдавероят-

ностьнеблагоприятногоисходадлякаждойизкомпонентXjопределимкак

P(Dj)=P(Xj∈Dj)=P(Xj/∈D̄j),̄Dj={x:dj<x<d
+
j},

гдеdj,d
+
j –заданныелеваяиправаяграницыдопустимыхзначений(dj<d

+
j),то

естьобластьблагоприятныхисходовограниченадиапазоном(dj;d
+
j).

Введемнижнийbj иверхнийb
+
j пороговыеуровнидопустимыхотклоненийотно-

сительнозначенийθjкакbj=θj dj,b
+
j=d

+
j θj,приэтомобластьблагоприятных

исходовD̄jдлякаждойкомпонентыXjописываетсядиапазоном(θj bj;θj+b
+
j).

Еслизаданатолькоправаяграницаd+j допустимыхзначений,тосчитаемdj= ∞

иD̄j={x:x<d
+
j}={x:x<θj+b

+
j},притолькоопределеннойлевойграницеdj

имеемd+j =+∞ иD̄j={x:x>dj}={x:x>θj bj}.Выражениеdj = ∞

(d+j = +∞)означает,чтозначенияфакторарискаXj менее(более) θj являются

такимижебезопасными,какиXj(θj).

ТеперьнеобходимоописатьмногомернуюобластьопасныхситуацийD,учтявзаим-

ноевлияниекомпонентнапоявлениенеблагоприятныхисходов.ОнаравнаD=Rm\̄D,
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гдеD̄–областьдопустимыхзначенийфакторовриска.ОпишемобластьD̄.Этоможно

сделатьразличнымиспособами.Наиболееоправданнымсгеометрическойточкизрения

представляетсязадатьееввидевнутреннейобластиm-осногоэллипсоида

D̄=

{

x=(x1,x2,...,xm):

m∑

j=1

(xj θ′j)
2

b2j
<1

}

сцентромвточкеθ′=(θ′1,θ
′
2,...,θ

′
m),причемдлялюбогоj=1,2,...,m

θ′j=

{
θj, dj= ∞∨ d+j=+∞,
(d−j+d

+
j)

2
, dj> ∞∧ d+j<+∞,

bj=






(b−j+b
+
j)

2
, dj> ∞∧ d+j<+∞,

bj, d+j=+∞,

b+j, dj= ∞.

ТогдадляслучайноговектораXвероятностьнеблагоприятногоисходабудетравна

P(D)=P(X∈D),D=

{

x=(x1,x2,...,xm):

m∑

j=1

(xj θ′j)
2

b2j
≥1

}

. (1)

ОбластьDв(1)представляетсобойвнешнююобластьm-осногоэллипсоида,уко-

торогополуосипокаждойизкоординатравныbj соответственно.Очевидно,когда

исходнележитнаоднойизосей,тособытие(X ∈D)можетреализоватьсяипри

отсутствиирисковыхотклоненийповсемкомпонентам(возможныситуацииX∈D и

∀jXj/∈Dj).Задавфункциюпоследствийотопасныхситуаций(функциюриска)в

видеg(x),получиммодельдляколичественнойоценкиуровняриска

r(X)=

∫

Rm

g(x)pX(x)dx. (2)

Еслив(2)принятьg(x)=1∀x∈D иg(x)=0∀x/∈D, тоr(X)=P(X∈D),то

естьуровеньрискабудетравенвероятностинеблагоприятногоисхода.Нараннейста-

дииисследованиясистемысложнодостаточноточноописатьфункциюg(x),поэтому

формула(2)становитсяоценкойP(D)иявляетсяудобнымначальнымприближением

моделириска.

Длязаданияфункцииg(x)требуетсяколичественнаяоценкапоследствийдляис-

следуемойсистемывзависимостиотзначенийфакторовриска.Этотребуетпроведения

отдельногоисследования.Предложимвариантзаданияфункциириска.

1.Считаем,чтофункцияg(x)являетсянеотрицательнойинепрерывнойвсюдуна

Rm,причемg(θ′)=0.

2.Считаем,что∀z∈Rm и∀α>1g(θ′+αz)≥g(θ′+z),тоестьфункцияg(x)не

убываетполюбомунаправлениюизточкиθ′.

3.Считаем,чтопокаждомуфакторурискаестьинформацияхотябыободном

изпредельныхзначениях:Dj левееθj иD
+
j правееθj,придостижении кото-

рых последствиястановятсяпрактическинеуправляемымиилинеобратимыми.Если

dj= ∞ (d+j=+∞),тосчитаем,чтоDj= ∞ (D+j=+∞).



МОДЕЛИМОНИТОРИНГАИУПРАВЛЕНИЯРИСКОМ 779

4.∀Dj> ∞ g(θ′1,...,Dj,...,θ
′
m)=1и∀D

+
j<+∞ g(θ′1,...,D

+
j,...,θ

′
m)=1.

Тогдафункциюрискаможнозадать,например,как

g(x)=
m∑

j=1

αj(xj θ′j)
2, (3)

или

g(x)=






m∑

j=1

αj(xj θ′j)
2,x∈D,

0, x∈D̄,
(4)

гдеαj=1/(Dj θ′j)
2,∀xj<θ

′
jиαj=1/(D

+
j θ′j)

2,∀xj≥θ
′
j.

Очевидно,чтоеслиDj= ∞ иxj<θ
′
jилиD

+
j=+∞ иxj≥θ

′
j,тоαj=0.

Взадачахмониторингариска,нарядусоценкойуровнярискаr(X)повсемфакто-

рамрискаX1,X2,...,Xm многомернойсистемы,целесообразнооценитьвкладкаждого

факторавсуммарныйриск.ВведемслучайныйвекторXk=(X1,...,Xk 1,Xk+1,...,Xm).

Тогдаабсолютноеиотносительноеизменениерискамногомернойсистемызасчетдо-

бавленияфактораXkравно

∆r(Xk)=r(X) r(Xk),δr(Xk)=∆r(Xk)/r(Xk). (5)

Отметим,чтонарядусвкладомвобщийрискодногофактораформулы(1)–(5)позво-

ляютоцениватьвлияниеигруппыфакторов.

Мониторингрисканаосновемодели(1)–(5)заключаетсявпоследовательномоцени-

ваниивовременифактическихзначенийвеличинr(X),∆r(Xk),δr(Xk),j=1,2,...,m,

атакжединамикиихизменения.

2. Моделиуправлениярискомвгауссовскихсистемах

Рассмотримнаиболеераспространенныйслучай,когдаXимеетсовместноенормаль-

ноераспределениесплотностьювероятности

px(x)=
1

√
(2π)m|Σ|

exp

{
1

2
(x a)TΣ 1(x a)

}

,

гдеa=(a1,a2,..,am)
T –векторматематическихожиданий,Σ={σij}m×m –ковариа-

ционнаяматрица,σii=σ
2
i–дисперсия.

Использованиегауссовскогослучайноговектораопираетсянацентральнуюпредель-

нуютеорему[4].Следуетотметить,чтоданноеупрощениенестолькритично,иесли

естькакие-либооснованиясчитать,чтоплотностивероятностейкомпонентвектораX

имеют«болеевытянутыехвосты»,тоэтоможноскорректироватьзасчетсоответству-

ющегозаданияфункцииg(x).

Сутьуправлениярискомгауссовскойсистемойсостоитвследующем.Задавфунк-

циюпоследствийотопасныхситуацийg(x)ивведяограничениянадопустимыезначе-

нияэлементовковариационнойматрицыG(Σ)исреднихзначенийкомпонентсистемы

H(a),сформулируемзадачуминимизациирискаспеременнымиΣ,a
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{
r(Σ,a)=

∫

Rm
g(x)px(x)dx→ min

Σ,a
,

Σ∈G(Σ),a∈H(a).
(6)

Задача(6)являетсязадачейнелинейногопрограммирования.Ееможнорешитьраз-

нымиметодами.Однимизнихявляетсяметодбарьерныхфункций(внутреннихштраф-

ныхфункций)[5].Егоосновнаяидеясостоитвпреобразованиизадачипоискаусловного

экстремумакпоследовательностизадачнахождениябезусловногоэкстремумавспомо-

гательнойфункцииF(X,bk)=r(Σ,a)+P(Σ,a,bk),гдеP(Σ,a,bk)–штрафнаяфунк-

ция,bk–параметрштрафа.

Управлениемногомернымрискомввидезадачиусловнойминимизации(6)может

приводитькмалореализуемымнапрактикерешениям.Втакихслучаяхрешаетсяза-

дачадостижениятребуемогозначениярискаприминимальномизменениичисловых

характеристикслучайноговектораX0

{∑m
j=1

∑m
k=j(σjk σ0jk)

2+
∑m
i=1(ai a0i)

2→min
a,Σ
,

r(X)=r∗,Σ∈G(Σ),a∈H(a).

Заключение

1.Предложенновыйподходкриск-анализусложныхсистем.Вегоосновележит

моделированиесистемыввидемногомернойслучайнойвеличины,компонентыкоторой

являютсяфакторамириска.

2.Рассмотреныдвавариантаанализариска.Впервомслучаеоцениваетсяверо-

ятностьопасныхсостоянийсистемы,авовтором–непосредственнорискнаоснове

введеннойфункциириска.

3.Длягауссовскихстохастическихсистемпредложенымоделиуправленияриском

наосновеегоминимизацииилидостижениязаданногоуровня,используявкачестве

управляющихпеременныхчисловыехарактеристикислучайноговектора–векторма-

тематическихожиданийиковариационнуюматрицу.
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Abstract.Theriskmodelofmultidimensionalstochasticsystemsisdescribed.Itis

basedonthehypothesisthattheriskischaracterizedbyprobabilisticpropertiesof

componentsofmultidimensionalstochasticsystemwhichareusedasriskfactors.

Thecaseofthe Gaussianstochasticsystemsisinvestigated.The modelofrisk

monitoringallowstoestimatethecurrentriskofsystemandthecontributionof

allitscomponents.Modelsofriskmanagementareoptimizingtasks.Asthetarget

functionstheconditionalminimumofriskandachievementofthegivenlevelbyit

canbeusedatminimumchangesofprobabilisticcharacteristicsofthesystem.

Keywords: model;risk;stochasticsystem;randomvector;normaldistribution;

monitoring;optimization

REFERENCES

1.Vorob’evYu.G., MalinetskiyG.G., MakhutovN.A.Upravleniyeriskomiustoychivoyeraz-

vitiye:Chelovecheskoyeizmereniye[Riskmanagementandsustainabledevelopment.Humanitarian

dimension].Izvestiyavysshikhuchebnykhzavedeniy.Prikladnayanelineynayadinamika–Izvestiya

VUZ.AppliedNonlinearDynamics,2000,vol.8,no.6,pp.12-26.(InRussian).

2.VishnyakovYa.D.,RadaevN.N.Obshchayateoriyariskov[GeneralTheoryofRisks].Moscow,

AkademiyaPubl.,2008,368p.(InRussian).

3.TyrsinA.N.,SurinaA.A.Modelirovaniyeriskavmnogomernykhstokhasticheskikhsistemakh

[Modelingofriskin multidimensionalstochasticsystems].VestnikTomskogogosudarstvennogo

universiteta.Upravlenie,vychislitel’nayatekhnikaiinformatika–TomskStateUniversityJournal

ofControlandComputerScience,2017,no.2(39),pp.65-72.(InRussian).

4.GnedenkoB.V.Kursteoriiveroyatnostey[ProbabilityTheoryCourse]. Moscow,Editorial

URSS,2005,448p.(InRussian).

5.PanteleyevA.V.,LetovaT.A.Metodyoptimizatsiivprimerakhizadachakh [Optimization

MethodsinExamplesandTasks].Moscow,VysshayaShkolaPubl.,2008,544p.(InRussian).

TheworkispartiallysupportedbytheRussianFundforBasicResearch(project№17-01-00315а).



МОДЕЛИ МОНИТОРИНГА И УПРАВЛЕНИЯ РИСКОМ 783

Received 16 April 2018
Reviewed 18 May 2018
Accepted for press 26 June 2018
There is no conflict of interests.

Tyrsin Alexander Nikolaevich, Ural Federal University named after the first President of Russia
B.N. Yeltsin, Yekaterinburg, the Russian Federation, Doctor of Science in technology, Head of
Department of Applied Mathematics, e-mail:at2001@yandex.ru

Surina Alfiya Adgamovna, South Ural State University (national research university), Chelya-
binsk, the Russian Federation, Post-Graduate Student, Department of Applied Mathematics and
Programming, e-mail: dallila87@mail.ru

For citation: Tyrsin A.N., Surina A.A. Modeli monitoringa i upravleniya riskom v gaussovskikh stokhasticheskikh
sistemakh [Models of monitoring and management of risk in Gaussian stochastic systems]. Vestnik Tambovskogo universiteta.
Seriya: estestvennye i tekhnicheskie nauki – Tambov University Reports. Series: Natural and Technical Sciences, 2018, vol. 23,
no. 124, pp. 776–783. DOI: 10.20310/1810-0198-2018-23-124-776-783 (In Russian, Abstr. in Engl.).



ISSN1810-0198.ВестникТамбовскогоуниверситета.Серия:естественныеитехническиенауки

Том23,№124 2018

DOI:10.20310/1810-0198-2018-23-124-784-796

УДК517.928
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Аннотация.РассматриваетсязадачаКошидлядифференциальногоуравнения

смалымпараметромприпроизводнойсвозмущеннымспомощьюнекоторого

параметрафредгольмовымоператоромвбанаховомпространстве.Исследуется

влияниеэтогопараметра.Находитсярешениеввидеасимптотическогоразло-

жения.Прирешениизадачииспользуетсяметодкаскаднойдекомпозицииурав-

нения,позволяющийрасщепитьуравнениенауравнениявподпространствах.

Ключевыеслова:дифференциальноеуравнение;асимптотическоерешение;ма-

лыйпараметр;возмущениевправойчасти;фредгольмовоператор;явлениепо-

гранслоя

Введение

Рассматриваетсязадача:

ε
dx

dt
=(A+c·I)x(t,ε)+F(t), (0.1)

x(0,ε)=x0, (0.2)

гдеA—линейныйзамкнутый,вообщеговорянеограниченный,фредгольмовоператор

снулевыминдексом(далее,Φ0-оператор),действующийвбанаховомпространстве,

domA=E;F(t)—заданнаяфункциясозначениямивE;c∈C\{0};ε∈(0,ε0);

t∈[0,T].

Обактуальностизадачисвидетельствуетширокоеприкладноезначениеуравнения

(1):движениесильновязкойжидкости(напр.,кровивсосудах),поведениетонкихупру-

гихоболочек,процессыобтеканиязатупленноготеласверхзвуковымпотокомвязкого

газаит.д.
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Приложениемисходнойзадачиможетбытьначально-краеваязадачадляуравнения

ε2
∂2u

∂t2
2ε
∂2u

∂x∂t
+
∂2u

∂x2
2εc
∂u

∂t
+2c
∂u

∂x
+(γ2+c2)u(x,t,ε)=φ(x,t).

Этоуравнениевстречаетсявтеориидифракции,взадачахматематическойфизики,

связанныхспотенциальнымибарьерамиквантовойфизики[1].Вработе[2]исследова-

новлияниепараметраcнаповедениерешения,атакженайденоэторешениеввиде

тригонометрическогорядасобоснованиемегосходимости.

Поставленнаязадачапризначении c=0 изученамногимиавторами;построено

асимптотическоерешениеразличнымиметодами[3–6].

Внастоящейработевыявляетсяусловиерегулярностивырождения;строитсяасимп-

тотическоеразложениерешениязадачи(0.1),(0.2)постепенямпараметраεввиде

следующегоряда:

x(t,ε)=̄xm(t,ε)+̄vm(t,ε)+Rm(t,ε),

x̄m(t,ε)=

m∑

k=0

εkxk(t), v̄m(t,ε)=

m∑

k=0

εkvk(τ), τ=
t

ε
,

(0.3)

гдеx̄m(t,ε)—регулярнаячасть, v̄m(t,ε)—погранслойнаячасть,Rm(t,ε)—остаточ-

ныйчленразложения.Доказываетсяасимптотичностьэтогоразложения.

1. Основныесведения

Приведемсведения,необходимыедлярешенияпоставленнойзадачи.

Свойство 1.1.ЛинейныйΦ0-операторA:E→Eобладаетсвойством:

E=KerA⊕CoimA, E=CokerA⊕ImA, (1.1)

гдеCoimA —прямоедополнениек KerA, CokerA —дефектноеподпространство;

сужение Ã = A|CoimA∩domA имеетограниченныйобратный Ã 1;dimKerA =

dimCokerA<∞ [7].

Пусть P —проекторна KerA, Q —проекторна CokerA, отвечающиеразло-

жениям(1.1), I—единичныйоператорвсоответствующемподпространстве, A =

Ã 1(I Q)—полуобратныйоператор.

Имеетместоследующееутверждениеорешениилинейногоуравнения[8,9].

Лемма1.1.ЛинейноеуравнениесΦ0-операторомA

Aξ=η

равносильносистеме

ξ=Aη+Pξ длялюбого Pξ∈KerA,

Qη=0.
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Определение 1.1.Ограниченнаяфункцияv(t,ε),определеннаяна[0,T],

называетсяфункциейпогранслоявблизиt=0,еслиприε→0имеетместоv(t,ε)⇒0

на[t′,T]длявсехt′∈(0,T),иv(t,ε) 0на[0,T][10].

Возможноследующееповедениерешенияx(t,ε)приε→0:

1)x(t,ε)⇒ x̄(t)на[0,T],гдеx̄(t)—решениепредельногоуравнения

(A+c·I)̄x(t)= F(t). (1.2)

2)x(t,ε)=̄x(t)+v(t,ε),гдеv(t,ε)—функцияпогранслоявблизиt=0;

3)∥x(t,ε)∥→+∞;

4)x(t,ε)неимеетпредела.

Вводятсяследующиеобозначения:U(t)—полугрупповойоператор,порожденный

операторомA, R(λ)—резольвентаоператораA.

РассматриваетсязадачаКошидляуравнения

dw

dt
=Aw(t), t∈[0,T]. (1.3)

Имеетместоследующееутверждение[11].

Теорема1.1.Длятого,чтобызадачаКошидляуравнения(1.3)сзамкнутым

операторомA быларавномернокорректной,необходимоидостаточно,чтобыдля

резольвентыR(λ)выполнялосьусловие:

∥Rn(λ)∥
µ

(Reλ ω)n
, (Reλ>ω) (1.4)

принекоторыхωиµ.Приэтомдлясоответствующейполугруппысправедливонера-

венство:

∥U(t)∥ µeωt.

ЧислоωназываетсятипомполугруппыU(t).

2. Решениелинейногоуравнениясвозмущеннымоператором

Рассматриваетсяуравнение

(A+c·I)v=w (2.1)

слинейнымΦ0-операторомA,действующимвбанаховомпространствеE;единичным

операторомI;некоторымкомплекснымпараметромc̸=0;заданнымэлементомw∈

E.Требуетсянайтиэлементv∈E.

Исследуетсяслучай,когдаоператорыAj,j=1,2,...,определяемыепоформулам:

A0=A, P0=P, Q0=Q,

S1=I, Sj=Qj 2Sj 1Aj 2Sj 1, j=2,3,...,

Aj=Qj 1SjPj 1, j=1,2,...,

ненулевые.
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Условие 2.1.Существуеттакоечислоr,чтооператорArобратим(вподпро-

странствеKerAr).Пустьp–минимумизтакихr.

СтроятсяпроекторыPнаKerA, QнаCokerA,отвечающиеразложениям:

E=KerA⊕CoimA, E=CokerA⊕ImA;

проекторыPjнаKerAj, QjнаCokerAj,отвечающиеразложениям:

KerA=KerA1⊕CoimA1, CokerA=CokerA1⊕ImA1;

KerAj=KerAj+1⊕CoimAj+1, CokerAj=CokerAj+1⊕ImAj+1, j=1,2,...;

полуобратныеоператорыA, Aj,j=1,2,....

Вводятсяобозначения:

w0=w,

wj= Qj 1Sj(I+c·(1)
j+1Aj 1Sj)

1
Aj 1wj 1+c

1(1)j+1Qj 1wj 1, j=1,2,....
(2.2)

Перейдемкрешениюисходногоуравнения.Онорешаетсявнесколькошаговспри-

менениемметодакаскаднойдекомпозицииуравнения.Применяетсяутверждениелем-

мы1.1.

1шаг.Уравнение(2.1)равносильносистеме

v=A (cv+w)+Pv, (2.3)

Q(cv+w)=0 (2.4)

сискомымэлементомPv∈KerA.Изсоотношения(2.3)имеем:

(I+c·A )v=Aw+Pv. (2.5)

Пустьвыполненоусловие:

c·A <1.

Тогдаравенство(2.5)можнообратить:

v=(I+c·A )
1
Aw+(I+c·A )

1
Pv. (2.6)

Подставив(2.6)в(2.4),сучетомобозначений(2.2),получимуравнение

Q(I+c·A )
1
Pv=w1. (2.7)

Пустьp=1ивыполненыравенства:

(A )
j
P=0, j=1,2,....

Тогда,раскрывлевуючастьуравнения(2.7),получимуравнение

QPv=w1,
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тоесть(таккакP2=P)уравнение

QP(Pv)=w1,

котороевсилуобратимостиоператораA1=QP имеетрешение

Pv=A 1
1w1. (2.8)

Подставиввыражение(2.8)в(2.6),получимискомоерешениеуравнения.

Еслижеp̸=1,топереходимкследующемушагу.

2шаг.Пустьp=2ивыполненыравенства:

(A )
j
P=0, j=2,3,....

Тогдараскрытиеуравнения(2.7)приводиткуравнению

QPv c·QAPv=w1. (2.9)

ВсилуΦ0-свойстваоператораA1,(2.9)равносильносистеме

Pv=c·A1QAPv+A1w1+P1v, (2.10)

c·Q1QAPv+Q1w1=0 (2.11)

сискомымэлементомP1v∈KerA1.Уравнение(2.10)—этоуравнениеотносительно

элементаPv:

(I c·A1QA )Pv=A1w1+P1v,

котороепривыполненииусловия

c·A1QA <1

можнообратить:

Pv=(I c·A1QA )
1
A1w1+(I c·A1QA )

1
P1v. (2.12)

Подстановкавыражения(2.12)в(2.11)сучетомобозначений(2.2)приводиткуравне-

ниюотносительноэлементаP1v:

Q1QA (I c·A1QA )
1
P1v=w2. (2.13)

Пустьвыполненыравенства:

(A1QA )
j
P1=0, j=1,2,....

Тогдауравнение(2.13)приводитсякуравнению

Q1QAP1v=w2,
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тоестькуравнению

Q1QAP1(P1v)=w2,

котороевсилуобратимостиоператораA2=Q1QAP1имеетрешение

P1v=A
1
2w2. (2.14)

Подставивсначалавыражение(2.14)в(2.12);затемподставивполученноевыражение

в(2.6),получимискомоерешениеуравнения.

Дальнейшеерасщеплениеисходногоуравненияпроизводитсяаналогично.

Полученследующийрезультат.

Лемма2.1.Пустьвыполненоусловие2.1.Пустьвыполненынеравенства:

c·AjSj+1 <1, j=0,1,...,p 1. (2.15)

Пустьвыполненысоотношения:

(AjSj+1)
p+i j

Pj=0, i=0,1,..., j=0,1,...,p 1. (2.16)

Тогдауравнение(2.1)имеетрешение,определяемоепоформулам:

v=(I+c·A )
1
(Aw+v0),

vj=(I+c·(1)
j+1·Aj+1Sj+2)

1
(Aj+1wj+1+vj+1), j=0,1,...,p 2,

vp 1=A
1
pwp,

(2.17)

гдеwjопределяютсяпоформулам(2.2).

Замечание 2.1.Решениепредельногоуравнения(1.2)определяетсяпотойже

формуле(2.17).

3. ОценканаполугрупповойоператороператораA+c·I

Введемследующиеобозначения:Ac=A+c·I, Uc(t)—полугрупповойоператор,

порожденныйоператоромAc,ωc=ω+|c|, Rc(λ)—резольвентаоператораAc.

ПустьзадачаКошидляуравнения(1.3)равномернокорректнаиимееттипω.

ВыразимрезольвентуRc(λ)черезрезольвентуR(λ).Применимсоотношение

Rc(λ)=R(λ c)

итождествоГильберта

R(µ1) R(µ2)=(µ1 µ2)R(µ1)R(µ2).

Взявµ1=λ,µ2=λ c,получимравенство

R(λ)=(I+c·R(λ))Rc(λ). (3.1)
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Пустьвыполненонеравенство

∥c·R(λ)∥<1. (3.2)

Тогдасоотношение(3.1)обращаетсяслева:

Rc(λ)=(I+c·R(λ))
1R(λ).

Раскроемпоследнееравенство:

Rc(λ)=(

∞∑

k=0

ck(1)kRk(λ))R(λ)=

∞∑

k=0

ck(1)kRk+1(λ)= c1
∞∑

k=0

ck+1(1)k+1Rk+1(λ).

Пустьвыполненоусловие

0<
|c|

Reλ ω
<1,

тоесть

Reλ>ωc. (3.3)

ОценимрезольвентуRc(λ),пользуясьнеравенством(1.4):

∥Rc(λ)∥= c
1·

∞∑

k=0

ck+1(1)k+1Rk+1(λ) c1·
∞∑

k=0

ck+1 ·Rk+1(λ)

c1·
∞∑

k=0

|c|k+1·
µ

(Reλ ω)k+1
=µc1·

∞∑

k=0

(
|c|

Reλ ω

)k+1

=
µ

Reλ ωc
.

(3.4)

Приэтом,всилутеоремы1.1,дляполугруппыUc(t)справедливаоценка:

∥Uc(t)∥ µeωct. (3.5)

Замечание 3.1.Привыполненииусловия(3.3)имеетместонеравенство(3.2).

Такимобразом,полученследующийрезультат.

Теорема3.1.ПустьзадачаКошидляуравнения (1.3)равномернокорректнаи

имееттипω.Привыполненииусловия(3.3)задачаКошидляуравнения

dw

dt
=Acw(t)

такжеравномернокорректна.Длярезольвенты Rc(λ)оператораAcимеетместо

оценка(3.4).ПриэтомдлясоответствующейполугруппыUc(t)имеетместооцен-

ка(3.5).
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4. Асимптотическоерешениезадачи(0.1),(0.2)

Длявычислениякомпонентразложения(0.3)воспользуемсяметодомВасильевой–

Вишика–Люстерника,разработаннымвработах[12,4].Получимуравненияпервогоите-

рационногопроцесса:

Acx0(t)= F(t), (4.1)

Acxk(t)=
dxk 1
dt
, k=1,2,...,m; (4.2)

уравнениявторогоитерационногопроцесса:

dvk
dτ
=Acvk(τ), k=0,1,...,m; (4.3)

уравнениедляостаточногочлена:

ε
dRm
dt
=AcRm(t,ε) εm+1

dxm
dt
; (4.4)

уравнениядлянахожденияначальныхзначений:

x0(0)+v0(0)=x
0,

xk(0)+vk(0)=0, k=1,2,...,m;
(4.5)

Rm(0,ε)=0. (4.6)

Решениеуравненийпервогоитерационногопроцесса

Уравненияпервогоитерационногопроцесса(4.1),(4.2)—этоуравнениявида(2.1).

Применимкнимрезультаты,полученныевглаве2.

Вводятсяследующиеобозначения:

F00(t)= F(t),

F0j(t)= Qj 1Sj(I+c·(1)
j+1Aj 1Sj)

1
Aj 1F0j 1+c

1(1)j+1Qj 1F0j 1(t),

Fk0(t)=
dxk 1
dt
,

Fkj(t)= Qj 1Sj(I+c·(1)
j+1Aj 1Sj)

1
Aj 1Fkj 1(t)+

+c1(1)j+1Qj 1Fkj 1(t), k=1,2,...,j=1,2,....

(4.7)

Пустьвыполненоусловие2.1.ПустьфункцияF(t)непрерывнодифференцируема

m раз.Пустьвыполненынеравенства(2.15)исоотношения(2.16).Тогдауравнения

(4.1),(4.2)имеютрешения,определяемыепоформулам:

x0(t)=(I+c·A )
1
(AF(t)+y00(t)),

y0j(t)=(I+c·(1)
j+1Aj+1Sj+2)

1
(Aj+1F0j+1(t)+y0j+1(t)), j=0,1,...,p 2,

y0p 1(t)=A
1
pF0p(t);

xk(t)=(I+c·A )
1
(A
dxk 1
dt
+yk0(t)),

ykj(t)=(I+c·(1)
j+1Aj+1Sj+2)

1
(Aj+1Fkj+1(t)+ykj+1(t)), j=0,1,...,p 2,

ykp 1(t)=A
1
pFkp(t), k=1,2,...,m.

(4.8)
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Решениеуравненийвторогоитерационногопроцесса

Решениеуравнений(4.3)сначальнымзначениемvk(0)равно[11]

vk(τ)=Uc(t)vk(0), k=0,1,...,m. (4.9)

ПустьзадачаКошидляуравнения(1.3)равномернокорректнаиимееттипω.Функ-

ции(4.9)являютсяфункциямипогранслоятогдаитолькотогда,когдавыполненоусло-

вие

ωc<0, (4.10)

вытекающееизоценки(3.5)теоремы3.1.Этоусловиерегулярностивырождения.

Начальныезначенияvk(0)определяютсяизсоотношений(4.5)иформул(4.8)для

xk(t)приt=0.

5. Асимптотичностьразложения(0.3)

ВводитсяоператорAε=ε
1AcиегополугрупповойоператорUε(t).

Решивуравнение(4.4)сначальнымусловием(4.6),получим:

Rm(t,ε)= ε
m

t∫

0

Uε(t s)
dxm
ds
ds. (5.1)

Длядоказательстваасимптотичностиразложения(0.3)достаточноустановитьспра-

ведливостьследующегосоотношениянаостаточныйчленRm(t,ε):

Rm(t,ε)=o(ε
m(xm(t)+vm(τ)), ε→0, t∈[0,T],

тоестьоценки:

∥Rm(t,ε)∥ µ1ε
m+1, µ1=const,

или,какэтоследуетизсоотношения(5.1),оценки:

t∫

0

Uε(t s)
dxm
ds
ds <µ1·ε.

Справедливаоценка,вытекающаяизнеравенства(3.5):

∥Uε(t)∥= Uc

(
t

ε

)

µ1exp

(

ωc·
t

ε

)

, m1=const>0. (5.2)

ВсилуограниченностиполугруппыUε(t)ифункции
dxm
dt
,имеем:

t∫

0

Uε(t s)
dxm
ds
ds µ2

t∫

0

∥Uε(t s)∥ds, µ2=const>0.
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Пустьвыполненоусловие(4.10).Оцениминтегралвправойчастипоследнегонера-

венства,пользуясьоценкой(5.2):

t∫

0

∥Uε(t s)∥ds µ2

t∫

0

exp
(ωc
ε
·(t s)

)
ds= µ2

ε

ωc

(
1 exp

(ωc
ε
·t
))

µ2
ε

ωc

(
1 exp

(ωc
ε
·T
))
=
µ2
ωc

(
1 exp

(ωc
ε
·T
))
·ε=µ3·ε, µ3=const>0.

Такимобразом,полученследующийрезультат.

Теорема5.1.ПустьзадачаКошидляуравнения (1.3)равномернокорректнаи

имееттипω.ПустьфункцияF(t)непрерывнодифференцируемаm раз.Пустьвы-

полненоусловие(4.10).Тогдаимеетместоасимптотическоеразложение(0.3)реше-

ниязадачи(0.1),(0.2).

Пустьвыполненоусловие2.1.Пустьвыполненынеравенства(2.15)исоотношения

(2.16).Тогдакомпонентыxk(t)разложенияопределяютсяпоформулам(4.8),(4.7)и

являютсянепрерывнодифференцируемымифункциями.

Компонентыvk(τ)разложенияопределяютсяпоформулам(4.9),(4.5).

Теорема5.2.Имеетместоследующееповедениерешенияx(t,ε)приε→0.Слу-

чай1)имеетместо,есливсеточкиспектраоператораAнаходятсявполуплоскости

Reλ<ωc<0.Случай3)—еслихотябыоднаточкаспектраоператораAнаходится

вполуплоскостиReλ>|c|.Случай4)имеетместо,еслихотябыоднаточкаспектра

оператораAнаходитсявполуплоскостиReλ=|c|,аостальные—вReλ<|c|.
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Abstract. The paper is devoted to the Cauchy problem for a differential equation
with a small parameter when using a Fredholm operator in a Banach space with
a certain method. The investigated effect of this parameter. The solution is in the
form of an asymptotic expansion. When solving the problems of using the cascade
decomposition method for equations, which allows us to split the equation into
equations in subspaces.
Keywords: differential equation; asymptotic solution; small parameter; perturbation
in the right-hand side; Fredholm operator; boundary layer phenomenon
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Аннотация.Предложенкомбинированный(сочленяющийаналитическиемето-

дыивычислительныепроцедуры)подходкпостроениюрешенийводномклас-

секраевыхзадачдляуравнениягамильтоноватипа.Врассматриваемомклассе

задачминимаксное(обобщенное)решениесовпадаетсевклидовымрасстояни-

емдокраевогомножества.Изученысвойстваэтойфункциивзависимостиот

геометриикраевогомножестваидифференциальныхсвойствегограницы.Раз-

работаныметодывыявленияпсевдовершинкраевогомножестваипостроенияс

ихпомощьюсингулярныхмножестврешения. Методыопираютсянасвойства

локальныхдиффеоморфизмовииспользуютчастичныеодносторонниепреде-

лы.Эффективностьразвиваемыхподходовисследованияпроиллюстрирована

напримеререшенияплоскойзадачиуправленияпобыстродействиюдляслучая

невыпуклогоцелевогомножествасграницейпеременнойгладкости.

Ключевыеслова:евклидоворасстояние;уравнениеГамильтона–Якоби;задача

Дирихле;минимаксноерешение;функцияоптимальногорезультата;быстродей-

ствие;сингулярноемножество;локальныйдиффеоморфизм

Задачавычисленияевклидоварасстояниядозамкнутогомножестваконечномерно-

гопространстваактуальнадляразличныхразделовматематикииприложений,что

позволяетотнестиеекчислупроблем,заслуживающихвнимания.Вданномслучае

этапроблемаисследуетсявконтекстерешенияплоскойкраевойзадачиДирихледля

уравненияГамильтона–Якоби:

nlo
ν:∥ν∥ 1

(

ν1
∂u

∂x
0ν2
∂u

∂y

)

02[1,u|Γ[1. (1)

РаботавыполненаприподдержкепрограммыфундаментальныхисследованийУрОРАН(проект

№18-1-1-10).
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Здесь∥ν∥[
√
ν210ν

2
2 —нормавектора ν[)ν1,ν2+∈R

2.Краевоеусловиев(1)

определенонагранице [∂MзамкнутогомножестваM ⊂R2.Кривая неимеет

точексамопересечения,еедифференциальныесвойствауказанынижевтеоремах.

Минимаксноерешение[1]краевойзадачи(1)(другимисловами,обобщенноереше-

ние,определениекоторогоопираетсянаконструкциитеориипозиционныхдифферен-

циальныхигр[2])имеетвид[3]:

u)x,y+[ρ)x,y+,M
)
, (2)

гдеρ)x,M+[loi
m∈M

∥m x∥—евклидоворасстояниеот x[)x,y+домножестваM.

Отметим,что u)x,y+[ρ)x,y+,M
)
являетсяфункциейоптимальногорезультатав

задачеуправленияпобыстродействию[1]сдинамикой

{
cx[ν1,

cy[ν2,
(3)

гдеуправлениеν[)ν1,ν2+удовлетворяетограничению∥ν∥ 2, M—цель.

Динамическаясистема(3)относительнопростаиизвестенклассразрешающихфунк-

ций(2).Однакоэтонеотменяетрядсложностейприформированииоптимальнойстра-

тегииуправления.Чтобысформироватьуправляющиевоздействия,надонаучиться

конструироватьфункциюоптимальногорезультата—аналитическими,численными

иликомбинированнымиметодами.Здесьследуетподчеркнуть,чтоевклидоворассто-

яниеu)x,y+[ρ)x,y+,M
)
являетсясупердифференцируемойфункциейнамножестве

R2\M [4].Негладкостьфункциизатрудняетеепостроениекакваналитическомвиде,

такиваппроксимационныхформах.Невыпуклостькраевогомножествавлечетнали-

чиеунеесингулярногомножества,котороеотноситсякмножествамсимметрии[5].В

общемслучаесингулярноемножествосостоитизнуль-иодномерныхмногообразий.

Ихконструированиеваналитическомвидеилижеспомощьючисленныхпроцедур

облегчаетпостроениерешениекраевойзадачивцелом.Приэтомсущественнаяроль

отводитсяпсевдовершинам—особымточкамграницыкраевогомножества,которые

«отвечают»зазарождениеодномерныхмногообразий,ветвеймножествасимметрии.

Пусть γ=T→ R2 —непрерывноеотображениечисловогоинтервала T[)̇t,(t+,

∞ ṫ<(t 0∞ наплоскость.Вектор-функцияγ)t+[γ1)t+,γ2)t+
)
являетсяпо

крайнеймереодинраздифференцируемойфункциейвсюдунаT заисключением,

бытьможет,конечнойсовокупноститочекT0⊂T.Образ [γ)t+этогоотображения

представляетсобоюплоскуюкривую.Полагаем,что являетсярегулярнойвобласти

дифференцируемости,тоестьγ′)t+̸[)1,1+длявсехt∈T0⊂T,инеимеетточексамо-

пересечения.Врассмотрениетакжевходятконтуры—кривые,заданныенаконечных

интервалахT[)̇t,(t+, ∞ <ṫ<(t<0∞,допускающиедоопределениевконцевых

точкахt[ṫиt[(t+так,чтоγ)̇t+[γ)(t+.

Определение 1.[6]Псевдовершинойкривой называетсяточка

)x0,y0+ mln
t1→t0 0

)x∗,y∗+,
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где)x∗,y∗+[x∗)t1+,y∗)t1+
)

x∗)t1,t2)t1++,y∗)t1,t2)t1++
)
—однопараметрическоепод-

множестворешений)x∗,y∗+[x∗)t1,t2+,y∗)t1,t2+
)
системыуравнений

{
x γ1)t1+

)
γ′2)t1+[y γ2)t1+

)
γ′1)t1+,

x γ1)t2+
)
γ′2)t2+[y γ2)t2+

)
γ′1)t2+,

(4)

определяемоенепрерывнымслевавточкеt1 [ t0 локальнымдиффеоморфизмом

t2[t2)t1+левойполуокрестноститочкиt1[t0 наееправуюполуокрестность,ко-

торыйзадаетсяуравнением

G)t1,t2+[1. (5)

Здесь

1))x∗,y∗+—точкапересечениякасательныхккривой вточкахγ)t1+иγ)t2+,

2)G)t1,t2+[ρ
2γ)t1+,)x∗,y∗+

)
ρ2γ)t2+,)x∗,y∗+

)
.

Полагаем,чтолокальныйдиффеоморфизм t2[t2)t1+,определенныйуравнением

(5),удовлетворяетусловиям:

(A1)t2)t0 δ1,t0+
)
[)t0,t00δ2+,δ1>1,δ2>1,

(A2) mln
t1→t0 0

t2)t1+[t0,

(A3) mln
t1→t0 0

dt2
dt1
[c,c∈]∞,1̂.

Условия(А1),(А2)обеспечиваютсуществованиеобратноголокальногодиффеомор-

физмаt2[t2)t1+,определенногосправаотt2[t0,инепрерывнуюсклейкудиффео-

морфизмоввобщейпредельнойточке.ПараметрcвусловииА3являетсячисловым

маркеромпсевдовершины,фиксирующимсостояниекривойсточкизрениядифферен-

цируемости. Маркерc[ 2 вслучаедваждыдифференцируемостикривойвпсев-

довершине.Есликриваягладкая,приэтомвпсевдовершинеодносторонниекривизны

конечныинеравныдругдругу,толибоc[1,либоc[ ∞.Наконец,еслирвутсяпро-

изводныепервогопорядка,томаркерравенотношениюдифференциаловдугкривой,

стянутыхвточку,приэтомc̸[ 2(см.[7,8]).

Приведемтеоремыонеобходимыхусловияхсуществованияпсевдовершин,применя-

емыедляихотысканияприпостроениисингулярногомножестварешениязадачи(1).

Разграничимточкипоихпорядкугладкости.ОбозначимTk {t}⊂T,k[1,2,3,...,

совокупностьзначенийаргументаt∈T точекγ)t+∈ ,вкоторыхкоординатные

функцииимеютнепрерывныепроизводныедо k-гопорядкавключительно,приэтом

существуютконечныенеравныедругдругуодносторонниепроизводные)k02+-го

порядка.

Теорема1.[9]Еслиγ)t0+[)x0,y0+—псевдовершинатриждыдифференцируемой

кривой [γ)t+,ограничивающейкраевоемножествоM взадачеДирихле(1),при

этомt0∈T
3иимеетместоусловие(B1),тоснеобходимостьювуказаннойточке

выполняетсяхотябыодноизравенств:

γ′2 ef)γ
′,γ′′′+∥γ′∥2 4ef)γ′,γ′′+·⟨γ′,γ′′⟩

)
[1, (6)

γ′1 ef)γ
′,γ′′′+∥γ′∥2 4ef)γ′,γ′′+·⟨γ′,γ′′⟩

)
[1. (7)



800 А.А.Успенский,П.Д.Лебедев

Здесьусловие

(B1)ef γ′)t0+,γ
′′)t0+
)
[̸1,

гдеef)a,b+обозначаетопределительвторогопорядка,построенныйнавекторах

a[)a1,a2+,b[)b1,b2+,записанныхпострокам,⟨a,b⟩[a1b10a2b2.Условие(B1)

означаетотличиеотнулякривизныкривой вуказаннойточке,чтогарантируетсу-

ществованиерешенийсистемы(1)вопределениипсевдовершины.

Теорема2.[10]Еслиγ)t0+[)x0,y0+—псевдовершинаплоскойрегулярнойкривой

[γ)t+,ограничивающейкраевоемножествоM взадачеДирихле(1),приэтом

t0∈T
1иимеетместоусловие(B2),топсевдовершина ,определяемаялокальным

диффеоморфизмомt2[t2)t1+из(5),удовлетворяетодномуизусловий:

γ′1)t0+̸[1,γ
′
2)t0+[1, (8)

γ′1)t0+[1,γ
′
2)t0+̸[1, (9)

mln
t1→t0 0

2

t1 t0

(
γ2)t2+ γ2)t1+

γ1)t2+ γ1)t1+

γ′1)t1+γ
′
1)t2+0γ

′
2)t1+γ

′
2)t2+0s)t1+s)t2+

γ′2)t1+γ
′
1)t2+0γ

′
2)t2+γ

′
1)t1+

)

[1,

когдаt2[t2)t1+,γ
′
1)t0+̸[1,γ

′
2)t0+̸[1,c[1, (10)

mln
t2→t0+0

2

t2 t0

(
γ2)t2+ γ2)t1+

γ1)t2+ γ1)t1+

γ′1)t1+γ
′
1)t2+0γ

′
2)t1+γ

′
2)t2+0s)t1+s)t2+

γ′2)t1+γ
′
1)t2+0γ

′
2)t2+γ

′
1)t1+

)

[1,

когдаt1[t1)t2+,γ
′
1)t0+̸[1,γ

′
2)t0+̸[1,c[ ∞. (11)

Здесьусловие

(В2) Определителиef γ′)t0+,γ
′′)t0+

)
иef γ′)t0+,γ

′′
+)t0+

)
конечны,имеетодини

тотжезнак(внестрогомсмысле)ef γ′)t0+,γ
′′)t0+

)
[̸ef γ′)t0+,γ

′′
+)t0+

)
.

Нижниеиндексы и0обозначаютодносторонниепроизводные(левыеиправые

соответственно)указанногопорядкаскалярныхивекторныхфункций.

Нетруднопоказать[11],чтоесли γ)t0+[)x0,y0+—псевдовершинаплоскойрегу-

лярнойкривой [γ)t+,ограничивающейкраевоемножествоM взадаче(1),при

этомt0∈T
0,топсевдовершинасовпадаетскрайнейточкойсингулярнойкривой.

Авторамиразработантеоретическийаппаратвыявленияпсевдовершиннасовокуп-

ностяхT0,T1,T3и,какследствие,насовокупностяхTkприk>4.Полученысоот-

ношения,позволяющиенаходитьпсевдовершиныграницыкраевогомножествавточ-

кахтрехтипов—1)вточкахизломаграницы;2)вточкахминимальнойгладкости,в

которыхсуществуютнесовпадающиедругсдругомодносторонниекривизны,нопри-

томнеопределенаклассическаякривизна;3)вточкахстационарностикривизны,то

естьвточках,вкоторыхсуществуютпроизводныетретьегоиболеевысокогопорядка.

Недоисследованнойостаетсяпроблемавыявленияпсевдовершиннасовокупности T2,

тоестьвточках,вкоторыхсуществуетклассическаякривизна,ноприэтом«рвутся»

производныетретьегопорядка.Набазеэтихконструкцийпредложенкомбинированный

подходпостроенияфункции(2),опирающийсянааналитическийпоискпсевдовершин

спомощьюприведенныхвышесоотношений(6)–(11),ичисленныеалгоритмыформи-

рованияветвейсингулярногомножества,основанныенарешениисистемыуравнений,

сопряженнойк(4)(см.технологию,например,[8]).
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Ксферамприложениясозданныхпроцедурпостроенияевклидоварасстояниядо

замкнутогомножестваиегосингулярныхкривыхотносятся,например,сглаживание

негладкойграницымножестваразрешимостидифференциальнойигры[12],вычисление

мерыневыпуклостиплоскогозамкнутогомножества[13].

Пример 1.Проиллюстрируемэффективностьразрабатываемогоаппаратаис-

следованиянегладкихдинамическихзадачнапримерезадачиуправленияпобыстро-

действиюсдинамикой(3),когдацелевоемножествоM ограниченокривой =

γ1)t+[r)t+dstt,γ2)t+[r)t+tlot,t∈]1,3π̂, (12)

где

r)t+[






3 1.96tlo2t 1.6tlo)t/3+,t∈]1,π̂,

2.6 1.96tlo2t,t∈)π,2.6π̂,

3 2.36tlo2t,t∈)2.6π,π̂

−2 −1 0 1 2 3

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

x

Γ
L
Φ

y

.

Рис.1.Сингулярноемножествоикарталинийуровняфункцииu(x)=ρx,M
)

Укривой(12)двепсевдовершиныразличноготипа.ВоднойизнихA≈)1.15::,1.7491+

кривизнадостигаетлокальногомаксимума,авдругойB [)1,1.96+имеетместо

разрывкривизны.Линииуровняфункцииоптимальногорезультата ,̌сингулярное

множествоLиграница целевогомножествапоказанынарис.1.Псевдовершины

отмеченынанемввидемаркеров.
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EUCLIDEANDISTANCETOACLOSEDSET

ASA MINIMAXSOLUTIONOFTHEDIRICHLETPROBLEM

FORTHEHAMILTON–JACOBIEQUATION

A.A.Uspenskii,P.D.Lebedev

N.N.KrasovskiiInstituteofMathematicsandMechanics

oftheUralBranchoftheRussianAcademyofSciences

16S.KovalevskayaSt.,Yekaterinburg620990,RussianFederation
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Abstract.Acombined(jointinganalyticalmethodsandcomputationalprocedures)

approachtotheconstructionofsolutionsinaclassofboundary-valueproblemsfora

Hamiltonian-typeequationisproposed.Intheclassofproblemsunderconsideration,

the minimax(generalized)solutioncoincideswiththeEuclideandistancetothe

boundaryset.Thepropertiesofthisfunctionarestudieddependingonthegeometry

oftheboundarysetandthedifferentialpropertiesofitsboundary. Methodsare

developedfordetectingpseudo-verticesofaboundarysetandforconstructing

singularsolutionsetswiththeirhelp.The methodsarebasedontheproperties

oflocaldiffeomorphismsandusepartialone-sidedlimits.Theeffectivenessofthe

researchapproachesdevelopedisillustratedbytheexampleofsolvingaplanartime-

controlproblemforthecaseofanonconvextargetsetwithboundaryofvariable

smoothness.

Keywords: Euclidean distance; Hamilton–Jacobiequation; Dirichlet problem;

minimaxsolution;optimalresultfunction;velocity;singularset;localdiffeomorphism
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Аннотация.Исследуетсяфункционально-дифференциальноевключениесволь-

терровыммногозначнымотображением.Предполагается,чтовзаданныемо-

ментывременирешениетерпитразрыв,величинакоторогопринадлежитзна-

чениюзаданногомногозначногоотображения.Полученыоценкиотклоненияв

пространствекусочно-непрерывныхфункциймножестварешенийзадачиКоши

отзаданнойфункции.Полученыусловиянепрерывнойзависимостиотначаль-

ныхусловиймножестварешений.

Ключевыеслова:функционально-дифференциальноевключение;задачаКоши;

многозначныеимпульсныевоздействия;априорнаяограниченность

Введение

Вработеисследуетсяфункционально-дифференциальноевключениесмногознач-

нымиимпульснымивоздействиями.Показано,чтоеслимножествовсехлокальныхре-

шенийзадачиКошидлятакоговключенияаприорноограничено,томножествореше-

нийэтойзадачипочтиреализуетрасстояниевпространствесуммируемыхфункций

отлюбойсуммируемойфункциидосвоихзначений.Наосновеэтогоутвержденияпо-

лученыэффективныеоценкирешенийзадачиКоши.Изученвопросонепрерывной

зависимостимножестварешенийзадачиКошиотначальныхусловий.

РаботавыполненаприподдержкеРоссийскогофондафундаментальныхисследований(проект

№18-31-00227;№17-41-680975р_а;№16-01-00677А).
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1. Основныепонятия

ОбозначимчерезRn n-мерноепространствовектор-столбцовсевклидовойнор-

мой|·|иcomp[Rn]—множествоегонепустыхкомпактныхподмножеств;ρX[x;U]–

расстояниеотточкиx∈X домножестваU⊂X вметрическомпространствеX;

h+X[U1;U]≡sup
x∈U1

ρX[x,U]–полуотклонениепоХаусдорфумножестваU1⊂X отмно-

жества U впространствеX;hX[U1;U]=max{h
+
X[U1;U];h

+
X[U;U1]}–расстояниепо

ХаусдорфумеждумножествамиU1иUвпространствеX;BX(x,δ)–открытыйшар

сцентромвточкеx∈X радиусомδ>0.ДляизмеримогопоЛебегумножества U,

меракоторогоµ(U)<∞,обозначаемLn(U)–пространствосуммируемыхпоЛебегу

функций x:U →Rn снормой∥x∥Ln(U)=
∫

U

|x(s)|ds;L1+(U)–конуснеотрицатель-

ныхфункцийпространстваL1(U);Q(Ln(U))–множествовсехнепустыхзамкнутыхи

ограниченныхсуммируемымифункциямиподмножествпространстваLn(U).

Пустьtk∈[a,b],k=1,2,...,m,(a<t1<...<tm <b)–конечныйнаборточек.

ОбозначимчерезC
n
[a,b]пространствовсехнепрерывныхнакаждомизпромежутков

[a,t1],(t1,t2],...,(tm,b]функций x:[a,b]→ R
n,имеющихпределысправавточ-

кахtk,k=1,2,...,m,снормой∥x∥Cn[a,b]=sup{|x(t)|:t∈[a,b]};C
1

+[a,b]–конус

неотрицательныхфункцийпространстваC
1
[a,b].

ПустьзаданынепрерывныепоХаусдорфуотображения Φ:C
n
[a,b]→ Q(Ln[a,b]),

Ik:R
n→ comp[Rn],k=1,2,...m,ивекторx∈Rn.Будемпредполагать,чтоотоб-

ражениеΦвольтеррово.РассмотримследующуюзадачуКошидляфункционально-

дифференциальноговключениясмногозначнымиимпульснымивоздействиями:

ẋ∈Φ(x), (1.1)

x(tk+0) x(tk)∈Ik(x(tk)),k=1,...,m, (1.2)

x(a)=x0. (1.3)

Определение 1.1.Подрешениемзадачи(1.1)–(1.3)будемпониматьфунк-

циюx∈C
n
[a,b],длякоторойсуществуюттакие∆k∈Ik(x(tk)),k=1,2,...,m,и

q∈Φ(x),чтопривсехt∈[a,b]имеетместопредставление

x(t)=x0+

t∫

a

q(s)ds+

m∑

k=1

χ(tk,b](t)∆k,t∈[a,b] (1.4)

(здесьсимволомχ(tk,b]обозначенахарактеристическаяфункцияинтервала(tk,b]).

Пустьτ∈(a,b].Определимлинейныйограниченныйоператор

Vτ:C
n[a,τ]→Cn[a,b],(Vτx)(t)=

{
x(t),еслиt∈[a,τ];

x(τ),еслиt∈(τ,b].

ОбозначимNτ={k:tk∈[a,τ]}.
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Определение 1.2.Будемговорить,чтофункцияx∈Cn[a,τ]являетсяреше-

ниемзадачи (1.1)–(1.3)наотрезке [a,τ], τ ∈ (a,b],еслисуществуюттакие

∆k∈Ik(x(tk)),k∈Nτ,иq∈(Φ(Vτx))|τ,чтофункцияxпредставимаввиде

x(t)=x0+

t∫

a

q(s)ds+
∑

k∈Nτ

χ(tk,b](t)∆k,t∈[a,τ].

Множествовсехрешенийна [a,τ]обозначимH(x0,τ),а(H(x0,b))|τ–множество

суженийна[a,τ]всехфункцийизH(x0,b).

Определение 1.3.Будемговорить,чтомножестворешенийзадачи(1.1)–

(1.3)априорноограничено,еслинайдетсятакоеr>0,чтодлялюбогоτ∈(a,b]не

существуетрешенияxэтойзадачина[a,τ]такого,что||y||Cn[a,τ]>r.

Замечание 1.1.Еслидлязаданногоx0∈R
n множестворешенийзадачи

(1.1)–(1.3)априорноограничено,тоонобудетаприорноограниченопривсехначальных

значенияхизнекоторойокрестноститочкиx0.

В[1–6]дляслучаявыпуклогопопереключениюмногозначногоотображения Φ

доказано,чтоеслимножестворешенийзадачи(1.1)–(1.3)априорноограничено,то

H(x0,b)̸=∅ исуществуеттакойвыпуклыйкомпактK ⊂C
n
[a,b],чтосправедливо

H(x0,b)⊂K, идлялюбогоτ∈(a,b)выполненоH(x0,τ)=(H(x0,b))|τ.

Определение 1.4.Будемговорить,чтомножестворешенийзадачи(1.1)–

(1.3)почтиреализуетрасстояниедопроизвольнойсуммируемойфункции,еслидля

любогоv∈Ln[a,b]илюбогоε>0существуеттакоерешениеx∈C
n
[a,b]задачи

(1.1)–(1.3),чтодлялюбогоизмеримогомножестваU⊂[a,b]выполняетсянеравенство

∥q v∥Ln(U) ρLn(U)[v,Φ(x)]+εµ(U), (1.5)

гдефункцияq∈Φ(x)удовлетворяетравенству(1.4).

В[1–6]показано,чтоприусловияхвыпуклостипопереключениюотображенияΦи

априорнойограниченностимножествавсехлокальныхрешенийзадачи(1.1)–(1.3),мно-

жествоеерешенийпочтиреализуетрасстояниедопроизвольнойсуммируемойфункции.

Определение 1.5.Будемговорить,чтомногозначныеимпульсныевоздей-

ствия–отображенияIk:R
n→ comp[Rn],k=1,2,...,m,обладаютсвойствомA,

еслидлякаждогоk = 1,2,...,mнайдетсянепрерывнаянеубывающая функция

Ik:R
1
+→R

n,удовлетворяющаясоотношениям

Ik(0)=0, h[Ik(x);Ik(y)]≤Ik(|x y|).

ОпределимотображениеZ:C
n
[a,b]→ C

1

+[a,b]равенством(Zx)(t)=|x(t)|.Пусть

заданыфункцияu∈Ln[a,b]ичислаε,ν 0.
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Определение 1.6.Будемговорить,чтоотображенияΦ:C
n
[a,b]→Q(Ln[a,b])

иIk:R
n→comp[Rn],k=1,2,...,m,обладаютсвойством(u,ε,ν,Ik,k=1,2,...,m),ес-

лиотображенияIkобладаютсвойствомA,иеслинайдетсятакойизотонныйнепрерыв-

ныйвольтерровоператор :C
1

+[a,b]→ L
1
+[a,b],удовлетворяющийусловию (0)=0,

чтодлялюбыхфункцийx,y∈C
n
[a,b]илюбогоизмеримогомножестваU ⊂[a,b]

выполняетсянеравенство

hLn(U)[Φ(x);Φ(y)] ∥(Z(x y))∥L1(U),

амножествовсехлокальныхрешенийзадачи

ż=u+ε+(z),z(tk+0) z(tk)=Ik(z(tk)), k=1,2,...,m,z(a)=ν (1.6)

априорноограничено.

2. Основныерезультаты

Следующаятеоремапозволяетполучитьоценкинормыразностирешениязадачи

(1.1)–(1.3)изаданнойкусочно-непрерывнойфункции.

Теорема2.1.Пустьдляфункцииy∈C
n
[a,b]существуюттакие∆k∈Ik(y(tk)),

k=1,2,...,m,q∈Ln[a,b]иκ∈L1+[a,b],чтоимеетместопредставление

y(t)=y(a)+

t∫

a

q(s)ds+
m∑

k=1

χ(tk,b](t)∆k,t∈[a,b],

идлякаждогоизмеримогомножестваU⊂[a,b]справедливонеравенство

ρLn(U)[q;Φ(y)]

∫

U

κ(s)ds.

Далее,пустьсуществуеттакоеε>0,чтоотображенияΦ:C
n
[a,b]→Q(Ln[a,b])и

Ik:R
n→ comp[Rn],k=1,2,...,m,обладаютсвойством(u,ε,ν,Ik,k=1,2,...,m)при

значенияхu=κ,ν=|x0 y(a)|.Тогдадлялюбогорешенияx∈C
n
[a,b]задачи(1.1)–

(1.3),удовлетворяющегодлялюбогоизмеримогомножестваU⊂[a,b]неравенству

(1.5)сфункциейv=q,имеетместооценка

|x(t) y(t)| ξ(t),t∈[a,b],

ипочтивсюдуна[a,b]справедливонеравенство

|q(t) q(t)| κ(t)+ε+((ξ))(t),

гдеξ∈C
n
[a,b] верхнеерешениезадачи(1.6).

Замечание 2.2.Теорема2.1неустанавливаетфактсуществованиярешения,

удовлетворяющегооценке(1.5).Условиясуществованиятакогорешенияполученыв

теоремах1–3(см.[1–6]).
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ВпервыевопрособоценкенормыразностирешениязадачиКошиобыкновенно-

годифференциальноговключениясвыпуклойправойчастьюизаданнойабсолют-

нонепрерывнойфункциейбылисследованA.Плисом(см.[7]).Решениеэтойзадачи

дляобыкновенногодифференциальноговключениясневыпуклойправойчастью,удо-

влетворяющейусловиюЛипшицаповторомуаргументу,полученоА.Ф.Филипповым

(см.[8]).Впоследствииустановлениюболееобщихоценокбылипосвященыработы

А.А.Толстоногова,П.И.Чугунова,В.И.Благодатских,Е.С.Половинкина,В.В.Обу-

ховскогоидругихавторов(см.[9]).

Теорема2.1позволяетполучитьследующееутверждениеонепрерывнойзависимо-

стиотначальныхусловиймножестварешенийзадачиКошидляфункционально-диф-

ференциальноговключениясмногозначнымиимпульснымивоздействиями.

Теорема2.2.Пустьвыполненыусловиятеоремы1.Тогдапринекотором δ>0

длялюбойпоследовательностиαi∈BRn(x0,δ),i=1,2,...,сходящейся(приi→∞)

вRn кx0,выполняется:

1)длялюбогоy∈H(x0,b)найдетсятакаяпоследовательностьyi∈H(α
i,b),

i=1,2,...,чтоyi→yвпространствеC
n[a,b]приi→∞;

2)длялюбойпоследовательностиyi∈H(α
i,b),i=1,2,...,имеющейприi→∞

пределyвпространствеCn[a,b],найдетсятакаяпоследовательностьyi∈H(x0,b),

i=1,2,...,чтоyi→yвпространствеC
n[a,b]приi→∞.

Дляобыкновенныхдифференциальныхифункционально-дифференциальныхурав-

ненийусловиянепрерывнойзависимостирешенийотначальныхусловийидругихпа-

раметровполученывработахJ.Kurzweil,Z.Vorel, М.Ф.Бокштейна,Н.Н.Петрова,

Е.С. Жуковскогоимногихдругихавторов(см.,[10,11]ибиблиографиювэтихрабо-

тах).Задачаонепрерывнойзависимостиотпараметроврешенийдифференциальных

включенийисистемуправленияисследованаВ.И.Благодатским,А.Ф.Филипповым,

А.И.Булгаковым(см.,например,[12,13]).

Отметим,чтотеорема2.2можетиметьприложения,связанныескорректностью

математическихмоделейреальныхпроцессов.
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Аннотация.Рассмотренабанаховаалгебракомплексныхоператоров,находя-

щихприменениеприисследованиилинейныхдифференциальныхуравненийс

постояннымиограниченнымиоператорнымикоэффициентамивбанаховомпро-

странстве.

Ключевыеслова:комплексныйоператор;линейныеоперации;операцияумноже-

ния;норма;банаховаалгебра;алгебраическаяформакомплексногооператора;

операторнаяэкспонента

Введение

ПриизучениивбанаховомпространствеEзадачиКоши

u′′(t)+A1u
′(t)+A2u(t)=f(t),0≤t<∞; u(0)=u0, u′(0)=u′0

соператорнымикоэффициентамиA1,A2∈L(E)иправойчастьюf(t)∈C([0,∞);E),

гдеL(E)–банаховаалгебраограниченныхлинейныхоператоров,действующихизEв

E;C([0,∞);E)–нормированноепространствонепрерывныхфункций,действующих

из[0,∞)вE,приходитсянаходитьхарактеристическиеоператорысоответствующего

однородногоуравненияu′′(t)+A1u
′(t)+A2u(t)=0,тоестькорниΛ1,Λ2характери-

стическогооператорногоуравненияΛ2+A1Λ+A2=O,гдеO–нулевойоператор.Вид

этихкорнейопределяетсявидомоператорногодискриминантаD=A21 4A2.Вслучае

D=F2,гдеF∈GL(E), GL(E)={Q∈L(E)|∃Q 1∈L(E)},характеристическиеопе-

раторыимеютвидΛ1,2=2
1(A1±F);вслучаеD=0 Λ1=Λ2=Λ0= 2 1A1

[1],тоестьвобоихслучаяхΛ1,Λ2∈L(E).Иначеобстоитделовслучае D= F2,

гдеF∈GL(E):характеристическиеоператорыопределяютсяупорядоченнымипара-

миоператоровизL(E):Λ1=(A,B),Λ2=(A, B),гдеA= 2 1A1, B=2
1F[2].

Всвязисэтимцелесообразноизложитьосновныепонятиядлятакихпароператоров.
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1.Основныепонятия

КомплекснымоператоромназываетсяупорядоченнаяпараZ=(A,B),гдеA,B∈

L(E).Рассмотриммножествокомплексныхоператоров

CL(E)={Z=(A,B)|A,B∈L(E)}.

Заметим,чтоCL(E)=[L(E)]
2,где[L(E)]2=L(E)×L(E)–декартовквадратбанаховой

алгебрыL(E).

Согласноизвестномуправилувведениялинейныхоперацийвдекартовом(прямом)

произведениидвухлинейныхпространств[3,с.17],имеем:длялюбыхZ1=(A1,B1),

Z2=(A2,B2)∈CL(E)
Z1+Z2=(A1+A2,B1+B2); (1)

длялюбогоZ=(A,B)∈CL(E)илюбогоα∈R

αZ=(αA,αB). (2)

Множество CL(E),наделенноеоперациями(1),(2),являетсялинейнымпростран-

ством.ВэтомпространствеΘ=(O,O)–нулевойэлемент; Z=( A, B)–проти-

воположныйэлементдляZ=(A,B).

ОперацияумножениявлинейномпространствеCL(E)вводитсяследующимобразом:

длялюбыхZ1=(A1,B1), Z2=(A2,B2)∈CL(E)

Z1Z2=(A1A2 B1B2,A1B2+B1A2). (3)

Заметим,чтоэтаоперациянеобладаетсвойствомкоммутативности,ибооперация

умножениявпространствеL(E)некоммутативна[4,c.126].

Операцияумножения,определеннаяформулой(3),обладаетследующимисвойства-

ми:длялюбыхZ1,Z2,Z3∈CL(E)илюбогоα∈R

1)(Z1Z2)Z3=Z1(Z2Z3)(всилуэтогосвойствадопустимазаписьZ1Z2Z3);

2)Z1(Z2+Z3)=Z1Z2+Z1Z3;(Z2+Z3)Z1=Z2Z1+Z3Z1;

3)α(Z1Z2)=(αZ1)Z2=Z1(αZ2);

4)(I,O)Z=Z(I,O)=Z, ∀Z∈CL(E),гдеI–единичныйоператор.

Следовательно,линейноепространствоCL(E)являетсянекоммутативнойалгеброй

сединицей(I,O).

Используяизвестныевыражениядлянормвдекартовомпроизведениидвухнорми-

рованныхпространств[5,с.103],нормувлинейномпространствеCL(E)можноввести

полюбойизследующихформул:длялюбогоZ=(A,B)∈CL(E)

∥Z∥=[∥A∥p+∥B∥p]
1
p, 1≤p<∞; (4)

∥Z∥=max{∥A∥,∥B∥} , p=∞, (5)

причемэтинормыэквивалентны.Вцеляхопределенностибудемиспользоватьвдаль-

нейшемнорму(4)приp=1:

∥Z∥=∥A∥+∥B∥.
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Заметим,что∥(I,O)∥=1.Крометого,используяаксиомынормыпространства

L(E)инеравенство∥F1F2∥ ≤∥F1∥∥F2∥,∀F1,F2∈L(E),получаемдлялюбых

Z1,Z2∈CL(E)
∥Z1Z2∥≤∥Z1∥∥Z2∥.

Следовательно,алгебраCL(E)являетсянормированной.

Известно[3,с.48],чтодекартовопроизведениедвухбанаховыхпространствявляет-

сябанаховымпространством.Следовательно,нормированнаяалгебраCL(E)является

банаховой.

Такимобразом,пространствокомплексныхоператоровCL(E)слинейнымиопера-

циями(1),(2),операциейумножения(3)илюбойизнорм(4),(5)являетсянекоммута-

тивнойбанаховойалгебройсединицей(I,O).

РассмотриммножествокомплексныхоператороввидаΩ={Z=(A,O)|A∈L(E)}.

Междумножествами ΩиL(E)существуетвзаимнооднозначноесоответствие

(A,O)↔A, ∀A∈L(E). (6)

Заметим,чтовсилуопределений(1),(3)исоответствия(6)длялюбых(A1,O),

(A2,O)∈Ω

(A1,O)+(A2,O)=(A1+A2,O)↔A1+A2,

(A1,O)(A2,O)=(A1A2,O)↔A1A2,

тоестькомплексныеоператорыизмножестваΩскладываютсяиперемножаютсядруг

сдругомтакже,каксоответствующиеимоператорыизL(E).Следовательно,лю-

бойкомплексныйоператор(A,O)∈Ωможноотождествитьссоответствующимему

операторомA∈L(E):

(A,O)=A, ∀A∈L(E), (7)

вчастности,(O,O)=O, (I,O)=I.

Всилусоглашения(7)можносчитать,что L(E)⊂CL(E),тоестьпространство

комплексныхоператоровявляетсярасширениемпространстваограниченныхлинейных

операторов.

Укажемзаписькомплексныхоператоровввиде,аналогичномалгебраическойформе

комплексныхчисел.ЛюбойкомплексныйоператорZ=(A,B)можнопредставитьв

виде

Z=(A,B)=(A,O)+(O,I)(B,O). (8)

Изравенства(8)видно,чтокомплексныйоператор(O,I)имеетособоезначениев

пространствеCL(E).Обозначим(O,I)символомIиназовемегомнимойкомплексной

единицей.Заметим,чтоI2=I·I =(I,O)= I.Всилуэтогоравенствадопустима

записьI=
√
I.Всилусоглашения(7)формула(8)принимаетвид

Z=A+IB. (9)

Выражение(9) называется алгебраической формой комплексного оператора

Z=(A,B),приэтомоператорыA иB называются,соответственно,действитель-

нойимнимойчастьюкомплексногооператораZ (обозначения:ReZ иImZ).Если
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ImZ=O, тоZ=A∈L(E)(такиеоператорыназываютсядействительными).Если

ReZ=O,ImZ≠O,тоZ=IB(такиеоператорыназываютсячистомнимыми).

Длякоммутируемостикомплексныхоператоров Z1=A1+IB1, Z2=A2+IB2
достаточно,чтобыA1A2=A2A1, A1B2=B2A1, B1A2=A2B1, B1B2=B2B1.

Сопряженнымдлякомплексногооператора Z = A+IB называетсяоператор

Z̄=A IB,вчастности,

Ā=A, ∀A∈L(E). (10)

ДлялюбыхZ∈CL(E),α∈Rочевидносоотношение

αZ=ᾱZ. (11)

Заметим,чтоZZ̄=A2+B2+I( AB+BA),вчастности,еслиAB=BA, то

ZZ̄=A2+B2.ДлялюбыхZ1,Z2∈CL(E)

Z1+Z2=Z̄1+Z̄2; (12)

Z1Z2=Z̄1Z̄2. (13)

Методомматематическойиндукциисвойства(12),(13)распространяютсяналюбое

конечноечислооператоров:длялюбыхZ1,Z2,...,Zm∈CL(E)

m∑

k=1

Zk=
m∑

k=1

Z̄k; (14)

m∏

k=1

Zk=

m∏

k=1

Z̄k. (15)

ОбратнымоператоромдлякомплексногооператораZ=A+IB∈CL(E)называется

комплексныйоператорZ 1∈CL(E),обладающийследующимисвойствами:

ZZ 1=I, Z1Z=I. (16)

Замечание 1.ЕслиF∈L(E), H∈GL(E)иFH=HF, тоFH 1=H 1F.

Теорема1.ПустькомплексныйоператорZ=A+IBудовлетворяетследующим

условиям:

AB=BA; (17)

A2+B2∈GL(E). (18)

ТогдасуществуетобратныйоператорZ 1исправедливаформула

Z 1=A(A2+B2)1 IB(A2+B2)1. (19)
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Доказательство.Всилуусловия(17)операторыA иB коммутируютс

операторомH=A2+B2.Следовательно,всилузамечания1,

(A2+B2)1A=A(A2+B2)1; (A2+B2)1B=B(A2+B2)1. (20)

Используяоперациюумножения(3),условие(17)исоотношения(20),проверим

выполнимостьравенств(16):

ZZ 1=A2(A2+B2)1+B2(A2+B2)1+

+I[ AB(A2+B2)1+BA(A2+B2)1]=(A2+B2)(A2+B2)1+

+I[( AB+BA)(A2+B2)1]=I+IO=I;

Z 1Z=A(A2+B2)1A+B(A2+B2)1B+

+I[A(A2+B2)1B B(A2+B2)1A]=A2(A2+B2)1+B2(A2+B2)1+

+I[AB(A2+B2)1 BA(A2+B2)1]=(A2+B2)(A2+B2)1+

+I[(AB BA)(A2+B2)1]=I+IO=I.

Равенства(16)выполняются.Теорема1доказана.

Следствие 1. При выполнении условий(17),(18)сопряженныйоператор

Z̄=A IB имеетобратный

Z̄ 1=A(A2+B2)1+IB(A2+B2)1. (21)

Всилусоотношений(19),(21)справедливоравенствоZ̄ 1=Z 1.

Изложимнекоторыефактыизтеориинормированныхпространствприменительно

кпространствуCL(E)=[L(E)]
2,приэтомиспользуемтотфакт,чтосходимостьпонор-

медекартовапроизведениянормированныхпространствравносильнапокоординатной

сходимости.

РассмотримпоследовательностьZn=Xn+IYn,n∈N,элементовизпространства

CL(E).ПустьQ=A+IB∈CL(E).Тогда

∃lim
n→∞

Zn=Q⇔(∃lim
n→∞

Xn=A)∧(∃lim
n→∞

Yn=B),

тоестьвопрососходимостипоследовательностиэлементовизпространстваCL(E)сво-

дитсяквопросуосходимостидвухпоследовательностейэлементовизпространства

L(E).

РассмотримрядсчленамиZn=Xn+IYn,n∈N, изпространстваCL(E).Тогда

ряд
∞∑

n=1

Zn сходитсякS=S
(1)+IS(2)⇔ ряд

∞∑

n=1

Xn сходитсякS
(1)иряд

∞∑

n=1

Yn

сходитсякS(2),тоестьвопрососходимостирядасчленамиизпространстваCL(E)
сводитсяквопросуосходимостидвухрядовсчленамиихпространстваL(E).
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РассмотримфункциюW =f(Z)=U(X,Y)+IV(X,Y),гдеf:D(f)⊆CL(E)→

CL(E).ПустьZ0=X0+IY0–предельнаяточкамножестваD(f), Q=A+IB.Тогда

∃ lim
Z→Z0

f(Z)=Q⇔(∃ lim
X → X0
Y→ Y0

U(X,Y)=A)∧( lim
X → X0
Y→ Y0

V(X,Y)=B).

Непрерывностьфункции f(Z)вданнойточкеZ0∈D(f)(наданноммножестве

M ⊆D(f))равносильнанепрерывностиеедействительнойимнимойчастейвэтой

точке(наэтоммножестве).

Пусть Z0 –внутренняяточкамножестваD(f).Функция W =f(Z)называется

дифференцируемойвточкеZ0,если∃Ψ∈CL(E),∃Oδ(Z0)|∀H∈D(f): Z0+H∈

Oδ(Z0)выполняется:f(Z0+H) f(Z0) =ΨH+ω(H),где∥ω(H)∥=o(||H||)при

H→O,приэтомΨназываетсяпроизводнойфункцииf(Z)вточкеZ0:f
′(Z0)=Ψ.

Какивтеориифункцийкомплексногопеременного,поданалитичностьюфункции

f(Z)вточкеZ0 понимаетсяеедифференцируемостьвнекоторойокрестностиэтой

точки;поданалитичностьюнаоткрытоммножествеD⊆D(f)–ееаналитичностьв

каждойточкеэтогомножества.

Укажемодноприложениекомплексныхоператоров.Рассмотримвбанаховомпро-

странствеEуравнение

u(n)+A1u
(n 1)+...+An 1u

′+Anu=f(t), 0≤t<∞, (22)

гдеAi∈L(E),1≤i≤n;f(t)∈C([0,∞);E).

Известно[6],чтообщеерешениеуравнения(22)имеетвидu=u0,0+u∗,гдеu0,0–

общеерешениесоответствующегооднородногоуравнения

u(n)+A1u
(n 1)+...+An 1u

′+Anu=0, 0≤t<∞; (23)

u∗–некотороечастноерешениенеоднородногоуравнения(22).

Рассмотримдля(23)характеристическоеоператорноеуравнение

P(Λ)=O, (24)

где

P(Λ)=Λn+A1Λ
n 1+...+An 1Λ+An (25)

характеристическийоператорныймногочленуравнения(23).Задачаонахожденииu∗
решена:вслучае,когдаправаячастьf(t)уравнения(22)имеетобщийвид,u∗найдено

методомвариациипроизвольныхпостоянныхвработе[6];вслучае,когдаf(t)имеет

специальныйвид,u∗полученометодомнеопределенныхкоэффициентоввработе[7].

Видu0,0 определяетсявидомкорнейуравнения(24).Общеерешениеu0,0 найденов

работе[6]вслучае,когдауравнение(24)имеетnразличныхкорнейΛ1,Λ2,...,Λn∈

L(E);вработе[8]вслучае,когдауравнение(24)имеетpкорнейΛ1,Λ2,...,Λp∈L(E)

скратностямисоответственноr1,r2,...,rp (r1+r2+...+rp=n),приэтомпри

построенииu0,0былаиспользованаоператорнаяэкспонента

eAt=
∞∑

k=0

tkAk

k!
, A∈L(E), (26)
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длякоторой,какизвестно[9,c.41],

(eAt)′=AeAt. (27)

ПустьсредикорнеймногочленаP(Λ)(тоестьсредикорнейуравнения(24))имеется

хотябыодинкомплексныйоператор.Вцеляхясностидальнейшегоизложениянапом-

нимдвапонятияизработы[8]:формальнойпроизводнойm-гопорядкамногочлена

P(Λ)называетсяоператорноевыражение,получаемоеизP(Λ)путемегоформаль-

ногодифференцированияпоΛпообычнымправиламдифференцированияфункций

вещественнойпеременной;при0≤m≤nсправедливаформула

P(m)(Λ)=m!
n m∑

k=0

Cmn kAkΛ
n m k, (28)

гдеA0=I(вчастности,P
(0)(Λ)=P(Λ));операторΛ0∈CL(E)(вчастности,оператор

Λ0∈L(E))называетсякорнемкратностиrмногочленаP(Λ),если

P(m)(Λ0)=O, 0≤m≤r 1; (29)

P(r)(Λ0)̸=O. (30)

Лемма1. Пустькомплексныйоператор Λ0=A0+IB0 являетсякорнемкрат-

ностиrмногочленаP(Λ).Тогдасопряженныйемуоператор Λ̄0=A0 IB0также

являетсякорнемкратностиrмногочленаP(Λ).

Доказательство.Поусловиюлеммы1выполняютсясоотношения(29),(30).

Следовательно,P(m)(Λ0)=Ō, 0≤m≤r 1;P(r)(Λ0)̸=Ō .УчитываявидP(Λ0),

P(m)(Λ0)(см.формулы(25),(28))атакжесоотношения(10),(11),(14),(15),получаем:

P(m)(̄Λ0)=O, 0≤m≤r 1;P(r)(̄Λ0)̸=O,аэтоозначает,поопределению,чтоΛ̄0
являетсякорнемкратностиrмногочленаP(Λ).Лемма1доказана.

Доказаннаялеммапозволяетлучшепредставитьструктурухарактеристических

операторовуравнения(23).

Пустьуравнение(24)имеет pдействительныхоператорныхкорнейΛ1,Λ2,...,Λp
(тоестьΛi∈L(E),1≤i≤p)скратностямисоответственноr1,r2,...,rpиqпар

комплексносопряженныхоператорныхкорнейZ1=F1+IB1,Z̄1=F1 IB1, Z2=

F2+IB2,Z̄2=F2 IB2,...,Zq=Fq+IBq,Z̄q=Fq IBqскратностямисоответственно

s1,s2,...,sq,приэтомr1+r2+...+rp+2(s1+s2+...+sq)=n.Известно[10],чтов

этомслучаеприпостроенииобщегорешенияуравнения(23)приходитсянарядус(26)

рассматриватьоператорнуюэкспонентускомплекснымоператоромZ=A+IB:

eZt=e(A+IB)t=eAt(cosBt+IsinBt), (31)

гдеeAt определяетсяформулой(26),

cosBt=
∞∑

k=0

(1)kt2kB2k

(2k)!
; sinBt=

∞∑

k=0

(1)kt2k+1B2k+1

(2k+1)!
.



820 В.И.Фомин

Заметим,что

(cosBt)′= BsinBt; (32)

(sinBt)′=BcosBt. (33)

Покажем,чтодляпроизводнойфункции eZt имеетместоаналогформулы(27).

Дляэтогоустановимвначалеодновспомогательноеутверждение.Рассмотримфункцию

F:[0,∞)→CL(E),F(t)=µ(t)+Iν(t),гдеµ,ν:[0,∞)→L(E).

Лемма2.ЕслидействительнаяимнимаячастифункцииF(t)дифференцируемы

наполуоси[0,∞),то F(t)дифференцируемана[0,∞)исправедливаформула

F′(t)=µ′(t)+Iν′(t). (34)

Утверждениелеммы2справедливовсилуравенстваCL(E)=[L(E)]
2итогофак-

та,чтопроизводнаяфункцииопределяетсяспомощьюпредельногоперехода,апре-

дельныйпереходвдекартовомпроизведениинормированныхпространствравносилен

покоординатномупредельномупереходу.

Действительнаяимнимаячастиоператорнойэкспоненты(31)дифференцируемына

[0,∞).Следовательно,всилулеммы2,этаэкспонентадифференцируемана[0,∞).

Теорема2.Пусть

AB=BA. (35)

Тогда

(eZt)′=ZeZt.

Доказательство.Используяформулу(34),получаемравенство

(eZt)′=(eAtcosBt)′+I(eAtsinBt)′.

Применяяправилодифференцированиякомпозицииоператорныхфункций,атакже

формулы(27),(32),(33),имеем:

(eAtcosBt)′=AeAtcosBt eAtBsinBt;

(eAtsinBt)′=AeAtsinBt+eAtBcosBt.

Тогда

(eZt)′=eAt[AcosBt BsinBt+I(AsinBt+BcosBt)].

Заметим,что

AcosBt BsinBt+I(AsinBt+BcosBt)=(A+IB)(cosBt+IsinBt).

Следовательно,

(eZt)′=eAt(A+IB)(cosBt+IsinBt).

Всилуусловия(35)

eAt(A+IB)=(A+IB)eAt.

Тогда

(eZt)′=(A+IB)eAt(cosBt+IsinBt)=ZeZt.

Теорема2доказана.
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2.Основныерезультаты

Приизучениилинейныхдифференциальныхуравненийснеограниченнымиопе-

раторнымикоэффициентамивбанаховомпространствеE возникаетзадачаизуче-

ниямножествакомплексныхоператороввидаCN(E)={Z=A+IB|A,B∈N(E)},где

N(E)–множествозамкнутыхнеограниченныхлинейныхоператоров,действующихиз

EвE,сплотнымивEобластямиопределения.ВэтомслучаеCN(E)=[N(E)]
2,где

[N(E)]2=N(E)×N(E)–декартовквадратмножестваN(E).
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Аннотация.Установленавзаимносвязьусловийпочтивыпуклостиипрокси-

мальнойгладкости(называемойтакженижнимC2свойством)функций.Для

компактныхмножествдоказано,чтоусловияпочтивыпуклостиипроксималь-

нойгладкостиэквивалентны.Построеныконусыкасательныхнаправленийв

смыслеБулиганадлямножеств,которыезадаютсяпочтивыпуклымифункци-

ями.

Ключевыеслова:многозначноеотображение;почтивыпуклoeмножество;звезд-

ноемножество;проксимальнoгладкоeмножество;нижнееC2свойство;каса-

тельныйконус

1.Почтивыпуклостьипроксимальнаягладкостьмножеств

ПустьM —подмножествоконечномерногоевклидовапространстваRn.Вдальней-

шем,черезintM,M,∂M будемобозначатьсоответственновнутренность,замыканиеи

границумножестваM ⊆Rn.Через ⟨x,y⟩будемобозначатьскалярноепроизведение

элементовxиyпространстваRn,черезBr(x)—замкнутыйшарсцентромв x

радиусаr.

Положим

M0{x∈M|λx+(1 λ)y∈M, ∀y∈M, ∀λ∈[0,1]}.

Подмножество M0⊆M называетсяядромзвездностимножестваM. ЕслиM0≠∅,

томножествоM называетсязвездным.ЗвездноемножествоM называетсязвездным

телом,еслиintM0≠∅.

Положим

d(x,M)=inf
y∈M
∥x y∥,

πM(x)={y∈M|∥x y∥=d(x,M)}.

В.В.Остапенковработе[1]ввелпонятиеθ-выпуклыхмножеств.
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Определение 1.[1]МножествоM называетсяпочтивыпуклымсконстан-

тойθ≥0,еслидлялюбыхтакихxi,λi,i∈I(I—конечноемножествоиндексов),

чтоxi∈M,λi≥0,
∑
i∈Iλi=1,выполняетсявключение:

∑

i∈I

λixi∈M+θmax
i,j∈I
∥xi xj∥

2B1(0).

Изэтогоопределениянепосредственноследует,чтоеслимножествоM почтивы-

пуклосконстантойθ,топочтивыпуклымстойжеконстантойбудетизамыканиеM

множестваM.

Отметим,чтопонятиепочтивыпуклостислужитобобщениемпонятиявыпуклости.

Определение 2.[2]МножествоM ⊆Rnназываетсяпроксимальногладким

сконстантойr>0,еслифункциярасстоянияd(x,M)непрерывнодифференцируема

намножестве

U(M,r)={x∈Rn|0<d(x,M)<r}.

Определение 3.[3]Будемговорить,чтомножествоM удовлетворяетопор-

номуусловиюслабойвыпуклостисконстантойr,еслиизтого,чтоu∈U(M,r)и

x∈πM(u),следуетравенство

dx+
r

∥u x∥
(u x),M

)
=r.

Свойствомпочтивыпуклыхмножествпосвященымногочисленныеисследования

(см.,например,работы[3,4],монографии[5,6]).М.В.БалашовиГ.Е.Ивановдоказали

(см.[3,теорема2.4]),чтоеслиM ⊆Rn —замкнутоемножество,тоопорноеусловие

слабойвыпуклостисконстантойrэквивалентноусловиюпроксимальнойгладкости

стойжеконстантой.В.В.Остапенков[1,теорема2]показал,чтоеслимножество

M ⊆Rn компактно,тоопорноеусловиеслабойвыпуклостиэквивалентноусловиюпо-

чтивыпуклостисточностьюдоконстанты.Вэтойжеработевтеореме3доказано,что

еслиM ⊆Rn замкнутоепочтивыпуклоемножествоскостантойθ,тонамножестве

M+εB1(0),ε≤1/(16θ),отображениеπM однозначно.ПозжеФ.Кларком,Р.Стерном

иП.Воленским(см.[8,теорема4.11])доказано,чтоеслимножествоM замкнуто,то

условиепроксимальнойгладкостисконстантойR эквивалентнотому,чтооператор

πM однозначнонамножествеU(M,r).

Такимобразом,учитываявышеуказанныесоображения,окончательномыможем

сформулироватьследующийрезультат.

Теорема1.ПустьM ⊂Rn компактноеподмножество.Тогдаследующиеусло-

вияэквивалентнысточностидоконстанты.

1.M проксимальногладко;

2.M почтивыпукло;

3.M удовлетворяетопорномуусловиюслабойвыпуклости.
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2.Непрерывныеилипшицевыесвойствапочтивыпуклыхфункций

Определение 4.[7]Пустьмножество M ⊆Rn выпуклое.Функцияf(x)

называетсяслабопочтивыпуклойнаM сконстантойθ,еслидлялюбыхвекторов

xi∈M ичиселλi≥0,
∑
i∈Iλi=1,гдеI—конечноемножествоиндексов,выполня-

етсянеравенство

f
∑

i∈I

λixi
)
≤
∑

i∈I

λif(xi)+θmax
i,j∈I
∥xi xj∥

2.

Легкозаметить,чтоеслиfпочтивыпукла,тоеенадграфик

epi(f)≡{(α,x)∈Rn+1|α≥f(x),x∈M}

являетсяпочтивыпуклыммножеством.

Определение 5.[7]Пустьмножество M ⊆Rn выпуклое.Функцияf(x)

называетсясильнопочтивыпуклойнаM сконстантойθ,еслидлялюбыхвекторов

xi∈M ичиселλi,i∈I,
∑
i∈Iλi=1,существуетвекторy∈M такой,что

∥y
∑

i∈I

λixi∥≤θmax
i,j∈I
∥xi xj∥

2, f(y)≤
∑

i∈I

λif(xi).

В[7,лемма1]показано,чтоеслифункцияfсильновыпуклаилипшицева,тоона

слабовыпукла.

Предложение 1.Пустьf—сильнопочтивыпуклаяфункциясконстан-

той θ.ТогдамножествоM ={x∈Rn|f(x)≤0}почтивыпуклостой жекон-

стантой.

Доказательство.Пусть xi∈M, λi≥0,
∑
i∈Iλi=1.Тогдасуществует

векторy∈Rnтакой,что

f(y)≤
∑

i∈I

λif(xi)≤0.

Этоозначает,чтоy∈M и,поэтому

d(
∑

i∈I

λixi,M)≤θmax
i,j∈I
∥xi xj∥

2,

тоестьмножествоM почтивыпуклосконстантойθ.

Теорема2.Пустьfслабопочтивыпуклаиx∗∈intdom(f).Тогдасуществует

окрестностьU точки x∗ такая,чтофункция fудовлетворяетусловиюГельдера

сконстантойν⟨2/3наэтойокрестности,тоестьсуществуетпостояннаяC>0

такая,что

|f(x1) f(x2)|≤C∥x1 x2∥
ν,∀x1,x2∈U.
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Доказательство.Сначалапредположим,чтоx∗=0ипокажемнепрерыв-

ностьфункцииfвэтойточке.Определиммножество

P={x∈Rn| r≤xi≤r,i=1,2,...,n},r>0.

Покажем,чтонамножестве P функция fограничена.Пустьx∈P.Тогдаэтот

векторможнопредставитькаквыпуклуюкомбинациювершингиперкубаP,тоесть

x=
∑m
i=1λix

i,λi≥0,
∑m
i=1λi=1,гдеx

i,i=1,2,...m—вершиныгиперкубаP.По

определениюпочтивыпуклойфункцииимеем

f(x)≤

m∑

i=1

λif(xi)+θmax
i,j∈[1:m]

∥xi xj∥
2≤

m∑

i=1

λimax
i∈[1:m]

f(xi)+θmax
i,j∈[1:m]

∥xi xj∥
2≤α+4θr2n,

гдеα=maxi∈[1:m]f(x
i).Отсюдаследует,чтофункцияfограниченасверхунагипер-

кубеP.

Произвольномуε∈(0,1)поставимвсоответствиеокрестностьнулявидаUε=ε
2P.

Длялюбойточкиx∈Uε,учитываяусловиеf(0)=0,получим

f(x)=f
(
ε
x

ε
+(1 ε)0

)
≤εf

(x

ε

)
+(1 ε)f(0)+θ

x

ε
0
2
≤

≤εf
(x

ε

)
+4θεnr2=εα+4θnr2

)
;

0=f(0)=f
( x

1+ε
+
ε

1+ε

x

ε

))
≤
1

1+ε
f(x)+

ε

1+ε
α+θx+

x

ε

2
.

Отсюда

0≤f(x)+εα+4(1+ε)2εθnr2.

Такимобразомдоказано,что

|f(x)|≤ϵα+4(1+ε)2nθr2
)
.

Следовательно,функцияfнепрерывнавточкеx∗=0.

Рассмотримобщийслучай.Определимфункцию

φ(x)≡f(x∗+x) f(x∗).

Очевидно,что φ(0)=0.Покажем,чтофункция φпочтивыпукла.Действительно,

имеем

φ
∑

i∈I

λixi
)
=f

∑

i∈I

λixi+x
∗
)
f(x∗)=f

∑

i∈I

λixi+
∑

i∈I

λix
∗
)
f(x∗)=

=f
∑

i∈I

λi(xi+x
∗)
)
f(x∗)≤

∑

i∈I

λif(xi+x
∗) f(x∗)+

+θmax
i,j∈I

xi+x
∗ (xj+x

∗)
2
=
∑

i∈I

λiφ(xi)+θmax
i,j∈I

xi xj)
2
.
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Такимобразом,функция φпочтивыпуклаиφ(0)=0.Поэтомуонанепрерывнав

нуле,чтоозначаетнепрерывностьфункцииfвточкеx∗.

Таккакфункцияfнепрерывнавточкеx∗,тосуществуетокрестностьU=x∗+

2δB1(0)(0<δ<1)этойточкиичислоβтакие,что|f(x)|≤β,∀x∈U.Дляразных

x1,x2измножестваx
∗+δB1(0)положимx3=x2+(δ/α)(x2 x1),гдеα=∥x2 x1∥

ν

(ν≤1),изаметим,чтоx3∈U.Имеетместосоотношение

x2=
δ

δ+α
x1+

α

α+δ
x3,

поэтомуизпочтивыпуклостиfполучаем

f(x2)≤
δ

δ+α
f(x1)+

α

α+δ
f(x3)+θ

(
1+
δ

α

)2
∥x2 x1∥

2.

Тогда

f(x2) f(x1)≤
α

α+δ

[
f(x3) f(x1)

]
+θ
(
1+
δ

α

)2
∥x2 x1∥

2≤

≤
2β

δ
∥x1 x2∥

p+θ
(
1+
δ

α

)2
∥x2 x1∥

2=

=∥x1 x2∥
ν
(2β

δ
+θ∥x2 x1∥

2 ν+2δ∥x2 x1∥
2 2ν+δ2∥x2 x1∥

2 3ν
)
.

Вследствиенеравенстваν<2/3выражениевскобкахограниченонекоторымчислом

C>0.

Таккаквполученныхсоотношенияхx1иx2можнопоменятьместами,тозаклю-

чаем,чтофункцияfгельдеревавокрестноститочкиx∗.

Изучимтеперьлипшицевосвойствопочтивыпуклыхфункций.Нижебудетдоказа-

но,чтопочтивыпуклыефункциилипшицевы,еслиихнадграфикиявляютсязвездными

множествами.

Пустьa:Rn →2R
m
—многозначноеотображение.Обозначим

graph(a){(x,y)∈Rn+m|y∈a(x)}.

Определимотображениеa0,графикомкоторогоявляетсямножество(graph(a))0.

Предложение 2.Пусть a:Rn → 2R
m

многозначноеотображениесо

звезднымизамкнутымграфикомиx0∈intdom(a
0).Тогдасуществуетчислоγ>0

такое,что

d(y,a(x))≤
d(x,a1(y))

γ
1+∥y y0∥

)
,∀x∈Bγ(x0),∀y∈Im(a).

Доказательство.Пустьx0∈intdom(a
0),y0∈a

0(x0).Тогдаиз[8,предло-

жение3.3.8]следует,что

x0∈int(a
0)1(K

∩
B1(y0)), гдеKdom(a

0)1.
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Значит,существуеттакоеγ>0,чтоB2γ(x0)⊆(a
0)1(K

∩
B1(y0)).Пусть y∈Im(a)

иx∈Bγ(x0).Если y∈a(x),тоd(y,a(x)) =0.Если y/∈a(x),тодлялюбого

ε>0существуеттакоеz∈a1(y),что∥x z∥≤d(x,a1(y))+ε.ТаккакBγ(x)⊆

(a0)1(K
∩
B1(y0)),то

x z

∥x z∥
γ∈(a0)1K

∩
B1(y0)

)
x. (1)

Положим

λ=
∥x z∥

∥x z∥+γ
.

Ясно,чтоλ∈(0,1).Включение(1)можнозаписатьследующимобразом:

(1 λ)(x z)∈λ(a0)1K
∩
B1(y0)

)
λx. (2)

Посколькуz∈a1(y)играфикотображенияa1являетсязвездныммножеством,то

из(2)следует,чтосуществуетy1∈K
∩
B1(y0),такое,что

x∈λ(a0)1(y1)+(1 λ)a1(y)⊆a1(λy1+(1 λ)y).

Следовательно,yxλy1+(1 λ)y∈a(x).Крометого,таккакy1∈B1(y0),то

∥yx y∥=λ∥y1 y∥≤λ(∥y1 y0∥+∥y0 y∥)≤λ(1+∥y y0∥).

Далее,

λ
∥x z∥

γ+∥x z∥
≤
d(x,a1(y))+ε

γ
.

Такимобразом,длявсехx∈Bγ(x0)выполнено

d(y,a(x))≤
d(x,a1(y))+ε

γ
1+∥y y0∥

)
.

Переходякпределуприε→0,получим

d(y,a(x))≤
d(x,a1(y))

γ
1+∥y y0∥

)
,x∈Bγ(x0).

Следствие1.Пустьf:Rn→ R —непрерывнаяфункция,надграфикомкоторой

являетсязвездноемножество.Пустьa—многозначноеотображение,графикомко-

торогоявляетсянадграфикфункции f,тоесть

graph(a)=epi(f)≡{(α,x)∈Rn+1|α≥f(x)}.

Тогдафункцияfлокальнолипшицеванаintdom(a0).

Доказательство.Применимпредыдущееутверждениекотображению F,

котороеявляетсяобратнымкотображениюa(x)=f(x)+R+.Выберемx0∈dom(F
0).

Всилунепрерывностиf(x)вx0существуетчислоγ1≤γтакое,что|f(x)f(x0)|≤γ1
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длявсехx∈Bγ0(x0).Пустьx1,x2∈Bγ0(x0)иf(x1)>f(x2).Применимпредложение

2,котороеутверждает,чтоеслиx1,x2∈Bγ0(x0)иf(x2)∈domF,то

|f(x1) f(x2)|=f(x1) f(x2)= inf
λ∈F−1(x1)

|λ f(x2)|=d(F
1(x1),f(x2))≤

≤
1

γ
dx1,F(f(x2))

)
1+|f(x2) f(x0)|

)
≤
2

γ
|x1 x2|.

Имеяввидуэтотрезультатиучитывая,чтослабопочтивыпуклаяфункциянепре-

рывнавлюбойточкеx∈intdom(f)(онагельдеревавокрестностиэтойточки,см.тео-

рему2),мыможемсформулироватьследующийрезультат.

Теорема3.Пустьf(x)—почтивыпуклаяфункция,надграфикомкоторойявля-

етсязвездноемножество.Далее,пустьΩ⊆intdom(a0)—компактноеподмноже-

ство.ТогдафункцияfлипшицеванаΩ.

3.НижнееC2свойствослабопочтивыпуклыхфункций

Имеетместоследующийрезультат[2,теорема5.1итеорема5.2].

Предложение 3.Пустьфункцияf(x)липшицеванаоткрытомвыпуклом

иограниченномподмножествеP⊆Rn.Тогдаследующиеусловияэквивалентны.
1.Функцияfобладаетнижнимσ C2свойством[2],тоесть

f(x)=sup
s∈S
{σ∥x∥2+⟨b(s),x⟩+c(s)},∀x∈P,

гдеσ—некотороеположительноечисло, S—компакт, b(s),c(s)—непрерыв-

ныефункции,определенныенаS.

2.Дляx∈P,x∗∈∂Cf(x)имеетместонеравенство

f(y)≥ σ∥y x∥2+⟨x∗,y x⟩+f(x),∀y∈P,

здесь∂Cf(x)–субдифференциалфункцииfвточкеxвсмыслеКларка(см.[7]).

3. Множествоepi(f)проксимальногладкосконстантойσ.

Теорема4.Пустьf—слабопочтивыпуклаяфункция,надграфикoмкоторойяв-

ляетсязвездноемножествоиP—открытоевыпуклоеограниченноеподмножество

такое,что P⊂intdom(a0).Тогда
1.ФункцияfобладаетнижнимC2свойствомнаP;

2.Функцияfрегулярна,тоестьсуществуетпроизводнаяпонаправлениямииме-

етместоравенство

f′(x,h)=lim
α↓0

f(x+αh) f(x)

α
= max
x∗∈∂Cf(x)

⟨x∗,x⟩,x∈P, h∈Rn.

Болеетого,еслиfлокальнолипшицеванаоткрытомвыпукломподмножествеPи

множествоepi(f)проксимальногладко,тоfслабопочтивыпуклaнаP.
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Доказательство. Таккак f почтивыпуклая функция,то epi(f) =

{(x,α)|α≥ f(x),x∈P}—почтивыпуклоемножество.Почтивыпуклымтакже

будетзамыканиеэтогомножестваepi(f)={(α,x)|α≥f(x),x∈P}.Следователь-

но,согласновышесказаномусуществуетнекотораяокрестностьэтогомножестватакая,

чтолюбаяточкаизэтойокрестностиимеетединственнуюпроекциюнаepi(f).Зна-

чит,множествоepi(f)проксимальногладко.Таккакимеетместоочевидноеравенство

d(x,M)=d(x,M),топроксимальногладкимбудетимножествоepi(f).Теперьпервое

ивтороеутверждениетеоремынепосредственноследуетизпредложения2.

Докажемвторуючастьтеоремы.Согласнопредложению3функция fимеетсле-

дующеепредставление:

f(x)=sup
s∈S

{
σ∥x∥2+⟨b(s),x⟩+c(s)

}
,∀x∈P.

Покажем,чтоонапочтивыпукла.Сначалапокажем,чтодлякаждого s∈Sпочти

выпуклымбудетследующаяфункция:

φs(x)= σ∥x∥
2+⟨b(s),x⟩+c(s).

Пустьxi∈P,λi≥0,x=
∑
i∈Iλix

i,r=maxi,j∈I∥x
i xj∥.ПоформулеТейлора

φs(x
i)=φs(x)+⟨φ

′
s(x),x

i x⟩+
1

2
⟨φ′′s(x)(x

i x),xi x⟩.

Отсюда,таккак
∑

i∈I

λi
1

2
⟨φ′′s(x)(x

i x,xi x⟩≤σr2,

то
∑

i∈I

λiφs(x
i)=φs(x)+⟨φ

′
s(x),

∑

i∈I

λix
i x⟩+

∑

i∈I

λi
1

2
⟨φ′′s(x)(x

i x),xi x⟩≥φs(x) θr2.

Значит,

sup
s∈S
φs(x)≤

∑

i∈I

λisup
s∈S
φs(x

i)+θr2,

тоесть

f(x)≤
∑

i∈I

λif(x
i)+θr2.

4.Касательныйконусдлямножества M ={x∈Rn|g(x)=0},гдеg—слабо

почтивыпуклаяфункция,инекоторыеэкстремальныесвойства

Предложение 4.Пустьg(x)–липшицеваислабопочтивыпуклаяфунк-

циянаRn иM ≡{x∈Rn|g(x) =0}.Предположим также,что x0 ∈M и

0/∈∂Cg(x0).Длякаждогоx
∗∈∂gC(x0)положим

KM(x0,x
∗)≡{x∈Rn|g′(x0,x)≤0,⟨x

∗,x⟩≥0}.

Тогдасуществуетнепрерывноеотображениеr(x)=o(x),определенноевокрестно-

стинуля,такое,чтоx0+x+r(x)∈M длядостаточномалыхx∈KM(x0,x
∗).
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Доказательство.Согласновторомуутверждениютеоремы4липшицева

функция fимеетобычнуюпроизводнуюпонаправлениям.Нетруднозаметить,что

длянекоторойфункцииr(x)=o(x)выполнено

g(x0+x)≤g(x0)+g
′(x0,x)+r(x).

Положимp(λ)≡sup{r(x):∥x∥≤λ}.Ясно,чтофункцияp(λ)монотоннонеубывает,

p(λ)=o(λ)иr(x)≤p(∥x∥).Таккакпопредположению0/∈∂Cg(x0),существует

векторwтакой,чтоg′(x0,w)<0.Поэтому,дляx∈KM(x0,x
∗),γ>0,получаем

g(x0+x+γ∥x∥w)≤g(x0)+g
′(x0,x+γ∥x∥w)+

p(∥x∥+γ∥x∥∥w∥)≤g′(x0,x)+γ∥x∥g
′(x0,w)+

p(∥x∥(1+γ∥w∥))=∥x∥
[
γg′(x0,w)+

p((1+γ∥w∥)∥x∥)

∥x∥

]
.

Выберемчислоδ+γ>0достаточномалымдлятого,чтобыпри∥x∥≤δ
+
γ выделенноев

квадратныхскобкахвыражениебыломеньше,чем1/2γg′(x0,w).Тогда

g(x0+x+γ∥x∥w)≤1/2γg
′(x0,w)∥x∥<0.

Таккакфункцияgпочтивыпуклаилипшицева,тосогласновторомуутверждению

предложения1имеем

g(x0+x γ∥x∥w) g(x0)≥⟨x
∗,x γ∥x∥w⟩ σx γ∥x∥w

2
=

=⟨x∗,x⟩+γ∥x∥⟨x∗, w⟩ σ(∥x∥2 2⟨x,γ∥x∥w⟩+∥γ∥x∥w∥2)=

=∥x∥
[
γ⟨x∗, w⟩ σ(∥x∥ 2⟨x,γw⟩ γ∥x∥∥w∥2)

]
.

Таккак⟨x∗, w⟩>0,товыберемδγ >0настолькомалым,чтоесли∥x∥ ≤δγ,

товыражениевквадратныхскобкахбольше,чемположительноечисло1/2γ⟨x∗, w⟩.

Положимδγ=min{δ
+
γ,δγ}ипрификсированномx,∥x∥≤δрассмотримфункцию

q(ω)≡g(x0+x+ω∥x∥w).

Имеем q(γ)<0,q(γ)>0.Таккакфункцияgнепрерывна,тоqтожеявляется

непрерывнойфункцией.Посколькуфункцияqнаотрезке[γ,γ]меняетзнак,тов

некоторойточкеω(x)∈[γ,γ]онаобращаетсявнуль.Итак,длянекоторогоγ>0

существуетδγ>0такое,что

g(x0+xω(x)w)=0,|ω(x)|≤γ, ∥x∥≤δγ.

Заметимтакже,что

lim
∆↓0

q(ω+∆) q(ω)

∆
=lim
∆↓0

[g(x0+x+(ω+∆)∥x∥w)

∆

g(x0+x+ω∥x∥w)

∆

]
=

=∥x∥g′(x0+x+ω∥x∥w,w).
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Поэтомувсилуполнепрерывностисверхуфункцииg′(x,w)поxвточкеx0исогласно

условиюg′(x0,w)<0прималыхxимеем

lim
∆↓0

q(ω+∆) q(ω)

∆
<0.

Отсюдаследует,чтофункцияqмонотонноубываети,следовательно,онаимеет

наотрезкеединственныйкорень.Поэтомуфункцияω(x)длядостаточномалых x

определяетсяоднозначно.Из|ω(x)|≤γи∥x∥≤δγследует,чтоω(x)→ 0приx→ 0.

Покажем,чтофункцияω(x)непрерывна.Допустимпротивное.Пустьсуществуютдве

последовательности{xi},{yi},такие,чтоx→x0,yi→x0,но

ω(xi)→ ω̄, ω(yi)→ω,ω̄≠ω.

Изэтихсоотношенийиизнепрерывностифункцииfследует,что

g(x0+x0+̄ω∥x0∥w)=0,g(x0+x0+ω∥x0∥w)=0,|̄ω|≤γ, |ω|≤γ.

Однако,ω̄=ωвсилуоднозначностифункцииω(x).

Такимобразом,показано,чтовмалойокрестностинуляиприx∈KM(x0,x
∗)функ-

цияω(x)непрерывна,ω(x)→0,

g(x0+x+ω(x)∥x∥w)=0.

Таккакконусзамкнути0∈KM(x0,x
∗),имеем∥πKM(x0,x∗)(x)∥ ≤∥x∥.Положим

ψ(x)=x+ω(πKM(x0,x∗)(x))∥x∥w.Очевидно,чтофункция ψнепрерывнавнекоторой

окрестностиUнуляитакова,что

g(x0+Ψ(x))=0,ψ(x) x=o(x),∀x∈KM(x0,x
∗)
∩
U.

Спомощьюпредложения4можноописыватьконусБулиганадлямножестввида

M ={x∈Rn|g(x)=0},гдеg—липшицеваипочтивыпуклаяфункция.Напомним,

чтокасательныйконусБулиганадлямножестваM вточкеx∈M обозначаетсяTM(x)

иопределяетсяследующимобразом:x∈TM(x)втомитольковтомслучае,если

существуетпоследовательностистрогоположительныхчиселλi→0иэлементовxi→

x,таких,чтоx+λixi∈M.

Имеетместоследующийрезультат.

Теорема5.Пусть g(x) липшицеваислабопочтивыпуклаяфункциянаRn и

M ≡{x∈Rn|g(x)=0}.Предположимтакже,чтоx0∈M и0/∈∂Cg(x0).Тогда

TM(x0)={x∈R
n|g′(x0,x)=0}.

Доказательство.Пустьx0∈TM(x0).Этоозначает,чтосуществуетпосле-

довательностистрогоположительныхчиселλi→ 0иэлементовxi→ x0,таких,что

g(x0+λixi)=0.Следовательно,

0=g(x0+λixi) g(x0)=g(x0+λix0+λi(xi x0)) g(x0)=
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=g(x0+λix0) g(x0)+g(x0+λix0+λi(xi x0)) g(x0+λix0)=

=λi
[
g′(x0,x)+

o(λi)

λi
+⟨x∗,xi x0⟩

]
,

гдеx∗∈∂Cg(ξ), ξ∈[x0,x0+λixi].Отсюдаполучаем TM(x0)⊆{x/g
′(x0,x)=0}.

Покажемобратноевключение.Очевидно,выполненоравенство

{x|g′(x0,x)=0}=
∪

x∗∈∂Cg(x0)

KM(x0,x
∗).

Следовательно,еслиg′(x0,x)=0,тодлянекоторогоx
∗∈∂Cg(x0)имеетместовключе-

ниеx∈KM(x0,x
∗).Поэтомусогласнопредложению4существуетфункцияφ(λ)=o(λ)

такая,чтоx0+λx+φ(λ)∈M прималыхλ>0,тоестьx∈TM(x0).

Имеетместоследующийочевидныйфакт.

Предложение 5.Пустьf—липшицеваислабопочтивыпуклаяфункция

и0∈∂Cf(x0).Тогдасуществуетчислоθ≥0такое,что x0 —точкаминимума

функцииf(y)+θ∥y x0∥
2наRn.

Доказательство. Действительно,попредложению2существуетчисло

θ≥0такое,чтодлялюбогоx∗∈∂Cf(x0)имеетместонеравенство

f(y)≥ θ∥y x0∥
2+⟨x∗,y x0⟩+f(x0).

Изусловия0∈∂Cf(x0)следуетf(y)+θ∥y x0∥
2≥f(x0),тоестьx0—точкаминимума

f(y)+θ∥y x0∥
2наRn.

Предложение 6.Пустьf—липшицеваислабопочтивыпуклаяфункция

наRn, M0≡{x∈R
n|f(x)=0}.Пустьx0∈M0—точкаминимумадифференциру-

емойислабовыпуклойфункцииgнаM. Еслиdimcon∂Cf(x0)≥2,тосуществует

числоϑ≥0такое,что x0—точкаминимумафункции g(x)+ϑ∥x x0∥
2намно-

жестве M ≡{f(x)∈Rn|f(x)≤0}.

Доказательство.Попредположению4длякаждогоx∗∈∂Cf(x0)выпук-

лыйконус

K(x0,x
∗)={x∈Rn|f′(x0,x)≤0,⟨x

∗,x⟩≥0}

являетсяконусомкасательныхнаправленийдляM вточкеx0.Поэтомусогласнонеоб-

ходимомуусловиюэкстремумаимеем

g′(x0)∈K
∗(x0,x

∗)= (con∂Cf(x0) conx∗),∀x∗∈∂Cf(x0).

Согласно[10,теорема4]

g′(x0)∈
∩

x∗∈∂Cf(x0)

(con∂Cf(x0) conx∗)=con∂Cf(x0),

тоесть0∈ g′(x0)+con∂Cf(x0).Отсюда,существуетчисло λ ≥ 0такое,что

0∈g′(x0)+λ∂Cf(x0).
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Поскольку f—регулярнаяфункция,аgнепрерывнодифференцируема,имеем

0∈∂C(g+λf)(x0).Поэтомусогласнопредположению4существуютчисла θ1,θ2≥0

такие,чтоx0—точкаминимумафункции

g(x)+λf(x)+θ1λ∥x x0∥
2+θ2∥x x0∥

2=g(x)+λf(x)+ϑ∥x x0∥
2

наRn,гдеϑ=θ1λ+θ2,тоесть

g(x0)+λf(x0)+ϑ∥x0 x0∥
2≤g(x)+λf(x)+ϑ∥x x0∥

2.

Теперьеслиf(x)≤0,тоg(x0)≤g(x)+ϑ∥x x0∥
2,тоестьx0 —точкаминимума

функцииg(x)+ϑ∥x x0∥
2намножествеM.
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Abstract. The connection between quasi convexity and proximal smoothness (also
known as low C2 property) of functions is verified. For compact sets, it is proved
that the properties of quasi convexity and proximal smoothness are equivalent. The
Bouligand cones of tangent directions for the sets that are defined by convex functions
are constructed.
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Аннотация.Внастоящейстатьемыпредъявляемявныеформулыдляковари-

антныхсимволоввполиномиальномквантованиинапараэрмитовыхсимметри-

ческихпространствах.

Ключевыеслова:группыЛииалгебрыЛи;псевдо-ортогональныегруппы;пред-

ставлениягруппЛи;параэрмитовысимметрическиепространства;ковариант-

ныесимволы;полиномиальноеквантование

Предыдущиенашиработы,см.,например,[1–4],былипосвященыпостроениюполи-

номиальногоквантованиянапара-эрмитовыхсимметрическихпространствахG/H, с

псевдо-ортогональнойгруппойG=SO0(p,q),аподгруппаH накрываетпрямоепро-

изведениеSO0(p 1,q 1)×SO0(1,1).ГруппаGдействуетлинейновR
n,n=p+q,

исохраняетформу[x,y]=
∑
λixiyi,гдеλi= 1 дляi=1,...,pиλi=1 для

i=p+1,...,n.Мысчитаем,что GдействуетвRnсправа:xC→xg,такчтовекторы

xизRnбудемзаписыватьввидестроки.Мырассмотримобщийслучайp>1,q>1.

Внастоящейстатьемыделаемдобавлениекэтомупостроению:мыпредъявляем

явныеформулыдлясимволов.Квантованиеиспользуетдвавидасимволовоперато-

ров:ковариантныеиконтравариантныесимволы.Внастоящейработемыограничимся

ковариантнымисимволами,мынебудемрассматриватьконтравариантныесимволы,

посколькуонитесносвязанысковариантнымисимволамиспомощьюсопряжения,см.

[3],иявныеформулыдлянихлегкополучаютсяизаналогичныхформулдляковари-

антныхсимволов.

ПространствоG/Hможнореализоватьнесколькимиспособами.Преждевсего–как

многообразиевалгебреЛиgгруппыG.Вэтойалгебрегруппадействуетпоприсоеди-

ненномупредставлению.БазисвgобразованматрицамиLij=Eij λiλjEji,i<j,где

Eij–матричнаяединица.ПодгруппаH являетсястационарнойподгруппойматрицы

Z0=L1,n,такчтоG/H естькакразG-орбитавgточкиZ0.



СИМВОЛЫВПОЛИНОМИАЛЬНОМКВАНТОВАНИИ:ЯВНЫЕФОРМУЛЫ 839

ДругаяреализациядаетG/H какподмногообразиевпрямомпроизведениипроек-

тивизацийконусаCвRn.Этотконуссостоитизтакихточекx,что[x,x]=0,x̸=0.

ГруппаGдействуетнаконусетранзитивно.МногообразиеCобразующихконусаCсо-

стоитизпрямых(судаленнымначаломкоординат)[x]=R∞x,гдеx∈C,R∞=R\{0}.

Фиксируемнаконуседветочки s иs+:

s =(1,0,...,0,1),s+=(1,0,...,0,1).

ГруппаGдействуетнаCестественнымобразом:[x]C→[x]g=[xg],g∈G.Напрямом

произведенииC×CгруппаGдействуетдиагонально:([x],[y])C →([xg],[yg]).Стаци-

онарнойподгруппойпары([s],[s+])служитподгруппаH.Такимобразом,простран-

ствоG/H естьG-орбитапары([s],[s+])вC×C.Онаестьединственнаяоткрытая

плотнаяG-орбитавC×C.Этаорбитасостоитизпар([x],[y]),x,y∈C,таких,что

[x,y]̸=0.Обозначимеечерез(C×C)♮.

Рассмотримдвасеченияконуса:

={[x,s+]= 2}={x1 xn=2},
+={[x,s]= 2}={x1+xn=2}.

ЭтисеченияпересекаютсяодинразпочтискаждойобразующейконусаC.Поэтому

линейноедействиегруппыG наконуседает«дробно-линейное»действиенакаждом

сечении,определенноепочтивсюду.Этопозволяетввестикоординаты(глобальные)на

и + спомощью,соответственно,векторовξ=(ξ2,...,ξn 1)иη=(η2,...,ηn 1)

изRn 2,аименно,векторамξиηотвечаютследующиеточкииз и +,соответ-

ственно:

x(ξ)=1+⟨ξ,ξ⟩,2ξ, 1+⟨ξ,ξ⟩
)
,

y(η)=1+⟨η,η⟩,2η,1 ⟨η,η⟩
)
.

Здесь⟨·,·⟩обозначаетбилинейнуюформувпространствеRn 2,котораяполучается

ограничениемизформы[·,·]:

⟨u,v⟩=

n 1∑

i=2

λiuivi.

Мыимеем

[x(ξ),y(η)]= 2N(ξ,η), (1)

где

N(ξ,η)=1 2⟨ξ,η⟩+⟨ξ,ξ⟩⟨η,η⟩.

ПространствоG/H=(C×C)♮можноотождествить(сточностьюдомногообразия

меньшейразмерности)спрямымпроизведением × +.Темсамыммывводимв

G/H координатыξ,η∈Rn 2,назовемихорисферическимикоординатами.Дляэтих

координатвыполняетсяусловиеN(ξ,η)̸=0.

Напомнимнекоторыйматериал[5]опредставленияхгруппы G=SO0(p,q),свя-

занныхсконусом.Мыбудемиспользоватьследующиеобозначениядля«обобщенных

степеней»:

a[m]=a(a+1)...(a+m 1), a(m)=a(a 1)...(a m+1),
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гдеa–число,атакжеобозначение

tσ,ε=|t|σsgnεt,t∈R∞=R\{0}.

Пустьσ∈C,ε=0,1.ОбозначимчерезDσ,ε(C)пространствофункцийfнаконусе

классаC иоднородных«степениσ,ε»,тоесть

f(tx)=tσ,εf(x), x∈C,t∈R∞.

ПредставлениеTσ,εгруппыGдействуетвэтомпространствесдвигами:

(Tσ,ε(g)f)(x)=f(xg).

Онопорождаетпредставление Tσ алгебрыЛиgгруппыG (зависимостьотεисче-

зает),атакжепредставлениеTσ универсальнойобертывающейалгебрыEnv(g)для

алгебрыЛиg.

ВведемследующуюбилинейнуюформувфункцияхнаRn 2(тоестьвфункциях

на ина +):

⟨⟨f,h⟩⟩=

∫

f(ξ)h(ξ)dξ=

∫

f(η)h(η)dη,

интегралберетсяпоRn 2.Вдальнейшемподразумевается,чтовсеинтегралыпоdξи

поdηберутсяпоRn 2.Оператор

(Aσ,εf)(ξ)=

∫

N(ξ,η)2 n σ,εf(η)dη

сплетаетпредставленияTσ,εиT2 n σ,ε,действующиевфункцияхнаразныхсечениях.

Справедливосоотношение:

A2 n σ,εAσ,ε=c
1(σ,ε)E,

гдеc(σ,ε)–некотораяфункция,аналитическаяпоσ.

НапомнимконструкциюквантованиявдухеБерезина,см.,например,[1,6].Вкаче-

ствеалгебрыоператоров,исходнойдляквантования,мыберемалгебру

Eσ=TσEnv(g)
)
,

образованнуюоператорамиD=Tσ(X), X∈Env(g).Вкачествеаналогапространства

Фокамыберемпространство Dσ,ε( )функций φ(ξ)насечении конусаC.Оно

содержитсявпространствеC (Rn 2)функцийφ(ξ)наRn 2исодержитпространство

D(Rn 2).Вкачествепереполненнойсистемымыберемядросплетающегооператора

A2 n σ,ε,аименно,функцию

Φ(ξ,η)=Φσ,ε(ξ,η)=N(ξ,η)
σ,ε.

КовариантныйсимволFоператораD=Tσ(X)естьфункцияF(x,y)наG/H,в

орисферическихкоординатахонопределяетсяформулой

F(ξ,η)=
1

Φ(ξ,η)
(D⊗1)Φ

)
(ξ,η).
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ВпервойреализациипространстваG/H –какмногообразиявалгебреЛиg–он

естьфункцияотэлементаZалгебрыЛиg.

Ввторойреализации,указаннойвыше,ковариантныйсимволF естьфункцияот

пары([x],[y])образующихконусаC,такихчто[x,y]̸=0,другимисловами,онесть

функция F(x,y)отпары(x,y)точекконусаC,такихчто[x,y]̸=0,причемэта

функция–однороднаястепени0по xипоy,тоестьF(tx,sy)=F(x,y)длявсех

t,s∈R∞.

ФункцияN(ξ,η)естьограничениена × + функции(1/2)[x,y],см.(1),такчто

функцияΦ(ξ,η)есть(сточностьюдомножителя)ограничениена × + функции

[x,y]σ,ε.Последняяфункциякакфункцияотξ(иотη)принадлежитDσ,ε(C)Поэтому

ковариантныйсимволF(x,y)оператораD=Tσ(X), X∈Env(g),есть

F(x,y)=
1

[x,y]σ,ε
(D⊗1)[x,y]σ,ε.

Ковариантныйсимволединичногооператораестьфункция,тождественноравная

единице.

Напишемковариантныесимволыдляоператоров,отвечающихэлементамалгебры

Лиg(элементампервойстепениизEnv(g)).

Теорема1.Пусть L–элементалгебрыЛиg.Тогдаковариантныйсимвол F

оператораD=Tσ(L)впервойреализацииестьфункция

F(Z)=
1

2
σtr(LZ)

=
1

2(n 2)
σBg(L,Z),

гдеBg–формаКиллинганаg,авовторойреализацииестьфункция

F(x,y)=σ
[xL,y]

[x,y]
. (2)

ЭтафункцияестьлинейныймногочленнаG/H.

Умножениеоператоровпорождаетумножениековариантныхсимволов,обозначим

последнеезвездочкой∗(онозависитотσ).ПустьF1, F2–ковариантныесимволы

операторовD1, D2,соответственно.ТаккакD1D2⊗1=(D1⊗1)(D2⊗1),то:

(F1∗F2)(x,y)=
1

[x,y]σ,ε
D1⊗1

)(
[x,y]σ,εF2(x,y)

)
, (3)

и–ворисферическихкоординатах:

(F1∗F2)(ξ,η)=
1

Φ(ξ,η)
(D1⊗1)

(
Φ(ξ,η)F2(ξ,η)

)
.

Приведемявныеформулыдляковариантныхсимволов,отвечающихэлементамX

изEnv(g)произвольногопорядка.
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Пустьвформуле(3)оператор D1 отвечаетэлементуLизалгебрыЛиg.Тогда

D1–дифференциальныйоператорпервогопорядка,поправилуЛейбницамыимеем

D1(f·h)=D1f·h+f·D1h,такчто

(F1∗F2)(x,y)=F1(x,y)F2(x,y)+(D1⊗1)F2(x,y) (4)

=F1(x,y)F2(x,y)+
d

dtt=0
F2(xe

tL,y). (5)

Теорема2.ДляэлементаX∈Env(g)порядкаkковариантныйсимволоператора

D=Tσ(X)естьмногочленнаG/H порядкаkскоэффициентами,зависящимиот

σполиномиально.

Сначала–длянаглядности–напишемспомощьюформул(4),(5)вявномвидеко-

вариантныесимволыдляэлементовX изалгебрыEnv(g)порядка1,2,3.Достаточно

этосделатьдляX, которыеявляютсяпроизведениямиэлементовалгебрыЛи.Пусть

L,M,K∈g.

ДляX=Lимеем

F(x,y)=σ
[xL,y]

[x,y]
,

это–формула(2).ПустьX=LM,тогда

F(x,y)=σ(2)
[xL,y]·[xM,y]

[x,y]2
+σ
[xLM,y]

[x,y]
.

ПустьX=LMK, тогда

F(x,y)=σ(3)
[xL,y]·[xM,y]·[xK,y]

[x,y]3

+σ(2)
[xLM,y]·[xK,y]+[xLK,y]·[xM,y]+[xMK,y]·[xL,y]

[x,y]2

+σ
[xLMK,y]

[x,y]
.

Теперьнапишем,спомощьюформул(4),(5),вявномвидековариантныесимволы

дляэлементовX изалгебрыEnv(g)любогопорядкаk,которыеявляютсяпроизведе-

ниямиэлементовалгебрыЛи.ПустьX=L1L2...Lk,гдеLi∈g.Разобьеммножество

индексовI={1,2,...,k}наm подмножеств:I=I1∪...∪Im.ОбозначимчерезAs
произведение–впорядкевозрастанияиндексов–техэлементовLj,индексыjкоторых

принадлежатIs.

Теорема3.ДляэлементаX=L1L2...Lk,гдеLi∈g,изалгебрыEnv(g)порядка

kковариантныйсимволF(x,y)оператораD=Tσ(X)даетсяследующейформулой

F(x,y)=

k∑

m=1

σ(m)
∑ [xA1,y]...[xAm,y]

[x,y]m
,

гдевнутреннеесуммированиепроисходитповсемразбиенияммножестваIнаm

подмножеств:I=I1∪...∪Im.
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Сдругойстороны,дальшемырешаемвнекоторомсмыслеобратнуюзадачу:унас

естьнекоторыеспециальные(важные)многочленынаG/H,имынаходимоператоры,

длякоторыхэтимногочленыявляютсясимволами.

Дляσобщегоположенияпространствоковариантныхсимволовестьпространство

S(G/H)всехмногочленовнаG/H.

ВозьмемвалгебреЛиgмаксимальнуюкоммутативнуюподалгебру(картановскую

подалгебру)a,состоящуюизматрицL,ненулевыеэлементыкоторыхмогутстоять

тольконапобочнойдиагонали:

X=










0 0 ··· 0 t1
0 0 ···t2 0
...
...
...

...
...

0 t2 ··· 0 0

t1 0 ··· 0 0










,

напомним,чтомырассматриваемобщийслучайp>1,q>1.Размерностьалгебрыa

равнацелойчасти[n/2]числаn/2.

ПредставлениесдвигамигруппыGвпространствемногочленовS(G/H)разлага-

етсявпрямуюсуммунеприводимыхконечномерныхпредставленийвпространствах

Hν.Онинумеруютсястаршимивесамиνотносительноалгебрыa.Старшийвес–это

векторс[n/2]целочисленнымикоординатами,изкоторыхвсекоординаты,начинаяс

третьей,равнынулю:ν=(a,b,0,...),причемa b 0,a≡b(mod2).

ПредъявимстаршиеимладшиевекторывпространствахHν.Старшийвекторf
+
ν

имладшийвекторfν вHν –этомногочлены,собственныедляматрицыexpX с

собственнымичисламиexp(at1+bt2)иexp(at1 bt2),соответственно.Обозначим

l=
a+b

2
,c=

a b

2
.

Ворисферическихкоординатахмыимеем

f+ν(ξ,η)=
{
ξ2+ξn 1 ⟨ξ,ξ⟩(η2+ηn 1)

}b
·⟨ξ,ξ⟩c·N(ξ,η)l,

fν(ξ,η)=
{
η2 ηn 1 ⟨η,η⟩(ξ2 ξn 1)

}b
·⟨η,η⟩c·N(ξ,η)l.

ВозьмемвпространствеgэлементыMi =L1i+λiLin,авуниверсальнойоберты-

вающейалгебреEnv(g)возьмем«частичныйэлементКазимира»

∆ =
n 1∑

i=2

λi(Mi)
2.

ЭлементM =M2+Mn 1являетсясобственнымдляэлементовалгебрыaссобствен-

нымзначением t1 t2.ВозьмемследующийэлементизEnv(g):

Xν=M
b(∆)c.
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Теорема4.КовариантныйсимволFνоператораDν=Tσ(Xν)естьсточностью

домножителяминимальныйвекторfν(ξ,η)изHν,аименно,

Fν(ξ,η)=λν(σ)·fν(ξ,η),

где

λν(σ)=2
aσ(l)

(

σ+
n 4

2

)(c)
.
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Аннотация.Рассматриваютсядватипасемействмножествширокопонимаемо-

гоизмеримогопространства:ультрафильтры(максимальныефильтры)имакси-

мальныесцепленныесистемы.Получающиесяприэтоммножестваультрафиль-

тровимаксимальныхсцепленныхсистемоснащаютсякаждоепаройсравнимых

топологий(посмыслу«волмэновской»и«стоуновской»),врезультатечегоре-

ализуютсядвабитопологическихпространства,одноизкоторыхоказывается

подпространствомдругого;точнее,ультрафильтрыявляютсямаксимальными

сцепленнымисистемами,атогдасовокупностьпоследнихобразуетобъемлющее

битопологическоепространство.Сиспользованиемтопологическихконструк-

цийустанавливаютсянекоторыехарактеристическиесвойстваультрафильтров

и(вменьшейстепени)максимальныхсцепленныхсистем(речьидетонеобходи-

мыхидостаточныхусловияхмаксимальностифильтровисцепленныхсистем).

Ключевыеслова:битопологическоепространство;топология;ультрафильтр

Введение

Ультрафильтры(у/ф)используютсявразличныхконструкцияхобщейтопологии,

теориимеры,теориибулевыхалгебр. ШирокоизвестныкомпактификацияСтоуна–

Чеха,расширениеВолмэна,пространстваСтоуна.Впервомслучаеиспользуютсяу/ф

семействавсехподмножеств(п/м)фиксированногомножества(единицы),вовтором–

у/фсемействазамкнутыхмножествтопологическогопространства(ТП),удовлетворя-

ющегоаксиоме T1,автретьем–у/фалгебрымножеств.Представляетсяполезным

РаботавыполненаприподдержкеРоссийскогофондафундаментальныхисследований(проект

№18-01-00410).
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объединитьупомянутые(имногиедругие)случаи,полагая,чтоупомянутыесемейства

являютсячастнымислучаяминекоторогообщеговариантаструктурыодногодоста-

точноуниверсальноготипа.Вкачестведанноговариантапредлагается(длякаждого

фиксированногомножества–«единицы»)использоватьπ-систему[1,c.14]с«нулем»

(ввидепустогомножества)и«единицей»ввидеисходногообъемлющегомножества

(самажеπ-системаестьсемействомножеств,замкнутоеотносительноконечныхпе-

ресечений).Топологии,семействазамкнутыхмножестввТП,алгебрыиполуалгебры

множествявляютсяπ-системамиупомянутоготипа.Средиπ-системособовыделяем

решеткип/мобъемлющегомножества(решеточностьпонимаетсявсмыслеупорядо-

ченностиповключению).

Итак,будемрассматриватьу/ф π-систем(см.[2])и,вчастности,у/фрешеток

с«нулем»и«единицей»,привлекаядваестественныхвариантаоснащениятопологи-

ей:имеетсяввидуаналогсхемыСтоуна,применяемойобычновслучаеизмеримого

пространства(ИП)салгеброймножеств,итопологиюволмэновскоготипа,которая,в

частности,использоваласьприпостроениисуперрасширенияТП(см.[3–5]идр.;особо

отметимсистематическоеизложениев[6,гл.VII,§4]).Сконструкциейсуперрасшире-

ния,применяемойобычновслучаеT1-пространств,связаноисвойствосуперкомпакт-

ности[3–6],реализующеесядляпространствамаксимальныхсцепленныхсистем(МСС)

замкнутыхмножеств(см.[6,гл.VII,§4]);приэтомзамкнутыеу/ф(точнее,у/фсе-

мействазамкнутыхмножеств)являютсяМСС.Обратное,вообщеговоря,неверно(см.

[6,гл.VII,4.18]).ВэтойситуациилогичнорассматриватьпространствоМССкакобъ-

емлющеекпространствуу/ф,чтоестественнопорождаетвопрособитопологическом

егооснащении(см.[7]),кольскоротакоеоснащениереализуется,какужеотмечалось,

длямножествау/ф.Оказывается,данноеоснащениеудаетсяреализоватьпосредством

схем,подобныхиспользуемымвслучаеу/ф.Итак,множествоМССтакжеоснащаем,

имеяввидуидейнуюаналогию,«стоуновской»и«волмэновской»топологиями(по-

следнююназываютобычнотопологиейволмэновскоготипа).Врядеслучаевупомяну-

тыетопологиисовпадают,асоответствующеебитопологическоепространство(БТП)

вырождается,реализуяприэтомсуперкомпакт(суперкомпактноеT2-пространство).С

другойстороны,известныслучаи,когда«стоуновская»и«волмэновская»топологиина

множествеМССразличаются(аналогичныеслучаиизвестныидляпространству/ф).

Упомянутыевозможностиобсуждаютсявнастоящейработе.

1. Общиеположения

Используемстандартнуютеоретико-множественнуюсимволику:кванторы,связки,

∅–пустоемножество;defзаменяетфразу«поопределению»,
△
=–равенствопоопре-

делению.Принимаемаксиомувыбора.Семействомназываеммножество,всеэлементы

которогосамиявляютсямножествами.Дляпроизвольныхобъектовaиbчерез{a;b}

обозначаеммножество,содержащееa,bинесодержащееникакихдругихэлементов.

Еслиx–объект,то{x}
△
={x;x}естьсинглетонсосвойствомx∈{x}.Заметим,что

длялюбыхдвухобъектов(см.[8,гл.II,§2])uиvимеем{u;v}={u}∪{v};для

трехобъектовp,qиr {p;q;r}
△
={p;q}∪{r}={p}∪{q}∪{r}.Множестваявляются
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объектами;поэтому,следуя[8,гл.II,§2,(1)],полагаемпривсякомвыбореобъектов

m иn,что(m,n)
△
={{m};{m;n}},получаяупорядоченнуюпаруспервымэлементом

m ивторымэлементомn.Длякаждойупорядоченнойпарыzчерезpr1(z)иpr2(z)

обозначаемсоответственнопервыйивторойэлементыz,однозначноопределяемые

условиемz=(pr1(z),pr2(z)).

ЕслиX –множество,точерезP(X)(черезP′(X))обозначаемсемействовсех

(всехнепустых)п/мX, P′(X)=P(X)\{∅};Fin(X)естьdefсемействовсехконечных

множествизP′(X).ДляпроизвольногонепустогосемействаXполагаем,что

{∪}(X)
△
={

∪

X∈X

X:X∈P(X)},{∩}(X)
△
={

∩

X∈X

X:X∈P′(X)},

{∪}♯(X)
△
={

∪

X∈K

X:K∈Fin(X)},{∩}♯(X)
△
={

∩

X∈K

X:K∈Fin(X)},
(1.1)

получаячетыресемействап/мобъединениявсехмножествизX;самоXявляетсяпод-

семействомкаждогоизвышеупомянутыхчетырехсемейств(см.(1.1)).Вдальнейшем

семейства(1.1)используютсякакправилоприусловии∅∈X.ЕслиM –множествои

M∈P ′(P(M)),то

CM[M]
△
={M\M :M ∈ M}∈P′(P(M)).

ДлянепустогосемействаAимножестваBввидеA|B
△
={A∩B:A∈A}∈P′(P(B))

имеемследAнамножествоB.КаждомусемействуH имножествуSсопоставляем

семейство[H](S)
△
={H∈H|S⊂H}∈P(H).

ЕслиUиV–множества,тоVU естьdefмножествовсехотображенийизUвV;

приf∈VU иW ∈P(U)ввидеf1(W)
△
={f(x):x∈W}∈P(V)реализуетсяобраз

W придействииf.Какобычно,R–вещественнаяпрямая,N
△
={1;2;...}иприn∈N

1,n
△
={k∈N|k≤n},атакже →n,∞

△
={k∈N|n≤k}.ЕслиS–множествоиn∈N,

товместоS1,nиспользуемболеетрадиционноеобозначениеSn,полагаяприэтом,что

элементыN(натуральныечисла)неявляютсямножествами.ЕслиM –множество,то

π[M]
△
={ M∈P′(P(M))|(∅∈ M)&(M ∈ M)&(A∩B∈ M∀A∈ M∀B∈ M)}

естьсемействовсехπ-системп/ммножестваM c«нулем»и«единицей»,а

π̃0[M]
△
={M∈π[M]|∀L∈ M∀x∈M\L∃Λ∈ M:(x∈Λ)&(Λ∩L=∅)}

естьсемействовсехотделимых π-систем п/мупомянутого множества;ввиде

(alg)[M]
△
={M∈π[M]|E\L∈ M∀L∈ M}имеемсемействовсеалгебрп/мM.

Заметим,чтопривсякомвыборенепустогомножестваX, π-системыX∈π[X]

имножестваY∈X ввиде[CX[X]](Y)имеемнепустоесемействоп/мX, апотому

определенопересечениевсехмножествданногосемейства;этимножестваназываем

квазиокрестностямиY.Сучетомэтогокорректноследующееопределение:еслиX –

непустоемножество,то

π♮[X]
△
={X∈π[X]|

∩

Λ∈[CX[X]](Y)

Λ∈CX[X]∀Y∈X};
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ясно,чтоπ♮[X]={X∈π[X]|∀Y∈X∃Λ0∈[CX[X]](Y): Λ0⊂Λ∀Λ∈[CX[X]](Y)}.

Введеносемействоπ-системснаименьшимиквазиокрестностямивсехсвоихмножеств.

Элементытопологии.Доконцанастоящегоразделафиксируемнепустоемноже-

ствоI.Через(top)[I]обозначаемсемействовсехтопологийнаIиполагаем(clos)[I]
△
=

{CI[τ]:τ∈(top)[I]}(семействаиз(top)[I]и(clos)[I]находятсявестественнойдвой-

ственности).Полагаем,что

(BAS)[I]
△
={β∈P′(P(I))|(I=

∪

B∈β

B)&(∀B1∈β∀B2∈β∀x∈B1∩B2∃B3∈β:

(x∈B3)&(B3⊂B1∩B2))},

(cl BAS)[I]△={β∈P′(P(I))|(I∈β)&(
∩

B∈β

B=∅)&(∀B1∈β∀B2∈β∀x∈I\(B1∪B2)

∃B3∈β:(B1∪B2⊂B3)&(x/∈B3))};

введеныбазытопологий(открытыебазы)ибазысемействзамкнутыхмножеств(за-

мкнутыебазы).Еслиτ∈(top)[I],тосемействаиз(τ BAS)0[I]
△
={β∈(BAS)[I]|τ=

{∪}(β)}являются(открытыми)базамиТП(I,τ),асемействаиз(cl BAS)0[I;τ]
△
=

{β∈(cl BAS)[I]|CI[τ]={∩}(β)},соответственно,замкнутымибазамиэтогоТП.Се-

мействаиз(p BAS)[I]
△
={κ∈P′(P(I))|{∩}♯(κ)∈(BAS)[I]}–сутьоткрытыепредбазы

топологийнаI(предбазыоткрытыхмножеств),асемействаиз(p BAS)cl[I]
△
={χ∈

P′(P(I))|{∪}♯(χ)∈(cl BAS)[I]}–замкнутыепредбазытопологийнаI.Наконец,при

τ∈(top)[I]ввиде

(p BAS)0[I;τ]
△
={κ∈(p BAS)[I]|{∩}♯(κ)∈(τ BAS)0[I]}

имеемсемействовсехоткрытыхпредбазконкретногоТП(I,τ);соответственно,

(p BAS)0cl[I;τ]
△
={χ∈(p BAS)cl[I]|{∪}♯(χ)∈(cl BAS)0[I;τ]}

естьсемействовсехзамкнутыхпредбазупомянутогоТП.

Еслиτ∈(top)[I]иx∈I,тоN0τ(x)
△
={G∈τ|x∈G}иNτ(x)

△
={H∈P(I)|∃G∈

N0τ(x):G⊂H}.Тогдаприτ∈(top)[I]иA∈P(I)ввиде

cl(A,τ)
△
={x∈I|G∩A≠∅∀G∈N0τ(x)}={x∈I|H∩A≠∅∀H∈Nτ(x)}

имеемзамыканиеAвТП(I,τ).Еслиχ∈P′(P(I)),тополагаем,что

(COV)[I|χ]
△
={κ∈P′(χ)|I=

∪

X∈κ

X}

(семействовсехпокрытийIмножествамиизκ).Тогдаввиде

((SC top)[I]
△
={τ∈(top)[I]|∃S∈(p BAS)0[I;τ]∀G∈(COV)[I|S]

∃G1∈G∃G2∈G:I=G1∪G2}
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имеемсемействовсехтопологийнамножествеI,превращающихIвсуперкомпактное

ТП.Еслижеτ∈((SC top)[I]иприэтом(I,τ)естьT2-пространство,тоданноеТП

(I,τ)называютсуперкомпактом.

Сцепленныесистемыифильтры.Согласно[3–6]семействоIназываетсясцеп-

ленным(сцепленнойсистемой),еслиI1∩I2≠∅∀I1∈I∀I2∈I.Тогда

(link)[I]
△
={I∈P′(P(I))|I1∩I2≠∅∀I1∈I∀I2∈I}

естьсемействовсехнепустыхсцепленныхподсемействP(I).Логичнорассматривать

сцепленныеподсемействатогоилииногосемействамножеств:еслиX∈P′(P(I)),то

⟨X link⟩[I]
△
={I∈(link)[I]|I⊂X};тогда

⟨X link⟩0[I]
△
={X∈⟨X link⟩[I]|∀Y∈⟨X link⟩[I](X⊂Y)=⇒(X=Y)}

есть[9]семействовсехМСС,содержащихсявX.

Фиксируемдоконцанастоящегораздела π-системуJ∈π[I].Тогда

⟨J link⟩0[I]={I∈⟨J link⟩[I]|∀J∈J (J∩I̸=∅∀I∈I)=⇒(J∈I)}.

Введемврассмотрениефильтрыширокопонимаемогоизмеримогопространства(ИП)

(I,J):

F∗(J)
△
={F∈P′(J\{∅})|(A∩B∈F∀A∈F∀B∈F)&(∀F∈F∀J∈J

(F⊂J)=⇒(J∈F)}∈P′(⟨J link⟩[I])

естьмножествовсехвышеупомянутыхфильтров;еслиx∈I,то

(J triv)[x]
△
={J∈J|x∈J}∈F∗(J)

естьтривиальный(фиксированный)фильтр,соответствующийточкеx.Ввиде

F∗0(J)
△
={U∈F∗(J)|∀F∈F∗(J)(U⊂F)=⇒(U=F)}={U∈F∗(J)|

∀J∈J (J∩U≠∅∀U∈U)=⇒(J∈U)}={U∈⟨J link⟩0[I]|

A∩B∈U∀A∈U∀B∈U}∈P′(⟨J link⟩0[I])

(1.2)

имеемсемействовсеху/фИП(I,J);заметим,чтоу/фданногоИП–сутьмакси-

мальныецентрированныеподсемействаπ-системыJ итолькоони(см.[3,раздел3]).

Напомним,чтосучетомлеммыЦорнастандартнымспособомпроверяется,что

∀F∈F∗(J)∃U∈F∗0(J):F⊂U.

Аналогичноесвойствоимеетместодлясцепленныхсистем:

∀E∈⟨J link⟩[I]∃S∈⟨J link⟩0[I]:E⊂S.

Применениеупомянутыхдвухсвойствтрадиционноиспециальновдальнейшемогова-

риватьсянебудет. Всвязисосвойствамитривиальных фильтровотметим,что

(см.[10,(5.9)])

((J triv)[x]∈F∗0(J)∀x∈I)⇐⇒(J∈π̃
0[I]). (1.3)
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В(1.3)имеемнеобходимыеидостаточныеусловиямаксимальноститривиальныхфиль-

тров.Всвязиспредставлениямиу/фнапомнимизвестноесвойство

(J∈(alg)[I])=⇒(F∗0(J)={U∈F
∗(J)|∀A∈J (A∈U)∨(I\A∈U)}.

ПодобноепредставлениеимеетместоидляМСС.

Предложение 1.1.ЕслиJ∈(alg)[I],тосправедливоравенство

⟨J link⟩0[I]={E∈⟨J link⟩[I]|∀A∈J (A∈E)∨(I\A∈E)}. (1.4)

Доказательство.ПустьΩ–семействовправойчасти(1.4).Покажем,что

⟨J link⟩0[I]=Ω.Cиспользованиемсоотношенийдвойственностипроверяетсявло-

жение ⟨J link⟩0[I]⊂Ω.Пусть V∈Ω.Покажем,что V∈⟨J link⟩0[I].Допустим

противное:V/∈⟨J link⟩0[I].ТогдадлянекоторогоW∈⟨J link⟩[I]имеемсвойства

(V⊂W)&(V̸=W). (1.5)

Тогда(см.(1.5)) W\V̸ =∅.Пусть W ∈ W\V.Тогда,вчастности, W ∈J.По

определениюΩ имеем,что(W ∈V)∨(I\W ∈V).Повыбору W получаем,что

I\W ∈V.ТогдаI\W ∈W.Последнееневозможно,т.к.W ∈W,имыполучаемпро-

тиворечиесосцепленностьюW.Данноепротиворечиедоказываеттребуемоесвойство

максимальностиV.Итак,Ω⊂⟨J link⟩0[I].

2. Битопологическиепространстваультрафильтровимаксимальных

сцепленныхсистем

Фиксируемвдальнейшемнепустоемножество E иπ-системуL∈π[E].Рассмат-

риваемоснащения(топологиями)длянепустогосемействаF∗0(L).Если L∈L,то

полагаем

ΦL(L)
△
={U∈F∗0(L)|L∈U}.

Приэтом (UF)[E;L]
△
= {ΦL(L): L∈L}∈π[F

∗
0(L)];вчастности,(UF)[E;L]∈

(BAS)[F∗0(L)]порождаеттопологиюT
∗
L[E]

△
={∪}((UF)[E;L])∈(top)[F∗0(L)].Ввиде

(F∗0(L),T
∗
L[E]) (2.1)

имеем(см.[11])нульмерное[12,6.2]T2-пространствососвойством

(UF)[E;L]⊂T∗L[E]∩CF∗0(L)[T
∗
L[E]]; (2.2)

еслиL∈(alg)[E],тоТП(2.1)являетсянульмернымкомпактом,а(2.2)превращается

вравенство.

Замечание 2.1.ПустьL∈π̃0[E].Тогда(см.(1.3))имеемотображение

(L triv)[·]
△
=((L triv)[x])x∈E∈F

∗
0(L)

E, (2.3)

котороереализуетпогружениеEвТП(2.1)сосвойствами[10,предложение1,(3.5),(3.6)].

Вчастности,образмножестваEпридействииотображения(2.3)естьмножество,всю-

дуплотноевТП(2.2).
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ВобщемслучаеL∈π[E]приH∈P(E)рассматриваеммножество

F♮C[L|H]
△
={U∈F∗0(L)|∃U∈U:U⊂H}

(приL∈LиH=E\LимеемравенствоF♮C[L|H]=F
∗
0(L)\ΦL(L)).Какследствие

F♮C[L]
△
={F♮C[L|Λ]:Λ∈CE[L]}=CF∗0(L)[(UF)[E;L]]∈(cl BAS)0[F

∗
0(L);T

∗
L[E]].(2.4)

Вместестем,каклегковидеть(см.(2.4)), F♮C[L]∈(p BAS)[F∗0(L)]иопределена

(см.[2,(5.4)])топология

T0L⟨E⟩
△
={∪}({∩}♯(F

♮
C[L]))∈(top)[F

∗
0(L)]. (2.5)

Всвязис(2.5)обратимсякпредставлениям[2]дляу/ф,рассматриваемыхкакварианты

МСС.Вэтойсвязинапомним,чтосемейство

⟨L link⟩0[E]={E∈⟨L link⟩[E]|∀S∈⟨L link⟩[E](E⊂S)=⇒(E=S)}

={E∈⟨L link⟩[E]|∀L∈L(L∩Σ≠∅∀Σ∈E)=⇒(L∈E)}

содержитF∗0(L)и,следовательно,непусто;

F∗0(L)={E∈⟨L link⟩0[E]|A∩B∈E∀A∈E∀B∈E}∈P
′(⟨L link⟩0[E]).

Введемврассмотрениеследующиемножества:

(⟨L link⟩0[E|L]
△
={E∈⟨L link⟩0[E]|L∈E}∀L∈L)

&(⟨L link⟩0op[E|H]
△
={E∈⟨L link⟩0[E]|∃Σ∈E:Σ⊂H}∀H∈P(E))

(см.[2,раздел4]).Вэтихтерминахопределяем,следуя[2,(4.9)],дванепустыхсемейства

(̂C∗0[E;L]
△
={⟨L link⟩0[E|L]:L∈L})&(̂C0op[E;L]

△
={⟨L link⟩0op[E|Λ]:Λ∈CE[L]}),

(2.6)

длякоторых(см.[2,(4.10)])C∗0[E;L]=C⟨Llink⟩0[E][C
0
op[E;L]](семейства(2.6)находятся

вдвойственности).Легковидеть,чтоĈ0op[E;L]∈(p BAS)[⟨L link⟩0[E]],апотому

данноесемействопорождаеттопологию

T0⟨E|L⟩
△
={∪}({∩}♯(̂C

0
op[E;L]))∈(top)[⟨L link⟩0[E]],

длякоторойĈ∗0[E;L]является[2,предложение4.1]замкнутойпредбазой.Болеетого

(см.[2,раздел5]),T0⟨E|L⟩∈((SC) top)[⟨L link⟩0[E]],аТП

(⟨L link⟩0[E],T0⟨E|L⟩) (2.7)

естьсуперкомпактноеT1-пространство(см.[2,(5.6)]),длякоторого

T0L⟨E⟩=T0⟨E|L⟩|F∗0(L). (2.8)

Такимобразом,имеемввиде

(F∗0(L),T
0
L⟨E⟩) (2.9)

подпространствоТП(2.7).Какследствие(используемтакжепостроениянаоснове

[11,(6.18)])получаемследующееположение.
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Предложение 2.1.Ввиде(2.9)реализуетсякомпактноеT1-пространство.

Заметим,чтоĈ∗0[E;L]∈(p BAS)[⟨L link⟩0[E]],апотомуопределенатопология

T∗⟨E|L⟩
△
={∪}({∩}♯(̂C

∗
0[E;L]))∈(top)[⟨L link⟩0[E]],

превращающая[2,предложение6.4]⟨L link⟩0[E]внульмерноеT2-пространство

(⟨L link⟩0[E],T∗⟨E|L⟩). (2.10)

Приэтомсогласно[2,предложение6.5]ввиде(2.1)имеемподпространствоТП(2.10):

T∗L[E]=T∗⟨E|L⟩|F∗0(L). (2.11)

Крометого,отметим(см.[2,предложение7.1]),чтотопологии T0⟨E|L⟩иT∗⟨E|L⟩

сравнимы,причем

T0⟨E|L⟩⊂T∗⟨E|L⟩. (2.12)

Итак(см.(2.9),(2.10)),получаемследующееБТПсэлементамиввидеМСС:

(⟨L link⟩0[E],T0⟨E|L⟩,T∗⟨E|L⟩). (2.13)

Приэтом(см.(2.8),(2.11),(2.12))T0L⟨E⟩⊂T
∗
L[E];ввиде

(F∗0(L),T
0
L⟨E⟩,T

∗
L[E]) (2.14)

имеемБТПсэлементамиввидеу/фπ-системыL.Всилу(2.8)и(2.11)логично

рассматриватьБТП(2.14)какподпространствоБТП(2.13).Всвязисисследованием

БТПотметиммонографию[13].Если(X,τ1,τ2)–произвольноеБТП(X –множество,

τ1∈(top)[X],τ2∈(top)[X]иприэтомτ1⊂τ2),тоназываемданноеБТПвырожден-

ным,еслиτ1=τ2.Напомним,чтоимеетместоследующее(см.[9,§§8,9]

Предложение 2.2.ЕслиL∈(alg)[E]илиL∈(top)[E],тоБТП(2.13)вы-

рождено,тоестьT0⟨E|L⟩=T∗⟨E|L⟩,акаждоеизТП(2.7),(2.10)являетсянуль-

мернымсуперкомпактом.

Отметим,крометого,чтосправедливо

Предложение 2.3.ЕслиL∈π♮[E],тоБТП(2.14)вырождено:

T0L⟨E⟩=T
∗
L[E]; (2.15)

приэтомкаждоеизТП(2.1),(2.9)являетсянульмернымкомпактом,тоестьнуль-

мернымкомпактнымT2-пространством.

Из(2.8)ипредложения2.1следует,чтовобщемслучаеL∈π[E]множествоF∗0(L)

компактновТП(2.7).Какследствие(см.(2.11))получаемследующееположение.

Предложение 2.4.ЕслиL∈π♮[E],то F∗0(L)замкнутовТП(2.10):

F∗0(L)∈C⟨Llink⟩0[E][T∗⟨E|L⟩].
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Доказательство.ПустьL∈π♮[E].Тогдавсилупредложения2.3имеем

равенство(2.15),означающеесогласнопредложению2.1,что(2.1)естькомпактноеТП.

Сталобыть(см.(2.11)),F∗0(L)естькомпактноемножествовT2-пространстве(2.10),

откудаивытекаеттребуемоеутверждение.

ВсвязисвопросомобусловияхневырожденностиБТП(2.13)и(2.14)отметимпо-

ложения[9,раздел7]:еслиτ∈(top)[E],(E,τ)естьT1-пространствоиприэтом

τ̸=P(E),топриL=CE[τ]

(T0L⟨E⟩̸=T
∗
L[E])&(T0⟨E|L⟩̸=T∗⟨E|L⟩).

Итак,вслучаеT1-пространства,неявляющегосядискретным,приL=CE[τ],гдеτ–

топологияданногопространства,каждоеизБТП(2.13),(2.14)являетсяневырожден-

ным(в[14]приведенцелыйрядсодержательныхпримеровтакогорода).

ПустьдоконцанастоящегоразделаL∈π̃0[E](итак,Lестьотделимаяπ-система).

Поэтомувсилу(1.3)(L triv)[x]∈F∗0(L)∀x∈E.Тогдасучетом[10,предложение1]

приA∈P(E)устанавливается,что

cl({L triv)[x]:x∈A},T∗L[E])={U∈F
∗
0(L)|A∩U≠∅∀U∈U}.

Cэтимсвойствомсвязаноодноследствие,показывающее,чтоврассматриваемомслу-

чаедвевышеупомянутыетопологиинамножествеу/фвнекоторомсмыслеблизки:

ΦL(L)=cl({(L triv)[x]:x∈L},T0L⟨E⟩)=cl({(L triv)[x]:x∈L},T∗L[E])∀L∈L.

Этоозначает,вчастности,чтоF∗0(L)=cl({(L triv)[x]:x∈E},T0L⟨E⟩)=cl({(L

triv)[x]:x∈E},T∗L[E]).Грубоговоря,самоисходноемножествоE всюдуплотнов

каждомизТП(2.1)и(2.9).

3. Некоторыетипыультрафильтров

ВобщемслучаеL∈π[E]определеноследующеемножество

F∗0,t(L)
△
={(L triv)[x]:x∈E}∈P′(F∗(L))

(всехтривиальныхфильтровИП(E,L)).Тогда[10,(2.3)]

F∗0,f(L)
△
={U∈F∗0(L)|

∩

L∈U

L=∅}=F∗0(L)\F
∗
0,t(L) (3.1)

естьмножествовсехсвободныху/фИП(E,L).Отметимнекоторыепримерывозмож-

ныхвариантовпредставленияF∗0(L).

Пример 3.1.Рассмотримслучай,когдареализуетсяравенствоF∗0(L)=F
∗
0,f(L).

ПустьE=NиL
△
={ →n,∞:n∈N}∪{∅};тогдаL∈(top)[E]и,вчастности,L∈π[E].

Приэтом(E,L)являетсяT0-пространством,U0
△
={ →n,∞:n∈N}∈F∗0,f(L)является

наибольшим(вупорядоченностиповключению)элементомF∗0(L).Еслиt∈E, то

(L triv)[t]={
→
k,∞ :k∈1,t}∈F∗0,t(L)\F

∗
0(L),таккак(L triv)[t]⊂U0 ипри

этом(L triv)[t]̸=U0.Посколькувыборtбылпроизвольным,тоF
∗
0,t(L)∩F

∗
0(L)=∅,

откудавсилу(3.1)получаемтребуемоеравенствоF∗0(L)=F
∗
0,f(L).ПриэтомF

∗
0(L)=

F∗0,f(L)={U0}посвойствамU0.
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Пример 3.2.Рассмотримслучай,когдареализуетсяравенствоF∗0(L)=F
∗
0,t(L).

Пусть L=CE[τ],гдетопологияτ∈(top)[E]такова,что(E,τ)естькомпактное

T1-пространство.ТогдаL∈ π̃
0[E]иF∗0,t(L)⊂ F

∗
0(L)всилу(1.3).Посколькупри

U∈F∗0(L)имеем,чтоU–центрированноесемействозамкнутыхмножеств,получаем

всилукомпактности(E,τ),чтоU∈F∗0,t(L).Итак,F
∗
0(L)⊂F

∗
0,t(L),атогдаF

∗
0(L)=

F∗0,t(L).ДанноеравенствопонятновсветепростейшихсвойстврасширенияВолмэна.

Замечание 3.1.Пустьтопологияτ∈(top)[E]такова,что(E,τ)естьком-

пактноеТП,аL=CE[τ](какивпримере3.2).ТогдаF
∗
0(L)⊂F

∗
0,t(L)иF

∗
0(L)̸=∅.

Итак,средитривиальныхфильтровестьмаксимальные.Какследствиереализуется

свойство

(∀x1∈E∃x2∈E:((L triv)[x1]⊂(L triv)[x2])&((L triv)[x2]∈F
∗
0(L)). (3.2)

Замечание 3.2.Пустьτудовлетворяетусловиюпредыдущегозамечания,а

π-системаL∈π[E]такова,чтоL⊂CE[τ].ТогдаF
∗
0(L)⊂F

∗
0,t(L)ивыполняется(3.2).

Пример 3.3.Отметимодинвариантситуации,упомянутойвзамечании3.2.

Пусть a∈R,b∈R иa<b.Полагаем,что E =[a,b]иL
△
={[pr1(z),pr2(z)]:

z∈[a,b]×[a,b]}(мыдопускаемприопределении[c,d],гдеc∈Rиd∈R,любые

соотношениямеждуcиd,полагая[c,d]
△
={ξ∈R|(c≤ξ)&(ξ≤d)}идопускаявоз-

можностьсовпадения[c,d]и∅).ТогдаF∗0(L)=F
∗
0,t(L)(учитываемочевидноесвойство

L∈π̃0[E]).

В[7,раздел5]указанпримерπ-системы(точнее,решетки)замкнутыхмножествв

T0-пространстве,вкоторомимеютсяимаксимальныетривиальныефильтры,тоесть

тривиальныеу/ф,итривиальныефильтры,неявляющиесямаксимальными.

4. Некоторыесвойствамаксимальныхсцепленныхсистем

Фиксируем π-системуL∈π[E],оговариваяпомеренадобноститеилииныедо-

полнительныеусловия.Рассмотримнекоторыеположения,касающиесясвойствМСС

π-системыL.

Легковидеть,чтоприL∈L\{∅}непременноΦL(L)=⟨L link⟩
0[E|L]∩F∗0(L)̸=∅.

Напомнимздесьже,чтоF∗0(L)естьмножество,компактноевТП(2.7).Сучетом[11,

(2.12)]проверяется

Предложение 4.1.ЕслиE∈⟨L link⟩0[E]\F
∗
0(L),то

∩

Σ∈E

Σ=∅. (4.1)

Итак,МСС,неявляющиесяу/ф,внекоторомотношенииподобнысвободныму/ф.

Вполнеочевидныследующиедвапредложения.

Предложение 4.2.Справедливоравенство ⟨L link⟩0[E]\F
∗
0(L)=⟨L

link⟩0[E]\F
∗(L).
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Предложение 4.3.ЕслиE∈⟨L link⟩0[E]\F
∗
0,t(L),тосправедливо(4.1).

СовсемкраткорассмотримвопрососуществованииМСС,неявляющихсяу/ф;бу-

демприэтомиспользоватьконструкциюпримера4.18в[6,гл.VII].Вчастности,в

дальнейшихпостроениях,связанныхсπ-системами,будемвсякийразоговаривать

естественноевсветеупомянутогопримераусловие,связанноестем,чтомножество

Eсодержитнеменеетрехэлементов.

Предложение 4.4.Если∃x∈E∃y∈E∃z∈E:

(x̸=y)&(y̸=z)&(x̸=z)&({x;y}∈L)&({y;z}∈L)&({x;z}∈L), (4.2)

тосправедливоследующеесвойствонепустоты:

⟨L link⟩0[E]\F
∗(L)̸=∅. (4.3)

Доказательство.Зафиксируемx,yиzсосвойством(4.2).Введемтрех-

элементноесцепленноесемейство

T
△
={{x;y};{y;z};{x;z}}, (4.4)

длякотороговсилу(4.2)имеемвключениеT∈⟨L link⟩[E],атогдадлянекоторой

МСС M∈⟨L link⟩0[E]выполняетсявложениеT ⊂ M.

Покажем,что M /∈F∗(L).Всамомделе,допустимпротивное:пустьM∈ F∗(L).

Тогда,вчастности,

A∩B∈ M∀A∈ M∀B∈ M. (4.5)

Поэтомусогласно(4.4)и(4.5){y}={x;y}∩{y;z}∈ MипосцепленностиM имеем

из(4.4),что{x;z}∩{y}̸=∅,чтоневозможно.Противоречиедоказывает,чтонасамом

деле⟨L link⟩0[E]\F
∗(L)̸=∅.

Вдальнейшемусловиетого,чтомножествоEимеетмощностьнеменеетрех,будем

записыватьвформе,подобной(4.2),стем,чтобыподчеркнутьсвязьдоказываемых

нижеутвержденийспоследнимпредложением.

Следствие4.1.Если

∃x∈E∃y∈E∃z∈E:(x̸=y)&(y̸=z)&(x̸=z), (4.6)

тодля L=CE[τ],гдеτ∈(top)[E]иприэтом(E,τ)естьT1-пространство,спра-

ведливо(4.3).

Пусть(alg)′0[E]
△
={L∈(alg)[E]|{x}∈L∀x∈E}(темсамымвведеныалгебрып/м

E,содержащиекаждаясинглетонывсехточекизE).

Следствие4.2.Есливыполненоусловие(4.6)иL∈(alg)′0[E],тосправедливо

свойство(4.3).
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Разумеется,согласнопредложению4.2имеемприусловии(4.6)следующееполо-

жение:если L=CE[τ],гдеτ∈(top)[E]превращаетE вT1-пространство(E,τ),

то

⟨L link⟩0[E]\F
∗
0(L)̸=∅. (4.7)

Аналогичнымобразом,приусловии(4.6)дляL∈(alg)′0[E](4.7)такжевыполняется.

Напомнимпредложение2.4.Сучетомэтогопредложенияиследствия4.2получаем

Предложение 4.5.Есливыполнено(4.6)иL∈(alg)′0[E],то

⟨L link⟩0[E]\F
∗
0(L)∈T∗⟨E|L⟩\{∅}.

Итак,еслиисходная π-системаявляетсяалгеброймножествссинглетонами,то

МСС,неявляющиесяу/ф,составляютвсвоейсовокупностинепустоеоткрытоемно-

жествовТП(2.10),тоестьв«стоуновской»топологии.Поаналогииспредложением

4.4(учитываетсятакжепредложение4.16в[6,гл.VII])устанавливается

Предложение 4.6.Есливыполненоусловие (4.6)иL=CE[τ],гдеτ∈

(top)[E]иприэтом(E,τ)естьнормальное[12,1.5]пространство,то

⟨L link⟩0[E]\F
∗
0(L)∈T0⟨E|L⟩\{∅}.

Следствие4.3.Есливыполненывсеусловияпредложения4.6,то

⟨L link⟩0[E]\F
∗
0(L)∈T∗⟨E|L⟩\{∅}.
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Аннотация.Даетсястрогоеобоснованиеформулпроизводныхфункционалов

аппроксимирующихзадач,возникающихприиспользованииметодаподвижных

узловврамкахтехникипараметризацииуправлениядлярешениязадачопти-

мальногоуправлениясосвободнымвременем.Вкачествепримераприводятся

результатычисленногорешениязадачиопосадкенаЛуну.
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Введение

Какотмеченов[1],«проблемасинтезаоптимальногоуправлениядлясложныхди-

намическихсистеманалитическинеразрешимаисопряженаспринципиальнымиивы-

числительнымитрудностями».Приусловиитотального(повсемдопустимымуправле-

ниям)сохраненияоднозначнойглобальнойразрешимостиуправляемойсистемыэффек-

тивнымподходомкрешениюэтойпроблемыявляетсяприменениетехникипараметри-

зацииуправления,см.,например,[2,3].Сутьеесостоитвтом,чтозасчетдискретизации

управлениеотождествляетсясконечнымнаборомпараметров,функционалыоптими-

зационнойзадачиобращаютсявфункцииконечногочислапеременных,асамазадача

оптимизации—вконечномернуюзадачуматематическогопрограммирования(аппрок-

симирующуюзадачу).Основнаяидеяэтойтехникидляоднойконкретнойраспределен-

нойсистемыпервогопорядкабылаописанав[4].Тамжебылопредложеноиспользовать

подвижную(управляемую)сеткуприкусочнопостояннойдискретизацииуправленияи
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былиполученыформулычастныхпроизводныхфункционалапопараметрам.Приэтом

дляпредотвращенияпереопределенностиприналеганиипрямоугольников–элементов

сеткидругнадругапредлагалосьитерационноподдерживатьспециальнуюсистему

ограниченийнауправляемыеузлысетки,атакжепроизводитькоррекциюсетки,ос-

нованнуюнаудалении«накрываемых»узлов(привычислениизначенийуправления)

накаждойитерации.Позжев[5]длясосредоточенныхсистемврамкахтехникипо-

следовательнойлинеаризации(предполагающейдискретизациювсейзадачи,включая

дискретизациюуправляемойсистемы)былпредложенметодплавающихузлов—сце-

льюрациональноговыбораузловсетки,см.также[6,п.2.2.5].Методоснованназамене

независимойпеременнойt=v(τ),τ∈[0;1],v(0)=0,v(1)=T,
dv

dτ
≥0.Разбиение

отрезка[0;1]беретсяфиксированным,афункцияv(τ),рассматриваемаякакдополни-

тельноеуправление,обеспечиваетварьированиесоответствующегоразбиенияотрезка

[0;T].Неотрицательностьпроизводнойобеспечиваетненалеганиеэлементовразбиения

другнадруга.Тажеидеяплавающихузлов,ноужеврамкахтехникипараметризации

управления,былапредложенав[7,8]подназваниемcontrolparametrizationenhancing

transform.Тамжебылопоказано,чтокаждаяизаппроксимирующихзадач,рассмат-

риваемаякакконечномернаязадачаматематическогопрограммирования,разрешима;

проведенанализсходимостиаппроксимаций;приведенонесколькопримеровчислен-

ногорешения,продемонстрировавшихэффективностьметода.Посколькууправление

v(τ)в[7,8]подвергаетсякусочнопостояннойдискретизацииивходитвсюду,кудавхо-

дитнезависимаяпеременная,здесьможноувидетьнекоторыетрудности.Крометого,

прииспользованииметодовпервогопорядкадлярешенияаппроксимирующейзадачи

потребуетсядифференцируемостьправойчастииинтегрантафункционалапопере-

меннойвремени.В[9]былапредложенаболеепростаяконструкция,обеспечивающая

неналеганиеотрезковразбиениядругнадругаинепредполагающаяникакихдопол-

нительныхограничений,введенияновыхфункцийит.п.Крометого,пристрогосфор-

мулированныхусловияхбылиприведены«быстрые»формулыпроизводныхфункций

аппроксимирующейзадачидлясосредоточенныхзадачоптимальногоуправлениясо

свободнымвременемврамкахметодаподвижныхузлов.Вкачествепримеров,под-

тверждающихэффективностьсоответствующейреализацииметодаподвижныхузлов,

былипредставленырезультатычисленногорешениялинейнойзадачибыстродействия

изадачиопрокладкетрассы.Однаконикакихдоказательствв[9]неприводилосьввиду

ихгромоздкости.В[10]былипредставленыистрогодоказаныформулыпроизводных

целевойфункцииаппроксимирующейзадачиврамкаханалогичнойреализациимето-

даподвижныхузловдлязадачиоптимальногоуправлениясистемойГурса–Дарбуна

варьируемойобласти.Доказательствопроводилосьнаосновеполученнойтамжефор-

мулыприращенияфункционалапопаре(u,T)длязадачиоптимальногоуправления

абстрактнымфункционально-операторнымуравнениемтипаГаммерштейнанаварьи-

руемойпонаборупараметровTобласти(u–управляющаяфункция).Даннаяработа

посвященаобоснованиюформул[9]наосновеабстрактнойформулыприращения[10].В

качествепримера,подтверждающегоэффективностьметода,представленырезультаты

численногорешенияизвестнойзадачиомягкойпосадкенаЛуну.
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1. Краткоеописаниеметодаподвижныхузлов

Пусть ℓ,s∈N –заданныечисла;α, β∈Rs, α≤0≤β,θ∈Rℓ–заданные

векторы;D=
{
u∈Ls∞[0;+∞):u(t)∈[α;β]дляп.в.t∈[0;+∞)

}
–множестводопу-

стимыхуправлений;f(t,ξ,υ):[0;+∞)×Rℓ×Rs→Rℓ–заданнаяфункция,непрерывно

дифференцируемаяпопеременнымξ∈Rℓ,υ∈Rsивместеспроизводнымиизмери-

маяпоt∈[0;+∞),непрерывнаяпо{ξ;υ}∈Rℓ×Rs иприΠT =[0;T], m=ℓ

удовлетворяющаяусловиям:

F1)∀T∈R+,x∈L
ℓ
∞(ΠT),u∈L

s
∞(ΠT)имеем:f.,x(.),u(.)

)
∈Lm1(ΠT);

F2)∀T∈R+,x∈L
ℓ
∞(ΠT),u∈L

s
∞(ΠT)имеем:f

′
ξ.,x(.),u(.)

)
∈Lm×ℓ∞ (ΠT);

F3)функцияf
′
υ(t,ξ,υ)независитотυинепрерывна;

F4)длялюбыхT∈R+ иx∈L
ℓ
∞(ΠT)имеемf

′
υ.,x(.)

)
∈Lm×s∞ (ΠT).

Рассмотримуправляемуюсистему

x′=f(t,x,u), t∈[0;+∞),x∈ACℓ[0;+∞),u∈D;x(0)=θ. (1.1)

ЗдесьACℓ[0;+∞)–пространствофункций,принадлежащихACℓ[0;T]длялюбогофик-

сированногоT >0;AC[0;T]–пространствофункций,абсолютнонепрерывныхна

[0;T],наделенноенормой∥x∥AC[0;T]=|x(0)|+∥x
′∥L1[0;T].Нормувектор-функциипо-

нимаемкакнормуеемодуля;модульвектора–каксуммумодулейкомпонент.Будем

считатьвыполненнымпредположение

H)∀T∈R+ существуетконстантаγ(T)>0такая,чтоуправляемаязадачаКоши

(1.1)имеетединственноерешениеx[u,T]∈C(ΠT)
ℓ ∀u∈D, x[u,T]

Lℓ∞(ΠT)
≤γ(T).

ДостаточныеусловиявыполненияпредположенияH)можнонайти,например,в

[11].ПрикаждомT>0будемрассматриватьфункционал

J[u]=J[u](T)=

T∫

0

Ft,xu(t),u(t)
)
dt,

гдефункцияF(t,ξ,υ):[0;+∞)×Rℓ×Rs→Rудовлетворяеттакимжеусловиям,как

каждаякомпонентавектор-функцииf.Вчастности,

F(t,ξ,υ)=Φ0(t,ξ)+ Φ(t,ξ),υ
)
. (1.2)

СделанныепредположенияпозволяютнамзаписатьуправляемуюзадачуКоши(на

каждомотрезке[0;T])ввидеинтегральногоуравнения

x=θ+A
[
f.,x,u

)]
(t), t∈[0;T],x∈Lℓ∞[0;T],

гдеA:Lℓ1[0;T]→ L
ℓ
1[0;T]–линейныйограниченныйоператор(ЛОО),определяемый

формулой A[z](t)=
t∫

0

z(τ)dτ.Посколькувремя T≥ 0мысчитаемсвободным,то

управляющиминаборамиявляютсяпары{u;T}∈D×R+.Выберемпроизвольнофи-

нальноевремяT≥0ивозьмемдвауправленияu, u∈D,принимающиенулевые
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значениявне[0;T].Присделанныхпредположенияхудаетсяпоказать,чтосуществует

функцияσ:R+→R+ такая,чтосправедливопредставление

∆J=J[u](T) J[u](T)=

T∫

0

(
(f′υ)

∗ψ+(F′υ)
∗,∆u

)
dt+o(r), (1.3)

гдеr=σ(T)∥∆u∥L1(ΠT);ψ=ψ[u,T]∈L
ℓ
∞[0;T]–решениесопряженногоуравнения

ψ=A∗
[
(f′ξ)

∗ψ+(F′ξ)
∗
]
. (1.4)

Здесьпредполагается,чтоf′ξ=f
′
ξ(.,xu,u)ит.д.;A

∗:Lℓ∞[0;T]→L
ℓ
∞[0;T]–оператор,

сопряженныйкоператоруA:Lℓ1[0;T]→ L
ℓ
1[0;T];A

∗[z](t)=
T∫

t

z(τ)dτ;функцияψ

является,фактически,решениемсопряженнойзадачи

ψ′= (f′ξ)
∗ψ (F′ξ)

∗, t∈[0;T],ψ∈ACℓ[0;T]; ψ(T)=0.

Пустьν∈N.ДлякаждоготекущегоTбудемразбиватьотрезок[0;T]наνпроме-

жутков [0;T]=
ν∪

i=1

[τi1;τi].Соответственнобудемрассматриватьуправляющиепере-

менныедвухтипов.Управляющиепеременныепервоготипабудемобозначатьhi∈R,

i=1,ν.Управляющиепеременныевтороготипабудемобозначатьωi∈[α;β],i=1,ν.

Упорядоченныенаборыуправляющихпеременныхпервоготипабудемобозначатьh⃗.

Аналогичныйсмыслбудетиметьобозначение ω⃗.Дляединообразиявсегдабудемсчи-

тать,чтоh0=0,τ0=0,ων+1=0.ПоложимT=T[⃗h],τi=τi[⃗h],u(t)=u{⃗h;⃗ω}(t),

T[⃗h]=
ν∑

i=1

h2i,τi[⃗h]=
i∑

j=1

h2j,u{⃗h;⃗ω}(t)=
{
ωi,t∈

[
τi1[⃗h];τi[⃗h]

)
;0,t≥T[⃗h]

}
.

ВитогефункционалJ[u]обращаетсявфункциюJ{⃗h;⃗ω}ν·(1+s)переменных.Мы

используемквадратыh2iвместоhi,чтобыизбавитьсяотограниченийhi≥0.Чтобы

снятьограниченияωi∈[α;β],можновуказаннойвышеформуледляu(t)взятьвместо

ωiвекторскомпонентамиγ
+
j+γj sin(ωij),j=1,s,гдеγ

+=(α+β)/2,γ=(β α)/2.

Этотприем(синус-параметризация)позволяетсократитьколичествоограниченийв

аппроксимирующейзадачена2νs.Мыэтогонеделаем,чтобыупроститьизложение.

Положим H(t)=H[u,T](t)≡ψ∗[u,T](t)f′υt,xu(t)
)
+F′υt,xu(t)

)
.Присделанных

предположениях,пользуясьформулой(1.3),удаетсяпоказать,чтофункцияJ{⃗h;⃗ω}

непрерывнодифференцируемаповсемпеременнымисправедливыследующиеформу-

лы(используетсятакжето,чтофункцииxu(t)иψ(t)непрерывны):

∂J

∂ωi
=

τi[⃗h]∫

τi−1[⃗h]

H(t)dt, i=1,ν, (1.5)

∂J

∂hi
=
{
Φ0T,xu(T)

)
+
(
H∗τi

)
,ωi

)
+

ν∑

j=i+1

(
H∗τj

)
H∗τj 1

)
,ωj

)}
2hi. (1.6)
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τi=τi[⃗h],i=1,ν.Задачу,котораяотличаетсяотисходнойзадачиоптимизации

J0[u](T)→min,u∈D, Ji[u](T)≤0,i=1,κ; Ji[u](T)=0,i=κ+1,µ,

тем,чтокаждыйизфункционаловJi[u](T)=
T∫

0

Fi(t,xu,u)dt,i=0,µ,заменяетсясо-

ответствующейфункциеймногихпеременныхJi{⃗h;⃗ω}поописаннойпроцедуре,мыи

называемаппроксимирующейзадачей.Формулывида(1.5),(1.6)позволяют(покрайней

мере,формально)использоватьдляеерешениячисленныеметодыусловнойоптимиза-

циифункциймногихпеременныхдопервогопорядкавключительно.

2. Формулировкаосновныхрезультатов

I.Кусочнопостояннаяинтерполяцияискомогоуправления.См.§1.

II.Кусочнолинейнаяинтерполяцияискомогоуправления.Также,какираньше,

будемрассматриватьуправляющиепеременныедвухтипов.Управляющиепеременные

первоготипабудемобозначатьhi∈R,i=1,ν.Управляющиепеременныевторого

типабудемобозначатьωi={ω
(1)
i ;ω

(2)
i }∈[α;β]

2,i=1,ν.Обозначенияh⃗, T=T[⃗h],

τi=τi[⃗h]имеютпрежнийсмысл;ω⃗—наборуправляющихпеременныхвтороготипа.

Скаждойпарой{⃗h;⃗ω}будемсоотноситькусочнолинейноеуправление

u(t)=
{
Ui[⃗ω;τi1,τi](t),t∈

[
τi1[⃗h];τi[⃗h]

)
,i=1,ν;0,t≥T[⃗h]

}
,

Ui(t)=Ui[⃗ω;τi1,τi](t)≡
1

τi τi1

[
ω
(2)
i ω

(1)
i

)
t+ω

(1)
i τi ω

(2)
i τi1

]
.

Витогефункционал J[u]обращаетсявфункциюJ{⃗h;⃗ω}ν·(1+2s)переменных.

Присделанныхпредположенияхданнаяфункцияимеетчастныепроизводныеповсем

переменным,которыеопределяютсяформулами(предполагаемздесь,чтоhi≠0;в

случаеhi=0всепоименованныедалеепроизводныеравнынулю):

∂J

∂ω
(1)
i

=
1

h2i

τi∫

τi−1

H(t)(τi t)dt;
∂J

∂ω
(2)
i

=
1

h2i

τi∫

τi−1

H(t)(t τi1)dt; (2.1)

∂J

∂hi
=2hi



Φ0T,x[u,T](T)
)
+

τi∫

τi−1

H(t)(t τi1)dt
ω
(1)
i ω

(2)
i

(τi τi1)2
+ (2.2)

+H(τi)ω
(2)
i +

ν∑

j=i+1





H(τj)ω

(2)
j H(τj 1)ω

(1)
j

τj∫

τj−1

H(t)dt
ω
(2)
j ω

(1)
j

τj τj 1









.

Изформул(2.1),(2.2)видно,чтоуказанныепроизводныенепрерывныпосовокупности

переменных,итакимобразом,функцияJ{⃗h;⃗ω}непрерывнодифференцируема.



866 А.В.Чернов

3. Формулаприращенияфункционала

Непосредственноиз[10,теорема3]получаемследующееутверждение.

Теорема3.1.Пусть λ >0–заданноечисло,u∈ D.Существуютфункции

σ:R+ → R+ иΥ:R
2
+ → R+ такие,чтодлялюбых u∈D иT, T∈R+,|T|,

|T|≤λ,имеем:Υ(T,T)→0приT→T,исправедливопредставление

∆J=J[u,T] J[u,T]=

∫

Π
T

(
Ψ,u
)
dt

∫

ΠT

(
Ψ,u
)
dt+

+

∫

ΠTλ

χΠ
T
χΠT
)
Φ0t,x[u,Tλ]

)
dt+Υ(T,T)ℜ+o(ℜ), (3.1)

гдеℜ=σ(|Tλ|)∥∆u∥Ls1(ΠTλ);∆u≡PΠTu PΠTu;Ψ≡(f
′
υ)
∗QΠTψ+(F

′
υ)
∗, ψ=ψ[u,T]

–решениесопряженногоуравнения(1.4),f′υ=f
′
υ.,x[u,Tλ],u

)
ит.п.

Замечание 3.1.Каквидноиздоказательства,присделанныхпредположе-

нияхфункцияQΠTψ[u,T]непрерывнанамножествеΠTλ.Поэтому,согласноусловию

F3),функцияΨтакжеявляетсянепрерывной.

4. Доказательствоосновныхутверждений

Положимℵj≡h
2
j,j=1,ν;λ=∥T∥+1.

I.Пустьпроизводитсякусочнопостояннаяинтерполяцияискомогоуправления.До-

кажемформулы(1.5),(1.6).Зафиксируемпроизвольноi∈1,ν.

1)Найдем ∂J/∂ωi.Обозначим w⃗–набор,полученныйиз ω⃗варьированиемi-й

компоненты:wi=ωi+∆ωi;u∈D–управление,порожденноенабором{⃗h;⃗w};T=T.

Приращениеуправления ∆u(t)=
{
∆ωi,t∈[τi1;τi);0,иначе

}
.Норма ∥∆u∥Ls1 =

|∆ωi|ℵi≤|∆ωi|,следовательно,o(ℜ)=o(∆ωi).Потеореме3.1ивсилу(3.1)получаем

∆J=

T∫

0

(
Ψ(t),∆u(t)

)
dt+o(∆ωi)=



∆ωi,

τi∫

τi−1

H∗(t)dt



+o(∆ωi),

таккакS[0;T]Ψ(t)=H
∗(t).Отсюдасразуследуетформула(1.5).

2)Найдем∂J/∂ℵi.Рассмотримвариацию∆ℵiкомпонентыℵi.Положим

T=T+∆ℵi, u(t)≡






ωj, t∈[τj 1;τj), j=1,i 1;

ωi, t∈[τi1;τi+∆ℵi), j=i;

ωj, t∈[τj 1+∆ℵi;τj+∆ℵi), j=i+1,ν.

Безограничиваяобщностирассужденийпримемωi∈[α;β],i=1,ν.Для∆u=u u

нетруднополучить:∥∆u∥Ls1≤|β α|2ν|∆ℵi|,откуда(см.теорему3.1)

Υ(T,T)ℜ+o(ℜ)=o∆ℵi
)
. (4.1)
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Используемтеорему3.1иформулу(3.1).Дляупрощениявыкладокпримемs=1.

а)Рассмотрим

T∫

0

Ψ(t)u(t)dt=

τi∫

0

Ψ(t)u(t)dt+ωi

τi+∆ℵi∫

τi

Ψ(t)dt+
ν∑

j=i+1

ωj

τj+∆ℵi∫

τj−1+∆ℵi

Ψ(t)dt.

Очевидно,что

τj+∆ℵi∫

τj−1+∆ℵi

Ψ(t)dt=

τj∫

τj−1

Ψ(t)dt

τj−1+∆ℵi∫

τj−1

Ψ(t)dt+

τj+∆ℵi∫

τj

Ψ(t)dt.

Отсюдаполучаем

T∫

0

Ψ(t)u(t)dt=

T∫

0

Ψ(t)u(t)dt+ωi

τi+∆ℵi∫

τi

Ψ(t)dt+

ν∑

j=i+1

ωj






τj+∆ℵi∫

τj

Ψ(t)dt

τj−1+∆ℵi∫

τj−1

Ψ(t)dt




.

Такимобразом,согласнозамечанию3.1,

lim
∆ℵi→0

1

∆ℵi






T∫

0

Ψ(t)u(t)dt

T∫

0

Ψ(t)u(t)dt




=ωiΨ(τi)+

+

ν∑

j=i+1

ωj

[
Ψ(τj) Ψ(τj 1)

]
=ωiH(τi)+

ν∑

j=i+1

ωj

[
H(τj) H(τj 1)

]
. (4.2)

б)Рассмотрим

∆F≡

∫

Π
T
\ΠT

Φ0t,x(t)
)
dt

∫

ΠT\ΠT

Φ0t,x(t)
)
dt.

Если∆ℵi>0,тоT>Tи∆F=
T+∆ℵi∫

T

Φ0t,x(t)
)
dt, lim

∆ℵi→+0

∆F
∆ℵi
=Φ0T,x(T)

)
.

Еслиже∆ℵi<0,тоT<Tи∆F=
T∫

T |∆ℵi|

Φ0t,x(t)
)
dt,следовательно,

lim
∆ℵi→ 0

∆F

∆ℵi
= lim
|∆ℵi|→+0

1

|∆ℵi|

T∫

T |∆ℵi|

Φ0t,x(t)
)
dt=Φ0T,x(T)

)
.

Такимобразом,

lim
∆ℵi→0

∆F

∆ℵi
=Φ0T,x(T)

)
. (4.3)

Из(4.1)–(4.3)итеоремы3.1получаем(1.6).
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II.Пустьпроизводитсякусочнолинейнаяинтерполяцияискомогоуправления.До-

кажемформулы(2.1),(2.2).Зафиксируемпроизвольноi∈1,ν.

1)Найдем∂J/∂ω
(1)
i .Обозначим w⃗–набор,полученныйизω⃗варьированиемком-

поненты:w
(1)
i =ω

(1)
i +∆ω

(1)
i ;u∈D–управление,порожденноенабором{⃗h;⃗w};T=T.

Соответственно,приращениеуправления

∆u(t)=

{

∆ω
(1)
i

τi t

τi τi1
,t∈[τi1;τi);0,иначе

}

;

∥∆u∥Ls1=
|∆ω

(1)
i |

τi τi1

τi∫

τi−1

(τi t)dt=
|∆ω

(1)
i |

2
(τi τi1),

следовательно,o(ℜ)=o(∆ω
(1)
i ).Потеореме3.1иформуле(3.1)получаем

∆J=

T∫

0

(
Ψ,∆u

)
dt+o(∆ω

(1)
i )=



∆ω
(1)
i

ℵi
,

τi∫

τi−1

Ψ(t)(τi t)dt



+o(∆ω
(1)
i ),или

∆J=
1

ℵi



∆ω
(1)
i ,

τi∫

τi−1

H∗(t)(τi t)dt



+o(∆ω
(1)
i ),таккакS[0;T]Ψ(t)=H

∗(t),

откудасразуследуетперваяизформул(2.1).Втораядоказываетсяаналогично.

2)Найдем∂J/∂ℵi.Неограничиваяобщностирассуждений,будемпредполагать,

чтоωi∈[α;β],i=1,ν.Рассмотримвариациюδ=∆ℵiкомпонентыℵi.Положим

T=T+δ, u(t)≡






Uj(t), t∈[τj 1;τj), j=1,i 1;

Ui[τi1,τi+δ](t), t∈[τi1;τi+δ), j=i;

Uj(t δ), t∈[τj 1+δ;τj+δ), j=i+1,ν.

Будемсчитать,чтоτi1<τiи|δ|настолькомал,чтоτi1<τi |δ|.Формулыдля

случаяτi1=τiможновывестипутемпредельногопереходаτi→ τi1+0,тоесть

hi→0.Дляприращения∆u=u uнетруднополучитьоценку:

∥∆u∥Ls1≤|β α|2ν|δ|+Ji+

ν∑

j=i+1

Jj,

Ji≡

∫

[τi−1;τi]∩[τi−1;τi+δ]

Ui[τi1,τi+δ](t) Ui[τi1,τi](t)dt,

Jj≡

∫

[τj−1;τj]∩[τi−j+δ;τj+δ]

Uj(t δ) Uj(t)dt≤|ω
(2)
j ω

(1)
j ||δ|.

Очевидно,чтосуществуетпроизводная

∂

∂τi
Ui[τi1,τi](t)=ω

(1)
i ω

(2)
i

) t τi1
(τi τi1)2

.
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ИсходяизнашихсоображенийилеммыАдамара,нетруднонайти,что

Ji≤
ω
(1)
i ω

(2)
i

2
|δ|.

Такимобразом(см.теорему3.1),

Υ(T,T)ℜ+o(ℜ)=oδ). (4.4)

Используемтеорему3.1иформулу(3.1).Дляпростотыпримемs=1.Рассмотрим

T∫

0

Ψ(t)u(t)dt

T∫

0

Ψ(t)u(t)dt=Fi(τi+δ) Fi(τi)+
ν∑

j=i+1

[
Fj(δ) Fj(0)

]
,

Fi(y)≡

y∫

τi−1

Ψ(t)Ui[τi1,y](t)dt, Fj(y)≡

τj+y∫

τj−1+y

Ψ(t)Uj(t y)dt.

Всилузамечания3.1,построенияфункций Ui[τi1,τi](t), Uj[τj 1,τj](t)итеоремыо

дифференцированииинтеграла,зависящегоотпараметра,существуютпределы

lim
δ→0

Fi(τi+δ) Fi(τi)

δ
=
∂

∂τi
Fi(τi)=

τi∫

τi−1

Ψ(t)
∂

∂τi
Ui[τi1,τi](t)dt+

+Ψ(τi)Ui[τi1,τi](τi)=
ω
(1)
i ω

(2)
i

(τi τi1)2

τi∫

τi−1

Ψ(t)(t τi1)dt+Ψ(τi)ω
(2)
i ;

lim
δ→0

Fj(δ) Fj(0)

δ
=F′j(0)=Ψ(τj)Uj(τj) Ψ(τj 1)Uj(τj 1)

τj∫

τj−1

Ψ(t)U′j(t)dt=Ψ(τj)ω
(2)
j Ψ(τj 1)ω

(1)
j

ω
(2)
j ω

(1)
j

τj τj 1

τj∫

τj−1

Ψ(t)dt.

ПриэтомS[0;T]Ψ(t)=H
∗(t).Отсюда,сучетомсоотношения(4.3),котороедоказывается

точнотакже,какэтобылосделановп.I,исоотношения(4.4),получаем(2.2).

5. ПостановказадачиопосадкенаЛуну

РассмотримуправляемуюсистемуиззадачиомягкойпосадкенаЛуну,см.,напри-

мер,[12,главаIII,§3,п.3,с.125–128](здесьh–высота,v–скорость,m–масса,u–

расходтопливавединицувремени):

h′=v,v′= g+
k

m
u,m′= u; h(0)=H,v(0)=V, m(0)=M. (5.1)

Ограничениеназначенияуправления:u(t)∈[0;σ∗],t∈[0;T].Будемсчитать,что

k=3000,σ∗=7.08,g=1.62,H=190000,V= 2650, M=500.
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Условиемягкойпосадки:

h[u](T)=v[u](T)=0. (5.2)

Функционалцели:

m[u](T)→max. (5.3)

Имеемуправляемуюдвухточечнуюкраевуюзадачу(5.1),(5.2).Чтобыобеспечитьдиф-

ференцируемостьправойчастипофазовымпеременным,переобозначимпеременные:

x1=h, x2=v, x3=
1

m
.Здесьмыисходимизтого,чтодляискомогооптималь-

ногоуправлениямассааппаратаm(t)>0,t∈[0;T](асфизическойточкизрения

m(t)≥M0,гдеM0–сухаямассаспускаемогоаппарата).Врезультатезадачаперефор-

мулируетсяследующимобразом:

x′1=x2,x
′
2= g+kx3u,x

′
3=(x3)

2u;x1(0)=H,x2(0)=V,x3(0)=M
1. (5.4)

x3[u](T)→min, x1[u](T)=x2[u](T)=0. (5.5)

Изаналитическогорешениязадачиминимизации(5.4)–(5.5)спомощьюпринципамак-

симумаЛ.С.Понтрягинаизвестнаструктураоптимальногоуправления:

u∗(t)=
{
0,еслиt∈[0;τ];σ∗,еслиt∈(τ;T]

}
.

Моментпереключения τифинальноевремяT нам,вообщеговоря,неизвестны.В

соответствиисинформациейоструктуреоптимальногоуправленияопределимнабор

параметровα=(α1,α2)∈R
2ипроизведемпараметризациюискомогоуправления:

τ=α21, T=α21+α
2
2, u[α](t)=

{
0,t∈[0;τ);σ∗,t∈[τ;T]

}
.

Врезультатефункционалызадачипреобразуютсявфункциидвухпеременных:

J0[α]=x3[u](T)→min, J1[α]=x
2
1[u](T)=0, J2[α]=x

2
2[u](T)=0,

u=u[α],α∈R2.Финальныеограниченияможноучитыватьспомощьюштрафа:

f(α)=J0[α]+σ1J1[α]+σ2J2[α], α∈R2.

Решениесистемы(5.4)длякаждогоконкретногоуправлениябудемискатьчисленно

методомЭйлерасшагом0.3(приуменьшениишагаточностьрешенияоптимизацион-

нойзадачиповышается,ноивремявычисленийсущественноувеличивается).Витоге

исходнаязадачасводитсякзадачебезусловнойминимизации:

f(α)→min, α∈R2.

Попыткарешенияэтойзадачидает α≈(6.75,6.7),нооказываетсянеудачнойвсвя-

зиссильнойнеустойчивостьюкмалейшимотклонениямпараметров.Так,например,

есливзятьα=(6.753702689,6.7),тополучаемфинальныезначения:h(T)= 0.0651,

v(T)= 25.1076, m(T)=198.7744.Еслижеизменитьзначениеα1 лишьвпослед-

немзнаке:α=(6.753702688,6.7),тополучаем:h(T)=274.1060,v(T)=233.6999,

m(T)=182.1186.Примечательно,чтов[12,главаIII,§3,п.3,с.126]тожеестькосвен-

ноезамечаниенаэтужетему.Существенноповыситьустойчивостьчисленногорешения

удаетсяспомощьюувеличенияколичествапараметров.
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Рис.1:МетодХука–Дживса Рис.2:МетодПолака–Рибьера
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Рис.3:МетодBFGS Рис.4:МетодSQP

6. Результатычисленныхэкспериментов

ИспользуемдлячисленногорешениязадачиомягкойпосадкенаЛунуметодпо-

движныхузловврамкахтехникипараметризацииуправлениявсоответствиисосхе-

мой,описаннойвразделе1,см.также[9].Количествоузловсеткиберетсясущественно

больше3(какследовалобыбратьвсоответствиисрешениемпопринципумаксиму-

ма).Попыткавзятьменьшеечислоузловнедаетдостаточнохорошегорезультата–

чувствительностьчисленногорешенияуправляемойсистемыкизменениюпараметров

параметризованногоуправленияостаетсявсеещевысокой.Приувеличенииколичества

узловнаблюдаетсяснижениечувствительностидоприемлемогоуровня.Итак,будем

использоватьнаборпараметров,состоящийиздвухподнаборовα=(α1,...,αk)∈R
k,

β=(β1,...,βk)∈R
k.Параметризациюуправленияпроизводимпоправилу:

u(t)=
σ∗
2
(1+sinβi),t∈[ti1;ti),t0=0,ti=

i∑

j=1

α2j,i=1,k,T=tk.
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Сравнимследующиеспособычисленногорешенияаппроксимирующейзадачи.

1.МинимизацияштрафнойфункцииметодомХука–Дживса.Дляk=10 были

полученыследующиерезультаты,см.такжерис.1:

h(T)= 2.1136·105,v(T)= 0.0001,m(T)=197.6182,T=88.9913;

α=(3.4742,1.4793,1.8042,1.8042,3.4742,3.4742,2.8058,3.4742,3.4742,3.4742),

β=(1.3410,1.7629,1.7321,1.5052,1.6690,1.3406,0.9296,1.3946,1.3932,1.1731).

Количествовычисленийфункции:3467.Затраченовремени(прирасчетахнаноутбуке

среднеймощности):140.3917секунд.

2.МинимизацияштрафнойфункцииметодомПолака–Рибьера.Дляk=10были

полученыследующиерезультаты,см.такжерис.2:

h(T)= 0.00029705,v(T)= 0.00024252,m(T)=195.2666,T=108.3433;

α=(3.2911,3.2881,3.2860,3.2850,3.2850,3.2864,3.2893,3.2940,3.3007,3.3098),

β= (0.5343,0.4722,0.4067,0.3378,0.2648,0.1882,0.1068,0.0207,0.0712,0.1693).

Количествовычисленийфункции:735.Затраченовремени:33.6667секунд.Каквидно

изрис.2,графикполученногорешениясильноотличаетсяоттеоретическогоопти-

мальногоуправления.Такимобразом,наблюдаетсясходимостьпофункционалу.Тоже

самоепроисходитиприиспользованиидругихградиентныхметодов.Естественнопред-

положить,чтоэтосвязаноссильнойнеустойчивостьютеоретическогорешениязадачи

оптимальногоуправления:ввесьмамалойегоокрестностифункционалпринимаетуже

довольнобольшиезначения;поэтомуметоды,ориентирующиесянамалостьградиента,

немогутобнаружитьискомуюточкувсилуестественнойпогрешностивычислений.Тем

неменее,онинаходятдругиеточки,достаточноотнееудаленные,вкоторыхфункцио-

налызадачипринимаютблизкиезначения,причемпринимаютихдостаточноустойчи-

во.Важноотметить,чтоприреализацииметодаиспользоваласьследующаякоррекция:

привыходекакой-либокомпонентыуправлениянаграницуотрезкадопустимыхзна-

чений[0;σ∗]производилосьсмещениеотграницывнутрьотрезканавеличину10
9.

Такаякоррекциянеобходимавсвязисиспользованиемметодасинус-параметризации:

соответствующаячастнаяпроизводнаяцелевойфункциипопараметруβiсодержитко-

синус,которыйзануляетсяпривыходенаграницу,никоимобразомнеозначаяблизости

кточкеминимума.Болеетого,прииспользованииградиентныхметодовбезописанной

вышекоррекциипослевыходакомпонентыуправлениянаграницуейуже«трудноснее

сойти».Этотэффектмыназываем«эффектомзалипаниянагранице».Какпоказывают

численныеэксперименты,онможетсильнозамедлятьилипрепятствоватьсходимости

(прииспользованииметодовпервогопорядкаивышебезкоррекциинагранице).

3.МинимизацияштрафнойфункцииметодомBFGS.Дляk=10былиполучены

следующиерезультаты,см.такжерис.3:

h(T)=1.166·1011,v(T)= 0.00025904,m(T)=196.7929,T=95.4369;

α=(4.8099,1.3345,3.2908,2.0500,2.8127,1.0017,3.6544,2.2463,3.7767,3.7296),
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β = ( 1.1624, 1.2791, 1.4280, 0.7595, 0.0699, 0.5134, 0.9012, 0.9778, 0.7494, 0.2229).

Количество вычислений функции: 1116. Затрачено времени: 48.2373 секунд.
4. Решение задачи математического программирования SQP-методом. Для k = 10

были получены следующие результаты, см. также рис. 4:

h(T ) = 0.0038851, v(T ) = 0.0071613, m(T ) = 196.2581, T = 100.9140;

α = (2.5155, 2.4809, 2.5732, 2.7714, 3.0282, 3.2947, 3.5399, 3.7121, 3.7756, 3.6796),

β = (1.0201, 0.0785, 0.6710, 1.1446, 1.3148, 1.1746, 0.7867, 0.1525, 0.5413, 1.2714).

Количество вычислений функции: 345. Затрачено времени: 103.0311 секунд.
Проверка правильности формул (1.5), (1.6) для функций аппроксимирующей задачи

успешно была проведена отдельно с помощью аппроксимации конечными разностями.
Проверка правильности формул (2.1), (2.2) проводилась ранее для функций аппрокси-
мирующей задачи при решении задачи о прокладке трассы [9].

Проведенные численные эксперименты (не ограничиваясь только описанными вы-
ше) позволяют сделать следующие выводы:

1. Подтверждается правильность представленных выше формул частных производ-
ных (1.5), (1.6) и (2.1), (2.2).

2. Представленный вариант метода подвижных узлов в сочетании с методом синус-
параметризации и указанными выше формулами частных производных позволяет успе-
шно решать достаточно сложные задачи оптимального управления со свободным вре-
менем, в том числе такие, где теоретически расчитанная точка оптимума оказывается
сильно неустойчивой.

3. Для решения аппроксимирующей задачи можно использовать различные чис-
ленные методы как условной, так и безусловной оптимизации (в сочетании с методом
штрафа в простейшей форме): нулевого порядка, градиентные и квазиньютоновские.
Однако при использовании методов первого порядка в сочетании с методом синус-
параметризации следует применять процедуру коррекции выхода на границу множе-
ства допустимых значений для противодействия «эффекту залипания на границе».

4. Метод нулевого порядка обнаружил сходимость по аргументу. Методы первого
порядка обнаружили сходимость по функционалу.

5. Наиболее затратным по количеству вычислений функции и времени расчетов ока-
зался метод нулевого порядка. Метод Полака–Рибьера оказался наиболее быстрым по
количеству затраченного времени. SQP-метод оказался наименее затратным по количе-
ству вычислений функции (при меньшей точности выполнения ограничений – по край-
ней мере, при численном решении управляемой системы простейшим методом Эйлера
с шагом 0.3; при более удачном выборе начального приближения точность повышалась
на один–два порядка).
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Аннотация.Рассматриваетсяантагонистическаядифференциальнаяиградвух

лиц.Динамикасистемыописываетсядифференциальнымуравнениемспро-

стымидвижениями,афункционалплатыявляетсяинтегрально-терминальным.

Дляслучая,когдатерминальнаяфункцияигамильтонианкусочно-линейны,а

размерностьфазовогопространстваравнадвум,предлагаетсяконечныйалго-

ритмточногопостроенияфункциицены.

Ключевыеслова:дифференциальнаяигра;простыедвижения;функцияцены;

уравнениеГамильтона–Якоби;минимаксноерешение;алгоритм

Введение

Дифференциальныеигрыспростымидвижениямипредставляютсобойпростыемо-

деликонфликтноуправляемыхсистем.Динамикасистемывтакихиграхзависиттоль-

коотуправленийигроков.Решениятакихигр,представляющиеисамостоятельный

интерес,частоиспользуютсявчисленныхалгоритмахдлярешениядифференциаль-

ныхигробщеговида.Несмотрянапростотудинамики,решениятакихигризвестны

лишьвнекоторыхчастныхслучаях,авобщемслучаенахождениерешенийявляется

нелегкойзадачей.

Дифференциальныеигрыспростымидвижениямиисследовалисьмногимиавтора-

ми,вчастности[1–3].Вданнойработеантагонистическаядифференциальнаяиграс

фиксированныммоментомокончаниярассматриваетсявконтекстепозиционнойфор-

мализации,разработаннойв[4,5].

РаботавыполненаприподдержкеРоссийскогофондафундаментальныхисследований(проект

№17-01-00074)иУрОРАН(Комплекснаяпрограмма№18-1-10).
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Врассматриваемойигрезаданинтегрально-терминальныйфункционалплаты.Из

заданнойначальнойпозициипервыйигрокстремитсяминимизироватьплату,второй

игрок–максимизировать.Управленияобоихигроковформируютсяпопринципуобрат-

нойсвязи.Длязаданнойначальнойпозицииценаопределяетоптимальныйгарантиро-

ванныйрезультатобоихигроков.Функцияценыопределяетоптимальныйрезультат

длявсехначальныхпозицийигры.

Знаниефункцииценыдаетвозможностьпостроитьоптимальныепозиционныестра-

тегииигроков,поэтомуразработкаметодовнахожденияфункцииценыявляетсяваж-

нымнаправлениемвтеориидифференциальныхигр.

Известно[6,7],чтофункцияценыявляетсяминимакснымрешениемуравненияГа-

мильтона–Якоби–Беллмана–Айзекса,соответствующегорассматриваемой дифферен-

циальнойигре.Приэтомпонятиеминимаксногорешенияэквивалентнопонятиювяз-

костногорешения,введенногов[8].

Внастоящейработепредставленконечныйалгоритмпостроенияточногоминимакс-

ногорешенияуравненияГамильтона–Якоби,соответствующегодифференциальнойиг-

респростымидвижениямииинтегрально-терминальнойплатой,вслучаедвумерного

фазовогопространстваикусочно-линейныхвходныхданных.Представленныерезуль-

татыобобщаютрезультаты,полученныев[9–11].

1. Постановказадачи

Рассматриваетсяследующаяантагонистическаяпозиционнаядифференциальная

игранаконечномотрезкевремени.Движениеуправляемойсистемыописываетсяурав-

нением

ẋ=u(t)+v(t), t∈[0,ϑ], x∈Rn, u(t)∈P⊂Rn, v(t)∈Q⊂Rn. (1.1)

Здесьt–время,ϑ–заданныймоментокончанияигры,x–фазовыйвектор,u(·)и

v(·)–формируемыепопринципуобратнойсвязиуправленияпервогоивторогоигро-

ковсоответственно.Предполагается,чтомножестваP иQ–компакты,афункция

f:P×Q→Rnнепрерывна.

Пусть(t0,x0)∈[0,ϑ]×R
n–начальнаяпозиция.Надвиженияхуправляемойсистемы

(1.1),соответствующихначальнойпозиции,заданинтегрально-терминальныйфункци-

оналплаты

I=I(t0,x0,u(·),v(·))=σ(x(ϑ))+

ϑ∫

t0

g(u(τ),v(τ))dτ, (1.2)

гдефункцияσ:Rn→ Rпредполагаетсялипшицевой,афункцияg:P×Q–непре-

рывна.Первыйигроквыборомсвоегоуправлениястремитсяминимизироватьплату,

второйигрок–максимизировать.

Предположим,чтодлярассматриваемойдифференциальнойигрывыполненосле-

дующееусловие

min
u|P
max
v|Q
[⟨s,u+v⟩+g(u,v)]=max

v|Q
min
u|P
[⟨s,u+v⟩+g(u,v)]=H(s), s∈Rn, (1.3)
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где⟨s,f⟩обозначаетскалярноепроизведениевекторовsиf.Функцию H(·),опре-

деленнуюравенством(1.3),будемназыватьгамильтонианомдифференциальнойигры

(1.1),(1.2).

В[1,2]доказано,чтопривыполненииусловия(1.3)длялюбойначальнойпозиции

(t0,x0)∈[0,ϑ]×R
nсуществуетценаигрыω(t0,x0).Такимобразом,существуетфунк-

цияценыω:[0,ϑ]×Rn→ R.Однако,нахождениефункциицены–весьманелегкая

задача,длярешениякоторойнесуществуетуниверсальногометода.Отметим,чтов

случае,когдаподынтегральнаяфункцияg(·)тождественноравнанулю,тоестьфунк-

цияплатыявляетсятерминальной,задачасущественноупрощается.Вчастности,если

однаизфункцийH(·)илиσ(·)являетсявыпуклойиливогнутой,дляфункциицены

можно,используяизвестныеформулыХопфа–Лакса[12–14],выписатьявныеформулы.

ТакжевслучаенеобязательновыпуклыхкусочнолинейныхH(·)иσ(·),когдараз-

мерностьnфазовогопространстваравнадвум,атерминальнаяплатаположительно

однородна,тоестьфункцияσ(·)удовлетворяетусловию

σ(λx)=λσ(x), x∈Rn, λ∈R,λ>0, (1.4)

дляпостроенияфункцииценыможноиспользоватьконечныйалгоритм[9–11].Целью

настоящейработыявляетсяобобщениеэтогоалгоритманаслучайненулевойподынте-

гральнойфункцииg(·).

2. ФункцияценыкакминимаксноерешениеуравненияГамильтона–Якоби

Вэтомразделеприведенысведенияиз[6,7]ифакты,которыенесложнополучить

изэтихсведений,используемыедалеедляразработкиалгоритмапостроенияфункции

ценыдифференциальнойигры(1.1)–(1.3).

Функцияцены ω:[0,ϑ]×Rn→Rсовпадаетсминимакснымрешениемследующей

задачиКоши.
∂ω(t,x)

∂t
+H

(
∂ω(t,x)

∂x

)

=0, t≤ϑ, x∈Rn (2.5)

ω(ϑ,x)=σ(x), x∈Rn. (2.6)

Минимаксноерешениезадачи(2.5),(2.6)существуетиединственно.Далеебудемпред-

полагать,чтотерминальнаяфункцияσ(·)являетсяположительнооднородной,тоесть

удовлетворяетусловию(1.4).ГамильтонианH(·)определенравенством(1.3)и,как

нетруднозаметить,неявляетсяположительнооднородным.

Определимфункции

H↓(s,r)=

{
|r|H(s

r
) приr̸=0,

lim
r∈0
rH(s

r
)приr=0, (s,r)∈Rn×R, (2.7)

σ♯(x,y)=σ(x)+y, x∈Rn, y∈R. (2.8)

Предполагаем,чтопределв(2.7)существует.
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РассмотримзадачуКошидляуравненияГамильтона–Якобисположительноодно-

роднымотносительнопеременнойs=(s,r)гамильтонианомH↓(·)

∂u(t,x,y)

∂t
+H↓

(
∂u(t,x,y)

∂x
,
∂u(t,x,y)

∂y

)

=0, t≤ϑ,(x,y)∈Rn×R (2.9)

u(ϑ,x,y)=σ♯(x,y), x∈Rn,y∈R. (2.10)

Справедливоследующееутверждение.

Теорема2.1.Функцияω(t,x)являетсяминимакснымрешениемзадачи(2.5),(2.6)

тогдаитолькотогда,когдафункция u(t,x,y)=ω(t,x)+yявляетсяминимаксным

решениемзадачи(2.9),(2.10).

Итак,задачанахожденияфункцииценысинтегрально-терминальнымфункциона-

ломплатысводитсякрешениюуравненияГамильтона–Якобисположительноодно-

роднымгамильтонианом.Приэтомразмерностьфазовогопространстваувеличивается

наединицу.

ЕслигамильтонанH↓(·)удовлетворяетусловиюЛипшица,дляминимаксногоре-

шенияu(t,x,y)справедливосоотношение

u(t,x,y)=(ϑ t)u

(

0,
x

ϑ t
,
y

ϑ t

)

x∈Rn,y∈R. (2.11)

Используясоотношение(2.11),можнозаменитьзадачу(2.9),(2.10)редуцированной

задачейнахожденияфункции

φ(x,y)=u(0,x,y) x∈Rn,y∈R. (2.12)

Функцияφ(·)являетсяминимакснымрешениемследующегоуравнениявчастныхпро-

изводныхпервогопорядка

H↓
(
∂φ(x,y)

∂x
,
∂φ(x,y)

∂y

)

+

⟨
∂φ(x,y)

∂x
,x

⟩

+
∂φ(x,y)

∂y
·y φ(x,y)=0, x∈Rn,y∈R,

(2.13)

котороерассматриваетсянарядуспредельнымсоотношением

lim
α∈0
αφ
(x

α
,
y

α

)
=σ♯(x,y), x∈Rn,y∈R. (2.14)

Минимаксноерешениеуравнения(2.13)–непрерывнаяфункция,удовлетворяющая

паредифференциальныхнеравенств.Этинеравенстваможнозаписатьразличнымипо

форме,ноэквивалентнымипосуществуспособами.Здесьудобновыписатьэтинера-

венствавследующемвиде.

H↓(l,m)+⟨l,x⟩+m·y≤φ(x,y), x∈Rn,y∈R, (l,m)∈Dφ(x,y), (2.15)

H↓(l,m)+⟨l,x⟩+m·y≥φ(x,y), x∈Rn,y∈R, (l,m)∈D+φ(x,y), (2.16)

гдемножестваDφ(x,y)иD+φ(x,y)–соответственносубдифференциалисупердиф-

ференциалфункцииφ(·)вточке(x,y).
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3. Алгоритмпостроенияфункциицены

Вслучае,когдаразмерностьфазовогопространстваравнадвум,атерминальная

функцияσ(·)иподынтегральнаяфункцияg(·)кусочно-линейны,функцияω(·)цены

дифференциальнойигры(1.1)-(1.3)являетсякусочно-линейнойиможетбытьпостроена

точно.Опишемздесьалгоритмпостроенияфункцииφ(·),знаякоторую,спомощью

соотношения(2.11)итеоремы2.1можнополучитьфункциюω(·).

3.1. Представлениепредельнойфункции

Пусть

y+=max{0;y}, y=min{0;y}, y∈R

σ+(x)=max{0;σ(x)}, σ(x)=max{0;σ(x)}, x∈Rn

σ♯+(x,y)=σ+(x)+y+, σ♯(x,y)=σ(x)+y, x∈Rn,y∈R.

Нетруднозаметить,чтопредельнаяфункция σ♯(·)(2.8)можетбытьпредставленав

виде

σ♯(x,y)=σ♯+(x,y)+σ
♯(x,y), x∈Rn,y∈R. (3.1)

Приэтомдлярешенияφ(·)задачи(2.13),(2.14)справедливопредставление

φ(x,y)=φ+(x,y)+φ(x,y), x∈Rn,y∈R, (3.2)

гдеφ+(·)иφ(·)–решениязадачи(2.13),(2.14),соответствующиепредельнымфунк-

циямσ♯+(·)иσ
♯(·)соответственно.Приописанныхнижепредположенияхпостроения

функцийφ+(·)иφ(·)неотличаютсяпосуществу.

3.2. Предположения

Алгоритмразработанприследующихпредположениях.

A1.Подынтегральнаяфункцияg(·)имеетвид

g(u,v)=g1(u)+g2(v), u∈R2,v∈R2, (3.1)

гдеg1:R
2→ Rиg2:R

2→ R–непрерывныекусочно-линейныефункции,склеенные

изконечногочислалинейныхфункций.Такимобразом,ихсуммаg(·)тожеявляется

непрерывнойкусочно-линейнойфункцией.

A2.Множества PиQ–многогранники.

Из(1.3)следует,чтогамильтонианH(·)дифференциальнойигры(1.1)–(1.3)также

кусочно-линеенисклеиваетсяизконечногочислалинейныхфункций

Hi(s)=<hi,s>+pi, i∈1,nH, hi∈R2,pi∈R,s∈R2. (3.2)

A3.Функцияσ(·)положительнооднородна(удовлетворяетусловию(1.4))икусоч-

но-линейна,тоестьсформированаспомощьюсклейкиконечнойсовокупностилиней-

ныхфункций

σi(x)=<si,x>, i∈1,nσ, si∈R2,x∈R2.
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Обозначим

Z={si|i∈1,nσ}. (3.3)

Крометого,всилупредставлений(3.1),(3.2),безограниченияобщностиможно

считать,чтофункцияσ(·)неотрицательна

σ(x)≥0, x∈R2, (3.4)

ирассмотретьалгоритмпостроенияфункцииφ(·),соответствующейпредельнойфунк-

ции

σ♯(x,y)=σ(x)+y+, x∈R2,y∈R. (3.5)

3.3. Простыекусочно-линейныефункции

Дляразработкиалгоритмаполезнымявляетсяиспользованноев[9,10]понятиепро-

стойкусочно-линейнойфункции(ПКЛФ).ОсновноесвойствоПКЛФзаключаетсяв

следующем.Еслифункцияψ:R2⊃D→ RявляетсяПКЛФ,тогдадлялюбойточки

x↓⊂D существуетокрестностьOε(x↓),вкоторойψ(·)имеетодноизтрехвозможных

представлений:

ψ(x)=⟨si,x⟩+hi,

ψ(x)=max{⟨si,x⟩+hi,⟨sj,x⟩+hj},

ψ(x)=min{⟨si,x⟩+hi,⟨sj,x⟩+hj}.

Здесьsiиsj–векторыизR
2,аhiиhj–числа.Такимобразом,областьопределения

ПКЛФнесодержитточек,вмалойокрестностикоторыхсклеиваютсятриилиболее

линейныхфункций.

ДляформальногоопределенияПКЛФиспользуютсяструктурныематрицы.Вдан-

нойработенебудемприводитьстрогоеопределение,отметимлишь,чтоструктурная

матрицасодержитинформациюобовсехлинейныхфункциях,формирующихсоответ-

ствующуюПКЛФ.Знаяструктурнуюматрицу,можновычислитьзначениеПКЛФв

каждойточкеееобластиопределения.

Замечание 3.1.ЕсливыполненоусловиеA3,неотрицательная функция

σ:R2→ R являетсяПКЛФвобластиR2\0,гдесимволом0обозначеннулевой

вектор.

3.4. Элементарныезадачи

Алгоритмпостроенияфункцииφ(·)заключается,посуществу,впоследовательном

решенииэлементарныхзадач,которыевозникаютвопределенномпорядке.

Пусть

ς♯+(x,y)=max{⟨a,x⟩+y,⟨b,x⟩+y}, ς♯(x,y)=min{⟨a,x⟩+y,⟨b,x⟩+y},

гдеa,b,x–векторыизR2,y∈R.
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Задачи1и2.Пустьзаданынекоторыелинейнонезависимыевекторыaиb.

Взадаче1(задаче2)требуетсяпостроитьминимаксноерешениезадачи(2.13),(2.14),

(3.2)приσ♯=ς♯+ (приσ♯=ς♯ ).

Посколькуфункцияς♯+ выпукла,афункцияς♯ вогнута,можнополучитьявные

формулыдлярешенийзадач1и2.Можнопоказать,чторешениямиэтихзадачявля-

ютсяфункции

ϕ+(x,y)=max
l|[a,b]

ϕl(x,y), ϕ(x,y)=min
l|[a,b]

ϕl(x,y),

где

[a,b]={λa+(1 λ)b|λ∈[0,1]},

ϕl(x,y)=⟨l,x⟩+y+H(l).

Первыйэтапалгоритмапостроениярешенияφ(·)задачи(2.13),(2.14),(3.5)заклю-

чаетсявпоследовательномрешениизадач1и2исклейкеизэтихрешенийпростой

кусочно-линейнойфункции.Конкретныезадачи,которыенеобходиморешить,опреде-

ляютсяфункциейσ(·).

Дальнейшеепостроениерешениязаключаетсяврешенииэлементарныхзадачдру-

гоготипа.

Пусть s̄=(s1,s2,s3)∈R
3.Обозначим

φ̄s(x,y)=⟨s,x⟩+s3·y+H
↓(̄s), x∈R2,y∈R,

гдевекторs∈R2 образованизпервыхдвухкомпонентвектораs̄, s=(s1,s2).

Отметим,чтоеслиs3=1,тогдаH
↓(̄s)=H(s)andφ̄s(x,y)=ϕs(x,y).

ДлязаданногомножестваM обозначимегозамыканиесимволомclM,аграницу

–символом∂M.

Задачи3и4.Пустьзаданылинейнонезависимыевекторыā=(a1,a2,a3)∈R
3

иb̄=(b1,b2,b3)∈R
3ичислоr>0.Пусть

φ↓(x,y)=max{φ̄a(x,y),φ̄b(x,y)}, φ↓(x,y)=min{φ̄a(x,y),φ̄b(x,y)},

G↓={(x,y)∈R3|φ↓(x,y)<r},

G↓={(x,y)∈R
3|φ↓(x,y)<r}.

Взадаче3требуетсяпостроитьнепрерывнуюфункциюφ0:clG↓→R,являющуюсяв

областиG↓минимакснымрешениемуравнениявчастныхпроизводных(УЧП)первого

порядка(2.13)иудовлетворяющуюсоотношениям

φ0(x,y)<r, ∀(x,y)∈G↓; φ0(x,y)=r,∀(x,y)∈∂G↓.

Взадаче4требуетсяпостроитьнепрерывнуюфункциюφ0:clG↓→R,являющуюсяв

областиG↓минимакснымрешениемуравнения(2.13)иудовлетворяющуюсоотноше-

ниям

φ0(x,y)<r, ∀(x,y)∈G↓; φ0(x,y)=r,∀(x,y)∈∂G↓.
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Решениемзадачи3являетсяфункция

φ0(x,y)=max
s̄
φ̄s(x,y) при s̄∈Sr(̄a,̄b),

где

Sr(̄a,̄b)={̄s∈con(̄a,̄b)|<s,w0>+H
↓(̄s)=r},

con(̄a,̄b)={λ̄a+µ̄b)|λ≥0,µ≥0},

аточкаw0∈R
2–решениесистемыдвухлинейныхуравнений

⟨a,w0⟩+H
↓(̄a)=r, ⟨b,w0⟩+H

↓(̄b)=r.

Компонентывекторов a∈R2 иb∈R2 совпадаютспервымидвумякомпонентами

векторовāиb̄соответственно.

Решениемзадачи4вслучаях,возникающихприпостроениирешенияφ(·)задачи

(2.13),(2.14),(3.5),являетсяфункция

φ0(x,y)=min
s̄
φ̄s(x,y) при s̄∈Sr(̄a,̄b).

4. Основнойрезультат

Обозначимсимволом Ω множествоточекизR3,вкоторыхгамильтонианH↓:

R3→ Rнедифференцируем.Пусть0—нулевойвекторв R3.ПомножествуZ⊂R2

(3.3)векторов,формирующихфункциюσ,определиммножествоZ♮⊂R3.

Z♮={̄s=(s1,s2,s3)∈R
3|s=(s1,s2)∈Z,s3=1}.

Следующееутверждениесодержитосновнойрезультатработы.

Теорема4.1.ПустьвыполненыусловияA2-A3.Тогда

A)Решениеφ(·)задачи(2.13),(2.14),(3.5)–неотрицательнаякусочно-линейнаяфунк-

ция,образованнаяспомощьюсклейкилинейныхфункций

φ̄s(x,y)=⟨s,x⟩+s3·y+H
↓(̄s), s̄∈L, (4.1)

гдемножествоLсостоитизконечногочислаэлементов,и

Z♮⊂L, (L\Z♮)⊂(Ω∪0).

B)Длялюбогоy↓∈Rфункцияφ(x,y↓)вобласти{x∈R
2|φ(x,y↓)>0}образованас

помощьюсклейкиконечногочислапростыхкусочнолинейныхфункций.

Доказательствотеоремыследуетизописанноговышеалгоритма.Неотри-

цательностьфункцииφ(·)обусловленанеотрицательностьюфункцииσ(·),вид(4.1)

линейныхфункций,формирующихрешение,обусловленконкретнымиэлементарными

задачами,возникающимивходеегопостроения.

Длядоказательстватого,чтопостроеннаяврезультатеалгоритмафункция φ(·)

являетсяминимакснымрешениемуравнения(2.13),необходимопроверитьвыполнение
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неравенств(2.15),(2.16).Вточках,гдеφ(·)совпадаетсрешениемкакой-тоизрассмот-

ренныхвышеэлементарныхзадач,этинеравенствавыполнены.Такимобразом,следует

проверитьвыполнениенеравенств(2.15),(2.16)наповерхностяхсклейкирешенийраз-

личныхэлементарныхзадач,формирующихфункциюφ(·).Приэтомеслиповерхность

склейкинепринадлежитникакойизобластейопределениярешенийэлементарных

задач,существуетчислоr≥0такое,что ⊂{(x,y)∈R2×R|φ(x,y)=r}.

Пусть(x↓,y↓)∈ .ЕслисуществуетокрестностьOε(x↓,y↓),вкоторойфункцияφ

линейна,неравенства(2.15),(2.16)выполняются.Действительно,вэтомслучаесуще-

ствуетвекторs̄↓={s↓,s↓3},s
↓∈R2,s↓3∈Rтакой,что

φ(x,y)=φ̄s∗=⟨s
↓,x⟩+s↓3·y+H

↓(̄s↓), (x↓,y↓)∈Oε(x↓,y↓).

ФункцияφдифференцируемавOε(x↓,y↓),иDφ(x↓,y↓)=D
+φ(x↓,y↓)=̄s

↓,ивточке

(x↓,y↓)выполняютсянеравенства(2.15),(2.16).

Рассмотримслучай,когдавточке (x↓,y↓)∈ происходитсклейкадвухлиней-

ныхфункций.Изалгоритмаследует,чтовэтомслучаевозможныдвеситуации.В

первойдлялюбогоε>0вокрестностиOε(x↓,y↓)можноуказатьточку(xε,yε),в

которойфункцияφсклеиваетсяизтехжелинейныхфункцийиявляетсярешением

какой-тоэлементарнойзадачи,причемφ(xε,yε)>r. Очевидно,чтовэтойситуации

Dφ(x↓,y↓)=Dφ(xε,yε)иD
+φ(x↓,y↓) =D+φ(xε,yε).Посколькувточке (xε,yε)

неравенства(2.15),(2.16)выполняются,всилунепрерывностиполучим,чтоонивы-

полненыивточке(x↓,y↓).

ВовторойситуациивнекоторойокрестностиOε(x↓,y↓)точки(x↓,y↓)функцияφ

имеетвид

φ(x,y)=max{φ̄a(x,y),φ̄b(x,y)},

гдевекторыā, b̄изR3 связаныравенствомb̄= µ̄a, µ>0,причемвекторā–

ненулевой.ИмеемD+φ(x↓,y↓),

Dφ(x↓,y↓)={̄l∈R
3|̄l=λ̄a,λ∈[0,1]}∪{̄l∈R3|̄l=λ̄b,λ∈[0,1]}.

Таккакфункцииφ̄aиφ̄bположительнооднородны,и

φ(x↓,y↓)=φ̄a(x↓,y↓)=φ̄b(x↓,y↓)=r≥0,

получаем,чтоивэтойситуациинеравенства(2.15),(2.16)выполняются.

Рассмотрим,наконец,случай,когдаточка(x↓,y↓)являетсяузловой,тоестьвней

происходитсклейкаn(n≥3)линейныхфункций

φ̄ap(x,y)=⟨a
p,x⟩+ap3·y+H

↓(̄ap), p=1,...,n. (4.2)

Функцияφнедифференцируемавточке(x↓,y↓),поэтомуодноизмножествDφ(x↓,y↓),

D+φ(x↓,y↓)пусто.Примемдляопределенности,чтоD
+φ(x↓,y↓)=∅.Еслиприэтом

Dφ(x↓,y↓)=∅,неравенства(2.15),(2.16),очевидно,выполняются.

Предположим,чтоDφ(x↓,y↓)̸=∅.Символомφε(·)обозначимсужениефункции

φнанекоторуюдостаточномалуювыпуклуюокрестностьOε(x↓,y↓)такую,чтовэтой

окрестностифункцияφсклеиваетсятолькоизфункций(4.2).Можнопоказать,что

Dφ(x↓,y↓)=D φ̃ε(x↓,y↓),
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гдеφ̃ε(·)–выпуклаяоболочкафункцииφε.Такимобразом,Dφ(x↓,y↓)являетсяогра-

ниченнымзамкнутымвыпуклыммножеством.Приэтомеслиl̄↓∈Dφ(x↓,y↓),суще-

ствуютвекторыā∈R3,b̄∈R3,такие,что

l̄↓∈[̄a,̄b]={(1 λ)̄a+λ̄b|λ∈[0,1]},

идлялюбогоn=1,2,...существуетточка(xn,yn)∈Oεn(x↓,y↓)такая,чтоDφ(xn,yn)

=[a,b].Здесьεn=ε/n.Точки(xn,yn)неявляютсяузловыми,поэтомувнихвыпол-

ненонеравенство(2.15).Вчастности,

H↓(̄l↓)+⟨l,xn⟩+l3·yn≤φ(xn,yn). (4.3)

Переходяв(4.3)кпределуприn→∞,получим

H↓(̄l↓)+⟨l,x↓⟩+l3·y↓≤φ(x↓,y↓),

чтодоказываетвыполнениенеравенства(2.15).Неравенство(2.16)выполненовсилу

пустотысупердифференциала.

Случай,когдаD+φ(x↓,y↓)̸=∅, D
+φ(x↓,y↓)=∅,рассматриваетсяаналогично.Та-

кимобразом,построеннаяврезультатеалгоритмафункцияφ(·)являетсяминимакс-

нымрешениемуравнения(2.13).

Покажем,чтопостроеннаяврезультатереализацииалгоритмафункцияφудовле-

творяетсоотношению(2.14).Рассмотримпроизвольнуюточку(x↓,y↓),x↓∈R
2,y↓∈R,

y↓≥0.

Еслиx↓–нулевойвектор,тогдадлялюбогоα>0вектор
x∗
α
такжеявляетсянуле-

вым.Вслучаеy↓=0имеем

lim
α∈0
αφ

(
0

α
,
0

α

)

=lim
α∈0
αφ(0,0)=0=σ♯(0,0).

Вслучаеy↓≠0 изалгоритмаследует,чтосуществуютчислоα↓>0ивекторs∈R
2

такие,чтодлявсех0<α<α↓справедливосоотношение

φ
(
0,
y↓
α

)
=
y↓
α
+H(s),

изкоторогополучаем

lim
α∈0
αφ

(
0

α
,
y↓
α

)

=y↓=σ
♯(0,y↓).

Пустьтеперьx↓–ненулевойвектор.ЕслиприэтомсуществуетокрестностьO(x↓)

точкиx↓наплоскостиR
2,вкоторойфункцияσ(·)линейна

σ(x)=⟨a,x⟩, x∈O(x↓),

тогдаизалгоритмапостроенияфункцииφследует,чтосуществуетчислоα↓>0такое,

чтодлявсех0<α<α↓справедливо

φ
(
x,
y↓
α

)
=
⟨
a,
x

α

⟩
+
y↓
α
+H(a).
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Такимобразом,

lim
α∈0
αφ
(x↓
α
,
y↓
α

)
=⟨a,x↓⟩+y↓=σ

♯(x↓,y↓).

Осталосьрассмотретьслучай,когдавокрестности O(x↓)точкиx↓ наплоскости

R2функцияσ(·)склеиваетсяиздвухлинейныхфункций.Пусть,дляопределенности,

линейныефункциисклеиваютсяспомощьюоперациимаксимума

σ(x)=max{⟨a,x⟩,⟨b,x⟩}, x∈O(x↓).

Тогдасуществуетчислоα↓>0такое,чтодлявсех0<α<α↓точка
x∗
α
,y∗
α

)
находится

вобласти,вкоторойфункцияφсовпадаетсрешениемпервойэлементарнойзадачи,

определяемойвекторамиaиb,и

φ
(x↓
α
,
y↓
α

)
=max
λ|[0,1]

{⟨
λa+(1 λ)b,

x↓
α

⟩
+
y↓
α
+H(λa+(1 λ)b)

}
.

Получаем

lim
α∈0
αφ
(x↓
α
,
y↓
α

)
=max{⟨a,x⟩,⟨b,x⟩}+y=σ♯(x↓,y↓),

чтозавершаетпроверкувыполненияпредельногосоотношения(2.14).

ДоказательствочастиB)опускаем.
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Аннотация.Предлагаетсяпроцедураоптимальнойстабилизациилинейныхпе-

риодическихсистемдифференциальныхуравнений.Стабилизирующиеуправ-

ления,формируемыепопринципуобратнойсвязи,определяютсясостояниями

системывфиксированныемоментывремени,предшествующиетекущемумо-

менту.Рассматриваетсяэквивалентнаялинейнаяпериодическаядискретнаяза-

дачаоптимальнойстабилизации.Предложенапроцедурарешениядискретного

периодическогоуравненияРиккати.Исследуетсясвязьнепрерывнойидискрет-

нойпериодическихзадачоптимальнойстабилизации.Предложенныйметодис-

пользуетсяпристабилизациидвижениймеханическихсистем.

Ключевыеслова: линейнаяпериодическаясистема;дискретнаязадачаопти-

мальнойстабилизации;дискретноепериодическоеуравнениеРиккати

Введение

Задачастабилизации,состоящаявобеспеченииустойчивостизаданныхдвижений

механическихсистем,исследоваласькакдлямоделейконкретныхмеханическихсистем,

такидляцелыхклассовмоделеймеханическихсистем.Врамкахтеориистабилизации

главныерезультатыполученыдлямоделей,описываемыхлинейнымидифференциаль-

нымиуравнениями.ВсилутеоремыЛяпуноваобустойчивостиполинейномуприбли-

жениюэтирезультатымогутбытьпримененыикнелинейныммоделямприусловии,

чтовозмущениястабилизируемогодвижениямалы.
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Существуют разные подходы к выбору управления, обеспечивающего устойчивую
работу модели на бесконечном интервале времени. Для периодических линейных си-
стем задача стабилизации решается при помощи управлений, формируемых по прин-
ципу обратной связи по наблюдаемым состояниям объекта управления в текущие мо-
менты времени. Стабилизирующие управления также зависят явно от времени. Послед-
няя зависимость выбирается периодической, и ее период совпадает с периодом коэф-
фициентов. В рамках методов модального управления стабилизирующие управления
выбираются исходя из требований асимптотической устойчивости заданных движений
замкнутых систем. Среди методов модального управления часто применяют метод на-
значения множества мультипликаторов периодической задачи на комплексной плоско-
сти и метод уравнений Ляпунова [1–3]. В инженерных приложениях эти методы позво-
ляют обеспечить заданные запасы устойчивости управляемых систем. Другой подход
к выбору стабилизирующей обратной связи основан на введении в постановку зада-
чи стабилизации квадратичного критерия качества регулирования и переходе к задаче
оптимальной стабилизации, что позволяет для нахождения управления использовать
принцип динамического программирования Беллмана. Доказано, что при выполнении
условий стабилизируемости задача оптимальной линейно-квадратичной стабилизации
имеет единственное решение в классе линейных периодических обратных связей по те-
кущим состояниям системы [4]. Коэффициенты усиления обратной связи в этом случае
определяются периодическим положительно определенным решением дифференциаль-
ного неавтономного матричного уравнения Риккати. Методы модального управления и
методы решения задачи оптимальной стабилизации в применении к общим эволюцион-
ным периодическим системам изложены в монографии [1].

Большое количество работ посвящено решению задач стабилизации для конкретных
механических систем, в частности – стабилизации неустойчивого верхнего положения
равновесия математического маятника. Так, А. Стефенсон [5] и П.Л. Капица замети-
ли, что при малых отклонениях маятника от верхнего положения равновесия верти-
кальные колебания точки подвеса достаточно большой частоты обеспечивают сравни-
тельно медленные устойчивые незатухающие колебания маятника относительно вер-
тикали. Подобного рода стабилизация получила название динамической стабилизации.
Впоследствии П.Л. Капица показал, что динамическая стабилизация перевернутого ма-
ятника возможна и при горизонтальных колебаниях его опоры. Отдельного внимания
заслуживает задача стабилизации верхнего положения равновесия перевернутого ма-
ятника на тележке, когда устойчивость достигается горизонтальными перемещениями
тележки. Процедура управления таким маятником исследовалась, например, в рабо-
те [6]. Подобная механическая система теряет управляемость, когда маятник занимает
горизонтальное положение. В рамках других исследований обеспечивается глобальная
устойчивость верхнего положения равновесия маятника. Например, работы [7, 8] по-
священы стабилизации маятника на неподвижном основании при помощи маховичного
управления. Управление маятником осуществляется вращением маховика, закреплен-
ного на нем. Алгоритм, изложенный в статье [8], основан на линеаризации обратной
связью и пассификации. Он позволяет привести маятник в окрестность верхнего по-
ложения равновесия из произвольного начального состояния посредством алгоритма
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раскачки,послечегопроисходитпереключениенаалгоритмстабилизации,обеспечи-

вающийустойчивыеавтоколебаниямаятникаоколоверхнегоположенияравновесия.В

работе[9]предложеналгоритмглобальнойоптимальнойстабилизацииобратногомаят-

никасгистерезисныминелинейностями.

Внастоящейстатьепредлагаетсяпроцедураоптимальнойлинейно-квадратичной

асимптотическойстабилизациипериодическихлинейныхсистемдифференциальных

уравнений.Длястабилизациииспользуютсяуправленияпопринципуобратнойсвязи,

определяемыесостояниямисистемывфиксированныепредыдущиемоментывремени.

Задержкивуправлениипозволяютперейтикдискретнойзадачеоптимальнойстабили-

зации.Дискретныекоэффициентыусиленияобратнойсвязиопределяютсяприпомощи

специальногоалгоритма.Рассмотреныпримерыстабилизациимеханическихмоделей.

1. Постановказадачи

Рассматриваетсялинейнаяуправляемаясистема

ẋ=A(t)x+B(t)u,t∈R+=(0,+∞), (1.1)

гдеx–n-мерныйвекторсостояниясистемы,u–m-мерныйвекторуправления,

A(t),B(t)–ω-периодическиематричные функцииподходящихразмерностей. Для

уравнения(1.1)требуетсясформироватьуправлениепопринципуобратнойсвязитакое,

чтовсякоерешениеx(t)cпроизвольнымначальнымусловиемx(0)=x0асимптотиче-

скиустойчиво.Приэтомнеобходимоминимизироватьпоказателькачествапереходных

процессов

J=

∈∫

0

[
xT(t)Q(t)x(t)+uT(t)R(t)u(t)

]
dt, (1.2)

гдеR(t)–симметричнаяположительноопределеннаяω-периодическаяматричная

функцияразмерности m×m, Q(t)–симметричнаяположительнополуопределенная

ω-периодическаяматричнаяфункцияразмерностиn×n.

Вклассическойтеорииоптимальнойстабилизациипериодическихлинейныхсистем

дифференциальныхуравненийпредполагается,чтодопустимыеуправлениязависятот

текущегомоментавремениtитекущегосостояниясистемыx=x(t).Дляпериодиче-

скихсистемможноограничитьсяпериодическойзависимостьюоттекущегомомента,а

длялинейныхсистем–линейнойзависимостьюоттекущегосостояниясистемы.Прита-

комвыборемножествадопустимыхуправленийUматричныйкоэффициентусиления

оптимальногостабилизирующегоуправленияопределяетсяспомощьюпериодического

решениянеавтономногодифференциальногоуравненияРиккати.Задачанахождения

периодическогорешениядифференциальногоматричногонелинейногоуравненияРик-

катидостаточносложна.Отсутствиезадержекприформированииуправленияпоприн-

ципуобратнойсвязизначительноусложняетпроцедуруеготехническойреализации.

Приопределениимножествадопустимыхуправлений Ud внастоящейработеза-

держкивуправленииопределяютсяспециальнымобразом.Рассматриваетсяперио-

дическоеразбиениечисловойоситочкамиtj= tj+k ω,j∈Z,0 =t0 <t1 <

...<tk 1<tk=ω.Допустимыеуправлениязависятоттекущегомоментавремени
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tисостояниясистемыxj вфиксированныймоментвремениtjd,xjd =x(tjd),где

tjd–ближайшаяктекущемумоментуtточкавыбранноговышеразбиениячисло-

войоси.Индекспоследнейточкизависитотt,тоестьjd = jd(t),t∈R.Функ-

цияjd(t),t∈R,являетсякусочно-постоянной,имеющейразрывыпервогородав

точкахвыбранногоразбиениячисловойоси,непрерывнасправавточкахразрыва.

Следовательно,допустимыеуправлениявданнойработемоделируютсяфункциями

ut,xtjd(t)
))
,t∈R.Мыограничимсяизучениемситуации,когдамножестводопу-

стимыхуправленийUdсодержиттолькоуправления,зависимостькоторыхотпервого

аргументаявляетсякусочно-постояннойсразрывамипервогородавточкахвыбранного

разбиениячисловойоси,непрерывнойсправапопервомуаргументувточкахразрыва.

Тогдаимеемut,xtjd(t)
))
=utjd(t),xtjd(t)

))
,t∈R.

Будемтакжеполагать,чтозависимостьдопустимыхуправленийотвторогоаргу-

ментаявляетсянепрерывной.Справедливопредставлениеtjd(t)=t τd(t),t∈R,где

τd–кусочно-непрерывнаяфункция,имеющаяразрывыпервогородавточкахвыбран-

ногоразбиения,τd(t)=ttjd(t)приt∈R,τd(t+ω)=τd(t),0≤τd(t)<max
iZ
(ti+1 tj)=

rd≤ω,t∈R.Мырассматриваеммножестводопустимыхуправлений Udспеременны-

мипериодическимизадержками.Дляегомоделированиядостаточноиспользоватьпе-

риодическиепоследовательностинепрерывныхфункцийui:R
n→Rm,ui+k=ui,i∈Z,

полагаяu(ti,x(ti))=ui(x(ti)),i∈Z.

Внастоящейработеизучаетсязадачаоптимальнойстабилизациисистемы(1.1)с

показателемкачества(1.2)дляспециальногомножествадопустимыхуправленийUd,

полноеописаниекоторогоприведеновыше.

2. Дискретнаязадачастабилизации

Специальныесвойстварассматриваемогомножествадопустимыхуправлений Ud
позволяютперейтиотнепрерывнойзадачиоптимальнойстабилизациикдискретной

задачеоптимальнойстабилизации.

Теорема 2.1. Непрерывнаяпериодическаязадачаоптимальнойстабилизации

(1.1),(1.2)сдопустимыммножествомуправленийUdэквивалентнадискретнойза-

дачеоптимальнойстабилизации

xj+1=Ajxj+Bjuj,j∈N0=0∪N, (2.3)

Jd=

+∈∑

j=0

[
xTjQjxj+2x

T
jNjuj+u

T
jRjuj

]
, (2.4)

гдеk-периодическиематрицыAj,Bj,Qj,Nj,Rjопределяютсяформулами

Aj=X(tj+1)X
1(tj),Bj=X(tj+1)

tj+1∫

tj

X 1(s)B(s)ds,

Qj=X
T(tj)

tj+1∫

tj

XT(s)Q(s)X(s)dsX1(tj),



ДИСКРЕТНАЯПРОЦЕДУРАОПТИМАЛЬНОЙСТАБИЛИЗАЦИИ... 895

Nj=X
T(tj)

tj+1∫

tj




X

T(s1)Q(s1)X(s1)

s1∫

tj

X 1(s2)B(s2)ds2




ds1,

Rj=

tj+1∫

tj






s1∫

tj

BT(s2)X
T(s2)ds2X

T(s1)Q(s1)X(s1)

s1∫

tj

X 1(s2)B(s2)ds2+R(s1)




ds1.

(2.5)

Здесь X(·),X(0) = In,–фундаментальная нормированная матрицасистемы

ẋ=A(t)x,t∈R;X T =(X(t))1
)T
,t∈R;Qj–симметричныеположительно

полуопределенныематрицы,Rj–симметричныеположительноопределенныемат-

рицы,j∈N0.

Доказательство.Длявведенноговышемножествадопустимыхуправле-

нийUd управляемаясистемаописываетсясистемойдифференциальныхуравненийс

кусочно-постояннымиаргументами

ẋ(t)=A(t)x(t)+B(t)uj(x(tj)),tj≤t<tj+1,j∈Z. (2.6)

Призаданномначальномусловии x(0)=x0 изаданныхнепрерывныхфункциях

uj(·),j=1,k,задачаКошидлясистемы(2.6)имеетединственноерешение

x(t,x0,u1(·),...,uk(·))приt≥0,определяемоеформулами

x(t,x0,u1(·),...,uk(·))=X(t)
[
X 1(tj)x(tj,x0,u1(·),...,uk(·))

+

t∫

tj

X 1(s)B(s)dsuj(x(tj,x0,u1(·),...,uk(·)))
]
,tj≤t<tj+1,j∈N0, (2.7)

x(0,x0,u1(·),...,uk(·))=x0.

Емусоответствуетпрограммноеуправлениеu(t,x(tj,x0,u1(·),...,uk(·)))

=uj(x(tj,x0,u1(·),...,uk(·))),tj≤t<tj+1,j∈N0,длясистемы(1.1).

Дляфункцийuj(·),j=1,k,системаразностныхуравнений

xj+1=Ajxj+Bjuj(xj),j∈N0,

приначальномусловииx0=x0имеетединственноерешениезадачиКоши

xj(x0,u1(·),...,uk(·)),j∈N0,x0(x0,u1(·),...,uk(·))=x0.Емуотвечаетпрограммное

управлениеuj=uj

(
xj(x0,u1(·),...,uk(·))

)
,j∈N0.

Приуправленияхuj,j∈N0,иначальномусловииx0=x0система(2.3)имеетедин-

ственноерешениезадачиКошиxj(x0,u0,...,uj,...),j∈N0,x0(x0,u0,...,uj,...)=x0,

исправедливыравенстваxj(x0,u1(·),...,uk(·))=xj(x0,u0,...,uj,...),j∈N0.

Всилуформулы(2.7)x(tj,x0,u1(·),...,uk(·))=xj(x0,u0,...,uj,...),j∈N0,ивели-

чинапоказателякачества(1.2)приподстановкеx(t,x0,u1(·),...,uk(·)),

ut,xtjd(t),x0,u1(·),...,uk(·)
))
,t≥0,совпадаетсвеличинойпоказателякачества(2.4)
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приподстановкеxj(x0,u0,...,uj,...),uj,j∈N0.Следовательно,непрерывнаязадача

оптимальнойстабилизации(1.1),(1.2)cвыбранныммножествомдопустимыхуправле-

нийUdэквивалентнадискретнойзадачеоптимальнойстабилизации(2.3),(2.4).

Дискретныезадачиоптимальнойстабилизациихорошоизучены[4].

Теорема2.2.[10]Еслидискретнаязадача(2.3),(2.4)стабилизируема,тоееоп-

тимальноестабилизирующееуправлениеопределяетсяформулами

u0j=
(
Rj+B

T
jPj+1Bj

)1(
BTjPj+1Aj+N

T
j

)
xj,j∈N0, (2.8)

гдеPj,j∈N0,–симметричноеположительноопределенноеk-периодическоерешение

дискретногопериодическогоуравненияРиккати

Pj=Qj+A
T
jPj+1Aj

(
ATjPj+1Bj+Nj

)
×

(
Rj+B

T
jPj+1Bj

)1(
ATjPj+1Bj+Nj

)T
,j∈N0. (2.9)

Внастоящейработедискретнаязадачаоптимальнойстабилизации(2.3),(2.4)яв-

ляетсявспомогательной.Еекоэффициентыопределяютсяспециальнымиформулами

(2.5).

Теорема2.3.Еслидискретнаязадача(2.3),(2.4)стабилизируема,тодлянепре-

рывнойзадачистабилизации(1.1),(1.2)смножествомдопустимыхуправленийUd
оптимальноестабилизирующееуправлениесуществуетиопределяетсяформулой

u0d[t,xt(·)]=
(
Rjd(t)+B

T
jd(t)
Pjd(t)+1Bjd(t)

)1

×
(
BTjd(t)Pjd(t)+1Ajd(t)+N

T
jd(t)

)
xt(τd(t)),t∈R, (2.10)

гдеxt(ϑ)=x(t+ϑ),ϑ∈[rd,0].

Доказательство.Справедливостьутвержденийследуетизтеорем2.1,2.2.

Используемыйвработеалгоритмчисленногорешениядискретногопериодическо-

гоуравненияРиккатиявляетсямодификациейалгоритма,приведенноговстатье[11]

дляслучаяNj=0,j∈N0.ДлярешениядискретногопериодическогоуравненияРик-

катииспользуетсявзаимосвязьмеждууравнениемРиккатиидвухточечнойкраевой

задачей,соответствующейзадачеоптимальногоуправления(2.3),(2.4).Еслидискрет-

наясистема(2.3)стабилизируема,тооптимальнаяпара(xj,uj),j∈N0,удовлетворяет

k-периодическойсистемеразностныхуравнений[10]

xj+1=Ajxj+Bjuj, λj=Qjxj+Njuj+A
T
jλj+1,

NTjxj+Rjuj+B
T
jλj+1=0, (2.11)

гдеλj,j∈N0,–векторсопряженныхпеременных.
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Упростимсистемуразностныхуравнений(2.11).Исключаяujизуравнений(2.11),

получимсистемуразностныхуравнений

xj+1+Fj+1λj+1=Ajxj, A
T

jλj+1=Qjxj λj, (2.12)

гдеFj=BjR
1
jB

T
j,Aj=Aj BjR

1
jN

T
j,Qj=Qj NjR

1
jN

T
j,j∈N0.

ВводяобозначенияzTj =
(
xTj λ

T
j

)
,j∈N0,запишемсистемууравнений(2.12)в

виде

Mjzj+1=Ljzj, (2.13)

где

Mj=

[
In Fj

0 A
T

j

]

, Lj=

[
Aj 0

Qj In

]

.

Матрицы Aj,j∈N0,обратимы.Следовательно,обратимыматрицыMj,j∈N0,и

отразностногоуравнения(2.13)можноперейтикуравнению

zj+1=Sjzj, (2.14)

вкотором

Sj=M
1
j Lj=



Aj+FjA
T

j Qj FjA
T

j

A
T

j Qj A
T

j



,j∈N0.

Матричноеразностноеуравнение(2.14)являетсяоднородным k-периодическим

уравнением.Длянеговводитсяk-периодическаяматрицамонодромиивсоответствии

сформулой

Uj=Sj+k 1Sj+k 2·...·Sj+1Sj,j∈N0.

ТребуемоерешениедискретногопериодическогоуравненияРиккатиопределяет-

сяустойчивыминвариантнымподпространствомk-периодическойматрицыUj [11].

Предполагаем,чтоматрицыUj,j∈N0,неимеютсобственныхзначений,лежащихна

единичнойокружности.ТогдабазиснаяматрицаVjустойчивогоинвариантногопод-

пространстваматрицыUjопределяетсяеесобственнымивекторами,соответствующи-

мисобственнымзначениям,помодулюменьшимединицы.Длястабилизируемойдис-

кретнойпериодическойсистемы(2.3)VjдопускаетпредставлениеV
T
j =

(
VT1j V

T
2j

)
,

j∈N0,иформулаPj=V2jV
1

1j,j∈N0,даеттребуемоеk-периодическоерешение

дискретногопериодическогоуравненияРиккати.

3. Связьпериодическихзадачоптимальнойстабилизации

Пустьрешениенепрерывнойзадачиоптимальнойстабилизации(1.1),(1.2)суще-

ствуеткакдлямножестванепрерывныхуправленийU,такидлямножествакусочно-

постоянныхуправленийUd.Тогдасправедливоутверждение
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Теорема3.4.Оптимальноестабилизирующееуправлениепериодическойзадачи

оптимальнойстабилизации(1.1),(1.2)смножествомдопустимыхуправленийUd
стремитсякоптимальномустабилизирующемууправлениюпериодическойзадачи

оптимальнойстабилизации(1.1),(1.2)смножествомдопустимыхуправленийU,

когдадиаметрпериодическогоразбиениячисловойоситочкамиtj=tj+k ω,j∈Z,

0=t0<t1<...<tk 1<tk=ω,стремитсякнулю.

Доказательство.Вмножестведопустимыхуправлений U оптимальное

управлениезадачистабилизации(1.1),(1.2)определяетсяформулой

u0[t,x]= R 1(t)BT(t)P(t)x,t∈R,

гдеP(t)–ω-периодическоеположительноопределенноесимметричноерешениедиф-

ференциальногоматричногоуравненияРиккати[12]

dP

dt
+Q(t)+PA(t)+AT(t)P PB(t)R 1(t)BT(t)P=0,t∈R.

ВмножестведопустимыхуправленийUdоптимальноеуправлениезадачистабили-

зации(1.1),(1.2)определяетсяформулой(2.10).Введемдиаметрd= max
0→j→k 1

(tj+1 tj)

периодическогоразбиениячисловойоси.Исследуемповедениеоптимальногоуправле-

ния(2.10)приd,стремящемсякнулю.Найдемасимптотическиеразложенияматриц

Aj,Bj,Qj,Nj,Rj,j∈N0,подиаметруразбиенияd.

Фундаментальнаяматрица X(t)приtj≤t<tj+1,j∈N0,удовлетворяетинте-

гральномууравнениюВольтерра2-городавида

X(t)=X(tj)+

t∫

tj

A(s)X(s)ds,tj≤t<tj+1,j∈N0. (3.15)

Уравнение(3.15)имеетединственноерешение,котороеможетбытьнайденоприпомощи

методапоследовательныхприближений. Методпоследовательныхприближенийдает

асимптотическоеразложение

X(t)=X(tj)+

t∫

tj

A(s)X(tj)ds+Od
2
)
,tj≤t<tj+1,j∈N0. (3.16)

СоответствующееасимптотическоеразложениеX 1(t)имеетвид

X 1(t)=X 1(tj) X 1(tj)

t∫

tj

A(s)ds+Od2
)
,tj≤t<tj+1,j∈N0. (3.17)

Подставляя(3.16),(3.17)вформулы,определяющиематрицы Aj,Bj,Qj,Nj,Rj,

j∈N0,находимасимптотическиеразложения

Aj=In+

tj+1∫

tj

A(s)ds+Od2
)
,Bj=

tj+1∫

tj

B(s)ds+Od2
)
,
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Qj=

tj+1∫

tj

Q(s)ds+Od2
)
,Nj=O(d

2),Rj=

tj+1∫

tj

R(s)ds+Od2
)
,j∈N0. (3.18)

Переходимкнахождениюасимптотикидлядискретногопериодическогоуравне-

нияРиккати(2.9).ИспользуяасимптотическиеразложенияматрицAj,Bj,Qj,Nj,Rj,

j∈N0,имеем

(
ATjPj+1Bj+Nj

)(
Rj+B

T
jPj+1Bj

)1(
ATjPj+1Bj+Nj

)T

=




Pj+1

tj+1∫

tj

B(s)ds+Od2
)











1

tj+1 tj

tj+1∫

tj

R(s)ds+O(d)






1

×






1

tj+1 tj

tj+1∫

tj

BT(s)dsPj+1+O(d)




,

ATjPj+1Aj=Pj+1+

tj+1∫

tj

AT(s)dsPj+1+Pj+1

tj+1∫

tj

A(s)ds+Od2
)
,j∈N0. (3.19)

Учитываяасимптотическиеразложения(3.18),(3.19),преобразуемдискретноепе-

риодическоеуравнениеРиккати(2.9)касимптотическойформе

Pj=

tj+1∫

tj

Q(s)ds+Pj+1+

tj+1∫

tj

AT(s)dsPj+1+Pj+1

tj+1∫

tj

A(s)ds

+Pj+1

tj+1∫

tj

B(s)ds






1

tj+1 tj

tj+1∫

tj

R(s)ds






1

1

tj+1 tj

tj+1∫

tj

BT(s)dsPj+1+Od
2
)
,j∈N0.

Разделивобечастипоследнегоуравнениянаtj+1 tj,получимследующуюасимпто-

тическуюформудискретногопериодическогоуравненияРиккати(2.9)

0=
1

tj+1 tj

tj+1∫

tj

Q(s)ds+
1

tj+1 tj

(
Pj+1 Pj

)
+

1

tj+1 tj

tj+1∫

tj

AT(s)dsPj+1

+Pj+1
1

tj+1 tj

tj+1∫

tj

A(s)ds+Pj+1
1

tj+1 tj

tj+1∫

tj

B(s)ds






1

tj+1 tj

tj+1∫

tj

R(s)ds






1

×
1

tj+1 tj

tj+1∫

tj

BT(s)dsPj+1+O(d),j∈N0. (3.20)
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Фиксируемt∈[0,ω),полагаемв(3.20)j=jd(t)иустремляемdкнулю.Справед-

ливыследующиеформулы

lim
d∞0






1

tjd(t)+1 tjd(t)

tjd(t)+1∫

tjd(t)

Q(s)ds




=Q(t),lim

d∞0






1

tjd(t)+1 tjd(t)

tjd(t)+1∫

tjd(t)

A(s)ds




=A(t),

lim
d∞0






1

tjd(t)+1 tjd(t)

tjd(t)+1∫

tjd(t)

B(s)ds




=B(t),lim

d∞0






1

tjd(t)+1 tjd(t)

tjd(t)+1∫

tjd(t)

R(s)ds




=R(t),

lim
d∞0
Pjd(t)=P(t),lim

d∞0

(
1

tjd(t)+1 tjd(t)

(
Pjd(t)+1 Pjd(t)

))

=
dP(t)

dt
.

Приэтомуравнение(3.20)переходитвдифференциальноематричноеуравнениеРикка-

ти,соответствующеезадачеоптимальнойстабилизации(1.1),(1.2)сдопустимыммно-

жествомуправленийU.Дляоптимальногостабилизирующегоуправления(2.10)спра-

ведливаасимптотическаяформула

u0d[t,xt(·)]=






1

tjd(t)+1 tjd(t)

tjd(t)+1∫

tjd(t)

R(s)ds+O(d)






1

×






1

tjd(t)+1 tjd(t)

tjd(t)+1∫

tjd(t)

BT(s)dsPjd(t)+1+O(d)




xt(τd(t)),t∈R.

Устремляявпоследнейформулеdкнулюиучитываяравенстваlim
d∞0
rd=0,lim

d∞0
τd(t)=0,

имеем

lim
d∞0
u0d[t,xt(·)]= R

1(t)BT(t)P(t)x(t)=u0[t,x(t)],t∈R.

4. Примерыдискретнойстабилизациимеханическихсистем

Рассматриваютсязадачилокальнойстабилизациидвиженийконкретныхмеханиче-

скихсистем.Исходныенелинейныематематическиемоделимеханическихсистемзаме-

няютсялинейнымивмалыхокрестностяхстабилизируемыхдвижений.Ищутсяопти-

мальныестабилизирующиеуправления,минимизирующиезаданныекритериикачества

переходныхпроцессов.

4.1. СтабилизациямаятникаКапицы

Требуетсястабилизироватьсистемудифференциальныхуравнений

dx1
dt
=x2,

dx2
dt
=(9.81+3.44π2cos2πt)x1+u,
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описывающуюдвижениемаятникаКапицыоколоверхнегоположенияравновесия,с

критериемкачества

J=

∫∈

0

[
x21(t)+x

2
2(t)+u

2(t)
]
dt.

ПриопределениимножествадопустимыхуправленийUdпринимаетсяk=4и

t0=0,t1=0.25,t2=0.5,t3=0.75,t4=1.

Используяформулы(2.5),вычисляемматрицы Aj,Bj,Qj,Nj,Rj,j=0,3,эквива-

лентнойдискретнойпериодическойзадачиоптимальнойстабилизации(2.3),(2.4)

A0=

(
0.820 0.218

2.785 0.480

)

,A1=

(
0.480 0.218

2.785 0.820

)

,A2=

(
1.925 0.343

10.406 2.374

)

,

A3=

(
2.374 0.343

10.406 1.925

)

,B0=

(
0.029

0.200

)

,B1=

(
0.030

0.244

)

,B2=

(
0.038

0.365

)

,B3=

(
0.036

0.313

)

,

Q0=

(
0.593 0.092

0.092 0.201

)

,Q1=

(
1.445 0.416

0.416 0.196

)

,Q2=

(
6.077 1.612

1.612 0.517

)

,

Q3=

(
10.562 2.179

2.179 0.501

)

,N0=

(
0.032

0.024

)

,N1=

(
0.075

0.025

)

,N2=

(
0.224

0.063

)

,N3=

(
0.280

0.058

)

,

R0=0.256,R1=0.256,R2=0.260,R3=0.259.

Используяизложенныйвышеалгоритмрешениядискретногопериодическогоуравне-

нияРиккати,находимрешениеуравнения(2.9)

P0=

(
28.133 3.286

3.286 0.789

)

,P1=

(
2.387 1.073

1.073 5.223

)

,P2=

(
264.901 53.020

53.020 10.742

)

,

P3=

(
83.716 12.539

12.539 2.090

)

.

Используяформулы(2.8),находимоптимальноестабилизирующееуправлениеза-

дачи(2.3),(2.4)

u00=0.315x1 0.318x2,u
0
1=6.553x1 1.811x2,u

0
2= 33.563x1 6.860x2,

u03= 33.031x1 5.337x2.

Используятеорему2.3,находимоптимальноестабилизирующееуправлениедля

непрерывнойзадачиоптимальнойстабилизации(1.1),(1.2)смножествомдопустимых

управленийUd.Применяяметодычисленногоинтегрированиядифференциальных

уравнений,находимстабилизированныерешенияуправляемойсистемы(1.1),отвеча-

ющиеоптимальномустабилизирующемууправлению.Подставляявобратнуюсвязь

стабилизирующегоуправлениянайденныестабилизированныерешения,получимсо-

ответствующиепрограммныеоптимальныеуправления.

Нарисунке1приведеныграфикикомпонентстабилизированногорешенияипро-

граммногооптимальногоуправления.Начальныезначениястабилизированногореше-

нияравныx1(0)=0.1745,x2(0)=0.0873.Поосиабсциссоткладываетсявремя,по

левойосиординатоткладываютсязначенияx1,x2,апоправойосиординатотклады-

ваютсязначенияu.
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Рис.1:СтабилизациямаятникаКапицы

4.2. Стабилизациядвухзвеннойколебательнойцепи

Стабилизируютсявертикальныеколебаниядвухзвеннойколебательнойцепи,кото-

рыевлинейномприближенииописываютсясистемойдифференциальныхуравнений

[13]

dx1
dt
=x2,

dx2
dt
=

(

1.3+0.1cost+
0.65+0.1cost

1.65+0.1cost

)

x1+
0.65+0.1cost

1.65+0.1cost
x3+u1,

dx3
dt
=x4,

dx4
dt
=
0.65+0.1cost

1.65+0.1cost
(x1 x3)+u2.

Показателькачествапереходныхпроцессовимеетвид

J=

∫∈

0

[
x21(t)+x

2
2(t)+x

2
3(t)+x

2
4(t)+u

2
1(t)+u

2
2(t)
]
dt.

ПриопределениимножествадопустимыхуправленийUdпринимаетсяk=2и

t0=0,t1=π,t2=2π.

Используяформулы(2.5),вычисляемматрицыAj,Bj,Qj,Nj,Rj,j=0,1,эквивалент-

нойдискретнойпериодическойзадачиоптимальнойстабилизации

A0=







0.472 0.476 0.091 0.649

1.052 0.429 0.445 0.091

0.101 0.658 0.167 1.686

0.436 0.104 0.408 0.090





,A1=







0.429 0.476 0.104 0.658

1.052 0.472 0.436 0.101

0.091 0.649 0.090 1.686

0.44 0.091 0.408 0.167





,
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B0=







1.101 0.777

0.358 0.624

0.782 3.693

0.634 1.762





,B1=







0.978 0.811

0.584 0.676

0.806 3.636

0.671 1.615





,

Q0=







4.308 0.073 0.671 0.342

0.073 2.752 0.336 1.274

0.671 0.336 2.117 1.013

0.342 1.274 1.013 6.896





,Q1=







3.900 0.049 0.531 0.379

0.049 2.991 0.392 1.222

0.531 0.392 2.122 1.296

0.379 1.222 1.296 7.113





,

N0=







2.607 0.621

1.022 2.325

0.600 0.659

2.305 8.610





,N1=







2.496 0.631

1.352 2.199

0.665 0.248

2.219 8.721





,

R0=

(
6.789 3.711

3.711 19.053

)

,R1=

(
6.924 3.609

3.609 18.853

)

.

Находимсимметричноеположительноопределенноерешениедискретногопериоди-

ческогоуравненияРиккати(2.9)

P0=







6.475 1.678 1.181 1.044

1.678 5.089 1.088 0.119

1.181 1.088 2.661 1.836

1.044 0.119 1.836 4.603





,P1=







4.793 0.550 0.636 0.813

0.550 5.466 0.784 0.198

0.636 0.784 2.654 2.161

0.813 0.198 2.161 4.913





.

Используяформулы(2.8),находимоптимальноестабилизирующееуправлениезадачи

(2.3),(2.4)

u00=

(
0.753x1+0.122x2 0.181x3 0.123x4
0.181x1 0.123x2+0.160x3 0.278x4

)

,

u01=

(
0.751x1 0.045x2 0.180x3 0.073x4
0.179x1 0.073x2+0.148x3 0.289x4

)

.

Проведенноекомпьютерноемоделированиепоказало,чтооптимальноестабилизиру-
ющееуправлениенепрерывнойзадачи(1.1),(1.2)смножествомдопустимыхуправлений
Ud,найденноевсоответствиистеоремой2.3,обеспечиваетасимптотическуюустойчи-
востьмодели.Приэтомминимизируетсяпоказателькачествапереходныхпроцессов
(1.2).
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тутском хранилище или персональном сайте) до и во 
время процесса рассмотрения ее в редакционной кол-
легии журнала.  

4. Публикация статьи будет означать назначение 
Copyright © ее автору (авторам), однако они не могут 
претендовать на выплату гонорара. Авторы передают 
Издательству журнала – ФГБОУ ВО «ТГУ им. Г.Р. Дер- 
жавина», авторские права на использование передавае-
мых материалов в составе журнала следующими спо-
собами: обнародование, воспроизведение, распростра-
нение, доведение произведения до всеобщего сведения 
путем размещения в сети Интернет, публичный показ, 
а также перевод на иностранные языки. При этом авто-
ры имеют право использовать все материалы в их по-
следующих публикациях при условии, что будет сде-
лана ссылка на публикацию в журнале «Вестник Там-
бовского университета. Серия: естественные и техни-
ческие науки».  
Стоимость публикации  

1. Журнал следует политике Open Access Journals, 
доступ к опубликованным в журнале статьям – свобод-
ный для всех (без необходимости регистрации).  

2. Журнал издается на средства издателя.  
3. Все публикации в журнале бесплатны.  
4. Журнал является подписным периодическим 

научным изданием ТГУ им. Г.Р. Державина.  
5. Гонорар за публикуемые в журнале статьи ав-

торам не выплачивается.  
6. Плата с аспирантов за публикацию рукописей 

не взимается.  
7. Редакция не взимает плату с авторов за подго-

товку, размещение и печать материалов. Редакция не 
вступает с авторами в переписку по методике написа-
ния и оформления научных статей и не занимается 
доводкой статей до необходимого научно-методиче- 
ского уровня. Журнал не предоставляет платных услуг.  

  
Политика раскрытия и конфликты интересов  

1. Неопубликованные данные, полученные из 
представленных к рассмотрению рукописей, не могут 
быть использованы в личных исследованиях без пись-
менного согласия автора. Информация или идеи, полу-

ченные в ходе рецензирования и связанные с возмож-
ными преимуществами, должны сохраняться конфи-
денциальными и не использоваться с целью получения 
личной выгоды.  

2. Все авторы обязаны раскрыть финансовые или 
другие конфликты интересов, которые могут быть вос-
приняты как оказавшие влияние на результаты или вы-
воды, представленные в работе.  

3. Рецензенты не должны участвовать в рассмот-
рении рукописей в случае наличия конфликтов интере-
сов вследствие конкурентных, совместных и других 
взаимодействий и отношений с любым из авторов, 
организациями, связанными с представленной работой.  

  
Положение о конфиденциальности  

1. Информация об авторах, включая их имена, 
аффилиацию, контактные сведения, сведения о зани-
маемой должности, ученой степени, ученом звании, 
ссылки на авторские профили, размещается в статье в 
разделе «Сведения об авторе» на русском и английском 
языках.  

2. Паспортные данные и место жительства авто-
ров, предоставленные в редакционную коллегию жур-
нала, используются исключительно для заключения 
авторских договоров, оформления подписки, пересыл-
ки корреспонденции и не передаются третьим лицам.  

3. Имена рецензентов не сообщаются авторам и 
третьим лицам.  

  
Положения о плагиате, дублировании и избыточно-
сти публикации  

1. Каждая статья проверяется на наличие неправо-
мерных заимствований из других работ (плагиат), дуб- 
лирование и избыточность публикации (включая пере-
вод публикации с других языков). Для выявления пла-
гиата редакционная коллегия использует Антиплагиат.  

2. Статья, содержащая неправомерные заимство-
вания из других работ (плагиат), содержащая признаки 
дублирования и избыточности (в том числе признаки 
автоплагиата), является неприемлемой и отклоняется 
без рецензирования.  

3. Авторам разрешается подавать в журнал статьи, 
опубликованные на серверах препринтов, кроме опуб-
ликованных ранее в других изданиях. Такая статья не 
считается дублированной и избыточной.  

4. Если статья опубликована, но позднее было об-
наружено, что она содержит неправомерные заимство-
вания из других работ (плагиат) или является дублиро-
ванной, то редактор обращается к блок-схемам Коми-
тета по издательской этике (COPE) для удаления такой 
статьи.  

5. Доля повторно использованного текста (текста 
из других авторских произведений) в представляемой в 
журнал работе не должна превышать 15 % от общего 
объема статьи. Повторное использование текста допус-
тимо лишь для включения необходимых определений, 
формулировки основных принципов и т.п., чтобы чита-
тель мог ознакомиться со статьей без привлечения до-
полнительных источников. В этом случае повторное 
использование текста не считается автоплагиатом.  

6. Если авторы считают необходимым ознакомить 
читателя с материалами, близкими к тематике статьи или 
оставшимися за рамками статьи, то они могут приводить 
достаточно полный список литературы, в которой интере-
сующийся читатель может найти эти материалы.  

https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
http://www.sherpa.ac.uk/romeo/index.php
https://www.elsevier.com/about/open-science/open-access/open-access-journals
http://publicationethics.org/resources/flowcharts
http://publicationethics.org/
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