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О дифференцированиях в групповых алгебрах
и других алгебраических структурах
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Аннотация. Работа посвящена обзору известных результатов, связанных с исследова-
ниями дифференцирований в групповых алгебрах, бимодулях и других алгебраических
структурах, а также различным обобщениям и вариациям данной задачи. Дается обзор
результатов, посвященных дифференцированиям в алгебрах L1(G), в алгебрах фон Ной-
мана и в банаховых бимодулях. Обсуждаются алгебраические задачи, в частности диффе-
ренцирования в группах, (σ, τ) -дифференцирования и исчисление Фокса. Также дается
обзор некоторых результатов связанных с приложением к псевдодифференциальным опе-
раторам и построению символьного исчисления. В заключении описываются некоторые
результаты, связанные с описанием дифференцирований, как характеров на группоиде
присоединенного действия. Описаны также некоторые приложения: к теории кодирова-
ния, теории концов метрических пространств и грубой геометрии.

Ключевые слова: дифференцирования, операторные алгебры, групповые алгебры,
(σ, τ) -дифференцирования, алгебры фон Ноймана, банаховы бимодули
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Abstract. The work is devoted to a survey of known results related to the study of derivations
in group algebras, bimodules and other algebraic structures, as well as to various generalizations
and variations of this problem. A review of results on derivations in L1(G) algebras, in
von Neumann algebras, and in Banach bimodules is given. Algebraic problems are discussed,
in particular, derivations in groups, (σ, τ) -derivations, and the Fox calculus. A review of
some results related to the application to pseudodifferential operators and the construction
of the symbolic calculus is also given. In conclusion, some results related to the description of
derivations as characters on the groupoid of the adjoint action are described. Some applications
are also described: to coding theory, the theory of ends of metric spaces, and rough geometry.
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Введение

Пусть имеем ассоциативную алгебру A (пока без дополнительного оснащения) над
кольцом R. В самом общем виде нас интересует описание пространства дифференциро-
ваний, то есть линейных операторов, удовлетворяющих правилу Лейбница.

О п р е д е л е н и е 0.1. Линейный оператор d : A → A назовем дифференцирова-
нием, если для всех u, v ∈ A выполнено правило Лейбница

d(uv) = d(u)v + ud(v). (0.1)
Преимущественно мы будем рассматривать частный случай групповой алгебры C[G]

для произвольной конечнопорожденной группы G.

О п р е д е л е н и е 0.2. Назовем групповой алгеброй C[G] пространство конечных
линейных комбинаций

∑
g∈G

λgg, где λg — комплексные коэффициенты.

Одним из важнейших примеров дифференцирований являются внутренние, а именно

О п р е д е л е н и е 0.3. Для a ∈ A линейный оператор da задаваемый формулой
da : x 7→ ax− xa

назовем внутренним дифференцированием.
Пространство внутренних дифференцирований образует идеал в алгебре всех диффе-

ренцирований. Соответственно фактор алгебру по внутренним обычно называют алгеброй
внешних дифференцирований.

Краеугольным вопросом является следующий

Проблема 1 (The derivation problem). Верно ли что все дифференцирования в данной
алгебре внутренние?

Частным случаем данного вопроса является следующий, поставленный B. Johnson

Проблема 2. Верно ли что все дифференцирования в L1(G) — внутренние?

Изучение данной проблемы ставит также ряд дополнительных вопросов. Прежде всего
масштабирование предложенного метода на другие классы ассоциативных алгебр, при
этом дифференцирования вообще говоря не образуют алгебру, только бимодуль.

Истоки задачи

Само по себе понятие дифференцирования является одним из базовых понятий мате-
матики. Не углубляясь в богатую историю развития математического анализа, отметим,
что ключевую роль в исследовании различных структур, обладающих некоторой допол-
нительной алгебраической структурой, будь то структура бимодуля, кольца или группы,
ключевую роль играет знаменитое правило Лейбница

d(fg) = d(f)g + fd(g).

В отличии от классических задач анализа и дифференциальной геометрии, в которых
мы имеем непрерывную структуру и можем понимать дифференцирование как предел от-
ношения приращения функции к приращению аргумента, при работе с алгебрами и моду-
лями такое определение не годится, и именно правило Лейбница становится необходимым
требованием в определении дифференцирования.
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При этом, как мы увидим ниже, само по себе правило Лейбница различными путями
может модифицироваться и пониматься разными способами. Это касается и смысла умно-
жения в слагаемых правой части, и «подкручивания» (twisting), т. е. оснащения дополни-
тельными эндоморфизмами слагаемых. Однако, общая индуктивная структура правила
сводящего вычисление d(fg) к вычислению значения дифференцирования на сомножи-
телях — всегда легко угадывается.

По всей видимости первое упоминание банаховых алгебр (названных тогда линейным
метрическим кольцом) — работа 1936 года [1]. Там же впервые рассмотрено и понятие диф-
ференцирования. Систематическое изучение общей теории банаховых алгебр было начато
в 1941 году в работе И.М. Гельфанда [2], а в 1943 в [3] была доказана знаменитая теорема
Гельфанда–Наймарка.

Дифференцирования в банаховых алгебрах

В послевоенные годы вырос интерес к дифференцированиям в банаховых алгебрах.
Так, в работе [4] И. Капланский, исследуя автоморфизмы в банаховых алгебрах, при-
ходит к необходимости изучения дифференцирования AW ∗ алгебр (частный случай C∗

алгебр, введенный ранее им же в [5]) и показывает, что все они внутренние ( [4], Theorem
9). Это позволяет доказать основной результат (теорема 10), что автоморфизмы некото-
рых банаховых алгебр, сохраняющих центральные элементы, также будут внутренними.
Там же ставится другой вопрос, называемый «проблемой Капланского», о том, обязаны ли
дифференцирования C∗ алгебр быть непрерывными. Ответ на данный вопрос – положи-
тельный, и был получен в работе C. Сакаи [6]. Далее этот вопрос развивался в работах как
самого С. Сакаи [7–9] так и в статьях других исследователей, например [10–12]. Примеры
C∗ алгебр в которых есть внешние дифференцирования были получены в [13].

Об отмеченной И. Капланским связи между дифференцированиями и автоморфизма-
ми см. также [14, 15]. Отмечались и некоторые приложения, в частности к теории дина-
мических систем [16].

Среди дальнейших результатов в этом направлении отметим работы Р. Кадисона [4,17]
и его совместные работы с Дж. Рингроузом [18, 19], в которых было продолжено иссле-
дование дифференцирований в C∗ алгебрах, в т. ч. и действующих на гильбертовом про-
странстве, понимаемом как модуль над алгеброй.

Особое значение играл поиск условий, при которых все дифференцирования оказыва-
ются внутренними. Для групповых алгебр основной вопрос т. н. derivation problem форму-
лируется следующим образом: «При каких условиях все производные в групповой алгебре
являются внутренними?».

Большой вклад в исследование этого вопроса для случая алгебры L1(G) внес Б. Джон-
сон, и часто вопрос наличия дифференцирований, не являющихся внутренними, называют
Проблемой Джонсона. Так, в совместной работе с Дж. Рингроузом [20] было получено про-
стое доказательство тривиальности дифференцирований в алгебрах фон Ноймана (ранее
аналогичные результаты получил Сакаи в [6]), а также для `1(G). Многие результаты
собраны в монографии [21].

Самому Б. Джонсону удалось найти ответ на данный вопрос и для некоторых других
случаев, связанных с групповой алгеброй L1(G). В таком случае проблема Джонсона
играет принципиальную роль для исследований в теории меры и гармоническом ана-
лизе, теории операторов, операторных алгебр и когомологических конструкций [22, во-
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прос 5.6.B, с. 746]. В работе [23] им была решена указанная проблема для случая связных
локально компактных групп. Наиболее полный результат был получен в [24], где упоми-
налось, что все дифференцирования в L1(G) являются внутренними.

В отмеченном случае алгебр фон Ноймана некоторые результаты были получены
Б. Джонсоном с С. Пэрротом [25], а также заметно усилены С. Поупом в [26]. Итоговый
результат (теорема Джонсона–Пэррота–Поупа) состоит в том, что все дифференцирова-
ния из алгебры фон Ноймана со значениями в пространстве компактных операторов над
гильбертовым пространством — внутренние. Некоторые современные результаты получе-
ны, например в [27], наиболее полное изложение см. в [28]. Позднее в [29] был изучен и
более общий случай полупростых алгебр фон Ноймана.

Задача вычисления гомологий банаховых алгебр была одной из важных мотивировок в
изучении структуры дифференцирований. Отметим две важные монографии, в которых
собраны достаточно полные обзоры соответствующих результатов [30, 31]. Важно отме-
тить роль изучения дифференцирований для когомологий Хохшильда. Сам комплекс был
предложен Г. Хохшильдом в [32], как инструмент для изучения свойств алгебры. Один из
знаковых результатов — теорема Хохшильда–Костанта–Розенберга из [33], устанавливаю-
щая изоморфизм между, собственно, комплексом Хохшильда и производного пространства
петель. О некоторых других приложениях комплекса Хохшильда см. [34].

С точки зрения исследования дифференцирований поясним, что дифференцирования
соответствуют 1-коциклам комплекса Хохшильда, внутренние дифференцирования — 1-
кограницам, а внешние дифференцирования, соответственно, являются одномерными ко-
гомологиями. Формула для вычисления гомологий и когомологий была получена в [35]
для групповых алгебр. Из недавних отметим результаты А.С. Мищенко [36–38], в кото-
рых построены новые формулы для вычисления гомологий и когомологий.

Другим свежим направлением развития данной тематики является исследование уни-
формных алгебр Роу и в целом развитие инструментария комплексов Хохшильда (и, в
частности, дифференцирований, как 1-коциклов) на грубую геометрию. Так, в работе [39]
было показано, что все ограниченные дифференцирования униформной алгебры Роу над
дискретным метрическим пространством ограниченной геометрии — будут внутренними.
Существенным развитием этих результатов является работа [40] в которой вычисляются
ограниченные когомологии Хохшильда униформной алгебры Роу со значениями в уни-
формных бимодулях Роу для дискретных метрических пространств.

Алгебраические дифференцирования

Большая часть упомянутых выше работ относится к исследованию банаховых алгебр
и вообще к случаю, когда алгебра имеет некое топологическое оснащение. При этом, как
несложно видеть, для «лобовой» проверки правила Лейбница достаточно иметь только
алгебраическую структуру.

По всей видимости впервые чисто алгебраические дифференцирования и алгебраи-
ческий аналог проблемы Джонсона, был исследован М. Смит в [41]. Среди дальнейших
работ отметим [42], в которой изучался случай колец с целочисленными коэффициен-
тами. Последнее обусловлено прикладными задачами, в частности криптографические.
В частности применения дифференцирований к кодам Рида–Соломона, было исследовано
в [43,44].
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Дальнейшее исследование дифференцирований в кольцах было связано с рассмотре-
нием различных вариантов колец. Причем особый интерес представляет случай конечных
колец. Так, в [45], рассмотрены групповые алгебры с коэффициентами в конечном коль-
це R, при этом на группу налагаются определенные требования (группа должна быть
черниковской). Исследуются R− дифференцирования, т. е. такие дифференцирования δ,

что δ(R) = 0. Авторами доказывается, что все R− дифференцирования будут внутрен-
ними. Другие обобщенные варианты обобщенных дифференцирований рассматриваются
например в [46].

Естественным обобщением являются т. н. (σ, τ) -дифференцирования. То есть диффе-
ренцирования, удовлетворяющие «подкрученному» правилу Лейбница

d(uv) = d(u)σ(v) + τ(u)d(v), u, v ∈ R.

Здесь R — некоторое унитальное кольцо, и σ, τ — его эндоморфизмы. Важным частным
случаем этой общей конструкции являются (σ, id) -дифференцирования, также называе-
мые σ -дифференцированиями. При этом сама структура таких (σ, τ) -дифференцирова-
ний достаточно сложная, в частности они вообще говоря не обладают структурой алгебры
Ли или аналогичной. Даже проверка того, что в случае конечной группы все дифферен-
цирования будут внутренними — оказывается уже нетривиальным (см. [47]).

Конструкция «подкрученных» дифференцирований возникла в связи с исследовани-
ями расширений Оре, предложенных в [48]. Общая теория, в частности связь с теорией
Галуа, изложена в [49]. Также отметим монографии [50–52], и записки лекций [53,54].

Расширением Оре полиномиального кольца называют некоммутативное кольцо
R[x;σ, δ] косых многочленов (skew-polynomial ring), определяемое эндоморфизмом кольца
σ и соответствующем ему σ -дифференцированием δ, в котором выполнено соотношение

xr = σ(r)x+ δ(r).

Многие свойства, касающиеся размерностей и строения модулей, были получены в [55].
Косые полиномы находят многочисленные приложения в квантовом исчислении [56, 57],
для поиска право-инвариантных полиномов и классов сопряженности [58], для исследо-
вания деформаций алгебр Ли [59] и матричных алгебр [60]. Находят свои приложения
данная конструкция и в некоммутативной геометрии [61, 62], в частности для описания
некоммутативных нетеровых колец [63]. Отметим также приложения к теории кодирова-
ния [64].

Одной из мотивировок исследования «подкрученных» дифференцирований является
исследование Quasi–Hom–Lie алгебр, обобщающих алгебры Витта и алгебры Вирасо. Дан-
ный тип алгебр отличается от обычных алгебр Ли тем, что вместо классического тож-
дества Якоби они удовлетворяют более общему правилу. Их описание оказывается тесно
связанным с σ -дифференцированиями. Фактически они ими и описываются (см. [65, тео-
рема 2]).

Сами (σ, τ) -дифференцирования также возникают при исследовании деформаций ал-
гебр [60,66,67]. И при изучении полиномов Лорана на групповой алгебре [68]. Дальнейшее
развитие связано как с упомянутыми приложениями в квантовой теории, так и с обоб-
щениями в анализе. В частности изучался вопрос описания (σ, τ) -дифференцирований в
алгебрах фон Ноймана [69].
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Говоря об алгебраической задаче, нельзя не упомянуть также производные Фокса (the
Fox derivative), предложенные в контексте изучения свободных групп Р. Фоксом в серии
работ [70–74]. Рассматривается следующая конструкция. Пусть F = 〈X〉 — свободная
группа, ZF — целочисленная групповая алгебра (т. е. коэффициенты — кольцо целых
чисел). Тогда для каждого x ∈ X производной Фокса называют линейный оператор Dx :

ZF → ZF такой, что для u, v ∈ ZF значение Dx(1) = 0, справедливо свойство Dx(y) =

δxy для y ∈ X, где δxy — символ Кронекера, а также выполнен следующий аналог правила
Лейбница

Dx(uv) = Dx(u) · v + u ·Dx(v).

Сам Р. Фокс применил такое исчисление среди прочего к исследованию групп узлов,
групповым когомологиям и многим другим задачам. Из недавних исследований отметим
работу [75] в которой исчисление Фокса применяется для изучения квази Пуассоновых
структур на представлениях поверхностей.

Операторное исчисление

Исследования рядов Лорана также указывают на еще один важный аспект приложе-
ния дифференцирований в алгебрах. В работе А.Н. Паршина [76] предложена следующая
конструкция. Пусть d — дифференцирование некоторого кольца R. Тогда левый модуль
формальных выражений L =

∑
i∈Z

aid
i можно понимать как аналог алгебры псевдодиффе-

ренциальных операторов. Дальнейшее развитие логики исследования операторных алгебр
приводит нас к теории Шура–Сато. Наиболее полное и современное исследование см. в ра-
боте А. Жеглова [77].

Отметим также, что сходные идеи описания псевдодифференциальных операторов как
некоммутативных степенных рядов, в которых в качестве переменных подставляются опе-
раторы дифференцирования, были ранее предложены в [78]. В частности, изучался фор-
мализм т. н. µ -исчисления и соответствующих µ -алгебр.

Теория псевдодифференциальных операторов достаточно полно изложена в [79]. Од-
ним из самых ярких результатов является теорема Атьи–Зингера представленная в рабо-
тах [80,81].

Исследование данной задачи связано с изучением операторных алгебр, которые по-
рождаются дифференцированиями. Одним из возникающих вопросов является выясне-
ние условий, при которых оператор нильпотентен. В одной из первых работ по данной
теме [82] была исследована связь локальной нильпотентности внутреннего дифференци-
рования (т. е. того, что внутреннее дифференцирования обнуляется в некоторой степени) и
нильпотентности резольвенты, т. е. элемента вида (a−λ). Эти результаты были усилены в
работах В. Харченко. В частности в [83] было показано, что все дифференцирования для
простых колец нулевой характеристики внутренние. Это позволило (с учетом результа-
тов из работы [82]) доказать, что все нильпотентные дифференцирования простых колец
внутренние, и порождаются нильпотентными элементами. Такие результаты, характери-
зующие нильпотентные дифференцирования в дальнейшем многократно обобщались и
усиливались.

Так, в работе [84] были получены обобщения для случая полупростых колец конечной
характеристики. Более общие результаты были получены в работе [85], в которой были
исследованы более общие варианты полупростых колец.
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Важной вариацией данной задачи является случай локально нильпотентных диффе-
ренцирований, т. е. таких, что для каждого элемента кольца a ∈ R найдется такое n,

что dn(a) = 0. Исследование таких операторов оказывается связанным со знаменитой
проблемой якобиана (см. [86]) и 14-й проблемой Гильберта. Подробнее см. работы М. На-
гато, который построил контрпример к 14-й проблеме Гильберта в [87], а также более
подробный разбор контекста данной задачи в [88]. В [89] было получено описание локаль-
но нильпотентных дифференцирований для коммутативных редуцированных колец без
Z -кручения. Из последних результатов отметим [90], в которой исследуются ядра локаль-
но нильпотентных дифференцирований и исследуются их приложения.

Отметим проблему коммутации дифференцирований (the Commuting Derivations Con-
jecture), состоящую в предположении о том, что пересечение ядер коммутирующих линей-
но независимых локально нильпотентных дифференцирований изоморфно пространству
полиномов C[f ], где f – координата. В случае пары дифференцирований данная пробле-
ма была частично решена С. Маубахом в [91]. Предложенное решение было обобщено на
случай большего числа дифференцирований в [92].

Комбинаторный подход

В работах [93, 94] был предложен метод исследования дифференцирований в груп-
повых алгебрах при помощи характеров на группоиде присоединенного действия. Было
построено описание алгебры дифференцирований для нильпотентных групп ранга 2 и, в
частности, для групп Гейзенберга. В дальнейшем эти результаты были развиты на случай
полугрупповых алгебр (см. [95]). Было построено описание алгебры внешних дифференци-
рований в терминах 2-характеров на 2-группоиде и получено описание соответствующего
комплекса для n -категорий.

Суть метода состоит в том, что дифференцирования отождествляются с локально фи-
нитными характерами на группоиде присоединенного действия Γ. То есть с функциями
χ : Hom(Γ) → C такими, что сохраняется операция композиции χ(ψ ◦ ϕ) = χ(ψ) + χ(ϕ).

В таком случае оказывается справедливым следующее утверждение [95, теорема 1]. Име-
ется взаимнооднозначное соответствие между дифференцированиями в групповой алгебре
и локально финитными характерами, причем справедлива формула

d(a) = a

(∑
t∈G

χ(at, a)

)
, a ∈ G ⊂ C[G].

Оказывается, что помимо идеала внутренних дифференцирований, есть содержащий
его идеал квазивнутренних дифференцирований. Это дифференцирования, которые
в смысле последней формулы задаются характерами тривиальными на эндоморфизмах.
Данная конструкция была предложена в [96, теорема 4.1].

Развитие этих результатов дало и лучшее понимание того, как устроены дифферен-
цирования в банаховых бимодулях, а также получены результаты по нильпотентности.
Интересно, что помимо связи с классами сопряженности (которая в целом ясна из стро-
ения комплекса Хохшильда, о котором говорилось выше) — возникла связь и с другими
комбинаторными свойствами группы. В частности с числом концов.

Техника работы с характерами позволяет работать не только с алгебраическими зада-
чами, но и с аналитическими. В частности упомянутую выше проблему Джонсона можно
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решить для чрезвычайно широкого класса бимодулей над групповыми кольцами: а имен-
но, для замыкания группового кольца по норме, подчиненной супремумной. В частности
такой будет естественная `p норма. В таком случае удается доказать, что все диффе-
ренцирования обязаны быть квазивнутренними. Соответствующие результаты получены
в [97].

Данные результаты находятся в контексте изучения псевдодифференциальных опера-
торов на евклидовых пространствах и вычисления их индекса, начатого в работах [98,99]
и развитого в [100]. Пользуясь идеями [76] и операторным методом, который был предло-
жен в [78], возникает следующая конструкция для псевдодифференциальных операторов
на групповой алгебре. Рассмотрим полиномы Лорана, в которых в качестве переменной
подставляется оператор дифференцирования. Комбинаторный подход позволяет строить
явные формулы для операторов дифференцирования, а также и для обратных к ним, что
делает задачу построения символов таких операторов и вычисления обратных к ним (па-
раметрикса) корректной и обозримой. С точки зрения дальнейшего развития возникает
вопрос построения теории эллиптических операторов, а также вычисления индекса для
таких операторов.
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Аннотация. В работе изучены существование и устойчивость решений типа «кольцо» дву-
мерного уравнения нейронного поля Амари с периодической микроструктурой и функцией
активации типа Хевисайда. Получены результаты, отражающие зависимость внутреннего
и внешнего радиусов колец от порога активации нейронной среды и степени ее неодно-
родности. Сформулированы необходимое условие существования и достаточное условие
отсутствия радиально распространяющихся из эпицентра бегущих волн, как в однородной
нейронной среде, так и при слабо выраженной микроструктуре нейронной среды. Результа-
ты исследования проиллюстрированы примером, основанном на выборе одной из типично
используемых в математической нейробиологии функций межнейронной связи.
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структурой, двумерное уравнение нейронного поля, решение типа «кольцо», существова-
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Введение

Исследование стационарных решений уравнений нейронных полей широко представ-
лены в работах в области математической нейробиологии (см., например, обзоры [1, 2]).
Наибольшее внимание уделяется стационарным пространственно локализованным реше-
ниям одномерных моделей нейронного поля. В работе [3] были впервые получены условия
существования стационарных пространственно локализованных симметричных решений
одномерной версии наиболее известной модели нейронного поля Амари — так называе-
мых «бампов». При этом предполагалось, что активация нейронной среды описывается
функцией Хевисайда, т. е. переход нейронов из состояния покоя в состояние активности
и обратно происходит мгновенно. В последующих исследованиях были изучены устойчи-
вость (одиночных) «бампов» [4], существование и устойчивость двойных симметричных
«бампов» [5], а также периодических решений одномерного уравнения Амари [6]. Для
двумерного уравнения Амари существование и устойчивость радиально симметричных
«бампов» и «колец» изучены в работах [7] и [8], соответственно.

В работе [9] предложена модификация классического уравнения Амари, учитываю-
щая наличие периодической микроструктуры нейронной среды, в форме усредненного
уравнения нейронного поля, содержащего локальную переменную микроструктуры. Су-
ществование и устойчивость одиночных и двойных симметричных «бампов», не завися-
щих от переменной микроструктуры, в рамках одномерной усредненной модели Амари
исследованы в работах [9] и [10], соответственно. Условия существования и устойчивости
радиально симметричных решений-бампов двумерного усредненного уравнения Амари по-
лучены в [11]. Цель настоящей работы состоит в изучении существования и устойчивости
стационарных не зависящих от переменной микроструктуры решений типа «кольцо» дву-
мерного уравнения Амари с периодической микроструктурой и функцией активации типа
Хевисайда [11]:

∂tu(t, x, xf ) = −u(t, x, xf ) +

∫
R2

∫
Y
ω(|x− y|, xf − yf , γ)H(u(t, xf , yf ))dyfdy, (0.1)

где t — переменная времени, x ∈ R2 — глобальная пространственная переменная, xf
— локальная переменная, заданная на единичном двумерном торе Y ; величина u(t, x, xf )

отвечает значению трансмембранного потенциала, функции H и ω определяют состояние
покоя/активности нейрона и силу связи между нейронами (с учетом микроструктуры,
формализуемой параметром неоднородности γ ∈ Γ, где Γ 3 0 — некоторое множество
допустимых значений параметра микроструктуры), соответственно.

1. Основные результаты

Приведем стандартные предположения относительно содержащихся в уравнении (0.1)
функций (см., например, работы [9, 10, 11], [12]). Относительно функции ω, формали-
зующей силу связи между нейронами в зависимости от их позиций в нейронной среде с
микроструктурой, предполагаются непрерывность и суммируемость на неотрицательной
полуоси по первому аргументу, непрерывность на элементе Y микроструктуры по вто-
рому аргументу и непрерывность в нуле по третьему аргументу при каждом значении
первого аргумента, равностепенная относительно второго аргумента. Функция актива-
ции нейронов H, определяющая переход между состояниями покоя/активности нейронов,
представляет собой функцию Хевисайда с положительным пороговым значением h.
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В работе [12] было дано следующее определено решения типа «бамп» усредненного
уравнения нейронного поля (0.1).

О п р е д е л е н и е 1.1. Зафиксируем h > 0, a > 0, γ ∈ Γ. Решением типа «бамп»
(бампом, решением-бампом) радиуса a уравнения (0.1) нейронного поля с уровнем неод-
нородности γ и порогом активации нейронов h назовем непрерывную функцию ua, удо-
влетворяющую уравнению (0.1) и обладающую следующими свойствами:

• ua(t, x, xf ) ≡ Ua(r), t > 0, x ∈ R2, x = r exp(iα), x = (r, α), r ≥ 0, α ∈ [0, 2π),

xf ∈ Y ;

• Ua(r) = h при r = a ;

• Ua(r) > h для всех x < a и Ua(x) < h при всех x > a.

Авторами [11] получено следующее необходимое условие существования бампа радиуса
a > 0 в нейронном поле, формализуемом уравнением (0.1):

Ua(a) =

2π∫
0

∞∫
0

〈̂ω〉(|a− y|, γ)ρdρdθ = h,

где 〈ω〉 — среднее значение функции связи ω по второму аргументу на периоде Y ,
〈̂ω〉(·, γ) — преобразование Ханкеля функции 〈ω〉(·, γ) при каждом γ ∈ Γ .

При этом само решение-бамп имеет вид

Ua(r) = 2πa

∞∫
0

〈ω̂〉(ρ, γ)J0(rρ)J1(aρ)dρ,

где Jk — функции Бесселя первого рода порядка k ( k = 0, 1 ).
Решение типа «кольцо» (решение-кольцо, кольцевое решение) Wa,b внешнего радиуса

b и внутреннего радиуса a уравнения (0.1) нейронного поля с уровнем неоднородности γ

и порогом активации нейронов h будем определять как разность двух бампов радиусов b

и a ( a < b ):
Wa,b(r) = Ub(r)− Ua(r).

Необходимые условия существования кольцевого решения Wa,b внешнего радиуса b

и внутреннего радиуса a уравнения (0.1) естественным образом записываются в виде
Wa,b(a) = Wa,b(b) = h, при этом само решение-кольцо имеет вид

Wa,b(r) = 2π

∫ ∞
0

〈̂ω〉(ρ, γ)J0(rρ)
(
bJ1(bρ)− aJ1(aρ)

)
dρ.

Следуя идеям работ [10] и [13], исследуем устойчивость стационарного решения Wa,b

в первом приближении. Линеаризация (0.1) в окрестности Wa,b имеет вид

∂tv(t, x, xf ) = −v(t, x, xf ) +

∫
R2

∫
Y
ω(|x− y|, xf − yf , γ)H ′(Wa,b(r

′))v(t, xf , yf )dyfdy.

Представляя возмущение в виде v(t, x, xf ) = ϕ(x, xf ) exp(λt), λ ∈ C, получаем

(1 + λ)ϕ(x, xf ) =

∫
R2

∫
Y
ω(|x− y|, xf − yf , γ)H ′(Wa,b(r

′))ϕ(xf , yf )dyfdy. (1.1)
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Здесь λ определяет скорость роста/убывания возмущения v(t, x, xf ) стационарного
решения типа «кольцо» Wa,b(x).

Далее, используя формальное выражение для производной функции Хевисайда

H ′(Wa,b(r)) = δ(Wa,b(r)) =
δ(r − a)

|W ′
a,b(a)|

+
δ(r − b)
|W ′

a,b(b)|
,

где δ — дельта-функция Дирака, мы получаем следующий результат∫
R2

ω(|x− y|, xf − yf , γ)H ′(Wa,b(rf ))ϕ(xf , yf )dy

=
a

|W ′
a,b(a)|

∫ 2π

0

ω

(√
r2 + a2 − 2ra cos(θ − θf ), xf − yf , γ

)
ϕ(a, θf , yf )dθf

+
b

|W ′
a,b(b)|

∫ 2π

0

ω

(√
r2 + b2 − 2rb cos(θ − θf ), xf − yf , γ

)
ϕ(b, θf , yf )dθf .

Таким образом, уравнение (1.1) принимает вид

(1 + λ)ϕ(r, θ, xf )

=
a

|W ′
a,b(a)|

∫ 2π

0

∫
Y
ω

(√
r2 + a2 − 2ra cos(θ − θf ), xf − yf , γ

)
ϕ(a, θf , yf )dyfdθf

+
b

|W ′
a,b(b)|

∫ 2π

0

∫
Y
ω

(√
r2 + b2 − 2rb cos(θ − θf ), xf − yf , γ

)
ϕ(b, θf , yf )dyfdθf .

(1.2)

Следуя идеям работ [8, 10], положим в (1.2) r = a, r = b, ϕ(r, θ, xf ) = ϕl(r, xf ) exp(ilθ),

l ∈ Z, получая следующую систему уравнений

(1 + λ)ϕl(a, xf )

=
a

|W ′
a,b(a)|

∫ 2π

0

∫
Y
ω
(√

2a2 − 2a2 cos(φ), xf − yf , γ)
)
ϕl(a, yf ) cos(lφ)dyfdφ,

+
b

|W ′
a,b(b)|

∫ 2π

0

∫
Y
ω
(√

a2 + b2 − 2ba cos(φ), xf − yf , γ
)
ϕl(b, yf ) cos(lφ)dyfdφ,

(1 + λ)ϕl(b, xf )

=
a

|W ′
a,b(a)|

∫ 2π

0

∫
Y
ω
(√

b2 + a2 − 2ba cos(φ), xf − yf , γ
)
ϕl(a, yf ) cos(lφ)dyfdφ,

+
b

|W ′
a,b(b)|

∫ 2π

0

∫
Y
ω
(√

2b2 − 2b2 cos(φ), xf − yf , γ
)
ϕl(b, yf ) cos(lφ)dyfdφ,

(1.3)

где a и b ( a < b ) удовлетворяют уравнению Wa,b(a, xf ) = Wa,b(b, xf ) = h. Система
уравнений (1.3) может быть представлена в виде задачи отыскания собственных значений
µγ

µγΦl =Wγ
l Φl,

Φl(xf ) =

(
ϕl(a, xf )

ϕl(b, xf )

)
,

µγ = µγ(xf ) = (λγ(xf ) + 1)|W ′
a,b(a)||W ′

a,b(b)|
оператора Wγ

l , заданного в пространстве квадратично суммируемых функций и опреде-
ляемого равенством

Wγ
l (xf ) =

(Wγ
l (xf ))11 (Wγ

l (xf ))12

(Wγ
l (xf ))21 (Wγ

l (xf ))22

 ,
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(Wγ
l (xf ))11 = a|W ′

a,b(b)|
∫ 2π

0

∫
Y
ω
(√

2a2 − 2a2 cos(φ), xf − yf , γ
)

cos(lφ)dyfdφ,

(Wγ
l (xf ))12 = b|W ′

a,b(a)|
∫ 2π

0

∫
Y
ω
(√

a2 + b2 − 2ba cos(φ), xf − yf , γ
)

cos(lφ)dyfdφ,

(Wγ
l (xf ))21 = a|W ′

a,b(b)|
∫ 2π

0

∫
Y
ω
(√

b2 + a2 − 2ba cos(φ), xf − yf , γ
)

cos(lφ)dyfdφ,

(Wγ
l (xf ))22 = b|W ′

a,b(a)|
∫ 2π

0

∫
Y
ω
(√

2b2 − 2b2 cos(φ), xf − yf , γ
)

cos(lφ)dyfdφ.

Отметим, что при каждом γ, в силу свойств функции ω, оператор Wγ
l является ком-

пактным линейным оператором, не обладающим свойством самосопряженности, дискрет-
ный спектр которого имеет точку сгущения в начале координат. Принимая во внимание
вышеупомянутые предположения о непрерывности функции ω по переменной γ, получа-
ем Wγ

l (xf ) → W0
l при γ → 0 для каждого x ∈ R2 равностепенно относительно xf ∈ Y ,

где W0
l имеет вид

W0
l = MY

(W0
l )11 (W0

l )12

(W0
l )21 (W0

l )22

 ,

(W0
l )11 = a|W ′

a,b(b)|
∫ 2π

0

ω
(√

2a2 − 2a2 cos(φ), 0, 0
)

cos(lφ)dφ,

(W0
l )12 = b|W ′

a,b(a)|
∫ 2π

0

ω
(√

a2 + b2 − 2ba cos(φ), 0, 0
)

cos(lφ)dφ,

(W0
l )21 = a|W ′

a,b(b)|
∫ 2π

0

ω
(√

b2 + a2 − 2ba cos(φ), 0, 0
)

cos(lφ)dφ,

(W0
l )22 = b|W ′

a,b(a)|
∫ 2π

0

ω
(√

2b2 − 2b2 cos(φ), 0, 0
)

cos(lφ)dφ,

MY =

∫
Y

1dyf .

Таким образом, при γ → 0 собственные числа µγl (xf ) и скорости роста/убывания
λγl (xf ) сходятся равномерно относительно xf ∈ Y к µ0

l и λ0l , соответственно.
Собственные числа µ0,±

l скорость роста/убывания λ0,±l , определяются равенствами

µ0,±
l = MY

tr(W0
l )±

√
(tr(W0

l ))2 − 4 det(W0
l )

2
, λ0,±l =

µ0,±
l

|W ′
a,b(b)||W ′

a,b(a)|
− 1

Значения λ0,±l могут быть использованы в задаче исследования радиальных бегущих
волн в коре головного мозга, практическая возможность моделировать которые при по-
мощи уравнений нейронного поля была показана в недавней работе [14] с использованием
экспериментальных данных МЭГ. Для заданной функции межнейронной связи ω область
допустимых значений переменной порога активации нейронов h > 0 включает две под-
области, на первой из которых выполнено неравенство max

l∈Z
{Re(λ0,+l ),Re(λ0,−l )} < 0, а

на второй — max
l∈Z
{Re(λ0,+l ),Re(λ0,−l )} > 0. В первой подобласти выполнено достаточное

условие отсутствия радиально распространяющихся из эпицентра бегущих волн, как в
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однородной нейронной среде, так и при достаточно слабо выраженной микроструктуре
нейронной среды. Во второй подобласти, соответственно, выполнено необходимое условие
существования радиально распространяющихся бегущих волн, как в однородной нейрон-
ной среде, так и при достаточно слабо выраженной микроструктуре нейронной среды.

Проиллюстрируем полученные в работе результаты при помощи одной из стандартно
используемых функций связи ω (см., например, [7, 8, 9, 10, 11]):

ω(x, xf , γ) =
1

σ(xf )
χ

(
x

σ(xf )

)
, xf = (xf1, xf2)

σ(xf , γ) = 1 + γ cos(xf1) cos(xf2),

χ =
1

2π
(exp(−|x|)− 1

4
exp(−|x|

2
)),

где Y – двумерный единичный тор, Γ = [0, 1].

При значениях порога активации h ∈ (0.1086, 0.11) имеет место сосуществование двух
кольцевых решений – «узкого» и «широкого», а при h = 0.11 происходит слияние этих
решений. На рисунке 1 показаны области существования кольцевых решений в зависи-
мости от значений параметра неоднородности γ и порога активации h для «узкого» и
«широкого» колец.

Рис. 1. Области существования кольцевых решений в зависимости от значений
параметра неоднородности γ и порога активации h для «узкого» (область, заключенная
между зеленой и красной линиями) и «широкого» (область, заключенная между синей и

красной линиями) колец.
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На рисунке 2 продемонстрирована зависимость внешнего и внутреннего радиусов «узко-
го» (обозначенных через bN и aN , соответственно) и «широкого» (обозначенных через
bW и aW , соответственно) решений-колец от параметра неоднородности γ и порога акти-
вации h. Черными линиями на рисунках 1 и 2 обозначены множества слияния «узкого»
и «широкого» решений-колец.

Рис. 2. Зависимость внешнего ( b ) и внутреннего ( a ) радиусов кольцевого решения от
параметра неоднородности γ и порога активации h. Индексы W и N обозначают
«широкую» и «узкую» ветви кольцевого решения, соответственно. Черными линиями

обозначены множества слияния «узкого» и «широкого» колец. Красная линия
обозначает множество общих точек внутреннего радиуса «широкого» кольца ( aW ) с

внешним радиусом «узкого» кольца ( bN ).

Рис. 3. Зависимость скоростей роста/убывания λ0,±0 возмущений решений-колец от
порога активации h.
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Рисунок 3 иллюстрирует зависимость значений скорости роста/убывания λ0,±0 возмуще-
ний решений-колец от порога активации h. Таким образом, «узкое» кольцо неустойчиво
при h ∈ (0, 0.0493), следовательно для порогов активации из указанного интервала вы-
полнено необходимое условие радиального распространения из эпицентра бегущих волн.
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Введение

В теоретической физике при описании поведения сплошной среды, будь то газ, жид-
кость или твердое тело, используются математические модели, приводящие к нелинейным
дифференциальным и интегро-дифференциальным уравнениям в частных производных
или системам таких уравнений. Причем только существенные дополнительные условия
приводят к линейным дифференциальным и интегро-дифференциальным уравнениям.

Как отмечено в [1, c. 9], изучение общих свойств нелинейных уравнений и методов
их решения представляет собой быстро развивающую область современной математики,
но при всем многообразии методов исследования и решения нелинейных уравнений эта
область математики до сих пор не имеет столь же основательного теоретического фун-
дамента, как теория линейных уравнений. В первую очередь, это связано с тем, что к
нелинейным дифференциальным уравнениям не применим принцип суперпозиции реше-
ний, так что многообразие решений не является линейным (подробнее см. [1, c. 9, 10]).

Двумерное неустановившееся движение газов и жидкостей описывается гиперболиче-
ской системой квазилинейных дифференциальных уравнений в частных производных с
двумя независимыми переменными. Это наиболее простые из гиперболических систем
нелинейных уравнений, однако и они до сих пор остаются недостаточно изученными.
В [1, c. 9, 10] констатируется: «Даже для этих систем в настоящее время нет достаточ-
но полной теории (общих теорем существования и единственности решения задачи с на-
чальными данными). Это объясняется тем, что для гиперболических систем нелинейных
уравнений решение задачи Коши в целом связано с существенным осложнением как самой
постановки этой задачи, так и методов ее решения. Таким образом, изучение гиперболи-
ческих систем нелинейных уравнений с двумя независимыми переменными составляет
совершенно необходимый и пока еще не преодоленный этап в исследовании более общих
нелинейных уравнений».

Поиску точных решений нелинейных дифференциальных уравнений с частными про-
изводными посвящено достаточно большое количество работ, например, работы [2–8] по-
священы построению и исследованию решений типа бегущей волны, в работах [4], [9–13]
отражено построение и исследование автомодельного решения. Кроме того, ряд работ (на-
пример, [14–20] и др.) посвящены построению и исследованию численных решений.

С развитием отраслей, затрагивающих процессы, описываемые гиперболическими си-
стемами нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных, возникает
проблема минимизации времени, которое тратится на поиск решения поставленной зада-
чи (какими бы не были быстродейственными численные способы получения решения и
технические возможности). Одним из способов ускорения процесса поиска решения по-
добных задач является наличие точного решения (пусть даже в некоторой ограниченной
области).

Данная работа посвящена двум классам точных решений гиперболической системы
нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных, а именно, решениям
типа бегущей волны и автомодельным решениям, а также определению вида начально-
краевой задачи, имеющей такие решения.
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Рассматривается система дифференциальных уравнений в частных производных пер-
вого порядка вида 

∂p

∂l
+ α0

∂x

∂t
± α1x

2 = 0,

∂x

∂l
+ α2

∂p

∂t
= 0,

(0.1)

где α0, α1, α2 — действительные положительные числа, p = p(l, t) и x = x(l, t) — неизвест-
ные функции свободных переменных l и t, причем (l, t) ∈ D = {(l, t) : l ∈ [0, L], t ≥ 0},
L ∈ R+.

1. Основные понятия

Пусть искомая величина — это функция u = u(l, t) двух переменных l и t, где l

играет роль пространственной координаты, а t — роль времени.

О п р е д е л е н и е 1.1. Решением системы (0.1) типа бегущей волны (см. [21]) на-
зывают решение вида u(l, t) = V (z), z = kl−mt, где величина m/k играет роль скорости
распространения волны (m может быть любого знака, значение m = 0 отвечает стацио-
нарному решению, а значение k = 0 отвечает пространственно-однородному решению).

О п р е д е л е н и е 1.2. Автомодельным решением (см. [21,22]) системы (0.1) назы-
вают решение вида u(l, t) = taW (y), y = xtb, где показатели степени a и b определяются
в процессе построения решения (из вида решаемого уравнения).

2. Основные результаты

Теорема 2.1. Для произвольных k ∈ R, m ∈ R система (0.1) имеет решение типа
бегущей волны, и это решение определяется соотношениями

x(l, t) = ± α0α2 − λ2

α1α2(t+ λl + C)
, p(l, t) = ∓ (α0α2 − λ2)λ

α1α2
2(t+ λl + C)

+ A, (2.1)

где C,A — произвольные постоянные, λ = −m/k.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть заданы k ∈ R, m ∈ R. Будем искать решение систе-
мы (0.1) в виде

x(l, t) = U(y), p(l, t) = V (y), y = kl −mt. (2.2)

После подстановки (2.2) в уравнения системы (0.1), учитывая, что

∂x

∂l
= kU ′,

∂x

∂t
= −mU ′,

∂p

∂l
= kV ′,

∂p

∂t
= −mV ′,

преобразуем систему (0.1) в систему обыкновенных дифференциальных уравнений перво-
го порядка {

kV ′ − α0mU
′ ± α1U

2 = 0,

kU ′ − α2mV
′ = 0

(2.3)

относительно неизвестных функций U = U(y) и V = V (y) свободной переменной y.

Из второго уравнения системы (2.3) имеем

V ′ =
k

α2m
U ′. (2.4)
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Учитывая (2.4), запишем первое уравнение системы (2.3) в виде обыкновенного диффе-
ренциального уравнения первого порядка(

k2

α2m
− α0m

)
U ′ + α1U

2 = 0,

решением которого является функция

U(y) =
k2

α2m
− α0m

α1y − C1

.

А поскольку функция V = V (y) удовлетворяет уравнению (2.4), получаем

V (y) =
k

α2m
U(y) + C2,

где C1 и C2 — произвольные постоянные.
Возвращаясь к функциям x = x(l, t) и p = p(l, t), учитывая (2.2), а также то, что

λ = −m/k, без ограничения общности, получаем представление этих функций формулами
(2.1), где C,A — произвольные постоянные.

Убедится в том, что набор полученных таким образом функций x = x(l, t) и p = p(l, t)

является решением системы (0.1), можно непосредственной подстановкой выражений (2.1)
в уравнения системы (0.1).

Теорема 2.2. Система (0.1) имеет автомодельное решение вида

x(l, t) =
1

t
W (y), p(l, t) =

1

t
g(y), y =

l

t
, (2.5)

где

W (y) =
4α0α2y

±2α1α2y ∓ α1

√
α2

α0

(1− α0α2y2) ln
1 +
√
α0α2y

1−√α0α2y
+ 4α0C(1− α0α2y

2)

, (2.6)

g(y) =
4α0

±2α1α2y ∓ α1

√
α2

α0

(1− α0α2y2) ln
1 +
√
α0α2y

1−√α0α2y
+ 4α0C(1− α0α2y

2)

, (2.7)

C — произвольная постоянная.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x = x(l, t) и p = p(l, t) имеют вид (2.5). После под-
становки (2.5) в уравнения системы (0.1), учитывая, что

∂x

∂t
= − 1

t2
W − l

t3
W ′,

∂x

∂l
=

1

t2
W ′,

∂p

∂t
= − 1

t2
g − l

t3
g′,

∂p

∂l
=

1

t2
g′,

преобразуем систему (0.1) в систему обыкновенных дифференциальных уравнений{
g′ − α0W − α0yW

′ ± α1W
2 = 0,

W ′ − α2g − α2yg
′ = 0.

(2.8)

Введем обозначение:

F (y) = ±2α1α2y ∓ α1

√
α2

α0

(1− α0α2y
2) ln

1 +
√
α0α2y

1−√α0α2y
+ 4α0C(1− α0α2y

2).
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С учетом этого обозначения, формулы (2.6), (2.7) перепишем в виде

W (y) =
4α0α2y

F (y)
, g(y) =

4α0

F (y)
.

Таким образом, имеем

W ′(y) =
4α0α2

F (y)
−

4α0α2y

(
±2α0α1α2

√
α2

α0

y ln
1 +
√
α0α2y

1−√α0α2y
− 8α2

0α2Cy

)
(F (y))2

,

g′(y) =

−4α0

(
±2α0α1α2

√
α2

α0

y ln
1 +
√
α0α2y

1−√α0α2y
− 8α2

0α2Cy

)
(F (y))2

.

Следовательно, левая часть первого уравнения системы (2.8) принимает вид

g′ − α0W − α0yW
′ ± α1W

2

=

∓8α2
0α1α2

√
α2

α0

y ln
1 +
√
α0α2y

1−√α0α2y
+ 32α3

0α2Cy

(F (y))2
− 4α2

0α2y

F (y)

−α0y

(
4α0α2

F (y)
−

4α0α2y
(
± 2α0α1α2

√
α2

α0

y ln
1 +
√
α0α2y

1−√α0α2y
− 8α2

0α2Cy
)

(F (y))2

)
± α1

(
4α0α2y

F (y)

)2

.

После приведения всех слагаемых к общему знаменателю и перегруппировки слагаемых
числителя получившейся при этом дроби получим:

g′ − α0W − α0yW
′ ± α1W

2 =
A(y)

(F (y))2
,

где

A(y) =
(
∓ 8α2

0α1α2

√
α2

α0

y ± 4α2
0α1α2

√
α2

α0

y ∓ 4α3
0α1α

2
2

√
α2

α0

y3

±4α2
0α1α2

√
α2

α0

y ∓ 4α3
0α1α

2
2

√
α2

α0

y3 ± 8α3
0α1α

2
2

√
α2

α0

y3
)
ln

1 +
√
α0α2y

1−√α0α2y

+
(
32α3

0α2 − 16α3
0α2 − 16α3

0α2

)
Cy +

(
16α4

0α
2
2 + 16α4

0α
2
2 − 32α4

0α
2
2

)
Cy3

+
(
∓ 16α2

0α1α
2
2 ∓ 16α2

0α1α
2
2 ± 32α2

0α1α
2
2

)
y2.

А поскольку A(y) = 0, получаем первое уравнение системы (2.8), т. е. функции (2.6) и
(2.7) удовлетворяют первому уравнению системы (2.8).

Далее, справедлива следующая цепочка равенств:

W ′ − α2g − α2yg
′ =

=
4α0α2

F (y)
−

4α0α2y

(
±2α0α1α2

√
α2

α0

y ln
1 +
√
α0α2y

1−√α0α2y
− 8α2

0α2Cy

)
(F (y))2
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−4α0α2

F (y)
− α2y

−4α0

(
±2α0α1α2

√
α2

α0

y ln
1 +
√
α0α2y

1−√α0α2y
− 8α2

0α2Cy

)
(F (y))2

=
B(y)

(F (y))2
= 0,

так как

B(y) =

(
∓8α2

0α1α
2
2

√
α2

α0

y2 ± 8α2
0α1α

2
2

√
α2

α0

y2
)
ln

1 +
√
α0α2y

1−√α0α2y

+32α3
0α

2
2Cy

2 − 32α3
0α

2
2Cy

2 = 0.

Следовательно, функции, определенные формулами (2.6) и (2.7), удовлетворяют второму
уравнению системы (2.8).

З а м е ч а н и е 2.1. Автомодельное решение системы (0.1) в переменных (l, t) имеет
вид

x(l, t) =
4α0α2l

±2α1α2 l t∓ α1

√
α2

α0

(t2 − α0α2 l
2) ln

t+
√
α0α2 l

t−√α0α2 l
+ 4α0C(t

2 − α0α2 l
2)

, (2.9)

p(l, t) =
4α0 t

±2α1α2 l t∓ α1

√
α2

α0

(t2 − α0α2 l
2) ln

t+
√
α0α2 l

t−√α0α2 l
+ 4α0C(t

2 − α0α2 l
2)

. (2.10)

Убедиться в справедливости этого замечания можно, непосредственно подставив функ-
ции (2.9) и (2.10) в уравнения системы (0.1).

З а м е ч а н и е 2.2. Решение (2.5)–(2.7), равно как и (2.9), (2.10), является частным
случаем более общего автомодельного решения вида (2.5) с функцией

W (y) = α2 y g(y) + C2,

где C2 — произвольная постоянная, а функция g = g(y) является решением уравнения

g′ +
±2α1α2C2 − 2α0α2 y

1− α0α2 y2
g ± α1α

2
2 y

2

1− α0α2y2
g2 + C2

2 = 0

при C2 = 0.

Особенность решения типа бегущей волны и автомодельного решения заключается
в том, что благодаря специфической замене искомых функций и свободных перемен-
ных дифференциальные уравнения в частных производных преобразуются в обыкновен-
ные дифференциальные уравнения. Таким образом, задача интегрирования дифферен-
циального уравнения с частными производными преобразуется в задачу интегрирования
обыкновенного дифференциального уравнения. Известно, что результатом интегрирова-
ния обыкновенных дифференциальных уравнений является семейство функций (инте-
гральных кривых), отличающихся друг от друга на постоянную величину (произвольную
постоянную), при этом исчерпывается все многообразие решений обыкновенного диффе-
ренциального уравнения, что, в свою очередь, позволяет из этого многообразия выделять
решения, отвечающие дополнительным условиям, например, начальным условиям (задача
Коши).
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Однако, решение типа бегущей волны и автомодельное решение выделяют лишь класс
решений, обладающих специфическими свойствами, из всего многообразия возможных
точных решений дифференциального уравнения в частных производных. Кроме того, спе-
цифика таких решений ограничивает свободу в постановке задачи для дифференциаль-
ного уравнения, т. е. начальной, краевой или начально-краевой задачи.

Пусть заданы x0 ∈ R, p0 ∈ R, t0 ∈ R+, l0 ∈ R. Рассмотрим начально-краевую задачу
для системы (0.1) с условиями

x(l, t)
∣∣∣∣∣ l=l0
t=t0

= x0, p(l, t)
∣∣∣∣∣ l=l0
t=t0

= p0.
(2.11)

Утверждение 2.1. В области D =
{
(l, t) : (t + λl)x0 6= x0(t0 + λl0) ∓

α0α2 − λ2

α1α2

}
начально-краевая задача (0.1), (2.11) имеет решение типа бегущей волны вида

x(l, t) = ± (α0α2 − λ2)x0
α1α2x0(t− t0 + λ(l − l0))± (α0α2 − λ2)

,

p(l, t) = ∓ (α0α2 − λ2)λx0
α1α2

2x0(t− t0 + λ(l − l0))± α2(α0α2 − λ2)
+ p0 +

λ

α2

x0.

Утверждение 2.2. Пусть x0 ∈ R\{0}, p0 ∈ R, t0 ∈ R+, t0 >
√
α0α2|l0|, l0 ∈ R, и,

кроме того, справедливо равенство x0t0 = α2p0l0. Тогда в области

D =
{
(l, t) : t >

√
α0α2|l|,

± 2α1α2 l t∓ α1

√
α2

α0

(
t2 − α0α2 l

2
)
ln
t+
√
α0α2 l

t−√α0α2 l
+ 4α0C

(
t2 − α0α2 l

2
)
6= 0
}

начально-краевая задача (0.1), (2.11) имеет автомодельное решение вида (2.9), (2.10), где

C =
α2l0

x0(t20 − α0α2l20)
∓ α1α2l0t0

2α0(t20 − α0α2l20)
± α1

4α0

√
α2

α0

ln
t0 +
√
α0α2l0

t0 −
√
α0α2l0

.

3. Дополнение

Утверждение 3.1. Если α1 = 0, то решение типа бегущей волны системы (0.1)
принимает вид x(l, t) = C3, p(l, t) = C4, где C3, C4 — произвольные постоянные.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Аналогично доказательству теоремы 2.1 будем искать ре-
шение типа бегущей волны в виде (2.2). Тогда система (0.1) при α1 = 0 преобразуется в
систему обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка{

kV ′ − α0mU
′ = 0,

kU ′ − α2mV
′ = 0

(3.1)

относительно неизвестных функций U = U(y) и V = V (y) свободной переменной y.

Решением системы (3.1) являются любые постоянные функции U(y) = C3, V (y) = C4.

Следовательно, x(l, t) = C3, p(l, t) = C4, где C3, C4 — произвольные постоянные.
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З а м е ч а н и е 3.1. В условиях утверждения 3.1 решение типа бегущей волны для
начально-краевой задачи (0.1), (2.11) при α1 = 0 принимает вид x(l, t) = x0, p(l, t) = p0.

Утверждение 3.2. Если α1 = 0, то автомодельное решение системы (0.1) имеет
вид

x(l, t) =
α2C3l + C4t

t2 − α0α2l2
, p(l, t) =

C3t+ α0C4l

t2 − α0α2l2
. (3.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Убедиться в справедливости этого утверждения можно,
подставив функции вида (3.2) в уравнения системы (0.1). Таким образом, учитывая, что,
согласно предположению, α1 = 0, получим тождества.

Утверждение 3.3. Пусть x0 ∈ R\{0}, p0 ∈ R, t0 ∈ R+, l0 ∈ R. Если α1 = 0, то в
области D =

{
(l, t) : t2−α0α2l

2 6= 0, l ∈ R, t ∈ R
}

начально-краевая задача (0.1), (2.11)
имеет автомодельное решение вида

x(l, t) =
α2(p0t0 − α0l0x0)l + (x0t0 − α2p0l0)t

t2 − α0α2l2
, (3.3)

p(l, t) =
(p0t0 − α0l0x0)t+ α0(x0t0 − α2p0l0)l

t2 − α0α2l2
. (3.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства достаточно подставить функции (3.3) и
(3.4) в уравнения системы (0.1) и условия (2.11) и убедиться в их выполнении.
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Введение

Работа посвящена вопросам наилучшего полиномиального приближения аналитиче-
ских в круге функций и вычислению значений n -поперечников некоторых классов ана-
литических функций в весовом пространстве Бергмана.

Известно, что в экстремальных задачах теории приближения функций большую роль
играют неравенства, в которых величина наилучшего приближения функций оценивается
сверху через некоторую характеристику гладкости самой функции или ее некоторой про-
изводной. Такие неравенства называются неравенствами типа Джексона–Стечкина. Зада-
че, связанной с нахождением точных констант в неравенствах типа Джексона–Стечкина
для аналитических в единичном круге функций, посвящено значительное множество ра-
бот. Первые точные результаты по наилучшим полиномиальным приближениям анали-
тических в единичном круге функций были получены в работах [1–4]. В работе [5] были
получены точные значения поперечников в смысле Колмогорова некоторых классов ана-
литических в единичном круге функций в пространстве Харди. В дальнейшем эта тема-
тика нашла свое отражение в многочисленных работах (см. [6–9] и приведенную в них
литературу). В весовом пространстве Бергмана задачи, связанные с вычислением точных
значений верхних граней наилучшего приближения и с вычислением точных значений
n -поперечников классов аналитических в круге функций, были решены, например, в ра-
ботах [10–14].

В данной работе введена и изучена экстремальная аппроксимационная характеристи-
ка, которая в отличии от ранее изученных экстремальных характеристик содержит модуль
непрерывности не только под знаком интеграла, но и вне интеграла в весовом простран-
стве Бергмана. Вычислены значения бернштейновского, колмогоровского, гельфандовско-
го, линейного и проекционного n -поперечника для различных классов функций, опреде-
ляемых модулями непрерывности r -ых производных функций, принадлежащих весовому
пространству Бергмана.

1. Основные понятия

Пусть N — множество натуральных чисел, Z+ = N∪{0}, C — множество комплексных
чисел. Известно, что аналитическая в единичном круге функция

f(z) =
∞∑
k=0

ckz
k, z = ρeit, 0 ≤ ρ < 1

принадлежит весовому пространству Бергмана Bq,γ, если

‖f‖Bq,γ =

 1

2π

1∫
0

2π∫
0

ργ(ρ)|f(ρeit)|qdρdt

1/q

<∞, 1 ≤ q ≤ ∞,

где γ(ρ) ≥ 0 — суммируемая на [0, 1] функция. Множество всех комплексных алгебраи-
ческих полиномов степени не выше n обозначим

Pn =

{
pn(z) : pn(z) =

n∑
k=0

akz
k, ak ∈ C

}
.

Через
En(f)Bq,γ = inf{‖f − pn−1‖Bq,γ : pn−1 ∈ Pn−1}
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обозначим наилучшее приближение функции f ∈ Bq,γ множеством Pn−1.
Легко доказать, что среди произвольных pn−1(z) ∈ Pn−1 наименьшее значение вели-

чины наилучшего приближения в пространстве B2,γ доставляет частная сумма Тейлора

Tn−1(f, z) =
n−1∑
k=0

ckz
k,

разложения функции

f(z) =
∞∑
k=0

ckz
k = Tn−1(f, z) +

∞∑
k=n

ckz
k

в круге |z| < 1 . При этом

En(f)B2,γ =
∥∥f − Tn−1(f)

∥∥
B2,γ

=
{ ∞∑
k=n

|ck|2
1∫

0

ρk+1γ(ρ)dρ
}1/2

. (1.1)

Величину

ωm(f, t)Bq,γ = sup
{
‖∆m

h (f, ·, ·)‖Bq,γ : |h| ≤ t
}

= sup

{( 1

2π

∫ 1

0

∫ 2π

0

ργ(ρ)|∆m
h (f ; ρ, u)|qdρdu

)1/q
: |h| ≤ t

}
,

где

∆m
h (f ; ρ, u) =

m∑
k=0

(−1)kCk
mf
(
ρei(u+kh)

)
— разность m -го порядка функции f (ρeit) по аргументу t с шагом h , назовем инте-
гральным модулем непрерывности m -го порядка.

Производную r -го порядка r ∈ Z+ функции f(z) обозначим через

f (r)(z) =
drf

dzr
=
∞∑
k=r

αk,rckz
k−r, αk,r = k! [(k − r)!]−1 , k ≥ r.

Всюду далее полагаем

B(r)
q,γ =

{
f(z) ∈ Bq,γ :

∥∥zrf (r)
∥∥
q,γ
<∞

}
, r ∈ Z+, 1 ≤ q ≤ ∞.

Введем в рассмотрение следующую экстремальную аппроксимационную характеристику

χm,n,r(τ) = sup
f∈B(r)2,γ

αn,rEn(f)2,γ{
ω
2/m
m (zrf (r), τ)2,γ + n2

τ∫
0

(τ − u)ω2/m
m

(
zrf (r), u

)
2,γ
du

}m/2 , (1.2)

где 0 < τ ≤ π/n, m, n ∈ N, r ∈ Z+.

Пусть X — банахово пространство, S — единичный шар в X, N — выпуклое цен-
трально-симметричное подмножество X, Λn ⊂ X — n -мерное подпространство, Λn ⊂
X — подпространство коразмерности n, L : X — непрерывный линейный оператор и
L⊥ : X → Λn — непрерывный оператор линейного проектирования.
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Величины

bn(N, X) = sup {sup {ε > 0; εS ∩ Λn+1 ⊂ N} : Λn+1 ⊂ X} ,

dn(N, X) = inf {sup {‖f‖X : f ∈ N ∩ Λn} : Λn ⊂ X} ,

dn(N, X) = inf {sup {inf {‖f − ϕ‖X : ϕ ∈ Λn} : f ∈ N} : Λn ⊂ X} ,

λn(N, X) = inf {inf {sup {‖f − Lf‖X : f ∈ N} : LX ⊂ Λn} : Λn ⊂ X} ,

πn(N, X) = inf
{

inf
{

sup
{
‖f − L⊥f‖X : f ∈ N

}
: L⊥X ⊂ Λn

}
: Λn ⊂ X

}
,

называют, соответственно, бернштейновским, гельфандовским, колмогоровским, линей-
ным и проекционным n -поперечниками в пространстве X. Поскольку X — весовое про-
странство Бергмана B2,γ, то для перечисленных выше n -поперечников выполняются со-
отношения [15, с. 239]:

bn(N, X) ≤ dn(N, X) ≤ dn(N, X) = λn(N, X) = Πn(N, X). (1.3)

Также полагаем
En(N) := sup{En(f) : f ∈ N}.

Пусть Φ(τ) (τ ≥ 0) — произвольная возрастающая функция такая, что Φ(0) = 0. Для
любых m ∈ N, r ∈ Z+ и τ > 0 определим классы функций

W (r)
m (τ) =

{
f ∈ B2,γ :

1

τ 2
ω2/m
m

(
zrf (r), τ

)
2,γ

+
(n
τ

)2 τ∫
0

(τ − u)ω2/m
m

(
zrf (r), u

)
2,γ
du ≤ 1

}
,

W (r)
m (τ,Φ) =

{
f ∈ B2,γ : ω2/m

m

(
zrf (r), τ

)
2,γ

+ n2

τ∫
0

(τ − u)ω2/m
m

(
zrf (r), u

)
2,γ
du ≤ Φm/2(τ)

}
.

Положим

(1− cosnt)m∗ =

{
(1− cosnt)m, если nt < π,

2m, если nt ≥ π.

2. Основные результаты

Теорема 2.1. Пусть m,n, r — произвольные натуральные числа, и n > r. Тогда для
любых τ, удовлетворяющих условию 0 < τ ≤ π/n, имеет место равенство

χm,n,r(τ) = (nτ)−m, (2.1)

и верхняя грань в равенстве (2.1) реализует функция f0(z) = zn ∈ B(r)
2,γ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для произвольной аналитической функции f(z) ∈ B(r)
2,γ име-

ет место соотношение [10]

ω2
m

(
zrf (r), τ

)
2,γ

= 2m sup
|u|≤τ

∞∑
k=r

α2
k,r|ck|2 (1− cos ku)m

∫ 1

0

ρ2k+1γ(ρ)dρ. (2.2)
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Используя соотношения (1.1), (2.2), неравенство Гельдера, а также тот факт, что при
любом k ≥ n выполнено αk,r ≥ αn,r получаем (см. [16])

E2
n(f)2,γ −

∞∑
k=n

|ck|2 cos kt

1∫
0

ρ2k+1γ(ρ)dρ =
∞∑
k=n

|ck|2
1∫

0

ρ2k+1γ(ρ)dρ(1− cos kt)

=
∞∑
k=n

{
|ck|2

1∫
0

ρ2k+1γ(ρ)dρ
}1−1/m

·
{
|ck|2

1∫
0

ρ2k+1γ(ρ)dρ
}1/m

(1− cos kt)

≤
∞∑
k=n

{
|ck|2

1∫
0

ρ2k+1γ(ρ)dρ
}1−1/m

·
{ ∞∑
k=n

|ck|2
1∫

0

ρ2k+1γ(ρ)dρ(1− cos kt)m
}1/m

≤
{ ∞∑
k=n

|ck|2
1∫

0

ρ2k+1γ(ρ)dρ
}1−1/m

·
{ 1

2m
2m

∞∑
k=n

(
αk,r
αn,r

)2

|ck|2
1∫

0

ρ2k+1γ(ρ)dρ(1− cos kt)m
}1/m

≤ E2−2/m
n (f)2,γ

1

2α
2/m
n,r

ω2/m
m

(
zrf (r), t

)
2,γ
.

Таким образом,

E2
n(f)2,γ −

∞∑
k=n

|ck|2 cos kt

1∫
0

ρ2k+1γ(ρ)dρ ≤ E2−2/m
n (f)2,γ ·

1

2α
2/m
n,r

ω2/m
m

(
zrf (r), t

)
2,γ
. (2.3)

Интегрируя неравенство (2.3) относительно t в пределах от 0 до u, будем иметь:

uE2
n(f)2,γ−

∞∑
k=n

|ck|2
sin ku

k

1∫
0

ρ2k+1γ(ρ)dρ ≤ E2−2/m
n (f)2,γ

1

2α
2/m
n,r

u∫
0

ω2/m
m (zrf (r), t)2,γdt. (2.4)

Вновь интегрируя обе части неравенства (2.4) по u в пределах от 0 до τ, получим:

τ 2

2
E2
n(f)2,γ −

∞∑
k=n

|ck|2
1− cos kτ

k2

1∫
0

ρ2k+1γ(ρ)dρ

≤ E2−2/m
n (f)2,γ ·

1

2α
2/m
n,r

τ∫
0

u∫
0

ω2/m
m

(
zrf (r), t

)
2,γ
dtdu

или

τ 2

2
E2
n(f)2,γ ≤

1

n2

∞∑
k=n

|ck|2(1− cos kτ)

1∫
0

ρ2k+1γ(ρ)dρ

+ E2−2/m
n (f)2,γ ·

1

2α
2/m
n,r

τ∫
0

u∫
0

ω2/m
m

(
zrf (r), t

)
2,γ
dtdu. (2.5)
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Используя соотношение (2.3), преобразуем первое слагаемое в неравенстве (2.5), затем,
применяя метод интегрирования по частям для второго слагаемого, получим

τ 2

2
E2/m
n (f)2,γ ≤

1

2n2α
2/m
n,r

[
ω2/m
m

(
zrf (r), τ

)
2,γ

+ n2

τ∫
0

(τ − u)ω2/m
m

(
zrf (r), u

)
2,γ
du

]
. (2.6)

Так как неравенство (2.6) имеет место для произвольной функции f ∈ B(r)
2,γ, то для вели-

чины, стоящей в левой части равенства (2.1), запишем оценку сверху

sup
f∈B(r)2,γ

αn,rEn(f)2,γ{
ω
2/m
m (zrf (r), τ)2,γ + n2

τ∫
0

(τ − u)ω2/m
m (zrf (r), u)2,γdu

}m/2 ≤ (nτ)−m. (2.7)

С целью получения оценки снизу равную величине в правой части неравенства (2.7) до-
статочно рассмотреть экстремальную функцию f0(z) = zn ∈ B(r)

2,γ. Для этой функции
непосредственными вычислениями получаем

En(f0)2,γ =

( 1∫
0

ρ2n+1γ(ρ)dρ

)1/2

, ωm

(
zrf

(r)
0 , τ

)
2,γ

= 2m/2αn,r(1− cosnt)m/2En(f0)2,γ.

ω2/m
m

(
zrf

(r)
0 , τ

)
2,γ

+ n2

τ∫
0

(τ − u)ω2/m
m

(
zrf

(r)
0 , u

)
2,γ
du = (nτ)2α2/m

n,r

( 1∫
0

ρ2n+1γ(ρ)dρ

)1/m

.

Следовательно,

sup
f∈B(r)2,γ

αn,rEn(f)2,γ{
ω
2/m
m

(
zrf (r), τ

)
2,γ

+ n2

τ∫
0

(τ − u)ω2/m
m

(
zrf (r), u

)
2,γ
du

}m/2
≥ αn,rEn(f0)2,γ{

ω
2/m
m

(
zrf

(r)
0 , τ

)
2,γ

+ n2

τ∫
0

(τ − u)ω2/m
m

(
zrf

(r)
0 , u

)
2,γ
du

}m/2 = (nτ)−m. (2.8)

Сравнивая оценку сверху (2.7) и оценку снизу (2.8), получаем утверждение теоремы 2.1.

Следует отметить, что экстремальная аппроксимационная характеристика типа (1.2)
в пространстве L2 была рассмотрена в работе [17].

Следствие 2.1. Для любых τ, удовлетворяющих условию 0 < τ ≤ π/n, выполняют-
ся неравенства

1

αn,r(nτ)m
≤ sup

f∈B(r)2,γ

En(f)2,γ
ωm (zrf (r); τ)2,γ

≤ 1

αn,r

(
1

(nτ)2
+

1

2

)m/2
. (2.9)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. На основании неравенства (2.6) для произвольной функции
f(z) ∈ B(r)

2,γ, имеем:

τ 2E2/m
n (f) ≤ 1

n2α
2/m
n,r

(
1 +

n2τ 2

2

)
ω2/m
m (zrf (r); τ)2,γ.

Откуда следует оценка сверху

En(f)2,γ
ωm (zrf (r); τ)2,γ

≤ 1

αn,r

(
1

(nτ)2
+

1

2

)m/2
. (2.10)

Чтобы получить оценки снизу, заметим, что для экстремальной функции f0(z) = zn ∈ B(r)
2,γ

при всех значениях 0 < τ ≤ π/n

ωm
(
zrf

(r)
0 , τ

)
2,γ

= 2m/2αn,r(1− cosnτ)m/2En(f0)2,γ = 2mαn,r sinm
nτ

2
En(f0)2,γ

≤ 2mαn,r

(nτ
2

)m
En(f0)2,γ = αn,r(nτ)mEn(f0)2,γ,

или
En(f0)2,γ

ωm
(
zrf

(r)
0 , τ

)
2,γ

≥ 1

αn,r(nτ)m
. (2.11)

Из (2.10) и (2.11) следует неравенство (2.9).

Теорема 2.2. Пусть m,n, r ∈ N, τ > 0. Тогда имеет место равенство

σn(W (r)
m (τ), B2,γ) =

1

αn,rnm
,

где σn(·) — любой из вышеперечисленных n -поперечников.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Перепишем неравенство (2.6) в виде

E2/m
n (f)2,γ ≤

1

α
2/m
n,r n2

[
1

τ 2
ω2/m
m

(
zrf (r), τ

)
2,γ

+
(n
τ

)2 τ∫
0

(τ − u)ω2/m
m

(
zrf (r), u

)
2,γ
du

]
. (2.12)

Используя определение класса W (r)
m (τ) из неравенства (2.12) можно получить оценки свер-

ху для проекционного n -поперечника

Πn(W (r)
m (τ), B2,γ) ≤ E(W (r)

m (τ))2,γ ≤
1

αn,rnm
. (2.13)

Для получения оценки снизу бернштейновского поперечника bn(W
(r)
m (τ), B2,γ) вводим в

рассмотрение n+ 1 -мерный шар полиномов

Sn+1 =

{
pn ∈ Pn : ‖p‖n ≤

1

αn,rnm

}
и покажем, что Sn+1 ⊂ W

(r)
m (τ). Для этого требуется доказать, что для произвольного

алгебраического полинома pn ∈ Sn+1 выполняется неравенство[
1

τ 2
ω2/m
m

(
zrp(r)n , τ

)
2,γ

+
(n
τ

)2 τ∫
0

(τ − u)ω2/m
m

(
zrp(r)n , u

)
2,γ
du

]m/2
≤ 1.
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Действительно, для произвольного pn(z) ∈ B2,γ из соотношении (2.2) имеем

ω2
m(zrp(r)n , τ)2,γ ≤ 2mα2

n,r(1− cosnτ)m∗ ‖pn‖22,γ. (2.14)

Тогда [
1

τ 2
ω2/m
m

(
zrp(r)n , τ

)
2,γ

+
(n
τ

)2 τ∫
0

(τ − u)ω2/m
m

(
zrp(r)n , u

)
2,γ
du

]m/2

≤
[

2

τ 2
α2/m
n,r (1− cosnτ)‖pn‖2/m +

(n
τ

)2 τ∫
0

2α2/m
n,r (τ − u)(1− cosnu)‖pn‖2/mdu

]m/2
≤ 1.

Согласно теореме В.М. Тихомирова [2] о поперечнике шара получим оценки снизу для
бернштейновского n -поперечника

bn(W (r)
m (τ), B2,γ) ≥ bn(Sn+1, B2,γ) ≥

1

αn,rnm
. (2.15)

Учитывая соотношения (1.3), и сопоставляя неравенства (2.13), (2.15), получаем утвер-
ждение теоремы 2.2.

Теорема 2.3. Пусть для любых натуральных m,n, r функция Φ удовлетворяет
условию

Φ(τ)

Φ(π/n)
≥
(

2

π2

)m/2
(
π2

2
− cosnτ − 1

)m/2
, если 0 ≤ τ ≤ π/n,(

2πnτ − π2

2
− n2τ 2

)m/2
, если τ ≥ π/n.

(2.16)

Тогда имеет место следующее равенство

γn(W (r)
m (τ,Φ), B2,γ) =

1

αn,rπm
Φ
(π
n

)
, (2.17)

где γn(·) — любой из перечисленных выше n -поперечников.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим h = π/n. Запишем неравенство (2.6) в виде

En(f)2,γ ≤
1

nmτmαn,r

[
ω2/m
m (zrf (r), τ)2,γ + n2

τ∫
0

(τ − u)ω2/m
m (zrf (r), u)2,γdu

]m/2
.

Имеем:
En(f)2,γ ≤

1

αn,rπm
Φ
(π
n

)
.

Отсюда следует оценка сверху для проекционного n -поперечника

Πn(W (r)
m (t,Φ), B2) ≤ En(W (r)

m (t,Φ))2,γ ≤
1

αn,rπm
Φ
(π
n

)
. (2.18)

Для получения оценки снизу рассмотрим в подпространстве Pn шар

Sn+1 =

{
pn(z) ∈ Pn : ‖pn‖2,γ ≤

1

αn,rπm
Φ(π/n)

}
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и покажем, что он принадлежит классу W
(r)
m (τ,Φ). Рассуждения проведем для случаев

0 ≤ τ ≤ π/n и τ ≥ π/n.

Пусть 0 ≤ τ ≤ π/n. Используя определение класса W
(r)
m (τ,Φ), а также первое из

ограничений (2.16), получим

(
ω2/m
m (zrp(r)n , τ)2,γ + n2

τ∫
0

(τ − u)ω2/m
m (zrf (r), u)2,γdu

)m/2

≤ 2m/2αn,r‖pn‖2,γ
[
1− cosnτ + n2

π/n∫
0

(π
n
− u
)

(1− cosnu)du

]m/2

=

(
2

π2

)m/2
Φ(π/n)

(
π2

2
− cosnτ − 1

)m/2
≤ Φ(τ). (2.19)

Пусть теперь τ ≥ π/n. Согласно определению класса W
(r)
m (τ,Φ), неравенству (2.14) и

второму из ограничений (2.16), получаем

(
ω2/m
m (zrp(r)n , τ)2,γ + n2

τ∫
0

(τ − u)ω2/m
m (zrf (r), u)2,γdu

)m/2

≤ 2m/2αn,r‖pn‖2,γ
[
(1− cosnτ)∗ + n2

τ∫
0

(τ − u) (1− cosnu)∗du

]m/2

=

(
2

π2

)m/2
Φ(π/n)

(
2πnτ − π2

2
− n2τ 2

)m/2
≤ Φ(τ). (2.20)

Из неравенств (2.19) и (2.20) вытекает, что Sn+1 ⊂ W
(r)
m (τ,Φ). В силу определения берн-

штейновского n -поперечника и неравенств (1.3) для рассматриваемых n -поперечников
справедливы следующие оценки снизу

bn(W (r)
m (τ,Φ), B2,γ) ≥ bn(Sn+1, B2,γ)

1

αn,rπm
Φ
(π
n

)
. (2.21)

Сопоставляя найденные выше оценку сверху (2.18) и оценку снизу (2.21), получаем тре-
буемое равенство (2.17).
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О регуляризации недифференциальной теоремы Куна–Таккера
в нелинейной задаче на условный экстремум
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Аннотация. Рассматривается регулярная параметрическая нелинейная (невыпуклая) за-
дача на условный экстремум с операторным ограничением-равенством и конечным числом
функциональных ограничений-неравенств. Ограничения задачи содержат аддитивно вхо-
дящие в них параметры, что позволяет применять для ее исследования аппарат «нелиней-
ного» метода возмущений. Множество допустимых элементов задачи представляет собою
полное метрическое пространство, а сама она может и не иметь решения. Регулярность
задачи понимается в смысле существования у нее обобщенного вектора Куна–Таккера.
В рамках идеологии метода множителей Лагранжа формулируется и доказывается регуля-
ризованная недифференциальная теорема Куна–Таккера, основным предназначением ко-
торой является устойчивое генерирование обобщенных минимизирующих последователь-
ностей в рассматриваемой задаче. Эти минимизирующие последовательности конструиру-
ются из субминималей (минималей) модифицированной функции Лагранжа, взятой при
значениях двойственной переменной, вырабатываемых соответствующей процедурой ре-
гуляризации двойственной задачи. Конструкция модифицированной функции Лагранжа
является прямым следствием субдифферециальных свойств полунепрерывной снизу и во-
обще говоря невыпуклой функции значений как функции параметров задачи. Регуляризо-
ванная теорема Куна–Таккера «преодолевает» свойства неустойчивости своего классиче-
ского аналога, является регуляризирующим алгоритмом и служит теоретической основой
для создания алгоритмов практического решения задач на условный экстремум.
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Введение

Принцип Лагранжа (ПЛ) является основой таких современных математических дис-
циплин, как теория экстремальных задач, оптимальное управление [1]. Он лежит также
в основе современных численных методов условной оптимизации и, стало быть, имеет
непосредственное отношение к практическому решению самых различных оптимизацион-
ных задач [2]. Вместе с тем, при решении большого числа актуальных задач условной
оптимизации возникающих, в частности, при исследовании проблем современного есте-
ствознания, непосредственное применение ПЛ связано с трудностями принципиального
характера, вызванными хорошо известными свойствами некорректности таких задач [2],
а, как следствие, и свойствами некорректности самого ПЛ [3–5]. Здесь мы говорим о непо-
средственном применении ПЛ, если в нашем распоряжении имеется тот или иной алгоритм
(оператор), который позволяет выделять удовлетворяющие ПЛ допустимые элементы из
составляющих его соотношений. За прошедшие последние примерно шесть десятилетий
центральную роль при решении различных некорректных задач играли те или иные кон-
струкции функционалов Тихонова [2, 6, 7], а приближения к их решениям строились из
субминималей (минималей) этих функционалов. Автор данной статьи придерживается
той точки зрения, в соответствии с которой многие некорректные задачи могут эффек-
тивно решаться и в рамках идеологии метода множителей Лагранжа, а их решения могут
эффективно аппроксимироваться субминималями (минималями) соответствующих функ-
ционалов Лагранжа [3–5].

В работе [3] (см. также работы [4, 5] и их библиографию) было предложено рассмат-
ривать ПЛ в задачах условной оптимизации как математический объект, свойства некор-
ректности которого естественным образом подводят к необходимости его регуляризации
в соответствии с правилами теории некорректных задач [6, 7]. В основе регуляризации
ПЛ лежат методы двойственной регуляризации [8, 9], при этом центральная роль в за-
дачах на условный экстремум естественным образом переходит (подробности в [3–5]) от
классического понятия оптимального элемента к понятию обобщенной минимизирующей
последовательности (ОМП) [10,11]. В математическом программировании такие последо-
вательности часто называют оптимальными обобщенными планами [10], в оптимальном
управлении — минимизирующими приближенными решениями [11].

В работах [3–5] (см. также библиографию этих работ) было показано, что регуляриза-
ция ПЛ применительно к выпуклым задачам на условный экстремум, в зависимости от
выбранного способа двойственной регуляризации, приводит к различным регуляризован-
ным ПЛ, представляющим собою регуляризирующие алгоритмы. Результатом действия
этих алгоритмов является устойчивое конструирование ОМП в задачах условной опти-
мизации. В частности, в работе [5] центральное внимание было уделено обсуждению и
обоснованию того факта, что указанные регуляризирующие алгоритмы могут применять-
ся для решения большого класса некорректных задач сводящихся к «простейшей» задаче
на условный экстремум с операторным (т. е. задаваемым оператором с бесконечномерным
образом) ограничением-равенством в гильбертовом пространстве

(P ) ‖z‖2 → inf, Az = h, z ∈ D ⊆ Z,

где A : Z → H — линейный ограниченный оператор, h ∈ H — заданный элемент,
D — выпуклое замкнутое множество, Z, H — гильбертовы пространства. Подчеркнем
при этом, что задача (P ) является той «базовой» задачей, с которой началось развитие
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современной теории некорректных задач и для которой разработаны хорошо известные
классические алгоритмы этой теории, в частности метод регуляризации Тихонова [6, 7]
(см. также [2]) в различных его вариантах.

Данную работу можно рассматривать как продолжение работ [5, 12]. В отличие от [5]
она опирается на «нелинейную» версию основанной на двойственности регуляризации [9]
с использованием более поздних в этом направлении результатов работ [13,14]. В ней по-
казывается как регуляризация ПЛ может быть организована в случае нелинейной (невы-
пуклой) задачи на условный экстремум с множеством допустимых элементов из полного
метрического пространства, а также с операторным ограничением-равенством в гильбер-
товом пространстве и конечным числом функциональных ограничений-неравенств, со-
держащими аддитивно входящие в эти ограничения параметры. Наличие параметров в
ограничениях задачи позволяет применить при ее исследовании «нелинейный» вариант
метода возмущений (о методе возмущений для выпуклых задач на условный экстремум
см. в [1, п. 3.3.2]). Работа призвана, в частности, показать, что большая часть перечис-
ленных в [5] характеристических свойств регуляризованных ПЛ в случае выпуклых задач
сохраняется и в задачах нелинейных. В частности, получаемую ниже регуляризованную
теорему Куна–Таккера естественно трактовать как «теоретическую базу» для создания
устойчивых методов практического решения нелинейных задач рассматриваемого класса.
Одновременно, «более привычная» недифференциальная теорема Куна–Таккера, как кри-
терий обычной оптимальности в рассматриваемой ниже нелинейной задаче на условный
экстремум, может быть найдена в работе [12] (см. теорему 2.1 в [12]).

Существенной особенностью данной работы, по сравнению с [5], является то, что здесь
внимание уделяется лишь регулярному случаю нелинейной задачи на условный экстре-
мум. При этом регулярность задачи понимается в смысле существования в ней обобщен-
ного вектора Куна–Таккера (см. раздел 2.2.6). Именно по этой причине речь в статье
идет о регуляризации теоремы Куна–Таккера, что нашло отражение и в ее названии.
Так как в регулярных задачах на условный экстремум проблема невыполнимости ПЛ,
по сути дела, именно за счет условия регулярности, снимается, то некорректность теоре-
мы Куна–Таккера в рамках рассматриваемой здесь задачи проявляет себя лишь в фор-
ме ее неустойчивости [3–5]. Подчеркнем, одновременно, что указанную неустойчивость
можно наблюдать уже в самых простых регулярных конечномерных задачах вида (P )
(см., в частности, пример 3 в [3], а также пример 5.1 в [13]).

Применение «нелинейного» варианта метода возмущений при доказательстве регуля-
ризованной недифференциальной теоремы Куна–Таккера опирается на одну хорошо из-
вестную конструкцию современного негладкого анализа [15, 16]. В отличие от выпуклого
случая [5], в котором центральную роль играли субдифференциалы (в смысле выпуклого
анализа) выпуклой полунепрерывной снизу функции значений, ниже центральную роль в
нелинейной (вообще говоря, невыпуклой) задаче играет уже субдифференциал (в смысле
нелинейного анализа) ее нелинейной полунепрерывной снизу функции значений. В роли
последнего выступает так называемый проксимальный субградиент [15, 16]. Важнейшее
значение при этом имеет тот факт, что проксимальный субградиент «имеет смысл» в точ-
ках плотного множества в эффективном множестве функции значений нелинейной задачи
(так называемая плотность субдифференцируемости, см. раздел 2.2.2).

Итак, основные усилия в работе направлены на получение регуляризованной недиф-
ференциальной теоремы Куна–Таккера (теоремы Куна–Таккера в недифференциальной
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форме), главное предназначение которой — устойчивое конструирование ОМП в рас-
сматриваемой задаче на условный экстремум из субминималей (минималей) ее функ-
ции Лагранжа, а точнее, ее модифицированной функции Лагранжа (МФЛ), взятых при
значениях двойственной переменной, вырабатываемых соответствующей процедурой ре-
гуляризации (стабилизации) по Тихонову модифицированной двойственной задачи. При
этом здесь существенно то, что вид МФЛ полностью определяется видом используемо-
го «нелинейного субдифференциала» полунепрерывной снизу функции значений задачи.
Различные конструкции МФЛ хорошо известны в научной литературе (см., например,
книги [17,18] и их библиографию), однако, в отличие от [17,18], ниже конструкция МФЛ
выступает как следствие «нелинейной субдифференцируемости» полунепрерывной снизу
функции значений нелинейной задачи в бесконечномерном гильбертовом пространстве.

Как и в [5], наряду с понятием ОМП, центральным в работе является и жестко с ним
связанное понятие ОМП-образующего оператора (алгоритма) (см. определение 1.1) [19,20].
Понятие ОМП-образующего оператора так же, как и в [19, 20], «встраивается» в получа-
емую регуляризованную теорему Куна–Таккера, превращая ее в соответствующий регу-
ляризирующий алгоритм в смысле определения 1.1, основное предназначение которого
состоит в генерировании ОМП, т. е. последовательностей допустимых элементов, которые
сходятся одновременно по функции и «по ограничениям». Одновременно подчеркнем, что
решение рассматриваемой ниже регулярной нелинейной задачи на условный экстремум,
вообще говоря, не обязано существовать. Однако, в случае существования решения (см. за-
мечания 1.1, 2.3) конструируемая ОМП, в зависимости от свойств задачи, в том или ином
смысле может сходиться к решению (см. замечание 2.4). Заметим, наконец, что в самое
последнее время регуляризация ПЛ была рассмотрена применительно к регулярной нели-
нейной задаче оптимального управления в работе [20].

Конструированием ОМП из субминималей (минималей) МФЛ излагаемая ниже регу-
ляризация теоремы Куна–Таккера существенно отличается от регуляризации по Тихонову
нелинейных задач условной оптимизации [2,7], где минимизирующая последовательность
строится из субминималей (минималей) функционалов Тихонова. Отметим, что чисто с
практической точки зрения для процесса построения ОМП в рассматриваемой ниже за-
даче наиважнейшее значение имеет «качество» решения задачи минимизации МФЛ. Если
такая минимизация может быть проведена с любой наперед заданной точностью, и, к тому
же, имеется аналогичная «возможность вычисления» значений двойственной переменной,
вырабатываемой процедурой регуляризации (стабилизации) по Тихонову модифициро-
ванной двойственной задачи, то и в исходной задаче на условный экстремум «устойчиво»
конструируется ОМП.

1. Постановка параметрической нелинейной задачи на условный экстремум

Рассмотрим параметрическую (т. е. зависящую от параметров) каноническую [1, п.3.3.1]
задачу минимизации

(Pp,r) f(z)→ inf, g(z) = p, h(z) ≤ r, z ∈ D ⊂ Z,

где f : D → R1 — непрерывный функционал, g : D → H — непрерывный оператор с ком-
пактной областью значений g(D), h ≡ (h1, . . . , hm) : D → Rm — непрерывный векторный
функционал, D ⊂ Z — замкнутое ограниченное множество в полном метрическом про-
странстве Z с метрикой ρ, H — гильбертово пространство, p ∈ H, r ≡ (r1, . . . , rm) ∈ Rm
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— параметры. Подчеркнем, что здесь и ниже компактность множества понимается в том
смысле, что из каждой бесконечной последовательности его элементов можно извлечь схо-
дящуюся подпоследовательность (см., например, [21, п. 19.3], часто в подобных ситуациях
используется термин предкомпактность). Будем также считать, что

|f(z1)− f(z2)| ≤ Lρ(z1, z2), ‖g(z1)− g(z2)‖ ≤ Lρ(z1, z2),

|h(z1)− h(z2)| ≤ Lρ(z1 − z2) ∀ z1, z2 ∈ D,
(1.1)

где L > 0 не зависит от z1, z2 ∈ D.
Обозначим: Dεp,r ≡ {z ∈ D : ‖g(z) − p‖ ≤ ε, min

x∈Rm−
|h(z) − r − x| ≤ ε}, ε ≥ 0. Здесь и

ниже: Rm
− ≡ {x ∈ Rm : x ≤ 0}, Rm

+ ≡ {x ∈ Rm : x ≥ 0}. Определим функцию значений
β : H × Rm → R1 ∪ {+∞} задачи (Pp,r ):

β(p, r) ≡ lim
ε→+0

βε(p, r), βε(p, r) ≡ inf
z∈Dεp,r

f(z), βε(p, r) ≡ +∞, если Dεp,r = ∅.

Очевидно, в общей ситуации β(p, r) ≤ β0(p, r), где β0(p, r) ≡ inf
z∈D0

p,r

f(z) — классическое

значение задачи (Pp,r ). Справедлива следующая лемма, в которой формулируется важ-
ное для дальнейших построений характеристическое свойство функции значений β. Ее
доказательство проводится точно так же, как и доказательство такого же утверждения
в [12, лемма 1.2].

Лемма 1.1. Функция значений β : H×Rm → R1∪{+∞} является полунепрерывной
снизу.

Определим обобщенную минимизирующую последовательность (ОМП) в задаче (Pp,r ),
т. е. последовательность элементов zi ∈ D, i = 1, 2, . . . , такую, что f(zi) ≤ β(p, r) + δi,

zi ∈ Dεip,r для некоторых последовательностей сходящихся к нулю неотрицательных чисел
δi, εi, i = 1, 2, . . . .

Пусть F — множество всевозможных наборов исходных данных f ≡ {f, g, h}, каж-
дый из которых состоит из непрерывного на D функционала f, непрерывного оператора
g с компактной областью значений g(D) и непрерывного векторного функционала h с
указанными выше свойствами (1.1) с независящей от набора постоянной L. Определим
наборы невозмущенных (точных) f0 и возмущенных fδ исходных данных соответственно:
f0 ≡ {f 0, g0, h0} и fδ ≡ {f δ, gδ, hδ}, δ ∈ (0, δ0], δ0 > 0 — некоторое число. Будем считать,
что выполняются следующие оценки

|f δ(z)|, ‖gδ(z)‖, |hδ(z)| ≤ N,

|f δ(z)− f 0(z)|, ‖gδ(z)− g0(z)‖, |hδ(z)− h0(z)| ≤ Kδ ∀ z ∈ D,
(1.2)

где K > 0, N > 0 — некоторые не зависящие от δ постоянные.
Обозначим задачу (Pp,r ), функционал f, оператор g, векторный функционал h, мно-

жество Dεp,r и т.п., соответствующие набору исходных данных fδ, δ ∈ [0, δ0], через (P δ
p,r ),

f δ, gδ, hδ, Dδ,εp,r, соответственно. За функцией значений точной задачи (P 0
p,r ) закрепим

обозначение β. Введем центральное для всей статьи определение ОМП-образующего опе-
ратора [19, 20] для задачи условной оптимизации (P 0

p,r ). В нем фиксируется основное ха-
рактеристическое свойство ОМП, заключающееся в их «сходимости» одновременно по
функции и «по ограничениям», но, вообще говоря, не по аргументу.
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О п р е д е л е н и е 1.1. Пусть δk, k = 1, 2, . . . , есть сходящаяся к нулю при k → ∞
последовательность положительных чисел. Зависящий от δk, k = 1, 2, . . . , оператор (во-
обще говоря, многозначный) Rp,r(·, ·, ·, δk), ставящий в соответствие каждому набору ис-
ходных данных (f δ

k
, gδ

k
, hδ

k
), удовлетворяющих оценкам (1.2) при δ = δk, множество

Zδk

p,r ∈ D, называется ОМП-образующим в задаче (P 0
p,r), если любая последовательность

zδ
k ∈ Zδk

p,r, k = 1, 2, . . . , есть ОМП в этой задаче.

З а м е ч а н и е 1.1. Обсуждение условий, при которых задача (P 0
p,r) разрешима,

см. ниже в замечании 2.3. В свою очередь, в замечании 2.4 можно найти обсуждение усло-
вий, при которых конструируемые ниже ОМП обладают свойствами слабой или сильной
сходимости к решениям задачи (P 0

p,r ), если последняя разрешима, в случае гильбертова
пространства Z.

Далее нас будет интересовать алгоритм устойчивого построения ОМП в регулярной за-
даче (P 0

p,r ), состоящих из субминималей (минималей) ее МФЛ, двойственная переменная в
которой выбирается в соответствии с процедурой регуляризации по Тихонову [6] модифи-
цированной двойственной к (P 0

p,r ) задачи. Этот регуляризирующий в смысле определения
1.1 алгоритм естественно называть регуляризованной теоремой Куна–Таккера в задаче на
условный экстремум (P 0

p,r ), так как составляющие его соотношения «структурно устрое-
ны» так же, как и соотношения соответствующей недифференциальной модифицирован-
ной теоремы Куна–Таккера [12, теорема 2.1] в этой задаче.

2. Метод возмущений и регуляризованная теорема Куна–Таккера

Наличие параметров (p, r) в ограничениях задачи (P 0
p,r ) означает, что в статье имеется

условие применения так называемого метода возмущений (о методе возмущений в случае
выпуклой задачи на условный экстремум см. в [1, п. 3.3.2]). Его применение в случае
нелинейной задачи (P 0

p,r ) начнем с формулировки вспомогательной эквивалентной задачи
с операторным ограничением-равенством.

2.1. Эквивалентная задача с операторным ограничением-равенством и ее
МФЛ. Следуя хорошо известному приему (см., например, [17, с. 165]), наряду с задачей
на условный экстремум (Pp,r ) с ограничениями типа равенства и неравенства рассмот-
рим вспомогательную эквивалентную задачу с операторным ограничением-равенством
(в [17, с. 165] этот прием применялся в случае разрешимой задачи на условный экстремум).
Для этого заметим, что задача (Pp,r ) эквивалентна задаче

(P̃p,r) f(z)→ inf, g(z) = p, h(z) + y = r, z ∈ D ⊂ Z, y ∈ Rm
+

в том смысле, что функции значений задач (Pp,r ) и ( P̃p,r ) совпадают, а последователь-
ность zi ∈ D, i = 1, 2, . . . , является ОМП в задаче (Pp,r ) тогда и только тогда, когда
для некоторой сходящейся к нулю последовательности ξi ∈ Rm

+ , i = 1, 2, . . . , последо-
вательность (zi,−(h(zi) − r − ξi)), i = 1, 2, . . . , является таковой, т. е. ОМП, в задаче
( P̃p,r ).

Определим формально модифицированную функцию Лагранжа (МФЛ) в смысле
[17, с. 165] для задачи ( P̃p,r )

L̃cp,r(z, y, λ, µ) ≡ f(z) + 〈λ, g(z)− p〉+ 〈µ, h(z) + y − r〉+
c

2
‖g(z)− p‖2 +

c

2
|h(z) + y − r|2,

z ∈ D, y ∈ Rm
+ , c ≥ 0.
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Определим далее формально и соответствующую модифицированную двойственную за-
дачу для задачи ( P̃p,r )

Ṽ c
p,r(λ, µ) ≡ inf

(z,y)∈D×Rm+
L̃cp,r(z, y, λ, µ)→ sup, (λ, µ) ∈ H × Rm. (2.1)

Функция Ṽ c
p,r(·, ·) в силу равенства

inf
(z,y)∈D×Rm+

L̃cp,r(z, y, λ, µ) = inf
z∈D

min
y∈Rm+

L̃cp,r(z, y, λ, µ),

справедливого благодаря тому, что L̃cp,r достигает минимума при каждых z, λ, µ (как
сильно выпуклая по y функция на выпуклом замкнутом множестве Rm

+ ), приобретает
вид

Ṽ c
p,r(λ, µ) = inf

z∈D
min
y∈Rm+

L̃cp,r(z, y, λ, µ)

= inf
z∈D

(f(z) + 〈λ, g(z)− p〉+
c

2
‖g(z)− p‖2 + min

y∈Rm+
(〈µ, h(z) + y − r〉+

c

2
|h(z) + y − r|2))

= inf
z∈D

(f(z) + 〈λ, g(z)− p〉+ c

2
‖g(z)− p‖2 +

m∑
i=1

min
yi∈R1

+

((µi, hi(z) + yi− ri) +
c

2
(hi(z) + yi− ri)2))

≡ inf
z∈D

Lcp,r(z, λ, µ),

где принято обозначение

Lcp,r(z, λ, µ)

≡ f(z) + 〈λ, g(z)− p〉+
c

2
‖g(z)− p‖2 +

m∑
i=1

min
yi∈R1

+

((µi, hi(z) + yi − ri) +
c

2
(hi(z) + yi − ri)2).

Определенная таким образом функция Lcp,r совпадает по своей конструкции с известной
МФЛ для исходной задачи с ограничениями типа равенства и неравенства (Pp,r ) (подроб-
ности см. в [17, с. 167]). При этом, как известно, [17, с. 167]) справедливо равенство

Lcp,r(z, λ, µ) = f(z) + 〈λ, g(z)− p〉+ c

2
‖g(z)− p‖2 +

1

2c

m∑
i=1

{[max{0, µi + c(hi(z)− ri)}]2 − µ2
i },

z ∈ D, (λ, µ) ∈ H × Rm, c > 0.

2.2. Проксимальный субградиент, его «плотность», МФЛ, модифицирован-
ная двойственная задача, обобщенный вектор Куна–Таккера. В данном разде-
ле мы получим конструкцию МФЛ на основе свойств обобщенной субдифференцируемо-
сти нелинейной полунепрерывной снизу функции значений β задачи (Pp,r ), после чего
вновь определим модифицированную двойственную задачу и определим обобщенный век-
тор Куна–Таккера исходной задачи (Pp,r ).

2.2.1. Проксимальный субградиент полунепрерывной снизу функции в гиль-
бертовом пространстве. Для получения естественным путем конструкции МФЛ в си-
лу свойств субдифференцируемости β нам понадобится важное понятие проксимальной
нормали к замкнутому множеству и соответствующее понятие проксимального субгра-
диента полунепрерывной снизу функции в гильбертовом пространстве (см., например,
[15, раздел 4A]).
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О п р е д е л е н и е 2.1. ( а ) Пусть H — гильбертово пространство, S ⊂ H — за-
мкнутое множество, s̄ ∈ S. Вектор ζ ∈ H называется проксимальной нормалью к мно-
жеству S в точке s̄ ∈ S, если существует постоянная M > 0 такая, что

〈ζ, s− s̄〉 ≤M‖s− s̄‖2 ∀ s ∈ S. (2.2)

Множество всех таких векторов ζ, представляющее собой конус, обозначим через N̂S(s̄)

и назовем проксимальным нормальным конусом.
( б ) Пусть f : H → R1 ∪ {+∞} полунепрерывная снизу функция и x̄ ∈ dom f.

Вектор ζ ∈ H называется проксимальным субградиентом функции f в точке x̄, если
(ζ,−1) ∈ N̂epi f (x̄, f(x̄)). Множество всех таких векторов ζ обозначим через ∂Pf(x̄) и
назовем проксимальным субградиентом f в точке x̄.

З а м е ч а н и е 2.1. Неравенство (2.2) эквивалентно (см., например, лемму 3C.2 в
[15]) включению s̄ ∈ PrS(s̄+ 1

2M
ζ). Другими словами, ζ есть проксимальная нормаль к

S в s̄ тогда и только тогда, когда s̄ есть ближайшая в S точка к некоторой точке вида
s̄+ tζ, t > 0.

Справедлива (см., например, [15, утверждение 4A.3])

Лемма 2.1. Пусть H — гильбертово пространство, f : H → R1 ∪ {+∞} — по-
лунепрерывная снизу функция и x̄ ∈ dom f. Вектор ζ ∈ H является проксимальным
субградиентом функции f в точке x̄, т. е. ζ ∈ ∂Pf(x), тогда и только тогда, когда
существуют постоянные R > 0 и δ > 0 такие, что

f(x̄)− 〈ζ, x̄〉 ≤ f(x)− 〈ζ, x〉+R‖x− x̄‖2 ∀x ∈ Sδ(x̄) ≡ {x′ ∈ H : ‖x′ − x̄‖ < δ}.

2.2.2. «Плотность» проксимального субградиента. Подчеркнем, что важнейшим
характеристическим свойством полунепрерывных снизу функций в гильбертовом про-
странстве является то, что множество тех точек, в которых функция имеет проксимальный
субградиент, является достаточно богатым. Справедлива следующая [16, гл. 1, теорема 3.1]

Лемма 2.2. Пусть в гильбертовом пространстве H задана полунепрерывная снизу
функция f. Тогда множество {x ∈ H : ∂Pf(x) 6= ∅} всюду плотно в dom f.

2.2.3. Неположительность второй компоненты проксимального субградиен-
та функции значений. Вернемся далее к рассмотрению полунепрерывной снизу функ-
ции значений β : H×Rm → R1∪{+∞} в задачах (Pp,r ) и ( P̃p,r ), напомнив одновременно,
что в качестве множества допустимых элементов используется множество D. Введем обо-
значение: Sδ(p, r) ≡ {(p′, r′) ∈ H × Rm : ‖(p′, r′)− (p, r)‖ < δ}.

Если точка (p, r) ∈ dom β такова, что ∂Pβ(p, r) 6= ∅ и ζ ∈ ∂Pβ(p, r), то из леммы 2.1
следует, что существуют постоянные R > 0 и δ > 0 (зависящие от точки (p, r) и элемента
ζ ≡ (ζp, ζr), ζp ∈ H, ζr ∈ Rm ) такие, что

β(p, r)− 〈ζ, (p, r)〉 ≤ β(p′, r′)− 〈ζ, (p′, r′)〉+R‖p′ − p‖2 +R|r− r′|2 ∀ (p′, r′) ∈ Sδ(p, r). (2.3)

Так как функция β является функцией значений в задаче с ограничениями типа равен-
ства и неравенства (Pp,r ), то можно показать, что компонента ζr ≡ (ζr,1, . . . , ζr,m) элемента
ζ является вектором из Rm с неположительными компонентами: ζr,i ≤ 0, i = 1, . . . ,m.

Действительно, справедлива
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Лемма 2.3. Вектор ζr при сформулированных условиях неположителен.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Итак, пусть zi, i = 1, 2, . . . , — ОМП в задаче (Pp,r), т. е.
f(zi) ≤ β(p, r) + εi, zi ∈ Dεip,r, i = 1, 2, . . . , εi → 0, i → ∞, где Dεp,r ≡ {z ∈ D :

‖g(z) − p‖ ≤ ε, hj(z) ≤ rj + ε, j = 1, . . . ,m}, ε ≥ 0. Предполагая, что в задаче (Pp,r )
выполняется условие непустоты проксимального субградиента ∂Pβ(p, r) 6= ∅ с вектором
ζ ≡ (ζp, ζr) ∈ ∂Pβ(p, r) и применяя лемму 2.1, можем утверждать, что существуют посто-
янные R > 0 и δ > 0 (зависящие от точки (p, r) и элемента ζ ) такие, что

β(p, r)− 〈ζp, p〉 − 〈ζr, r〉 ≤ β(p′, r′)− 〈ζp, p′〉 − 〈ζr, r′〉+R‖p′ − p‖2 +R|r′ − r|2

∀ (p′, r′) ∈ Sδ(p, r) ≡ {(p′, r′) ∈ H × Rm : ‖(p′, r′)− (p, r)‖ < δ}.
(2.4)

Прежде всего заметим, что последовательность zi, i = 1, 2, . . . является минимизирующей
в том же смысле (в смысле ОМП) в вспомогательной расширенной задаче с δ̄ < δ

f(z)− 〈ζp, p′〉 − 〈ζr, r′〉+R‖p′ − p‖2 +R|r′ − r|2 → inf, (z, p′, r′) ∈ D × S δ̄(p, r),

g(z) = p′, h(z) ≤ r′,
(2.5)

так как последовательность (zi, p, r), i = 1, 2, . . . удовлетворяет неравенствам

f(zi)− 〈ζp, p〉 − 〈ζr, r〉 ≤ β(p, r)− 〈ζp, p〉 − 〈ζr, r〉+ εi,

‖g(zi)− p‖ ≤ εi, hj(z
i)− rj ≤ εi, j = 1, . . . ,m,

(2.6)

а обобщенная нижняя грань β̃ в задаче (2.5) равна β̃ = β(p, r) − 〈ζp, p〉 − 〈ζr, r〉 ≡ α.

Покажем это. Во-первых, так как последовательность (zi, p, r), i = 1, 2, . . . удовлетворяет
соотношениям (2.6), то β̃ ≤ β(p, r)−〈ζp, p〉− 〈ζr, r〉. Предположим, во-вторых, что β̃ < α.

Это значит, что существует последовательность (z̄s, ps, rs) ∈ D × S δ̄(p, r) такая, что

f(z̄s)− 〈ζp, ps〉 − 〈ζr, rs〉+R‖ps − p‖2 +R|rs − r|2 ≤ α− κ, s = 1, 2, . . . , κ > 0,

‖g(z̄s)− ps‖ ≤ εs, hj(z̄
s)− rsj ≤ εs, j = 1, . . . ,m, εs → 0, s→∞.

(2.7)

В силу ограниченности D и замкнутости шара S δ̄(p, r), а также компактности образа
оператора g и сходимости ‖g(z̄s) − ps‖ → 0, s → ∞, можно без ограничения общно-
сти считать, что (ps, rs) → (p̄, r̄) ∈ S δ̄(p, r), s → ∞. Тогда, применяя эти предельные
соотношения в (2.7), можем записать, что

f(z̄s)− 〈ζp, p̄〉 − 〈ζr, r̄〉+R‖p̄− p‖2 +R|r̄ − r|2 ≤ α− κ+ ε̄s, s = 1, 2, . . . ,

‖g(z̄s)− p̄‖ ≤ ε̄s, hj(z̄
s)− r̄j ≤ ε̄s, j = 1, . . . ,m, ε̄s → 0, s→∞.

Последние соотношения, с учетом определения обобщенной нижней грани, означают, что
выполняется неравенство

β(p̄, r̄)− 〈ζp, p̄〉 − 〈ζr, r̄〉+R‖p̄− p‖2 +R|r̄ − r|2 ≤ α− κ,

которое находится в противоречии с неравенством (2.4). Таким образом, равенство β̃ = α

доказано.



О РЕГУЛЯРИЗАЦИИ НЕДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ТЕОРЕМЫ КУНА–ТАККЕРА 361

Далее, так как β̃ = lim
ε→0

β̃ε, а

β̃ε ≡ inf
(z,p′,r′)∈D×Sδ̄(p,r):

‖g(z)−p′‖≤ε, hj(z)−r′j≤ε, j=1,...,m

f(z)− 〈ζp, p′〉 − 〈ζr, r′〉+R‖p′ − p‖2 +R|r′ − r|2,

то можно утверждать, что для элементов минимизирующей последовательности (zi, p, r),

i = 1, 2, . . . в задаче (2.5) выполняются соотношения

f(zi)− 〈ζp, p〉 − 〈ζr, r〉

≤ inf
(z,p′,r′)∈D×Sδ̄(p,r):

‖g(z)−p′‖≤ε̂i, hj(z)−r′j≤ε̂i, j=1,...,m

f(z)− 〈ζp, p′〉 − 〈ζr, r′〉+R‖p′ − p‖2 +R|r′ − r|2 + ε̂i

при ε̂i → 0, i → ∞. Применяя в силу последнего неравенства к непрерывному на пол-
ном метрическом пространстве

{
(z, p′, r′) ∈ D × S δ̄(p, r) : ‖g(z) − p′‖ ≤ ε̂i, hj(z) − r′j ≤

ε̂i, j = 1, . . . ,m
}
, функционалу f(z)−〈ζp, p′〉−〈ζr, r′〉+R‖p′−p‖2 +R|r′−r|2, (z, p′, r′) ∈

D×S δ̄(p, r) вариационный принцип Экланда (см. [22]), получаем последовательность эле-
ментов

(zi,1, pi, ri) ∈ {(z, p′, r′) ∈ D × S δ̄(p, r) : ‖g(z)− p′‖ ≤ ε̂i, hj(z)− r′j ≤ ε̂i, j = 1, . . . ,m},

i = 1, 2, . . . , такую, что

ρ(zi, zi,1) + ‖p− pi‖+ |r − ri| ≤
√
ε̂i (2.8)

и каждая тройка (zi,1, pi, ri) является решением задачи

f(z)−〈ζp, p′〉−〈ζr, r′〉+R‖p′−p‖2+R|r′− r|2+
√
ε̂i(ρ(z, zi,1)+‖p′−pi‖+|r′−ri|)→min,

(z, p′, r′) ∈ D × S δ̄(p, r), ‖g(z)− p′‖ ≤ ε̂i, hj(z)− r′j ≤ ε̂i, j = 1, . . . ,m.
(2.9)

Подставим в задачу (2.9) оптимальные значения z = zi,1, p′ = pi. Тогда задача (2.9)
примет вид конечномерной задачи выпуклого программирования с m ограничениями-
неравенствами (в силу (2.8) можно считать, что |ri − r| < δ̄ )

− 〈ζr, r′〉+R|r′ − r|2 +
√
ε̂i|r′ − ri| → min, hj(z

i,1)− r′j ≤ ε̂i, j = 1, . . . ,m, (2.10)

решением которой является точка ri. В задаче (2.10) может быть применена субдиф-
ференциальная теорема Куна–Таккера [1, с. 262], после записи субдифференциального
равенства которой можно перейти в нем к пределу при i → ∞ ( ri → r, ε̂i → 0, i → ∞ ).
Тогда, как результат, окончательно получаем существование вектора множителей Лагран-
жа µj ≥ 0, j = 1, . . . ,m такого, что выполняется равенство −ζr = µ, где µ = (µ1, . . . , µm).

Одновременно, записывая соотношение дополняющей нежесткости при каждом i и ис-
пользуя предельное соотношение zi− zi,1 → 0, i→∞, получаем предельное соотношение
µj(hj(z

i)−rj)→ 0, i→∞. Таким образом, компонента ζr неположительна и выполняется
предельное соотношение ζr,j(hj(z

i)− rj)→ 0, i→∞, т. е. лемма доказана.
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2.2.4. Конструкция МФЛ в эквивалентной задаче с операторным ограниче-
нием-равенством как следствие «нелинейной» субдифференцируемости функ-
ции значений. Благодаря ограниченности множества D функция β ограничена на мно-
жестве dom β. Поэтому в силу неравенства (2.3) можем записать для некоторой постоян-
ной c = c(p, r, ζ) > 0

β(p, r)−〈ζ, (p, r)〉 ≤ β(p′, r′)−〈ζ, (p′, r′)〉+ c

2
‖p′− p‖2 +

c

2
|r′− r|2 ∀ (p′, r′) ∈ H ×Rm (2.11)

или
β(p, r)− 〈ζ, (p, r)〉 < β(p′, r′)− 〈ζ, (p′, r′)〉+

ĉ

2
‖p′ − p‖2 +

ĉ

2
|r′ − r|2

∀ (p′, r′) ∈ H × Rm, (p′, r′) 6= (p, r), ĉ > c,

откуда в силу строгого неравенства ĉ > c и полунепрерывности снизу функции значений
β следует, что минимизирующей последовательностью в задаче минимизации

β(p′, r′)− 〈ζ, (p′, r′)〉+
ĉ

2
‖p′ − p‖2 +

ĉ

2
|r′ − r|2 → inf, (p′, r′) ∈ H × Rm

является лишь любая последовательность (pk, rk), k = 1, 2, . . . , сходящаяся к точке (p, r)

такая, что β(pk, rk)→ β(p, r), k →∞, и никакая другая последовательность. Отсюда сле-
дует, что в задаче минимизации МФЛ, конструкция которой возникает здесь естественным
образом как следствие дифференциальных свойств функции значений β, применительно
к эквивалентной задаче с операторным ограничением-равенством, в точке (p, r),

f(z) + 〈−ζp, g(z)− p〉+ 〈−ζr, h(z) + y − r〉+
ĉ

2
‖g(z)− p‖2 +

ĉ

2
|h(z) + y − r|2

≡ Lĉp,r(z, y,−ζp,−ζr)→ inf, z ∈ D, y ∈ Rm
+

(2.12)

минимизирующей является лишь последовательность (zk, yk), k = 1, 2, . . . такая, что
f(zk)→ β(p, r), g(zk)→ p, h(zk)+yk → r, k →∞ и никакая другая последовательность.
При этом справедливо равенство

inf
(z,y)∈D×Rm+

Lĉp,r(z, y,−ζp,−ζr) = β(p, r). (2.13)

Действительно, пусть z̄k, ȳk, k = 1, 2, . . . , — минимизирующая последовательность в за-
даче минимизации (2.12). Тогда благодаря ограниченности D, ограниченности значений
функции f, компактности области значений оператора g и непрерывности h без огра-
ничения общности считаем, что f(z̄k) → f̄ , g(z̄k) → p̄, h(z̄k) + ȳk → r̄, k → ∞, где
f̄ ∈ R1, p̄ ∈ H, r̄ ∈ Rm — некоторые элементы. Тогда рассмотрим два возможных случая.

Во-первых, если (p̄, r̄) = (p, r), но f̄ 6= β(p, r), то в силу последних предельных соот-
ношений, с учетом определения величины β(p, r), можем записать

f(z̄k)+ 〈−ζp, g(z̄k)−p〉+ 〈−ζr, h(z̄k)+ ȳk−r〉+ ĉ

2
‖g(z̄k)−p‖2+

ĉ

2
|h(z̄k)+ ȳk−r|2→ f̄ > β(p, r).

Если же, во-вторых, (p, r) 6= (p̄, r̄), то в силу тех же предельных соотношений, опре-
деления обобщенной нижней грани β(p̄, r̄) и соотношений (2.11), с учетом строгого нера-
венства ĉ > c, можем записать одновременно: f̄ ≥ β(p̄, r̄),

f(z̄k) + 〈−ζp, g(z̄k)− p〉+ 〈−ζr, h(z̄k) + ȳk − r〉+
ĉ

2
‖g(z̄k)− p‖2 +

ĉ

2
|h(z̄k) + ȳk − r|2
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→ f̄ + 〈−ζp, p̄− p〉+ 〈−ζr, r̄ − r〉+
ĉ

2
‖p̄− p‖2 +

ĉ

2
|r̄ − r|2

≥ β(p̄, r̄) + 〈−ζp, p̄− p〉+ 〈−ζr, r̄ − r〉+
ĉ

2
‖p̄− p‖2 +

ĉ

2
|r̄ − r|2 > β(p, r).

Полученные в обоих случаях строгие неравенства вступают в противоречие c предполо-
жением о том, что последовательность (z̄k, ȳk), k = 1, 2, . . . — минимизирующая, так как
для последовательности (zk, yk), k = 1, 2, . . . указанного выше вида мы можем записать

f(zk) + 〈−ζp, g(zk)− p〉+ 〈−ζr, h(zk) + yk − r〉+ ĉ

2
‖g(zk)− p‖2 +

ĉ

2
|h(zk) + yk − r|2 → β(p, r).

Одновременно, если для некоторых ζ = (ζp, ζr) ∈ H×Rm, ĉ > 0 выполняется равенство
(2.13), то выполняется и неравенство (2.11) при c = ĉ, а следовательно, и неравенство
(2.3) при R = ĉ/2 и любом δ > 0, т. е. ζ = (ζp, ζr) ∈ ∂Pβ(p, r). Покажем это. Перепишем
равенство (2.13) в виде

β(p, r) + 〈−ζp, p〉+ 〈−ζr, r〉 ≤ f(z) + 〈−ζp, g(z)〉+ 〈−ζr, h(z) + y〉

+
ĉ

2
‖g(z)− p‖2 +

ĉ

2
|h(z) + y − r|2 ∀ z ∈ D, y ∈ Rm

+ .
(2.14)

Пусть z̄k ∈ D, yk ∈ Rm
+ , k = 1, 2, . . . , — такие произвольные последовательности, (p̄, r̄) ∈

dom β — такая произвольная точка, что f(z̄k) → β(p̄, r̄), g(z̄k) → p̄, h(z̄k) + yk → r̄,

k →∞. Тогда с учетом неравенства (2.14) получаем

β(p, r)− 〈ζp, p〉 − 〈ζr, r〉 ≤ β(p̄, r̄)− 〈ζp, p̄〉 − 〈ζr, r̄〉+
ĉ

2
‖p̄− p‖2 +

ĉ

2
|r̄ − r|2,

т. е., действительно, неравенство (2.11) выполняется.
Итак, из последних рассуждений можно вывести, в частности, следующее утверждение

о том, что минимизирующая МФЛ вспомогательной задачи последовательность является
ОМП в той же вспомогательной задаче на условный экстремум.

П р е д л о ж е н и е 2.1. Если (p, r) ∈ dom β такая точка, что ∂Pβ(p, r) 6= ∅, то
при любом фиксированном ζ = (ζp, ζr) ∈ ∂Pβ(p, r) и при любом ĉ > c = c(p, r, ζ), где
c = c(p, r, ζ) — определенный выше в неравенстве (2.11) штрафной коэффициент, в за-
даче минимизации МФЛ (2.12) минимизирующей является лишь последовательность
(zk, yk), k = 1, 2, . . . такая, что f(zk) → β(p, r), g(zk) → p, h(zk) + yk → r, k → ∞ и
никакая другая последовательность.

2.2.5. Модифицированная двойственная задача. Определим, в свою очередь, в
силу (2.12), и модифицированную двойственную задачу по отношению к задаче (P δ

p,r )

Ṽ c,δ
p,r (λ, µ)→ sup, λ ∈ H, µ ∈ Rm

+ , Ṽ c,δ
p,r (λ, µ) ≡ inf

(z,y)∈D×Rm+
L̃c,δp,r(z, y, λ, µ),

которая формально совпадает с введенной ранее в разделе 2.1 по аналогии с хорошо из-
вестными публикациями по методу множителей Лагранжа в задачах условной миними-
зации (см., например, [17, с. 167]) одноименной задачей (2.1)). Однако, принципиальное
отличие от [17] заключается в том, что, во-первых, здесь рассматривается на базе иного
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теоретического аппарата существенно более общая задача и, во-вторых, в основе обосно-
вания указанной модифицированной двойственной задачи лежит предположение непусто-
ты проксимального субградиента ∂Pβ(p, r). Подчеркнем, что неравенство µ ≥ 0 в этом
определении модифицированной двойственной задачи является следствием полученного
в лемме 2.3 неравенства ζr ≤ 0.

Здесь, как показано в разделе 2.1 (для L̃cp,r ),

Ṽ c,δ
p,r (λ, µ) = inf

z∈D
min
y∈Rm+

L̃c,δp,r(z, y, λ, µ) ≡ inf
z∈D

Lc,δp,r(z, λ, µ), (2.15)

где

Lc,δp,r(z, λ, µ)

≡ f δ(z) + 〈λ, gδ(z)− p〉+
c

2
‖gδ(z)− p‖2

+
m∑
i=1

min
yi∈R1

+

((µi, h
δ
i (z) + yi − ri) +

c

2
(hδi (z) + yi − ri)2)

= f δ(z) + 〈λ, gδ(z)− p〉+
c

2
‖gδ(z)− p‖2 (2.16)

+
m∑
i=1

((µi, h
δ
i (z) + max{0,−µi/c− (hδi (z)− ri)} − ri)

+
c

2
(hδi (z) + max{0,−µi/c− (hδi (z)− ri)} − ri)2)

= L̃c,δp,r(z, y
δ[z], λ, µ),

yδ[z] ≡
(

max{0,−µ1/c− (hδ1(z)− r1)}, . . . , max{0,−µm/c− (hδm(z)− rm)}
)
.

Напомним, что, как известно [17, с. 167]) и как уже отмечено выше в разделе 2.1,
справедливо равенство

Lc,δp,r(z, λ, µ)

= f δ(z) + 〈λ, gδ(z)− p〉+
c

2
‖gδ(z)− p‖2

+
1

2c

m∑
i=1

{[max{0, µi + c(hδi (z)− ri)}]2 − µ2
i } (2.17)

= f δ(z) + 〈λ, gδ(z)− p〉+
c

2
‖gδ(z)− p‖2

+
c

2

m∑
i=1

{[max{−µi/c, (hδi (z)− ri)}+ µi/c]
2 − (µi/c)

2},

z ∈ D, (λ, µ) ∈ H × Rm
+ , c > 0.

В силу равенств (2.15), (2.16), (2.17) любая минимизирующая в задаче Lc,δp,r(z, λ, µ) →
inf, z ∈ D последовательность zk, k = 1, 2, . . . , является в паре с последовательностью
yδ[zk] ≡

(
max{0,−µ1/c− (hδ1(zk)− r1)}, . . . , max{0,−µm/c− (hδm(z)− rm)}

)
, k = 1, 2, . . . ,

минимизирующей в задаче

L̃c,δp,r(z, y, λ, µ)→ inf, (z, y) ∈ D × Rm
+ ,
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так как

L̃c,δp,r(z
k, yδ[zk], λ, µ)→ inf

(z,y)∈D×Rm+
L̃c,δp,r(z, y, λ, µ) = inf

z∈D
Lc,δp,r(z, λ, µ), k →∞.

Условия на исходные данные задачи (P 0
p,r ) таковы, что функция Ṽ c,δ

p,r при δ ∈ [0, δ0]

является определенной (конечной) при любом c > 0 для любой точки (λ, µ) ∈ H × Rm и
выполняется оценка

|Ṽ c,δ
p,r (λ, µ)− Ṽ c,0

p,r (λ, µ)| ≤ Cδ(1 + ‖λ‖+ |µ|+ c) ∀λ ∈ H, µ ∈ Rm, (2.18)

где C > 0 — некоторая постоянная, зависящая при фиксированных (p, r) ∈ H×Rm лишь
от sup

z∈D
‖z‖. Заметим, что при вполне очевидном доказательстве неравенства (2.18) удобно

принять во внимание, что справедлива оценка

| 1
2c
{[max{0, µi + c(hδi (z)− ri)}]2 − µ2

i } −
1

2c
{[max{0, µi + c(h0

i (z)− ri)}]2 − µ2
i }|

=
1

2c
|[max{0, µi + c(hδi (z)− ri)]2 − [max{0, µi + c(h0

i (z)− ri)}]2|

=
1

2c
(max{0, µi + c(hδi (z)− ri)} −max{0, µi + c(h0

i (z)− ri)})

×(max{0, µi + c(hδi (z)− ri)}+ max{0, µi + c(h0
i (z)− ri)})

≤ 1

2c
c|hδi (z)− h0

i (z)| × (2|µi|+ c|hδi (z)− ri|+ c|h0
i (z)− ri|) ≤ C1δ(1 + |µi|+ c),

где C1 > 0 при фиксированной паре (p, r) ∈ H × Rm зависит лишь от sup
z∈D
‖z‖.

2.2.6. Обобщенный вектор Куна–Таккера. Укажем прежде всего на важные для
дальнейшего обстоятельства, вытекающие из результатов предыдущего раздела (см. за-
дачу (2.12)). Возможны две и только две ситуации для исходной задачи (P 0

p,r ):
A) в задаче существует вектор Куна–Таккера в следующем обобщенном смысле: су-

ществует вектор (λ, µ) ∈ H × Rm
+ , такой, что

β(p, r) ≤ inf
z∈D

Lc,0p,r(z, λ, µ) = inf
(z,y)∈D×Rm+

L̃c,0p,r(z, y, λ, µ) (2.19)

для некотором c > 0 ; при этом следствием неравенства (2.19) является неравенство (2.11)
с ζ ≡ (ζp, ζr) = (−λ,−µ), т. е. (−λ,−µ) ∈ ∂Pβ(p, r) ;

Б) в задаче не существует вектора Куна–Таккера в указанном смысле.
Существование вектора Куна–Таккера в указанном (обобщенном) смысле, как показа-

но в [13], эквивалентно тому, что целевая функция Ṽ c,0
p,r (λ, µ), (λ, µ) ∈ H × Rm, модифи-

цированной двойственной задачи

Ṽ c,0
p,r (λ, µ)→ sup, (λ, µ) ∈ H × Rm

+

достигает значения β(p, r) в некоторой точке (λ0, µ0) ∈ H × Rm
+ .

Одновременно напомним, что благодаря примененным при получении равенства (2.13)
рассуждениям, можно утверждать: любой элемент ζ = (ζp, ζr) ∈ ∂Pβ(p, r), взятый с об-
ратным знаком, т. е. элемент (−ζp,−ζr), представляет собою обобщенный вектор Куна–
Таккера. И, наоборот, любой такой обобщенный вектор Куна–Таккера, взятый с обратным
знаком, является элементом проксимального субградиента ∂Pβ(p, r).
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2.3. Двойственная регуляризация для решения нелинейной регулярной зада-
чи на условный экстремум. С целью конструирования ОМП в исходной задаче (P 0

p,r )
организуем далее устойчивую процедуру поиска максимума в задаче максимизации при
каждом фиксированном (достаточно большом) c > 0

Rc,δ,α
p,r (λ, µ)→ max, (λ, µ) ∈ H × Rm

+ (2.20)

сильно вогнутого функционала Rc,δ,α
p,r (λ, µ) ≡ Ṽ c,δ

p,r (λ, µ) − α‖λ‖2 − α|µ|2, (λ, µ) ∈ H × Rm
+ ,

δ ≥ 0. Обозначим через (λδ,αp,r,c, µ
δ,α
p,r,c) единственную в H × Rm

+ точку, дающую на этом
множестве максимум функционалу Rc,δ,α

p,r (она, очевидно, существует). Покажем, что при
условии согласования

δ

α(δ)
→ 0, δ → 0, α(δ)→ 0 (2.21)

регуляризованный процесс поиска максимума в модифицированной двойственной задаче
(2.20) конструктивно порождает ОМП zi ∈ D, i = 1, 2, . . . в задаче (P 0

p,r ), т. е.

f 0(zi)→ β(p, r), zi ∈ D0,εi

p,r , εi → 0, i→∞.

При этом в случае А) величина c может быть взята равной любому фиксированному
достаточно большому (ниже уточняется какому) положительному числу. В случае же Б)
штрафной коэффициент c необходимо, вообще говоря, стремить к +∞. В данной статье
этот случай не рассматривается.

Случай А). Итак, предполагаем, что задача (P 0
p,r ) обладает вектором Куна–Таккера

в указанном обобщенном смысле с некоторой постоянной c > 0 и рассматриваем задачу
(2.20) при указанном c > 0. Прежде всего, подчеркнем еще раз, что если задача (P 0

p,r )
обладает вектором Куна–Таккера в указанном обобщенном смысле А), то в соответствии
со сказанным выше любой такой вектор доставляет максимальное значение функции Ṽ c,0

p,r

на H ×Rm
+ , равное β(p, r) и, наоборот, любой вектор доставляющий максимум функции

Ṽ c,0
p,r , равный β(p, r), в этом случае является вектором Куна–Таккера задачи (P 0

p,r ). За-
мкнутое выпуклое множество всех таких точек максимума (λ, µ) обозначим через Kp,r,c.

2.3.1. Минимизирующие последовательности в задаче минимизации невоз-
мущенной МФЛ являются ОМП в исходной задаче (P 0

p,r ). Так как (−λ,−µ) ∈
∂Pβ(p, r) и выполняется неравенство (2.11) с ζ ≡ (ζp, ζr) = (−λ,−µ) для любого векто-
ра Куна–Таккера (λ, µ) ∈ Kp,r,c, то в силу предложения 2.1 при любом ĉ > c в задаче
минимизации (см. задачу (2.12))

L̃ĉ,0p,r(z, y, λ, µ)→ inf, (z, y) ∈ D × Rm
+ (2.22)

минимизирующей является лишь последовательность (zk, yk), k = 1, 2, . . . такая, что
f 0(zk) → β(p, r), g0(zk) → p, h0(zk) + yk → r, k → ∞ и никакая другая последователь-
ность. По этой причине, в силу второго равенства в (2.17), минимизирующей последова-
тельностью в задаче минимизации

Lĉ,0p,r(z, λ, µ)→ inf, z ∈ D (2.23)

при (λ, µ) ∈ Kp,r,c может быть лишь последовательность zk ∈ D, k = 1, 2, . . . , для
которой одновременно справедливы предельные соотношения

f 0(zk)→ β(p, r), g0(zk)→ p,
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ĉ

2
{[max{−µi/ĉ, (h0

i (z
k)− ri)}+ µi/ĉ]

2 − (µi/ĉ)
2} → 0, i = 1, . . . ,m, k →∞

и никакая другая последовательность zk ∈ D, k = 1, 2, . . . . В противном случае по-
следовательность (zk, yk) ≡ (zk, y0[zk]), k = 1, 2, . . . , с y0[zk] ≡ (y0

1[zk], . . . , y0
m[zk]) ≡(

max{0,−µ1/ĉ−(h0
1(zk)−r1)}, . . . , max{0,−µm/ĉ−(h0

m(zk)−rm)}
)
в силу равенств (см. ра-

венства (2.16) и (2.17))

ĉ

2
{[max{−µi/ĉ, (h0

i (z
k)− ri)}+ µi/ĉ]

2 − (µi/ĉ)
2}

= (µi, h
0
i (z) + max{0,−µi/ĉ− (h0

i (z)− ri)}− ri) +
ĉ

2
(h0

i (z) + max{0,−µi/ĉ− (h0
i (z)− ri)}− ri)2

= (µi, h
0
i (z) + y0

i [z
k]− ri) +

ĉ

2
(h0

i (z) + y0
i [z

k]− ri)2, i = 1, . . . ,m,

была бы той минимизирующей в задаче (2.22) последовательностью, для которой не вы-
полнялось бы хотя бы одно из трех предельных соотношений f 0(zk)→ β(p, r), g0(zk)→ p,

h0(zk) + yk → r, k →∞, что, как было сказано выше, невозможно. Итак, из проведенных
рассуждений вытекает следующее

П р е д л о ж е н и е 2.2. Если (λ, µ) ∈ Kp,r,c, то при κ > 0, во-первых, для любой
минимизирующей в задаче (2.23) последовательности zi ∈ D, i = 1, 2, . . . , справедливы
предельные соотношения

Lc+κ,0p,r (zi, λ, µ)→ β(p, r) = inf
z∈D

Lc+κ,0p,r (z, λ, µ), (2.24)

f 0(zi)→ β(p, r), g0(zi)− p→ 0, max{−µj/(c+ κ), h0
j(z

i)− rj} → 0, j = 1, . . . ,m, i→∞,

что, во-вторых, означает одновременно справедливость и предельных соотношений

f 0(zi)→ β(p, r), g0(zi)− p→ 0, max{0, h0
j(z

i)− rj} → 0, j = 1, . . . ,m, i→∞,

говорящих о том, что указанная последовательность zi ∈ D, i = 1, 2, . . . является
ОМП в задаче (P 0

p,r).

З а м е ч а н и е 2.2. Можно показать [13], что ∂Ṽ c+κ,0
p,r (λ, µ) = {0} при κ > 0, где

∂Ṽ c+κ,0
p,r (λ, µ) — супердифференциал (в смысле выпуклого анализа) вогнутой функции

Ṽ c+κ,0
p,r (·, ·) в точке (λ, µ) ∈ Kp,r,c.

2.3.2. Стабилизация по Тихонову модифицированной двойственной задачи.
В силу оценки (2.18), условия согласования (2.21) и теоремы о сходимости метода стаби-
лизации Тихонова (см., например, [2, гл. 9, §4, теорема 4]) можно утверждать, что спра-
ведливо следующее

П р е д л о ж е н и е 2.3. Если Kp,r,c 6= ∅, то

‖(λδ,α(δ)
p,r,c , µ

δ,α(δ)
p,r,c )− (λ0

p,r,c, µ
0
p,r,c)‖ → 0,

Ṽ c,0
p,r (λδ,α(δ)

p,r,c , µ
δ,α(δ)
p,r,c )→ Ṽ c,0

p,r (λ0
p,r,c, µ

0
p,r,c) = β(p, r), δ → 0,

(2.25)

где (λ0
p,r,c, µ

0
p,r,c) — минимальная по норме точка во множестве Kp,r,c.
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2.3.3. Построение конкретной ОМП. Пусть далее δs, s = 1, 2, . . . — произволь-
ная сходящаяся к нулю последовательность положительных чисел, а последовательность
zc,δ

s,i
κ , i = 1, 2, . . . , является минимизирующей для МФЛ Lc+κ,δ

s

p,r (z, λ
δs,α(δs)
p,r,c , µ

δs,α(δs)
p,r,c ),

z ∈ D, s = 1, 2, . . . , где κ > 0 не зависящая от s = 1, 2, . . . постоянная. Примем при
этом обозначение zc,δ

s,i
0 ≡ zc,δ

s,i при κ = 0. Тогда имеем при i→∞ неравенства

Lc+κ,δ
s

p,r (zc,δ
s,i

κ , λδ
s,α(δs)
p,r,c , µδ

s,α(δs)
p,r,c ) ≤ Ṽ c+κ,δs

p,r (λδ
s,α(δs)
p,r,c , µδ

s,α(δs)
p,r,c ) + εc,δ

s,i, i = 1, 2, . . . , εc,δ
s,i → 0.

Пусть εs > 0, s = 1, 2, . . . — заранее заданная сходящаяся к нулю последователь-
ность чисел. В силу ограниченности последовательности элементов (λ

δs,α(δs)
p,r,c , µ

δs,α(δs)
p,r,c ),

s = 1, 2, . . . , и оценок (1.2), (2.18), а также выбора подпоследовательности i(c, s),

s = 1, 2, . . . последовательности i = 1, 2, . . . такой, что εc,δ
s,i(c,s) ≤ εs → 0, s → ∞,

из последних неравенств выводим, что

Lc+κ,0p,r (zc,δ
s,i(c,s)

κ , λδ
s,α(δs)
p,r,c , µδ

s,α(δs)
p,r,c ) ≤ Ṽ c+κ,0

p,r (λδ
s,α(δs)
p,r,c , µδ

s,α(δs)
p,r,c ) + εs + γs, s = 1, 2, . . . ,

где γs → 0, s→∞.
В свою очередь из этой оценки в силу предельного соотношения (2.25) и непрерывно-

сти функционала Ṽ c,0
p,r (он является локально липшицевым на H × Rm как вогнутый и

ограниченный функционал на каждом ограниченном множестве в H × Rm [23, теорема
2.1]), получаем

Lc+κ,0p,r (zc,δ
s,i(c,s)

κ , λ0
p,r,c, µ

0
p,r,c) ≤ Ṽ c+κ,0

p,r (λ0
p,r,c, µ

0
p,r,c) + γ̃s, s = 1, 2, . . . , γ̃s → 0, s→∞.

Последнее неравенство говорит о том, что последовательность zsκ ≡ z
c,δs,i(c,s)
κ ,

s = 1, 2, . . . , является минимизирующей в задаче

Lc+κ,0p,r (z, λ0
p,r,c, µ

0
p,r,c)→ inf, z ∈ D,

но такой последовательностью в силу включения (λ0
p,r,c, µ

0
p,r,c) ∈ Kp,r,c, независимости

κ > 0 от s и предложения 2.2 может являться лишь последовательность с указанны-
ми выше свойствами (2.24). Таким образом, сконструированная выше последовательность
элементов zsκ ≡ z

c,δs,i(c,s)
κ , s = 1, 2, . . . будет минимизирующей в задаче (P 0

p,r ), т. е. пред-
ставлять собой ОМП в этой задаче, удовлетворяя при s→∞ предельным соотношениям

f 0(zsκ)→ β(p, r), g0(zsκ)−p→ 0, max{−µ0
p,r,c,j/(c+κ), h0

j(z
s
κ)−rj} → 0, j = 1, . . . ,m. (2.26)

Одновременно с предельными соотношениями (2.26) в силу первого предельного соот-
ношения (2.25) и ограниченности D справедливы и предельные соотношения

max{−µδ
s,α(δs)
p,r,c,j /(c+ κ), (h0

j(z
s
κ)− rj)} → 0, j = 1, . . . ,m, s→∞. (2.27)

Так как Ṽ c,0
p,r (λ

δs,α(δs)
p,r,c , µ

δs,α(δs)
p,r,c ) ≤ Ṽ c+κ,0

p,r (λ
δs,α(δs)
p,r,c , µ

δs,α(δs)
p,r,c ) (см. равенства (2.16), (2.17)),

то в дополнение к полученным соотношениям получаем, учитывая второе предельное соот-
ношение (2.25) и неравенство Ṽ c+κ,0

p,r (λ
δs,α(δs)
p,r,c , µ

δs,α(δs)
p,r,c ) ≤ β(p, r), и предельное соотношение

Ṽ c+κ,0
p,r (λδ

s,α(δs)
p,r,c , µδ

s,α(δs)
p,r,c )→ β(p, r), s→∞. (2.28)
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Итак, в общей ситуации для построения ОМП в задаче (P 0
p,r ) в случае А) требуется

в регуляризованном процессе максимизации модифицированной двойственной задачи ре-
шать задачу минимизации МФЛ при двух значениях штрафного коэффициента c : c и
c+ κ.

2.3.4. Частные случаи, когда κ = 0. В то же время, как показано в [13], во многих
важных частных случаях, когда известна дополнительная информация о дифференци-
альных свойствах функции значений β в конкретной точке (p, r) ∈ dom β, минимизиру-
ющей последовательностью в задаче (P 0

p,r ) будет построенная выше последовательность
zsκ ≡ z

c,δs,i(c,s)
κ , s = 1, 2, . . . при κ = 0 : zs0 ≡ zs, s = 1, 2, . . . . В частности, такими важны-

ми частными случаями являются следующие (подробности см. в [13]).
Штрафной коэффициент c не зависит от ζ ∈ ∂Pβ(p, r). Такой дополнительной

информацией может служить, например, информация о том, что для любого ζ = (ζp, ζr) ∈
∂Pβ(p, r) неравенство (2.11) выполняется с некоторым не зависящим от ζ штрафным
коэффициентом c = c(p, r). Последнее выполняется, например, тогда, когда множество
∂Pβ(p, r) является одноточечным.

Проксимальный субградиент содержит минимальный по норме элемент. Это
будет заведомо так, если, например, ∂Pβ(p, r) есть замкнутое множество.

2.3.5. Теорема «сходимости» метода двойственной регуляризации. Итак, мож-
но утверждать, что для процесса построения ОМП в задаче (P 0

p,r ) наиважнейшее значе-
ние имеет «качество» решения задачи минимизации МФЛ Lc,δp,r(z, λ

δ,α(δ)
p,r,c , µ

δ,α(δ)
p,r,c ), z ∈ D при

каждом δ > 0. Если такая минимизация может быть проведена с любой наперед заданной
точностью, то в задаче (P 0

p,r ) конструктивно указывается ОМП. Таким образом, с учетом
предельных соотношений (2.26), (2.27), (2.28) доказана следующая теорема, которую мож-
но трактовать как теорему «сходимости» метода двойственной регуляризации. Для более
компактной ее формулировки обозначим через Zc,κ,ε,δ

p,r [λ, µ] ⊂ D множество всех элемен-
тов z ∈ D, минимизирующих при κ ≥ 0 с точностью ε, МФЛ Lc+κ,δp,r (z, λ, µ), z ∈ D, т. е.
удовлетворяющих неравенству

Lc+κ,δp,r (z, λ, µ) ≤ inf
z∈D

Lc+κ,δp,r (z, λ, µ) + ε.

Теорема 2.1. Пусть δs, s = 1, 2, . . . – произвольная сходящаяся к нулю последова-
тельность положительных чисел. Тогда, если задача (P 0

p,r) обладает вектором Куна–
Таккера в указанном выше обобщенном смысле, то найдется достаточно большое c > 0

такое, что при κ > 0 справедливы предельные соотношения

f 0(zs)→ β(p, r), g0(zs)− p→ 0, max{0, h0
j(z

s)− rj} → 0, j = 1, . . . ,m,

max{−µδ
s,α(δs)
p,r,c,j /(c+ κ), (h0

j(z
s)− rj)} → 0, j = 1, . . . ,m, s→∞,

(λδ
s,α(δs)
p,r,c , µδ

s,α(δs)
p,r,c )→ (λ0

p,r,c, µ
0
p,r,c),

Ṽ c,0
p,r (λδ

s,α(δs)
p,r,c , µδ

s,α(δs)
p,r,c )→ β(p, r), Ṽ c+κ,0

p,r (λδ
s,α(δs)
p,r,c , µδ

s,α(δs)
p,r,c )→ β(p, r), s→∞,

где zs ∈ Zc,κ,εs,δs

p,r [λ
δs,α(δs)
p,r,c , µ

δs,α(δs)
p,r,c ] ⊂ D, s = 1, 2, . . . , εs → 0 при s → ∞, δs/α(δs) → 0

при s→∞, (λ0
p,r,c, µ

0
p,r,c) ∈ ∂Pβ(p, r) — минимальный по норме во множестве Kp,r,c

обобщенный вектор Куна–Таккера задачи (P 0
p,r). При этом, если функция значений β

обладает в точке (p, r) дополнительными дифференциальными свойствами, указанными
в разделе 2.3.4, то величину κ можно считать равной нулю.
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Таким образом, оператор Rp,r(·, ·, ·, δs), ставящий в соответствие каждому набору
исходных данных (f δ

s
, gδ

s
, hδ

s
), удовлетворяющих оценкам (1.2) при δ = δs, множество

Zc,κ,εs,δs

p,r [λ
δs,α(δs)
p,r,c , µ

δs,α(δs)
p,r,c ] ⊂ D, является ОМП-образующим в смысле определения 1.1 в

задаче (P 0
p,r).

2.4. Регуляризованная теорема Куна–Таккера в нелинейной регулярной за-
даче на условный экстремум. Сформулированное в теореме 2.1 утверждение можно
трансформировать в следующую регуляризованную теорему Куна–Таккера в недиффе-
ренциальной форме для нелинейной регулярной задачи (P 0

p,r ). Характерным свойством
этой теоремы является «устойчивость» по отношению к ошибкам исходных данных в том
смысле, что последовательность, о которой идет в ней речь, заведомо представляет со-
бою ОМП в задаче (P 0

p,r ). Ниже при формулировке теоремы используем обозначение
Zc,κ,ε,δ
p,r [λ, µ], введенное перед формулировкой теоремы 2.1.

Теорема 2.2. Пусть задача (P 0
p,r) обладает вектором Куна–Таккера в указанном

выше обобщенном смысле, δs, s = 1, 2, . . . — произвольная сходящаяся к нулю последо-
вательность положительных чисел. Тогда найдутся достаточно большое c > 0 и огра-
ниченная последовательность двойственных переменных (λs, µs) ∈ H ×Rm

+ , s = 1, 2, . . . ,

такие, что для произвольной последовательности zs ∈ Zc,κ,εs,δs

p,r [λs, µs] ⊂ D, s = 1, 2, . . . ,

εs → 0, s→∞, справедливы предельные соотношения

gδ
s

(zs)− p→ 0, max{0, hδsj (zs)− rj} → 0, j = 1, . . . ,m,

max{−µsj/(c+ κ), (hδ
s

j (zs)− rj)} → 0, j = 1, . . . ,m, s→∞,
(2.29)

f 0(zs)→ β(p, r), (2.30)

и, как следствие, предельное соотношение

Ṽ c+κ,0
p,r (λs, µs)→ β(p, r), s→∞. (2.31)

Таким образом, оператор Rp,r(·, ·, ·, δs), который ставит в соответствие каждому
набору исходных данных (f δ

s
, gδ

s
, hδ

s
), удовлетворяющих оценкам (1.2) при δ = δs, мно-

жество Zc,κ,εs,δs

p,r [λs, µs] ⊂ D, является ОМП-образующим в смысле определения 1.1 в
задаче (P 0

p,r).

В качестве указанной выше последовательности (λs, µs), s = 1, 2, . . . , может быть
взята последовательность (λ

δs,α(δs)
p,r,c , µ

δs,α(δs)
p,r,c ), s = 1, 2, . . . , из теоремы 2.1, элементы ко-

торой максимизируют на множестве H × Rm
+ сильно вогнутый функционал R

c,δs,α(δs)
p,r

при условии согласования δs/α(δs) → 0, s → ∞. При этом (λs, µs) → (λ0
p,r,c, µ

0
p,r,c) ∈

∂Pβ(p, r), s→∞, где (λ0
p,r,c, µ

0
p,r,c) – минимальный по норме во множестве Kp,r,c обоб-

щенный вектор Куна–Таккера задачи (P 0
p,r). Наконец, если функция значений β обладает

в точке (p, r) дополнительными дифференциальными свойствами, указанными в разделе
2.3.4, то величину κ можно считать равной нулю.

И наоборот, если при некотором достаточно большом c > 0 существует ограни-
ченная последовательность двойственных переменных (λs, µs) ∈ H × Rm

+ , s = 1, 2, . . . ,

такая что для последовательности zs, s = 1, 2, . . . , элементы которой удовлетворяют
при κ ≥ 0 включениям zs ∈ Zc,κ,εs,δs

p,r [λs, µs], εs → 0, s→∞, и предельным соотношени-
ям (2.29), то выполняется и предельное соотношение (2.30), т. е. последовательность
zs, s = 1, 2, . . . , является ОМП в задаче (P 0

p,r). При этом одновременно выполняется и
предельное соотношение (2.31).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Первое утверждение теоремы, которое представляет собою
ее «необходимую часть», следует из теоремы 2.1, если принять во внимание, что благодаря
оценкам (1.2) и ограниченности D предельные соотношения (2.29) выполняются одновре-
менно с предельными соотношениями

g0(zs)− p→ 0, max{0, h0
j(z

s)− rj} → 0, j = 1, . . . ,m,

max{−µsj/(c+ κ), (h0
j(z

s)− rj)} → 0, j = 1, . . . ,m, s→∞.
(2.32)

По этой причине переходим к доказательству второго утверждения, связанного с доста-
точностью условий теоремы.

Так как точка zs ∈ Zc,κ,εs,δs

p,r [λs, µs] ⊂ D, s = 1, 2, . . . , εs → 0, s → ∞, то можем
записать ∀z ∈ D

Lc+κ,δ
s

p,r (zs, λs, µs) ≤ Lc+κ,δ
s

p,r (z, λs, µs) + εs.

Отсюда в силу предельных соотношений (2.29), выполняющихся одновременно с пре-
дельными соотношениями (2.32), оценок (1.2) и ограниченности D получаем

f 0(zs) ≤ Lc+κ,0p,r (z, λs, µs) + ε̃s ∀z ∈ D, ε̃s → 0, s→∞. (2.33)

Так как мы можем подставить в последнее неравенство z = z̄k, k = 1, 2, . . . , где
z̄k, k = 1, 2, . . . любую ОМП в задаче (P 0

p,r), то получаем f 0(zs) ≤ β(p, r) + ε̄s, ε̄s → 0,

s → ∞. Так как, к тому же, последовательность zs, s = 1, 2, . . . , в силу предельных
соотношений (2.32) удовлетворяет «в пределе» всем ограничениям, то выполняется и пре-
дельное соотношение (2.30), т. е. последовательность zs, s = 1, 2, . . . , является ОМП в
задаче (P 0

p,r ). Выполнение в этом случае и предельного соотношения (2.31) очевидно, так
как в силу (2.33) можем записать, что

f 0(zs) ≤ inf
z∈D

Lc+κ,0p,r (z, λs, µs) + ε̃s = Ṽ c+κ,0
p,r (λs, µs) + ε̃s ≤ β(p, r) + ε̃s, ε̃s → 0, s→∞,

и одновременно выполняется уже доказанное предельное соотношение (2.30).

З а м е ч а н и е 2.3. Если в задаче минимизации МФЛ

Lc+κ,δp,r (z, λ, µ)→ inf, z ∈ D (2.34)

минимальное значение достигается, то в качестве элементов zs, s = 1, 2, . . . ОМП из
теорем 2.1, 2.2 естественно могут быть взяты непосредственно ее точки минимума. Раз-
решимость задачи минимизации (2.34) имеет место во многих важных конкретных си-
туациях. Опишем одну из таких ситуаций, возникающих в естественнонаучных прило-
жениях, связанных с нелинейными некорректными задачами (см., например, [7, гл. 1,
§ 4], [20]). Пусть Z — гильбертово пространство, функционал f δ : D → R1 слабо полуне-
прерывен снизу (в качестве такого функционала можно взять, например, f δ(·) ≡ ‖ · ‖2 ),
оператор gδ : D → H переводит слабо сходящиеся к элементу z0 последовательности
zi ∈ D, i = 1, 2, . . . в сходящиеся сильно к gδ(z0) элементы последовательности gδ(zi),

i = 1, 2, . . . («полная непрерывность» оператора gδ ), функция hδ : D → Rm — слабо
непрерывна, D ⊂ Z — ограниченное, выпуклое и замкнутое множество. Тогда рассуждая
так же, как, например, в [7, гл. 1, §4, лемма 1], можно заключить, что задача минимизации
МФЛ (2.34) (в [7, гл. 1, §4, лемма 1] речь идет о минимизации функции Тихонова) разреши-
ма и, стало быть, в этом случае можно считать, что εs = 0, s = 1, 2, . . . . Можно заметить
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также, что при сделанных предположениях разрешимой является и сама исходная зада-
ча нелинейного программирования (P 0

p,r ). Можно привести и другие группы условий на
исходные данные задачи (P δ

p,r), при которых имеет место разрешимость задачи (2.34).

З а м е ч а н и е 2.4. Важно заметить, что в зависимости от свойств исходных данных
задачи (P 0

p,r ) конструируемые ОМП обладают соответствующими свойствами сходимости.
Проиллюстрируем сказанное на примере из замечания 2.3. Во-первых, в условиях этого
примера все слабые предельные точки каждой ОМП в задаче (P 0

p,r ) являются ее решения-
ми. Это доказывается посредством традиционных рассуждений, основанных на свойствах
слабой компактности ограниченного замкнутого выпуклого множества в гильбертовом
пространстве, слабой полунепрерывности снизу функционала f 0 и «полной непрерыв-
ности» оператора g0 и функции h0. Если же, во-вторых, в дополнение к описанным в
примере из замечания 2.3 условиям функционал f 0 : D → R1 является еще сильно выпук-
лым и субдифференцируемым (в смысле выпуклого анализа), как, например, функционал
f 0(·) ≡ ‖·‖2, то все указанные выше слабые предельные точки — решения задачи (P 0

p,r ) —
являются предельными точками в исходной сильной топологии гильбертова пространства
Z : из слабой сходимости последовательности zi ∈ D, i = 1, 2, . . . к элементу z0 ∈ D
и числовой сходимости f 0(zi) → f 0(z0) = β(p, r), i → ∞ следует сходимость по норме
zi → z0, i → ∞. Последнее можно утверждать в силу хорошо известного характеристи-
ческого свойства субдифференцируемых сильно выпуклых функционалов в гильбертовом
пространстве.
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Аннотация. Настоящая работа посвящена исследованию алгебро-дифференциального
уравнения

A
d2u

dt2
= B

du

dt
+ Cu(t) + f(t),

где A, B, C — замкнутые линейные операторы, действующие из банахова пространства
E1 в банахово пространство E2, с всюду плотными в E1 областями определения. Опера-
тор A фредгольмов с нулевым индексом (далее, фредгольмов), функция f(t) принимает
значения в E2 ; t ∈ [0;T ] . Ядро оператора A полагается одномерным. Для разрешения
уравнения относительно производной применяется метод каскадной декомпозиции, заклю-
чающийся в пошаговом расщеплении уравнения и условий к соответствующим уравнениям
и условиям в подпространствах меньших размерностей. Рассматриваются одношаговое и
двухшаговое расщепления, получены теоремы о разрешимости уравнения. Теоремы при-
меняются для получения условий существования решения задачи Коши. Чтобы проиллю-
стрировать полученные результаты, решается однородная задача Коши с заданными опе-
раторными коэффициентами в пространстве R2 . Для этого рассматривается разрешенное
дифференциальное уравнение второго порядка в конечномерном пространстве Cm

d2u

dt2
= H

du

dt
+Ku(t).

Исследуется характеристическое уравнение M(λ) := det(λ2I − λH −K) = 0 . Для много-
члена M(λ) в случае m = 2, m = 3 получены формулы Маклорена. Определено общее
решение уравнения в случае единичной алгебраической кратности характеристического
уравнения.

Ключевые слова: алгебро-дифференциальный, уравнение второго порядка, фредголь-
мов оператор, банахово пространство, разрешение, задача Коши
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Abstract. This article is devoted to the study of the algebro-differential equation

A
d2u

dt2
= B

du

dt
+ Cu(t) + f(t),

where A, B, C are closed linear operators acting from a Banach space E1 into a Banach
space E2 whose domains are everywhere dense in E1 . A is a Fredholm operator with zero
index (hereinafter, Fredholm), the function f(t) takes values in E2 ; t ∈ [0;T ] . The kernel of
the operator A is assumed to be one-dimensional. For solvability of the equation with respect to
the derivative, the method of cascade splitting is applied, consisting in the stepwise splitting of
the equation and conditions to the corresponding equations and conditions in subspaces of lower
dimensions. One-step and two-step splitting are considered, theorems on the solvability of the
equation are obtained. The theorems are used to obtain the existence conditions for a solution
to the Cauchy problem. In order to illustrate the results obtained, a homogeneous Cauchy
problem with given operator coefficients in the space R2 is solved. For this, it is considered the
second-order differential equation in the finite-dimensional space Cm

d2u

dt2
= H

du

dt
+Ku(t).

The characteristic equation M(λ) := det(λ2I − λH −K) = 0 is studied. For the polynomial
M(λ), in the cases m = 2, m = 3, the Maclaurin formulas are obtained. General solution
of the equation is defined in the case of the unit algebraic multiplicity of the characteristic
equation.
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Введение

Рассматривается задача Коши:

A
d2u

dt2
= B

du

dt
+ Cu(t) + f(t), (0.1)

u(0) = u0, u′(0) = u1, (0.2)

где A, B, C — замкнутые линейные операторы, действующие из банахова пространства
E1 в банахово пространство E2, domA = domB = domC = E1; оператор A фредголь-
мов; заданы элементы u0 ∈ E1, u

1 ∈ E1 и функция f(t) со значениями в E2; t ∈ [0;T ].

Под решением задачи (0.1), (0.2) подразумевается дважды дифференцируемая функ-

ция u(t) ∈ E1 такая, что
du

dt
∈ E1, и удовлетворяет (0.1), (0.2) на [0;T ].

Уравнениями второго порядка описывается вращение жесткого тела (уравнение Ла-
ме) [1], считывание информации с диска [2]; они встречаются в теории вязко-упругих
процессов [3] и т. д.

Уравнения (0.1) с вырожденным коэффициентом A называется алгебро-дифферен-
циальными. Такие уравнения исследовались другими авторами: в работе [4] A, B, C

являются матрицами n -го порядка; в [5] A — нормально разрешимый фредгольмов опера-
тора, имеющий относительно некоторой оператор-функции полный биканонический жор-
данов набор. Автором настоящей работы в [6] для уравнения

A
d2u

dt2
= Bu(t) + f(t),

применялся метод каскадной декомпозиции (далее, МКД) в случае обратимости некото-
рого оператора, построенного с помощью коэффициентов A, B.

Цель работы: разрешить уравнение (0.1) относительно старшей производной; получить
условия существования решения задачи Коши.

Исследуется случай одношагового и двухшагового расщепления уравнения. С примене-
нием МКД получены результаты о сведении к равносильной системе, сформулированные
в виде теорем. Они применяются к исследованию задачи Коши; определены условия, при
которых решение существует.

Чтобы проиллюстрировать полученные результаты, приводится пример нахождения
решения задачи Коши с заданными операторными коэффициентами в пространстве R2.

Для этого рассматривается разрешенное дифференциальное уравнение второго поряд-
ка

d2u

dt2
= H

du

dt
+Ku(t),

с некоторыми линейными операторамиH, K, действующими в пространстве Cm; t∈ [0;T ].
Уравнение исследуется с помощью характеристического уравнения

M(λ) := det(λ2I − λH −K) = 0.

Для многочлена M(λ) получены формулы Маклорена в случае m = 2 и m = 3.
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1. Необходимые сведения

Фредгольмов оператор A : E1 → E2 вполне определяется свойством [7]:

E1 = KerA⊕ CoimA, E2 = ImA⊕ CokerA, (1.1)

где KerA — ядро оператора A, CoimA — прямое дополнение к KerA, ImA — образ
оператора A, CokerA — прямое дополнение к ImA, dimKerA = dimCokerA < ∞.
Сужение Ã оператора A на CoimA ∩ domA имеет ограниченный обратный Ã−1.

Положим ядро оператора A одномерным. Введем проектор Q на CokerA, полуоб-
ратный оператор A− = Ã−1(I − Q), где I — единичный оператор в соответствующем
подпространстве. Зафиксируем элементы e ∈ KerA, e 6= 0, ϕ ∈ CokerA и в одномерном
подпространстве KerA введем скалярное произведение 〈·, ·〉 так, что

〈ϕ, ϕ〉 = 1. (1.2)

Имеет место следующее утверждение [8].

Лемма 1.1. Линейное уравнение

Av = w, v ∈ E1 ∩ domA, w ∈ E2,

равносильно системе
v = A−w + ce для любого c ∈ C,
〈Qw,ϕ〉 = 0.

Будем обозначать через P (i1; i2; . . . ; im) полиномиальный коэффициент, т. е.

P (i1; i2; . . . ; im) =
(i1 + i2 + . . .+ im)!

(i1)!(i2)! . . . (im)!
.

Известны следующие утверждения.

П р е д л о ж е н и е 1.1. Имеет место следующее равенство:

P (i1; i2; . . . ; im) = P (i1 − 1; i2; . . . ; im) + P (i1; i2 − 1; . . . ; im) + . . .+ P (i1; i2; . . . ; im − 1).

П р е д л о ж е н и е 1.2 (Обобщенная формула Лейбница). Пусть функции fi(x),

i = 1, 2, . . . ,m, действующие в R, дифференцируемы n раз. Тогда справедлива формула
дифференцирования произведения:

(f1(x)f2(x) . . . fm(x))
(n) =

∑
i1,i2,...,im>0

i1+i2+...+im=n

P (i1; i2; . . . ; im)f
(i1)
1 (x)f

(i2)
2 (x) . . . f (im)

m (x)

2. Формула производной определитель-функции

Пусть заданы функции fij(x) : R→ R, i, j = 1, 2, . . . ,m. Определим функции

F (x) = det


f11(x) f12(x) · · · f1m(x)

f21(x) f22(x) · · · f2m(x)
...

... . . . ...
fm1(x) fm2(x) · · · fmm(x)


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Fi1,i2,...,im(x) = det


f
(i1)
11 (x) f

(i1)
12 (x) · · · f

(i1)
1m (x)

f
(i2)
21 (x) f

(i2)
22 (x) · · · f

(i2)
2m (x)

...
... . . . ...

f
(im)
m1 (x) f

(im)
m2 (x) · · · f

(im)
mm (x),


Справедливо следующее предложение.

П р е д л о ж е н и е 2.1. Пусть функции fij(x), i, j = 1, 2, . . . ,m, дифференцируемы
n раз. Тогда имеет место следующая формула:

F (n)(x) =
∑

i1,i2,...,im>0
i1+i2+...+im=n

P (i1; i2; . . . ; im)Fi1,i2,...,im(x).

Предложение доказывается методом математической индукции по n с применением
предложения 1.2.

Далее, пусть H = (hij), K = (kij), i, j = 1, 2, . . . ,m, — линейные операторы из
Cm → Cm, задаваемые квадратными матрицами. Рассмотрим многочлен

M(λ) = det(λ2I − λH −K).

Нетрудно видеть, что его можно представить в виде:

M(λ) =
2m∑
i=0

λiM
(m)
i . (2.1)

Обозначим trA — след некоторой матрицы A.
Коэффициенты M

(m)
i при m = 2 и m = 3 определяются в следующем предложении.

П р е д л о ж е н и е 2.2 (Формула Маклорена для многочленаM(λ)). 1.Пусть m=2.

Тогда

M
(2)
0 = detK, M

(2)
1 = det

(
h11 h12
k21 k22

)
+ det

(
k11 k12
h21 h22

)
,

M
(2)
2 = detH − trK, M

(2)
3 = −trH, M

(2)
4 = 1.

2. Пусть m = 3. Тогда
M

(3)
0 = − detK,

M
(3)
1 = − det

h11 h12 h13
k21 k22 k23
k31 k32 k33

− det

k11 k12 k13
h21 h22 h23
k31 k32 k33

− det

k11 k12 k13
k21 k22 k23
h31 h32 h33,

 ,

M
(3)
2 = det

(
k22 k23
k32 k33

)
+ det

(
k11 k13
k31 k33

)
+ det

(
k11 k12
k21 k22

)

− det

h11 h12 h13
h21 h22 h23
k31 k32 k33

− det

h11 h12 h13
k21 k22 k23
h31 h32 h33

− det

k11 k12 k13
h21 h22 h23
h31 h32 h33,

 ,

M
(3)
3 = det

(
h22 h23
k32 k33

)
+ det

(
h11 h13
k31 k33

)
+ det

(
h11 h12
k21 k22

)
+ det

(
k22 k23
h32 h33

)
+ det

(
k11 k13
h31 h33

)
+ det

(
k11 k12
h21 h22

)
− detH,
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M
(3)
4 = −trK + det

(
h22 h23
h32 h33

)
+ det

(
h11 h13
h31 h33

)
+ det

(
h11 h12
h21 h22

)
,

M
(3)
5 = −trH, M

(3)
6 = 1.

Доказательство этого предложения основано на формуле Маклорена, а для вычисления
производных применяется предложение 2.1.

З а м е ч а н и е 2.1. Нетрудно видеть, что при любом m выполнено:
1) M (m)

0 = (−1)m detK, M
(m)
2m = 1;

2) если хотя бы одна координата в наборе (i1; i2; . . . ; im) больше двух, то соответству-
ющее слагаемое в (2.1) равно нулю.

3. Теоремы о разрешении уравнения относительно старшей производной

Применив лемму 1.1, сведем уравнение (0.1) к равносильной системе:

d2u

dt2
= A−B

du

dt
+ A−Cu(t) + A−f(t) + k(t)e, (3.1)

〈QBdu
dt
, ϕ〉+ 〈QCu(t), ϕ〉+ 〈Qf(t), ϕ〉 = 0, (3.2)

где k(t) — некоторая непрерывная функция, которую надлежит вычислить. Пусть f(t)

дифференцируема. Продифференцируем (3.2) и подставим выражение (3.1):

〈(QBA−B+QC)
du

dt
, ϕ〉+〈QBA−Cu(t), ϕ〉+〈(QBA−f(t)+Qdf

dt
), ϕ〉+k(t)〈QBe, ϕ〉 = 0. (3.3)

Разберем два случая разрешимости уравнения (3.1).

Случай 1

Пусть
〈QBe, ϕ〉 6= 0. (3.4)

Выразив из (3.3) k(t) и подставив в (3.1), получим уравнение

d2u

dt2
= K

(1)
1

du

dt
+K

(1)
0 u(t) + F (1)(t), (3.5)

в обозначениях:
K

(1)
1 (·) = A−B(·)− 〈(QBA

−B +QC)(·), ϕ〉
〈QBe, ϕ〉

e,

K
(1)
0 (·) = A−C(·)− 〈QBA

−C(·), ϕ〉
〈QBe, ϕ〉

e,

F (1)(t) = A−f(t)−
〈(QBA−f(t) +Q

df

dt
), ϕ〉

〈QBe, ϕ〉
e.

Тем самым, доказана следующая теорема.

Теорема 3.1. Пусть выполнено (3.4), и функция f(t) дифференцируема. Тогда урав-
нение (0.1) равносильно системе (3.5), (3.2).
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Случай 2

Пусть теперь

〈QBe, ϕ〉 = 0, 〈(QBA−B +QC)e, ϕ〉 6= 0. (3.6)

Вернемся к равенству (3.3). Поскольку 〈QBe, ϕ〉 = 0, имеем:

〈(QBA−B +QC)
du

dt
, ϕ〉+ 〈QBA−Cu(t), ϕ〉+ 〈(QBA−f(t) +Q

df

dt
), ϕ〉 = 0. (3.7)

Теперь предположим, что функция f(t) дважды дифференцируема. Продифферен-
цировав (3.7) и подставив (3.1), получим уравнение относительно функции k(t). В силу
условия 〈(QBA−Be + QCe), ϕ〉 6= 0 выражение k(t) и подстановка в (3.1) приводит к
уравнению:

d2u

dt2
= K

(2)
1

du

dt
+K

(2)
0 u(t) + F (2)(t), (3.8)

в обозначениях:

K
(2)
1 (·) = A−B(·)− 〈(QB(A−B)

2
+QBA−C +QCA−B)(·), ϕ〉

〈(QBA−B +QC)e, ϕ〉
,

K
(2)
0 (·) = A−C(·)− 〈(QBA

−BA−C +QCA−C)(·), ϕ〉
〈(QBA−B +QC)e, ϕ〉

,

F (2)(t) = A−f(t)−
〈(QBA−BA−f(t) +QCA−f(t) +QBA−

df

dt
+Q

d2f

dt2
), ϕ〉

〈(QBA−B +QC)e, ϕ〉
.

Тем самым, доказана следующая теорема.

Теорема 3.2. Пусть выполнено (3.6), и функция f(t) дважды дифференцируема. То-
гда уравнение (0.1) равносильно системе (3.8), (3.2), (3.7).

4. Теоремы существования задачи Коши (0.1), (0.2)

Применив теоремы 3.1, 3.2, получим следующие утверждения.

Теорема 4.1. Пусть выполнено (3.4), и функция f(t) дифференцируема. Тогда реше-
ние задачи (0.1), (0.2) существует при выполнении условия

〈(QBu1 +QCu0 +Qf(0)), ϕ〉 = 0. (4.1)

Теорема 4.2. Пусть выполнено (3.6), и функция f(t) дважды дифференцируема. То-
гда решение задачи (0.1), (0.2) существует при выполнении условий

〈(QBu1 +QCu0 +Qf(0)), ϕ〉 = 0,

〈(QBA−Bu1 +QBA−Cu0 +QCu0 +QBA−f(0) +Qf ′(0)), ϕ〉 = 0.
(4.2)
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5. Решение дифференциального уравнения второго порядка, разрешенного
относительно старшей производной

Рассмотрим дифференциальное уравнение второго порядка

d2u

dt2
= H

du

dt
+Ku(t), (5.1)

где H, K — линейные операторы, действующие в пространстве Cm; t ∈ [0;T ].

Под решением уравнения (5.1) подразумевается дважды дифференцируемая функция

u(t) ∈ Cm такая, что
du

dt
∈ Cm, и удовлетворяет (5.1) на [0;T ].

П р е д л о ж е н и е 5.1. Пусть λ ∈ C — корень уравнения

det(λ2I − λH −K) = 0, (5.2)

а h — ненулевой вектор, являющийся решением уравнения

(λ2I − λH −K)h = 0. (5.3)

Тогда функция
u(t) = eλth (5.4)

является частным решением уравнения (5.1).

Предложение доказывается подстановкой (5.4) в (5.1).
Назовем (5.2) характеристическим уравнением для (5.1).
Из этого предложения вытекает следующее утверждение.

Следствие 5.1. Пусть λ1, λ2, . . . , λ2m — действительные корни уравнения (5.2)
единичной алгебраической кратности, а h1, h2, . . . , h2m — соответствующие им ре-
шения уравнения (5.3). Тогда общее решение уравнения (5.1) равно

u(t) =
2m∑
i=1

cie
λithi,

где ci — произвольные скаляры.

6. Пример

Рассмотрим задачу Коши:

d2u1
dt2

+ 2
d2u2
dt2

=
du1
dt

+
du2
dt

+ 8u1(t) + (9.5 + 0.5
√
385)u2(t),

2
d2u1
dt2

+ 4
d2u2
dt2

=
du1
dt

+
du2
dt

+ (9.5− 0.5
√
385)u1(t),

(6.1)

u1(0) = a1, u2(0) = a2,

u′1(0) = b1, u′2(0) = b2.
(6.2)

Система (6.1) является уравнением вида (0.1) с операторами A, B, C, действующими
в E1 = E2 = R2, где

A =

(
1 2

2 4

)
, (6.3)
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B =

(
1 1

1 1

)
, C =

(
8 9.5 + 0.5

√
385

9.5− 0.5
√
385 0

)
,

функцией f(t) ≡ 0, начальными элементами u0, u1 ∈ R2 :

u0 =

(
a1
a2

)
, u1 =

(
b1
b2

)
. (6.4)

П р е д л о ж е н и е 6.1. Оператор A, определяемый формулой (6.3), фредгольмов.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, возьмем элементы v =

(
v1
v2

)
∈ R2, w =(

w1

w2

)
∈ R2. Имеют место разложения (1.1) пространства R2, где

KerA =

{(
−2v2
v2

)
, v2 6= 0

}
, CoimA =

{(
v1 + 2v2

0

)}
,

ImA =

{(
w1

2w1

)}
, CokerA =

{(
0

−2w1 + w2

)}
.

Элемент KerA равен

e =

(
−2
1

)
.

Элемент CokerA, равен

ϕ =

(
0

1

)
. (6.5)

Нетрудно видеть, что dimKerA = dimCokerA = 1. Проектор на CokerA равен

Q =

(
0 0

−2 1

)
.

Далее, взяв элементы v ∈ CoimA и w ∈ ImA и решив уравнение Ãv = w, убеждаемся,
что между CoimA и ImA имеется взаимно однозначное соответствие. Полуобратный
оператор равен

A− =

(
1 0

0 0

)
.

Тем самым, предложение доказано.

Далее, элемент (6.5) удовлетворяет условию (1.2)

< QBe, ϕ >= 1 6= 0,

следовательно, по теореме 4.1 решение задачи (6.1), (6.2) существует при выполнении
равенства:

(13 +
√
385)a1 + (38 + 2

√
385)a2 + 2b1 + 2b2 = 0. (6.6)

Вычисления показывают, что

D1 =

(
−14−

√
385 −39− 2

√
385

7.5 + 0.5
√
385 20 +

√
385

)
, D0 =

(
−8 −9.5− 0.5

√
385

8 9.5 + 0.5
√
385

)
.
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Возьмем в (6.2) значения

a1 = a2 = b1 = 1, b2 = −26.5− 1.5
√
385, (6.7)

удовлетворяющие условию (6.6).
Применив теорему 3.1, следствие 5.1 и предложение 2.2, получим решение задачи (6.1),

(6.2), (6.7):

u(t) =
4∑
i=1

cie
λithi,

где

c1 = 0, c2 =
101 + 5

√
385

18
, c3 =

−275− 11
√
385

40
, c4 =

77 + 3
√
385

32
,

λ1 = 0, λ2 = 1, λ3 = 2, λ4 = 3,

h1 =

(
19 +

√
385

−16

)
, h2 =

(
97 + 5

√
385

−46− 2
√
385

)
, h3 =

(
175 + 9

√
385

−80− 4
√
385

)
, h4 =

(
253 + 13

√
385

−118− 6
√
385

)
.
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Аннотация. Исследуются модели динамики популяций, заданные разностными уравне-
ниями со случайными параметрами. При отсутствии промысла развитие популяции в мо-
менты времени k = 1, 2, . . . описывается уравнением X(k + 1) = f

(
X(k)

)
, где X(k) —

количество возобновляемого ресурса, f(x) — вещественная дифференцируемая функция.
Предполагается, что в моменты k = 1, 2, . . . происходит изъятие случайной доли популя-
ции ω ∈ [0, 1]. Процесс эксплуатации прекращается, когда в момент k доля собранного
ресурса окажется больше некоторого значения u(k) ∈ [0, 1), чтобы сохранить часть по-
пуляции для воспроизводства и увеличения размера следующего сбора. При этом доля
добываемого ресурса будет равна `(k) = min

{
ω(k), u(k)

}
, k = 1, 2, . . . . Тогда модель экс-

плуатируемой популяции имеет вид
X(k + 1) = f

(
(1− `(k))X(k)

)
, k = 1, 2, . . . ,

где x(0) — начальная численность популяции, X(1) = f
(
x(0)

)
. Для стохастической мо-

дели популяции исследуется задача выбора управления u = (u(1), . . . , u(k), . . .), ограни-
чивающего в каждый момент времени k долю собираемого ресурса, при котором предел
функции средней временной выгоды

H
(
`, x(0)

) .
= lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

X(k)`(k), где `
.
= (`(1), . . . , `(k), . . .)

существует и его можно оценить снизу с вероятностью единица по возможности наиболь-
шим числом. Если уравнение X(k + 1) = f

(
X(k)

)
имеет решение вида X(k) ≡ x∗,

то это решение называется положением равновесия данного уравнения. Для любого
k = 1, 2, . . . вводятся в рассмотрение случайные величины A(k+1, x) = f

(
(1−`(k))A(k, x)

)
,

B(k+1, x∗) = f
(
(1−`(k))B(k, x∗)

)
; здесь A(1, x) = f(x), B(1, x∗) = x∗. Показано, что при

выполнении определенных условий существует управление u, при котором справедлива
оценка средней временной выгоды

1

m

m∑
k=1

M
(
A(k, x)`(k)

)
6 H(`, x(0)) 6

1

m

m∑
k=1

M
(
B(k, x∗)`(k)

)
,

где через M обозначено математическое ожидание. Кроме того, получены условия суще-
ствования управления u, при котором с вероятностью единица существует положитель-
ный предел средней временной выгоды, равный

H(`, x(0)) = lim
k→∞

MA(k, x)`(k) = lim
k→∞

MB(k, x∗)`(k).

Ключевые слова: подверженная промыслу стохастическая модель популяции, средняя
временная выгода, оптимальная эксплуатация
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About existence of the limit to the average time profit
in stochastic models of harvesting a renewable resource
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Abstract. We investigate population dynamics models given by difference equations with
stochastic parameters. In the absence of harvesting, the development of the population at
time points k = 1, 2, . . . is given by the equation X(k + 1) = f

(
X(k)

)
, where X(k) is

amount of renewable resource, f(x) is a real differentiable function. It is assumed that at
times k = 1, 2, . . . a random fraction ω ∈ [0, 1] of the population is harvested. The harvesting
process stops when at the moment k the share of the collected resource becomes greater than
a certain value u(k) ∈ [0, 1), in order to save a part of the population for reproduction and to
increase the size of the next harvest. In this case, the share of the extracted resource is equal
to `(k) = min

{
ω(k), u(k)

}
, k = 1, 2, . . . . Then the model of the exploited population has the

form
X(k + 1) = f

(
(1− `(k))X(k)

)
, k = 1, 2, . . . ,

where X(1) = f
(
x(0)

)
, x(0) is the initial population size. For the stochastic population model,

we study the problem of choosing a control u = (u(1), . . . , u(k), . . .) that limits at each time
moment k the share of the extracted resource and under which the limit of the average time
profit function

H
(
`, x(0)

) .
= lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

X(k)`(k), where `
.
= (`(1), . . . , `(k), . . .),

exists and can be estimated from below with probability one by as a large number as possible.
If the equation X(k + 1) = f

(
X(k)

)
has a solution of the form X(k) ≡ x∗, then this solution

is called the equilibrium position of the equation. For any k = 1, 2, . . . , we consider random
variables A(k + 1, x) = f

(
(1 − `(k))A(k, x)

)
, B(k + 1, x∗) = f

(
(1 − `(k))B(k, x∗)

)
; here

A(1, x) = f(x), B(1, x∗) = x∗. It is shown that when certain conditions are met, there exists
a control u under which there holds the estimate of the average time profit

1

m

m∑
k=1

M
(
A(k, x)`(k)

)
6 H(`, x(0)) 6

1

m

m∑
k=1

M
(
B(k, x∗)`(k)

)
,

where M denotes the mathematical expectation. In addition, the conditions for the existence
of control u are obtained under which there exists, with probability one, a positive limit to the
average time profit equal to

H(`, x(0)) = lim
k→∞

MA(k, x)`(k) = lim
k→∞

MB(k, x∗)`(k).

Keywords: stochastic model of the population subject to harvesting, average time profit,
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Введение

Эксплуатация природных ресурсов имеет основополагающее значение для выживания
человечества. Как известно, чрезмерная эксплуатация возобновляемых ресурсов (напри-
мер, популяций животных и, в частности, рыб) может привести к их исчезновению и,
как следствие, повлиять на экономику, например, ростом цен и высокой неопределенно-
стью в будущем. Таким образом, возникает дилемма: либо интенсивно добывать ресурс
для увеличения доходов, либо учитывать возможные отрицательные последствия чрез-
мерной эксплуатации, влияющие на будущую способность добычи. Поэтому экологическое
и экономическое обоснование оптимальных режимов добычи ресурса является ключевой
задачей математической биологии [1].

Вопросы оптимизации сбора урожая и максимизации прибыли от него для детерми-
нированных моделей популяций изучались довольно полно примерно со второй половины
прошлого столетия [1–3]. Наибольший интерес для исследования вызывают структуриро-
ванные популяции, например, по возрасту или виду. В [4] доказано, что при селективном
режиме промысла оптимальное усилие, прилагаемое к сбору, является периодическим;
если избирательности вылова нет, то оптимальным является стационарное усилие. Пе-
риодичность оптимального промыслового усилия обусловлена избирательностью сбора.
Режимы сбора на конечном и бесконечном промежутках времени для структурированной
по возрасту популяции при различных ограничениях на условия промысла получены в [5].

Однако, в моделях популяционной динамики важно учитывать случайные колебания
внешней среды, которые встречаются в реальном мире. Одной из важных проблем приро-
досбережения является решение задачи оптимального сбора ресурса, подверженного сто-
хастическим колебаниям окружающей среды [6–8]. За последние годы работы по данной
тематике обобщались и дополнялись новыми исследованиями. Так, в [9] показано, что при
селективном промысле структурированной по возрасту популяции максимальная устой-
чивая урожайность приводит к серьезному отклонению от экономической оптимальности,
поскольку пренебрегает зависимостью затрат на сбор от выбора орудий сбора. В связи
с этим во многих работах принимается во внимание прилагаемое усилие сбора. При экс-
плуатации популяций, заданных стохастическими логистическими моделями, необходимо
уменьшить усилия по сбору урожая и интенсивность воздействия окружающей среды [10].
В противном случае максимальная устойчивая урожайность будет увеличиваться по мере
увеличения усилий по сбору урожая, а чрезмерная эксплуатация снизит уровень макси-
мальной устойчивой урожайности и в конечном итоге приведет к вымиранию всей по-
пуляции с вероятностью единица. Кроме того, интересной представляется задача посева
урожая. В [11] описывается оптимальная стратегия сбора и посева урожая, которая мак-
симизирует доход от сбора урожая за вычетом потерянного дохода от посева. Показано,
что не оптимально осуществлять сбор и посев более чем из одной популяции одновремен-
но. В работе [12] для вероятностной модели, описывающей динамику структурированной
по виду популяции, получены оценки средней временной выгоды при эксплуатации. Для
стохастической модели развития однородной популяции, описанной в [13], показано, что
оценки средней временной выгоды существенно зависят от свойств функции, определяю-
щей динамику популяции при отсутствии эксплуатации. Подробный обзор работ по данной
тематике приведен в [14,15].

В данной работе рассматривается модель популяции, заданная разностным уравнением
со случайными параметрами. Исследуется задача выбора управления сбором возобновля-
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емого ресурса, при котором функцию средней временной выгоды от сбора можно оценить
снизу с вероятностью единица по возможности наибольшим числом. Получены оценки
средней временной выгоды и показано, что при выполнении определенных условий най-
дется управление, при котором существует ее положительный предел.

1. Основные определения и обозначения

Будем рассматривать модели динамики эксплуатируемой популяции, заданные раз-
ностными уравнениями со случайными параметрами. Развитие популяции при отсутствии
эксплуатации описывается разностным уравнением

X(k + 1) = f
(
X(k)

)
, k = 1, 2, . . . , (1.1)

где f(x) — вещественная дифференцируемая функция, заданная на отрезке I = [0, a],

такая, что f(I) ⊆ I. Отметим, что для ограниченных неотрицательных функций f(x),

определенных на [0,+∞), все утверждения статьи также верны.
Предполагаем, что в моменты времени k из популяции извлекается некоторая слу-

чайная доля ресурса ω(k) ∈ Ω ⊆ [0, 1], k = 1, 2, . . . , что приводит к уменьшению его
количества. На процесс сбора можно влиять таким образом, чтобы остановить заготовку,
когда ее доля окажется больше некоторого значения u(k) ∈ [0, 1) в момент k, чтобы со-
хранить возможно больший остаток для увеличения размера следующего сбора. В этом
случае доля добываемого ресурса будет равна

`(k) = `
(
ω(k), u(k)

)
= min

{
ω(k), u(k)

}
, k = 1, 2, . . . . (1.2)

Таким образом, модель эксплуатируемой популяции имеет вид

X(k + 1) = f
(
(1− `(k))X(k)

)
, k = 1, 2, . . . ,

где x(0) — начальная численность, X(1) = f(x(0)), X(k) = X
(
`(1), . . . , `(k − 1), x(0)

)
—

количество ресурса до сбора в момент k = 2, 3, . . . , зависящее от долей `(1), . . . , `(k − 1)

ресурса, собранного в предыдущие моменты, и от начальной численности популяции x(0).

О п р е д е л е н и е 1.1. (см. [16, 17]). Средней временной выгодой от извлечения ре-
сурса называется функция

H∗
(
`, x(0)

) .
= lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

X(k)`(k), где `
.
= (`(1), . . . , `(k), . . .). (1.3)

Отметим, что если в (1.3) нижний предел заменить на верхний, то аналогично можно
определить функцию H∗

(
`, x(0)

)
. Если выполнено равенство

H∗
(
`, x(0)

)
= H∗

(
`, x(0)

)
,

то определим предел

H
(
`, x(0)

) .
= lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

X(k)`(k).

Пусть U
.
=
{
u : u = (u(1), . . . , u(k), . . .)

}
. Исследуем задачу выбора управления сбо-

ром u = (u(1), . . . , u(k), . . .) ∈ U, ограничивающего долю добываемого ресурса в каждый
момент времени k, при котором предел H

(
`, x(0)

)
существует и значение этой функции

можно оценить снизу с вероятностью единица по возможности наибольшим числом.
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2. Оценка средней временной выгоды, выполненная с вероятностью единица

Приведем описание вероятностной модели. Отметим, что аналогичная вероятностная
модель для случая, когда динамика популяции задана дифференциальным уравнением
со случайным параметром, описана в [16, 17]. Пусть задано вероятностное пространство
(Ω, Ã, µ̃), где Ã — сигма-алгебра подмножеств Ω ⊆ [0, 1], на которой с помощью функции
распределения G(x) определена вероятностная мера µ̃ следующим образом:

µ̃
(
(α, β]

)
= G(β)−G(α), α, β ∈ [0, 1].

Определим вероятностную модель (Σ,A, µ), где Σ
.
=
{
σ : σ = (ω(1), . . . , ω(k), . . .)

}
,

ω(k) ∈ Ω, A — наименьшая сигма-алгебра, порожденная цилиндрическими множествами

D(k)
.
=
{
σ ∈ Σ : ω(1) ∈ A(1), . . . , ω(k) ∈ A(k)

}
, где A(1) ∈ Ã, . . . ,A(k) ∈ Ã

и зададим меру
µ̃
(
D(k)

) .
= µ̃

(
A(1)

)
· µ̃
(
A(2)

)
· . . . · µ̃

(
A(k)

)
.

Тогда в силу теоремы Колмогорова [18, глава 2, с. 204] на измеримом пространстве (Σ,A)

существует единственная вероятностная мера µ, которая является продолжением меры
µ̃ на сигма-алгебру A.

О п р е д е л е н и е 2.1. (см. [19, с. 44]). Если уравнение (1.1) имеет решение вида
X(k) ≡ const = x∗, то это решение называется положением равновесия (неподвижной
точкой) данного уравнения, причем x∗ = f

(
x∗
)
.

О п р е д е л е н и е 2.2. (см. [19, с. 44]). Решение X(k) ≡ x∗ уравнения (1.1) называ-
ется устойчивым по Ляпунову, если для любого ε > 0 найдется δ = δ(ε) > 0 такое, что
как только

∣∣X(1) − x∗
∣∣ < δ, то

∣∣X(k) − x∗
∣∣ < ε для всех k > 1. Положение равновесия

X(k) ≡ x∗ асимптотически устойчиво, если оно устойчиво по Ляпунову и для любого
начального условия X(1) из некоторой окрестности точки x∗ имеет место равенство

lim
k→∞

∣∣X(k)− x∗
∣∣ = 0;

такую окрестность точки x∗ назовем областью притяжения решения.

Для любого k = 1, 2, . . . зададим случайные величины

A(k, x) = A
(
k, x, `(k)

)
, B(k, x∗) = B

(
k, x∗, `(k)

)
, где `(k)

.
= (`(1), . . . , `(k))

рекуррентным образом:

A(1, x) = f(x), B(1, x∗) = x∗,

A(k + 1, x) = f
(
(1− `(k))A(k, x)

)
,

B(k + 1, x∗) = f
(
(1− `(k))B(k, x∗)

)
.

(2.1)

Лемма 2.1. Пусть уравнение (1.1) имеет решение X(k) ≡ x∗ > 0, k = 1, 2, . . . и
0 < f ′(x∗) < 1. Обозначим через [a1, a2] отрезок, содержащий точку x∗, для всех точек
которого выполнено неравенство

0 < f ′(x) < 1.
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Тогда
1) для всех x ∈ [a1, x

∗] выполнено

x 6 f(x) 6 x∗, (2.2)

2) [a1, a2] содержится в области притяжения решения X(k) ≡ x∗, k = 1, 2, . . . .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем пункт 1 леммы. Рассмотрим поведение функции
F (x)

.
= f(x)− x на отрезке [a1, x

∗]. Отметим, что

F ′(x) =
(
f(x)− x

)′
= f ′(x)− 1 < 0

для всех x ∈ [a1, x
∗]. Следовательно, функция F (x) убывает в (a1, x

∗) и, кроме того,

F (x∗) = f(x∗)− x∗ = 0.

Тогда, для всех x ∈ [a1, x
∗] выполнено

F (x) = f(x)− x > 0,

откуда следует, что f(x) > x. По условию леммы функция f(x) возрастает в (a1, x
∗),

тогда f(x) 6 f(x∗) = x∗ при x ∈ [a1, x
∗]. Окончательно получаем, что неравенство (2.2)

выполнено для всех x ∈ [a1, x
∗].

Перейдем к доказательству пункта 2. Пусть X(1) ∈ [a1, x
∗). Тогда из (2.2) следует, что

X(1) 6 X(2) = f(X(1)) 6 f(x∗) = x∗.

Поэтому, в силу теоремы Лагранжа, существует X̂(1) ∈
(
X(1), x∗

)
такое, что∣∣X(2)− x∗

∣∣ =
∣∣f(X(1))− f(x∗)

∣∣ = f ′(X̂(1))
∣∣X(1)− x∗

∣∣.
Тогда,

X̂(1) ∈
(
X(1), x∗

)
⊆ (a1, x

∗) ⊆ (a1, a2).

Затем, учитывая неравенство (2.2), получаем, что

X(2) 6 X(3) = f(X(2)) 6 f(x∗) = x∗.

По теореме Лагранжа существует X̂(2) ∈
(
X(2), x∗

)
такое, что∣∣X(3)− x∗

∣∣ =
∣∣f(X(2))− f(x∗)

∣∣ = f ′(X̂(2))
∣∣X(2)− x∗

∣∣.
Отметим, что X̂(2) ∈

(
X(2), x∗

)
⊆ (a1, x

∗) ⊆ (a1, a2). Аналогично получаем равенство∣∣X(k + 1)− x∗
∣∣ =

∣∣f(X(k))− f(x∗)
∣∣ = f ′(X̂(k))

∣∣X(k)− x∗
∣∣

для всех k = 1, 2, . . . , где X̂(k) ∈ (a1, a2).

Обозначим δ = max
x∈[a1,a2]

f ′(x). Из условия 0 < f ′(x) < 1 для всех x ∈ [a1, a2] следует,

что δ < 1. Окончательно для всех X(k) ∈ [a1, x
∗], k = 1, 2, . . . выполнено X(k) 6 x∗ и∣∣X(k + 1)− x∗

∣∣ =
∣∣f(X(k))− f(x∗)

∣∣
= f ′(X̂(1))f ′(X̂(2)) . . . f ′(X̂(k))

∣∣X(1)− x∗
∣∣ 6 δk

∣∣X(1)− x∗
∣∣.
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Поскольку lim
k→∞

δk = 0, справедливо равенство

lim
k→∞

∣∣X(k)− x∗
∣∣ = 0.

Аналогичное утверждение выполнено, если X(1) ∈ (x∗, a2]. Следовательно, отрезок [a1, a2]

содержится в области притяжения решения.

Теорема 2.1. Пусть выполнены следующие условия:
1) X(k) ≡ x∗ > 0, k = 1, 2, . . . является неподвижной точкой уравнения (1.1) и

существует отрезок [a1, a2] такой, что x∗ ∈ [a1, a2] и 0 < f ′(x) < 1 для всех x ∈ [a1, a2];

2) G(0) < 1.

Тогда для любых m ∈ N, x ∈ [a1, x
∗] и x(0) ∈ [a1, a2] существует управление u ∈ U

такое, что для почти всех σ ∈ Σ справедлива оценка

1

m

m∑
k=1

M
(
A(k, x)`(k)

)
6 H(`, x(0)) 6

1

m

m∑
k=1

M
(
B(k, x∗)`(k)

)
. (2.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем m ∈ N и x ∈ [a1, x
∗]. Определим последова-

тельности случайных величин {Ã(k, x)}∞k=1 и {B̃(k, x∗)}∞k=1 следующим образом:

Ã(sm+ 1, x)
.
= f(x), Ã(sm+ i, x)

.
= f

(
(1− `(sm+ i− 1))Ã(sm+ i− 1, x)

)
,

B̃(sm+ 1, x∗)
.
= x∗, B̃(sm+ i, x∗)

.
= f

(
(1− `(sm+ i− 1))B̃(sm+ i− 1, x∗)

)
,

где i = 2, . . . ,m, s = 0, 1, . . . . Здесь доли `(k) добываемого ресурса для всех k = 1, 2, . . .

задаются равенством (1.2); управление u =
(
u(1), . . . , u(k), . . .

)
∈ U выбирается в зависи-

мости от расположения начальной точки x(0). Рассмотрим три случая.
1. Пусть x(0) ∈ [x, x∗], x ∈ [a1, x

∗]. Поскольку функция f(x) возрастающая в (a1, a2),

имеем
Ã(1, x) = f(x) 6 X(1) = f

(
x(0)

)
6 f(x∗) = x∗ = B̃(1, x∗).

Если m > 2, то для X(2) = f
(
x(1)

)
= f

(
(1− `(1))X(1)

)
выполнены неравенства

Ã(2, x) = f
(
(1− `(1))Ã(1, x)

)
6 X(2) 6 f

(
(1− `(1))B̃(1, x∗)

)
= B̃(2, x∗). (2.4)

Аналогично для всех k = 1, . . . ,m получаем, что Ã(k, x) 6 X(k) 6 B̃(k, x∗). Обозначим
через x(k) — количество ресурса после сбора в момент k; тогда x(k) = (1 − `(k))X(k),

k = 1, 2, . . . . Покажем, что управление u ∈ U, при котором выполнено (2.3), можно
определить равенствами u(k) = 1− x

Ã(k, x)
при всех k = 1, 2, . . . . Из неравенств

`(m) = min
{
ω(m), u(m)

}
6 u(m) и Ã(m,x) 6 X(m)

следует, что

x(m) =
(
1− `(m)

)
X(m) > (1− u(m))X(m) =

xX(m)

Ã(m,x)
> x.

Из последнего неравенства при x(0) ∈ [x, x∗] имеем

Ã(m+ 1, x) = f(x) 6 X(m+ 1) = f
(
x(m)

)
6 x∗ = B̃(m+ 1, x∗).
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Отсюда, аналогично (2.4), следует, что

Ã(m+ i, x) 6 X(m+ i) 6 B̃(m+ i, x∗), i = 2, . . . ,m.

Повторяя предыдущие рассуждения, получаем

Ã(k, x) 6 X(k) 6 B̃(k, x∗) для всех k = 1, 2, . . . . (2.5)

Покажем, что пределы lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

Ã(k, x)`(k) и lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

B̃(k, x∗)`(k) существуют с

вероятностью единица. Действительно, случайные величины

Ã
(
m(p− 1) + 1, x

)
`
(
m(p− 1) + 1

)
+ . . .+ Ã

(
mp, x

)
`
(
mp
)
, p = 1, 2, . . . ,

независимы, ограничены и одинаково распределены, поэтому в силу усиленного закона
больших чисел Колмогорова (см. [18, глава 4, с. 377]) с вероятностью единица выполнено

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

Ã(k, x)`(k) = lim
p→∞

1

mp

mp∑
k=1

Ã(k, x)`(k)

= lim
p→∞

1

mp

p∑
j=1

(
Ã
(
m(j − 1) + 1, x

)
`
(
m(j − 1) + 1

)
+ . . .+ Ã

(
mj, x

)
`
(
mj
))

=
1

m
M
(
Ã
(
1, x
)
`
(
1
)

+ . . .+ Ã
(
m,x

)
`
(
m
))
.

Отметим, что для последовательности {B̃(k, x∗)}∞k=1 выполнено подобное равенство. От-
сюда, учитывая (2.5), получаем

1

m

m∑
k=1

M
(
Ã(k, x)`(k)

)
= lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

Ã(k, x)`(k) 6 lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

X(k)`(k)

6 lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

B̃(k, x∗)`(k) =
1

m

m∑
k=1

M
(
B̃(k, x∗)`(k)

)
(2.6)

для почти всех σ ∈ Σ, поэтому из неравенства (2.6) получаем (2.3).
2. Пусть x(0) ∈ [a1, x). Положим, что для всех k = 1, . . . , k0 извлечение ресурса не

происходит, т. е. u(k) = 0. Здесь k0 = k0
(
x(0)

)
— наименьшее из натуральных чисел

таких, что x(k) = X(k) = f
(
X(k − 1)

)
> x. Данное значение k0 существует, так как по

лемме 2.1 точка x(0) содержится в области притяжения решения X(k) ≡ x∗. Определим
u(k) = 1− x

Ã(k, x)
для всех k > k0, тогда

Ã(k, x) 6 X(k) 6 B̃(k, x∗) при всех k > k0;

это доказывается также, как в первом случае. Следовательно, неравенство (2.6) справед-
ливо при выбранном управлении u =

(
u(1), . . . , u(k), . . .

)
, поэтому (2.3) выполнено для

почти всех σ ∈ Σ.

3. Рассмотрим случай, когда x(0) ∈ (x∗, a2]. Здесь x 6 x∗ 6 f
(
x(0)

)
= X(1) 6 f(a2).

Пусть k1 = k1
(
x(0)

)
— наименьшее из натуральных чисел таких, что x(k) 6 x∗ при
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u(1) = . . . = u(k) = 1. Покажем, что данное число существует с вероятностью единица.
Отметим, что такое число существует, если ω(k1) = 1 при некотором k1 = 1, 2, . . . ; тогда
x(k) = 0 при всех k 6 k1.

Пусть теперь ω(k) 6= 1 для всех k = 1, 2, . . . . Поскольку функция f(x) убывает при
x > x∗, то X(k+ 1) = f

(
(1− `(k))X(k)

)
< x(k), если x(k) > x∗, k = 1, 2, . . . . Далее, если

u(k) = 1, то `(ω(k), 1) = ω(k); поэтому, если x(0) > x∗ и u(1) = 1, то

x(1) = (1− ω(1))X(1) < (1− ω(1))x(0);

если x(1) > x∗ и u(1) = u(2) = 1, то

x(2) = (1− ω(2))X(2) < (1− ω(2))x(1) < (1− ω(1))(1− ω(2))x(0).

Аналогично получаем, что если x(k) > x∗ и u(1) = . . . = u(k + 1) = 1, то

x(k + 1) < (1− ω(1))(1− ω(2)) · . . . · (1− ω(k + 1))x(0).

Рассмотрим последовательность независимых одинаково распределенных случайных ве-
личин

{
C(k, ω(k))

}∞
k=1

, где C(k, ω(k)) = 1 − ω(k). Введем также последовательность{
S(k, ω(k))

}∞
k=1

, где

S(k, ω(k)) = ln(1− ω(1)) + . . .+ ln(1− ω(k)),

которая является случайным блужданием на прямой. Покажем, что если G(0) < 1, то

M ln(1− ω(k)) < 0. (2.7)

Действительно, так как ω(k) ∈ [0, 1), то ln(1 − ω(k)) 6 0, поэтому для математическо-
го ожидания либо выполнено неравенство (2.7), либо M ln(1 − ω(k)) = 0. В последнем
случае ω(k) = 0 с вероятностью единица [18, глава 2, § 6], что противоречит условию
G(0) = µ̃(ω(k) = 0) < 1. Из (2.7) следует, что с вероятностью единица S(k, ω(k)) уходит
в минус бесконечность (см. [20, глава 12, § 2]). Это означает, что существует множество
Σ0⊆Σ такое, что µ(Σ0)=1 и lim

k→∞
S(k, ω(k))=−∞ для всех ω(k)∈Σ0. Следовательно,

lim
k→∞

C(1, ω(1)) · . . . · C(k, ω(k)) = 0 для всех ω(k) ∈ Σ0,

поэтому с вероятностью единица найдется k1 = k1(x(0)) такое, что (1−ω(k1))X(k1) 6 x∗.

Выберем управления

u(k) = 1, k = 1, . . . , k1 − 1; u(k1) = 1− x

X(k1)
; u(k) = 1− x

Ã(k, x)
, k = k1 + 1, . . . .

Тогда из x(k1) =
(
1− `(k1)

)
X(k1) и неравенства `

(
ω(k1), u(k1)

)
6 u(k1) получаем, что

x =
(
1− u(k1)

)
X(k1) 6 x(k1) 6 x∗,

то есть x(k1) ∈ [x, x∗]. Дальнейшее доказательство повторяет доказательство первого
пункта.
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3. О существовании предела средней временной выгоды

Приведем условия, при которых существуют пределы последовательностей{
MA(k, x)`(k)

}∞
k=1

и
{
MB(k, x∗)`(k)

}∞
k=1

,

где A(k, x), B(k, x∗) определены равенствами (2.1) для всех k = 1, 2, . . . .

Лемма 3.1. Предположим, что уравнение (1.1) имеет решение X(k) ≡ x∗ > 0,

k = 1, 2, . . . и существует a1 ∈ [0, x∗) такое, что 0 < f ′(x) < 1 для всех x ∈ (a1, x
∗).

Тогда найдется u ∈ U такое, что
1) если x ∈ (a1, x

∗), то последовательность
{
MA(k, x)`(k)

}∞
k=1

неубывающая, а по-
следовательность

{
MB(k, x∗)`(k)

}∞
k=1

невозрастающая,
2) существуют пределы математических ожиданий

lim
k→∞

MA(k, x)`(k), lim
k→∞

MB(k, x∗)`(k). (3.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что для всех x ∈ (a1, x
∗) последовательность{

MA(k, x)`(k)
}∞
k=1

является неубывающей, т. е.

MA(k, x)`(k) 6MA(k + 1, x)`(k + 1), k = 1, 2, . . . .

Определим
u(k) = 1− x

A(k, x)
, k = 1, 2, . . . . (3.2)

Убедимся, что выполнено неравенство f(x) = A(1, x) 6 A(2, x) = f
(
(1 − `(1))f(x)

)
для

любых x ∈ [a1, x
∗]. Отметим, что

x 6 (1− `(1))f(x) = max
{

(1− ω(1))f(x), (1− u(1))f(x)
}

= max
{

(1− ω(1))f(x), x
}
,

и так как функция f(x) возрастающая при всех x ∈ (a1, x
∗), то по лемме 2.1 получаем,

что
(1− ω(1))f(x) 6 f(x) 6 x∗.

Следовательно, max
{

(1− ω(1))f(x), x
}
∈ (a1, x

∗] и для любого `(1)

f(x) 6 f
(
1− `(1))f(x)

)
= f

(
max

{
(1− ω(1))f(x), x

})
. (3.3)

Далее, для всех x ∈ (a1, x
∗) и с учетом (2.1), (1.2) и (3.2) найдем математические

ожидания случайных величин MA(1, x)`(1) и MA(2, x)`(2) :

MA(1, x)`(1) = M min
{
ω(1)f(x), u(1)f(x)

}
= M min

{
ω(1)f(x), f(x)− x

}
= M min

{
ω(2)f(x), f(x)− x

}
,

MA(2, x)`(2) = M min
{
ω(2)f

(
(1− `(1))f(x)

)
, u(2)f

(
(1− `(1))f(x)

)}
= M min

{
ω(2)f

(
(1− `(1))f(x)

)
, f
(
(1− `(1))f(x)

)
− x
}
.

Принимая во внимание (3.3), получаем, что для любого `(1) выполнено

ω(2)f(x) 6 ω(2)f
(
(1− `(1))f(x)

)
или f(x)− x 6 f

(
(1− `(1))f(x)

)
− x.
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Таком образом,

min
{
ω(2)f(x), f(x)− x

}
6 min

{
ω(2)f

(
(1− `(1))f(x)

)
, f
(
(1− `(1))f(x)

)
− x
}

и, следовательно,
MA(1, x)`(1) 6MA(2, x)`(2).

Покажем далее, что MA(2, x)`(2) 6 MA(3, x)`(3). Находя математические ожидания
MA(2, x)`(2) и MA(3, x)`(3), получим

MA(2, x)`(2) = M min
{
ω(2)f

(
(1− `(1))f(x)

)
, f
(
(1− `(1))f(x)

)
− x
}

= M min
{
ω(2)f

(
max

{
(1− ω(1))f(x), x

})
, f
(

max
{

(1− ω(1))f(x), x
})
− x
}

= M min
{
ω(3)f

(
max

{
(1− ω(2))f(x), x

})
, f
(

max
{

(1− ω(2))f(x), x
})
− x
}
,

MA(3, x)`(3) = M min
{
ω(3)f

(
(1− `(2))f(x)

)
, f
(
(1− `(2))f(x)

)
− x
}

= M min
{
ω(3)f

(
(1− `(2))f

(
(1− `(1))f(x)

))
,

f
(

(1− `(2))f
(
(1− `(1))f(x)

))
− x
}

= M min
{
ω(3)f

(
max

{
(1− ω(2))f

(
(1− `(1))f(x)

)
, x
})
,

f
(

max
{

(1− ω(2))f
(
(1− `(1))f(x)

)
, x
})
− x
}
.

Снова с учетом (3.3) получаем, что для любого `(2) выполнено

ω(3)f
(

max
{

(1− ω(2))f(x), x
})

6 ω(3)f
(

max
{

(1− ω(2))f
(
(1− `(1))f(x)

)
, x
})

или

f
(

max
{

(1− ω(2))f(x), x
})
− x 6 f

(
max

{
(1− ω(2))f

(
(1− `(1))f(x)

)
, x
})
− x,

откуда следует, что

(1− ω(2))f(x) 6 (1− ω(2))f
(
(1− `(1))f(x)

)
.

В результате получаем

min
{
ω(3)f

(
max

{
(1− ω(2))A(1, x), x

})
, f
(

max
{

(1− ω(2))A(1, x), x
})
− x
}

6min
{
ω(3)f

(
max

{
(1− ω(2))A(2, x), x

})
, f
(

max
{

(1− ω(2))A(2, x), x
})
− x
}
,

где A(1, x) = f(x), A(2, x) = f
(
(1− `(1))f(x)

)
. Следовательно,

MA(2, x)`(2) 6MA(3, x)`(3).

Тогда для всех x ∈ (a1, x
∗) и k = 1, 2, . . . можно показать, что

MA(k, x)`(k) 6MA(k + 1, x)`(k + 1) (3.4)

и, следовательно, последовательность
{
MA(k, x)`(k)

}∞
k=1

является неубывающей.
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Проводя аналогичные рассуждения можно показать, что при любом x ∈ (a1, x
∗) по-

следовательность
{
MB(k, x)

}∞
k=1

невозрастающая, т. е. MB(k, x) > MB(k + 1, x) для
всех k = 1, 2, . . . . Нетрудно удостовериться в том, что выполнено неравенство

x∗ = B(1, x∗) > B(2, x∗) = f
(
(1− `(1))x∗

)
для любых x ∈ [a1, x

∗]. Заметим, что

x∗ > (1− `(1))x∗ = max
{

1− ω(1), 1− u(1)
}
x∗,

и так как для всех x ∈ (a1, x
∗) функция f(x) возрастающая, то снова с учетом леммы

2.1 получаем
x∗ > f

(
(1− `(1))x∗

)
= f

(
max

{
1− ω(1), 1− u(1)

}
x∗
)
. (3.5)

Математические ожидания случайных величин MB(1, x∗)`(1) и MB(2, x∗)`(2) имеют
вид:

MB(1, x∗)`(1) = M min
{
ω(1)x∗, u(1)x∗

}
= M min

{
ω(2)x∗, u(2)x∗

}
,

MB(2, x∗)`(2) = M min
{
ω(2)f

(
(1− `(1))x∗

)
, u(2)f

(
(1− `(1))x∗

)}
.

Принимая во внимание (3.5), получаем, что для любого `(1) выполнено

ω(2)x∗ > ω(2)f
(
(1− `(1))x∗

)
или u(2)x∗ > u(2)f

(
(1− `(1))x∗

)
.

Следовательно,

min
{
ω(2)x∗, u(2)x∗

}
> min

{
ω(2)f

(
(1− `(1))x∗

)
, u(2)f

(
(1− `(1))x∗

)}
и, значит,

MB(1, x∗)`(1) >MB(2, x∗)`(2).

Также нетрудно показать, что MB(2, x∗)`(2) >MB(3, x∗)`(3). Найдя математические
ожидания MB(2, x∗)`(2), MB(3, x∗)`(3) и принимая во внимание (3.5), для любого `(2)

получаем

f
(

max
{

(1− ω(2)), (1− u(2))
}
x∗
)

>f
(

max
{

(1− ω(2))f
(
(1− `(1))x∗

)
, (1− u(2))f

(
(1− `(1))x∗

)})
,

откуда следует, что
(1− ω(2))x∗ > (1− ω(2))f

(
(1− `(1))x∗

)
.

Таким образом,
MB(2, x∗)`(2) >MB(3, x∗)`(3).

Продолжая рассуждения для всех x ∈ (a1, x
∗) и k = 1, 2, . . . можно показать, что

MB(k, x∗)`(k) >MB(k + 1, x∗)`(k + 1) (3.6)

а, значит, последовательность
{
MB(k, x∗)`(k)

}∞
k=1

невозрастающая.
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Из (3.4) и (3.6) по теореме Вейерштрасса получаем, что неубывающая последователь-
ность

{
MA(k, x)`(k)

}∞
k=1

ограничена сверху значением

B(1, x∗)`(1) = min
{
ω(1), u(1)

}
x∗ 6 x∗,

а невозрастающая последовательность
{
MB(k, x∗)

}∞
k=1

ограничена снизу значением

A(1, x)`(1) = min
{
ω(1)f(x), u(1)f(x)

}
= min

{
ω(1)f(x), f(x)− x

}
6 f(x).

Следовательно, существуют пределы (3.1).

В следующей теореме получены условия, при которых с вероятностью единица суще-
ствует положительный предел H(`, x(0)).

Теорема 3.1. Предположим, что уравнение (1.1) имеет решение X(k) ≡ x∗ > 0 и
выполнены следующие условия:

1) существует a1 ∈ [0, x∗) такое, что 0 < f ′(x) < 1 для всех x ∈ (a1, x
∗),

2) Ω ⊆ [0, 1], G(0) < 1.

Тогда для любого x ∈ (a1, x
∗) существует управление u ∈ U такое, что для почти

всех σ ∈ Σ существует положительный предел

H(`, x(0)) = lim
k→∞

MA(k, x)`(k) = lim
k→∞

MB(k, x∗)`(k), (3.7)

не зависящий от начального значения x(0) ∈ (a1, x
∗).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что управление u ∈ U, при котором выполнено
(3.7), можно определить равенством u(k) = 1 − x

A(k, x)
при k = 1, 2, . . . . Поскольку

`(k)
.
= min{ω(k), u(k)} 6 u(k), то для всех k = 1, 2, . . . выполнено неравенство

(1− `(k))A(k, x) > (1− u(k))A(k, x) = x. (3.8)

При k = 1 имеем f(x) = A(1, x) < B(1, x∗) = x∗, откуда следует, что

x = (1− u(1))A(1, x) 6 (1− u(1))B(1, x∗) для всех x ∈ (a1, x
∗). (3.9)

Из (2.2), (3.8) и (3.9) для всех x из интервала (a1, x
∗) получаем

a1 < x 6 (1− `(1))A(1, x) 6 (1− `(1))B(1, x∗) 6 x∗. (3.10)

Поскольку функция f(x) возрастающая в (a1, x
∗), то

f
(
(1− `(1))A(1, x)

)
6 f

(
(1− `(1))B(1, x∗)

)
.

В силу теоремы Лагранжа и с учетом (2.1), существует x̂1 ∈
(
(1− `(1))f(x), (1− `(1))x∗

)
такое, что

B(2, x∗)− A(2, x) = f
(
(1− `(1))x∗

)
− f

(
(1− `(1))f(x)

)
= f ′(x̂1)

(
1− `(1)

)(
x∗ − f(x)

)
.

Из (3.10) следует, что x̂1 ∈
(
(1 − `(1))f(x), (1 − `(1))x∗

)
⊆ (x, x∗) ⊆ (a1, x

∗), а значит
f ′(x̂1) < 1 и

B(2, x∗)− A(2, x) <
(
1− `(1)

)(
x∗ − f(x)

)
, x ∈ (a1, x

∗).
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Далее при k = 2 получаем f
(
(1 − `(1))f(x)

)
= A(2, x) < B(2, x∗) = f

(
(1 − `(1))x∗

)
и,

следовательно,

(1− `(2))A(2, x) 6 (1− `(2))B(2, x∗) для всех x ∈ (a1, x
∗). (3.11)

С учетом (2.2), (3.8) и (3.11) для всех x ∈ (a1, x
∗) имеем

a1 < x 6 (1− `(2))A(2, x) 6 (1− `(2))B(2, x) 6 x∗.

Снова принимая во внимание, что функция f(x) возрастающая в (a1, x
∗), получаем

f
(
(1− `(2))A(2, x)

)
6 f

(
(1− `(2))B(2, x∗)

)
. Затем, по теореме Лагранжа и с учетом (2.1),

существует x̂2 ∈
(
(1− `(2))f(x), (1− `(2))x∗

)
такое, что

B(3, x∗)− A(3, x) = f
(
(1− `(2))B(2, x∗)

)
− f

(
(1− `(2))A(2, x)

)
= f ′(x̂2)

(
1− `(2)

)(
B(2, x∗)− A(2, x)

)
.

Из последнего следует, что x̂2 ∈
(
(1 − `(2))f(x), (1 − `(2))x∗

)
⊆ (x, x∗) ⊆ (a1, x

∗). Тогда
f ′(x̂2) < 1 и

B(3, x∗)− A(3, x) <
(
1− `(2)

)(
B(2, x∗)− A(2, x)

)
.

Окончательно для всех k = 1, 2, . . . и x ∈ (a1, x
∗) выполнено A(k+1, x) < B(k+1, x∗) и

B(k + 1, x∗)− A(k + 1, x) = f
(
(1− `(k))B(k, x∗)

)
− f

(
(1− `(k))A(k, x)

)
6
(
1− `(k)

)(
B(k, x∗)− A(k, x)

)
. (3.12)

Из (3.12) следует, что для любых k = 1, 2, . . . выполнено неравенство

0 6 B(k + 1, x∗)− A(k + 1, x) <
(
1− `(k)

)(
B(k, x∗)− A(k, x)

)
<
(
1− `(k)

)(
1− `(k − 1)

)(
B(k − 1, x∗)− A(k − 1, x)

)
< . . . <

(
1− `(k)

)
. . .
(
1− `(1)

)(
x∗ − f(x)

)
.

Отметим, что, если выполнено условие 2 теоремы, то lim
k→∞

(1 − `(1)) . . . (1 − `(k)) = 0 с
вероятностью единица. Это показано в работе [16] при доказательстве теоремы 1.

Таким образом, по лемме 3.1 существуют пределы lim
k→∞

MA(k, x), lim
k→∞

MB(k, x∗) и из

(3.12) следует, что lim
k→∞

(
B(k, x∗)− A(k, x)

)
= 0, lim

k→∞
M
(
B(k, x∗)`(k)− A(k, x)`(k)

)
= 0 и

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

M
(
B(k, x∗)`(k)− A(k, x)`(k)

)
= 0 (3.13)

для почти всех σ ∈ Σ. Из (2.3) и (3.13) следует существование предела H(`, x(0)) для
почти всех σ ∈ Σ и равенство (3.7). Управление u ∈ U, при котором существует предел
H(`, x(0)), построено при доказательстве теоремы 2.3.

Покажем, что, если x > a1 > 0, то предел (3.7) положительный. Для этого достаточно
показать, что M(A(1)`(1)) > 0. Функция f(x) возрастающая в интервале x ∈ (a1, x

∗],

поэтому, как показано выше, A(1, x) = f(x) > x для любых MA(1, x)`(x) > xM`(1).

Покажем теперь, что M`(1) > 0, если G(0) < 1. Действительно, если выполнено G(0) =

µ
(
ω(1) = 0

)
< 1, то µ

(
`(1) > 0

)
= µ

(
min{ω(1), u(1)} > 0

)
> µ

(
ω(1) > 0

)
> 0. Так как

`(1)>0, то для математического ожидания имеет место либо неравенство M`(1)>0, либо
равенство M`(1) = 0. В последнем случае `(1) = 0 с вероятностью единица [18, глава 2,
§ 6], что противоречит условию µ

(
` = 0

)
< 1.
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Теорема 3.2. Если уравнение (1.1) имеет решение X(k) ≡ x∗ > 0 и выполнены
следующие условия:

1) существует a1 ∈ [0, x∗) такое, что 0 < f ′(x) < 1 для всех x ∈ (a1, x
∗),

2) Ω ⊆ [0, 1], G(0) < 1,

то для любого k = 1, 2, . . . и почти всех σ ∈ Σ имеет место неравенство

MA(k, x)`(k) 6 H(`, x(0)) 6MB(k, x∗)`(k). (3.14)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим ak = MA(k, x)`(k), k = 1, 2, . . . . По лемме 3.1
числовая последовательность {ak}∞k=1 неубывающая. В силу теоремы 3.1 существует поло-
жительный предел H(`, x(0)) = lim

k→∞
MA(k, x)`(k) = lim

k→∞
ak. Следовательно, lim

k→∞
ak > ak

для любого k = 1, 2, . . . . Таким образом,

MA(k, x)`(k) 6 H(`, x(0)).

Введя обозначение bk = MB(k, x∗)`(k), k = 1, 2, . . . и проводя аналогичные рассужде-
ния, можно показать, что H(`, x(0)) 6MB(k, x∗)`(k).

4. Пример оптимизации средней временной выгоды для линейной модели
динамики популяции

Предположим, что динамика популяции при отсутствии эксплуатации задана линей-
ным разностным уравнением

X(k + 1) = aX(k) + b, k = 1, 2, . . . , (4.1)

где 0 < a < 1, b > 0, x(0) ∈ [0,+∞) и случайные величины ω(1), ω(2), . . . имеют равно-
мерное распределение на отрезке [0, 1].

Отметим, что уравнение (4.1) имеет устойчивое положение равновесия x∗ =
b

1− a
,

областью притяжения которого является промежуток [0,+∞). Пусть u(k) = 1− x

A(k, x)
для всех k = 1, 2, . . . , где случайная величина A(k, x) определена (2.1).

Учитывая, что u(1) = 1− x

f(x)
, найдем математическое ожидание

MA(1, x)`(1) = f(x)M min
{
ω(1), u(1)

}
как интеграл Лебега (см. [18, с. 227]):

MA(1, x)`(1) = f(x)

1∫
0

min
{
ω(1), u(1)

}
dω(1)

= f(x)

( u(1)∫
0

ω(1) dω(1) +

1∫
u(1)

u(1) dω(1)

)
=
f 2(x)− x2

2f(x)
. (4.2)

Теперь, учитывая, что u(2) = 1− x

f
(
(1− `(1))f(x)

) , найдем математическое ожидание
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MA(2, x)`(2). Имеем

MA(2, x)`(2) = M min
{
A(2, x)ω(2), A(2, x)u(2)

}
=

1∫
0

1∫
0

min
{
f
(
(1− `(1))f(x)

)
ω(2), f

(
(1− `(1))f(x)

)
u(2)

}
dω(1) dω(2)

=

u(1)∫
0

( u(2)∫
0

f
(
(1− ω(1))f(x)

)
ω(2) dω(2) +

1∫
u(2)

f
(
(1− ω(1))f(x)

)
u(2) dω(2)

)
dω(1)

+

1∫
u(1)

( u(2)∫
0

f
(
(1− u(1))f(x)

)
ω(2) dω(2) +

1∫
u(2)

f
(
(1− u(1))f(x)

)
u(2) dω(2)

)
dω(1)

=

u(1)∫
0

f
(
(1− ω(1))f(x)

)(
u(2)− u2(2)

2

)
dω(1)+

1∫
u(1)

f
(
(1− u(1))f(x)

)(
u(2)− u2(2)

2

)
dω(1). (4.3)

Для оценки средней временной выгоды сверху найдем математическое ожидание

MB(1, x∗)`(1) = x∗
1∫

0

min
{
ω(1), u(1)

}
dω(1)

= x∗
( u(1)∫

0

ω(1) dω(1) +

1∫
u(1)

u(1) dω(1)

)
=

(
f 2(x)− x2

)
x∗

2f 2(x)
,

Аналогично (4.3) найдем

MB(2, x∗)`(2) =

1∫
0

1∫
0

min
{
f
(
(1− `(1))x∗

)
ω(2), f

(
(1− `(1))x∗

)
u(2)

}
dω(1) dω(2)

=

u(1)∫
0

f
(
(1− ω(1))x∗

)(
u(2)− u2(2)

2

)
dω(1) +

1∫
u(1)

f
(
(1− u(1))x∗

)(
u(2)− u2(2)

2

)
dω(1).

Пусть a =
1

2
, b =

1

4
. Тогда динамика популяции при отсутствии эксплуатации (4.1)

примет вид

X(k + 1) =
X(k)

2
+

1

4
, k = 1, 2, . . . .

Подставляя функцию f(x) =
x

2
+

1

4
в (4.2), нетрудно посчитать, что

MA(1, x)`(1) =
(2x+ 1)2 − 16x2

8(2x+ 1)
,
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и наибольшее значение этой функции достигается в точке x ≈ 0, 0774. Подставим функ-
цию f(x) в (4.3) и получим

MA(2, x)`(2) =

u(1)∫
0

(1− ω(1))(2x+ 1) + 2

16

(
1− 64x2(

(1− ω(1))(2x+ 1) + 2
)2
)
dω(1)

+

1∫
u(1)

(1− u(1))(2x+ 1) + 2

16

(
1− 64x2(

(1− ω(1))(2x+ 1) + 2
)2
)
dω(1)

=
4x2

2x+ 1
ln

(
2(2x+ 1)

2x+ 3

)
− 256x3 − 20x2 − 12x− 5

32(2x+ 1)
.

Тогда наибольшее значение функции MA(2, x)`(2) достигается в точке x ≈ 0, 0272.

Подставим функцию f(x) в MB(1, x∗)`(1) и MB(2, x∗)`(2) :

MB(1, x∗)`(1) =
(2x+ 1)2 − 16x2

4(2x+ 1)2
,

MB(2, x∗)`(2) =
8x2

(2x+ 1)2
ln

(
2(2x+ 1)

2x+ 3

)
− 768x4 + 712x3 − 172x2 − 42x− 9

16(2x+ 1)2(2x+ 3)
.

Окончательно получаем, что в силу (3.14) в момент k = 1 наибольшее значение функ-
ции MA(1, x)`(1) достигается в точке x ≈ 0, 0774 и выполнена следующая приближенная
оценка средней временной выгоды с вероятностью единица

0, 1339 6 H(`, x(0)) 6 0, 2320;

при k = 2 наибольшее значение функции MA(2, x)`(2) достигается в точке x ≈ 0, 0272

и имеем приближенную оценку средней временной выгоды с вероятностью единица

0, 1571 6 H(`, x(0)) 6 0, 1867.

Поскольку при k = 3 вычисления имеют весьма громоздкий вид, отметим только, что
наибольшее значение функции MA(3)`(3) достигается в точке x ≈ 0, 0076 и приближен-
ные оценки средней временной выгоды с вероятностью единица

0, 1641 6 H(`, x(0)) 6 0, 1718.

Отметим, что при увеличении k оценка средней временной выгоды получается более
точной.
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