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Abstract. We propose multicompartmental models of infectious diseases dynamics for nume-
rical study of the spread parameters of the new coronavirus infection SARS-CoV-2, which take
into account the delay effects associated with the presence of the latent period of the infection,
as well as the possibility of an asymptomatic course of the disease. The dynamics of the spread
of COVID-19 in the Russian Federation was investigated, using these models with distributed
parameters that formalize the interactions of the models’ compartments. The paper provides
numerical estimates of the spread dynamics of the new coronavirus infection in various age
groups of the population. We also investigate possible consequences of the mask regime and
quarantine measures. We obtain an explicit estimate allowing to assess the necessary scope of
these measures for the epidemy extinction.
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Аннотация. В работе предлагаются многокомпонентные модели динамики инфекцион-
ных заболеваний для численного исследования параметров распространения новой коро-
навирусной инфекции SARS-CoV-2, учитывающие в том числе эффекты запаздывания,
связанные с наличием латентного периода инфекции, а также возможность бессимптом-
ного течения заболевания. На основании данных моделей исследуется динамика распро-
странения COVID-19 в РФ с использованием распределенных констант, формализующих
взаимодействия компонент в рамках моделей. В работе получены численные оценки дина-
мики распространения новой коронавирусной инфекции в различных возрастных группах
населения. Также исследуется влияние «масочного режима» и карантинных мероприятий.
В последнем случае получается выражение, позволяющее оценить необходимый масштаб
данных мер для затухания эпидемии.

Ключевые слова: компонентные модели эпидемических заболеваний, распределенные
параметры, численное решение, моделирование эпидемии COVID-19
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Introduction

Since the seminal work of Kermack and McKendrick [1] compartmental models has been
widely used in mathematical epidemiology studies (see e. g. the reviews [2, 3]). After the
outbreak of the new coronavirus infection SARS-CoV-2 a new wave of interest to this modelling
framework has arisen in the epidemics modelling community [4–17]. The results obtained
using this framework depend crucially on the choice of the input parameters in the system
of modeling equations, which characterize the fundamental interrelations between the model
compartments (i.e. disease transmission rate, recovery and mortality rates, etc.). A review
of the vast literature on the characteristics reveals significant variance in the values of the
aforementioned fundamental parameters. For example, the transmission rate estimates vary
in the interval from 0.08 to 0.37 (see [18–21]), and the latent period duration varies from 2
to 11 days (see [18, 19, 22]). In the present research we are aiming to capture the uncertainty
in the parameters’ values determination by collecting and interpreting the results of a series
simulations based on compartmental models with randomly generated parameters that obey
certain distributions. The interpretation of the numerical results obtained is probabilistic.
Namely, we assess confidence intervals for the parameter values of interest.

We first focus on a relatively simple 7-compartmental model that takes into account the
delay effects connected to the latent period of infection and the possibility of asymptomatic
progression of the disease. Then we switch to a modification of this model that involves
subdivisions of the initially suggested basic compartments. This allows to capture e. g. the
effects connected to effects of using face masks, the effects of isolation and quarantine, and the
age factors of the epidemic parameters.

The paper is organized as follows. In Section 2 the main modelling frameworks are introduced
and described. Numerical results obtained using these models are presented in Section 3.
Section 4 provides a summary of the main results. Verification of fundamental properties of the
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mathematical models used in the paper and technical calculations related to the assessment of
the basic reproduction numbers are given in Appendix A and Appendix B, respectively.

1. Main results

The basic modelling framework of this research reads as follows:

Ṡ(t) = −β I(t)S(t)
N
− rIaβ

Ia(t)S(t)
N

− rEβ E(t)S(t)
N

,

Ėa(t) = β I(t)S(t)
N
− λ1Ea(t),

Ė(t) = rEβ
E2(t)S(t)

N
+ λa(1− pa)Ea(t)− λE(t),

İa(t) = rIaβ
Ia(t)S(t)

N
+ λapaEa(t)− γIa(t),

İ(t) = γIa(t) + λ2E(t)− γI(t),
Ṙ(t) = γ(I + Ia),

N = S(t) + Ea(t) + E(t) + Ia(t) + I(t) + R(t).

(1.1)

Here S are susceptible, Ea are exposed, infected, but not infectious, E are pre-symptomatic
infected, Ia are infectious asymptomatic, I are symptomatic infected, R are recovered (and/or
deceased), β > 0 and γ > 0 are the disease transmission and recovery rates, respectively,
0 < rIa ≤ 1, 0 < rE ≤ 1 are the transmission modifiers for the interaction between the
respective categories of the population, λa > 0, λ > 0, — are the transition rates for the
respective categories of the population, pa is the probability of asymptomatic infection.

Fundamental mathematical properties of the modelling framework (1.1) such as positive
invariance of the solutions corresponding to non-negative initial conditions and the well-posed-
ness of (1.1) are verified in Appendix A.

In our modelling we use normally distributed parameters with the following 3σ -intervals
based on a review of the literature on the main characteristics of the disease.

Table 1

Parameters’ distributions for the model (1.1)

Parameter Meaning 3σ-Interval References
β Transmission rate [0.08, 0.37] [18–21], [23]
rIa Infectiousness of asympt. [0.5, 0.9] [18, 24–26]
rE Infectiousness of pre-sympt. [0.5, 0.85] [18,24,25, 27, 28]
1/λa Exposed period [2, 6] [18, 19,22–24, 30]
1/λ Pre-symptomatic period [2, 5] [18, 19,24, 27–29]
pa Probab. of asympt. infection [0.3, 0.65] [24–26,29]
1/γ Infectious period [4, 12] [19,23,31–33]
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Figure 1 demonstrates the dynamics of the new coronavirus disease in the Russian Federa-
tion.

Figure 1. The initial stage of COVID-19 spread in the Russian Federation: according to Johns
Hopkins Institute data (left) and according to the simulations based on the framework (1.1).

Figure 2 demonstrates the prognoses on the number of infected in the Russian Federation
obtained by polynomial extrapolation of statistical data for the previous three months (left) and
obtained by simulations based on the model (1.1) and the parameters with the characteristics
presented in Table 1 (right).

Figure 2. The prognoses on the number of infected in the Russian Federation obtained by
polynomial extrapolation (indicated by thin line) of statistical data (indicated by bold line) for the

preceding three months (left) and obtained by еру simulations based on the framework (1.1).

The assessment of the basic reproduction number R0 of COVID-19 based on the model (1.1)
and the parameters from Table 1 gives the following results. The expectation of R0 equals to
2.13. The bounds of 50%, 75%, and 95% confidence intervals for R0 are [2.02, 2.16], [1.89,
2.28], and [1.71, 2.46], respectively. The value R0 = max{ rEβ

λ
,
rIaβ

γ+β
} is obtained using the new

generation matrix method [34] (The calculation of R0 is presented in Apendix B).
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In order to study more issues connected to the spread of the new coronavirus disease, we
introduce the following generalization of the model (1.1).

Ṡ1(t) = −β11 I1(t)S1(t)
N
−rIaβ11

Ia1(t)S1(t)
N

− rEβ11E1(t)S1(t)
N

−β12 I2(t)S1(t)
N
−rIaβ12

Ia2(t)S1(t)
N

−rEβ12E2(t)S1(t)
N

,

Ṡ2(t) = −β22 I2(t)S2(t)
N
−rIaβ22

Ia2(t)S2(t)
N

−rEβ22E2(t)S2(t)
N

− β21 I1(t)S2(t)
N
−rIaβ21

Ia1(t)S2(t)
N

−rEβ21E1(t)S2(t)
N

,

Ėa1(t) = β11
I1(t)S1(t)

N
+ β12

I2(t)S1(t)
N

− λaEa1(t),
Ė1(t) = rEβ11

E1(t)S1(t)
N

+ rEβ12
E2(t)S1(t)

N
+ λa(1− pa)Ea1(t)− λE1(t),

Ėa2(t) = β22
I2(t)S2(t)

N
+ β21

I1(t)S2(t)
N

− λaEa2(t),
Ė2(t) = rEβ22

E2(t)S2(t)
N

+ rEβ21
E1(t)S2(t)

N
+ λa(1− pa)Ea2(t)− λE2(t),

İa1(t) = rIaβ11
Ia1(t)S1(t)

N
+ rIaβ12

Ia2(t)S1(t)
N

+ λapaEa1(t)− γ1Ia1(t),
İa2(t) = rIaβ22

Ia2(t)S2(t)
N

+ rIaβ21
Ia1(t)S2(t)

N
+ λapaEa2(t)− γ2Ia2(t),

İ1(t) = γ1Ia1(t) + λE1(t)− γ1I1(t),
İ2(t) = γ2Ia2(t) + λE2(t)− γ2I2(t),
Ṙ(t) = γ1(I1(t) + Ia1(t)) + γ2(I2(t) + Ia2(t)),

N = S1(t)+Ea1(t)+E1(t)+Ia1(t)+I1(t)+S2(t)+Ea2(t)+E2(t)+Ia2(t)+I2(t)+R(t).

(1.2)

Here the numbered compartments stand for subdivisions of the respective compartments of
(1.1) separated with respect to certain properties that we address to below.

The first issue that we capture using the framework (1.2) is the difference of the new
coronavirus disease parameters for different age groups. We divide the whole population into
the subgroups of individuals aged below (indexed by “1”) and above 65 years (indexed by
“2”). In this setting we make the following assumptions on the parameters involved in (1.2):
β11 = β, the values β12, β21 = β22, γ1, and γ2 are normally distributed with the 3σ -intervals
[0.08, 0.37], [0.1, 0.46], [0.07, 0.19], and [0.11, 0.28], respectively. The transmission rates
here are estimated based on the statistical data [19, 23], the values of γ1 and γ2 are estimated
based on the recovery and mortality rates in the respective age categories [35–38]. The ratio
S1(0)/S2(0) is taken to be equal to 17/3. The values of the rest parameters are chosen according
to Table 1.

Figure 3 demonstrates the dynamics of the new coronavirus disease in the aforementioned
age categories of the population.

Figure 3. The initial stage of COVID-19 spread in the age categories of below (solid lines) and
above (dashed lines) 65 years old according to the simulations based on the framework (1.2).
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The second effect we model using the framework (1.2) are the consequences of face masks
use by a subcategory of the whole population. We make a simplifying assumption of strict
separation of the groups of individuals who do not use face masks (indexed by “1”) and who
always wear face masks during the contacts with others (indexed by “2”). Here we make the
following assumptions on the parameters in (1.2): β11 = β, γ1 = γ2 = γ, the values of
β12, β21, and β22 has normal distributions with the 3σ -intervals [0.07, 0.32], [0.05, 0.25],

and [0.04, 0.17], respectively (based on the statistical data [39–44]). The values of the rest
parameters are the same as in the first modelling setting (see Table 1). Below we demonstrate
the result of the face masks regime implementation starting from the 90th day from the disease
outbreak with the ratio S1(90)/S2(90) = 2/3 (see Figure 4).

Figure 4. The results of the face masks regime implementation (dashed lines) at the 90th day
from the outbreak of COVID-19 in the Russian Federation according to the simulations based

on the framework (1.2).

The assessment of the basic reproduction number R0 corresponding to the face masks
regime gives the following results. The expectation of R0 equals to 1.71. The bounds of
50%, 75%, and 95% confidence intervals for R0 are [1.61, 1.79], [1.51, 1.83], and [1.37, 2.09],
respectively.

Generally, the basic reproduction number value in the framework (1.2) can be found as

R0 = max{Nβ22rE2 − S1(0)β22rE2

Nλ
;
S1(0)β11rE1

Nλ
;
Nβ22rI2 − S1(0)β22rI2

Nγ2
;
S1(0)β11rIa1

Nγ1
}

by the same procedure as was implemented in the case of (1.1).
The third case we consider using the framework (1.2) concerns lockdown measures. We

divide the population into the subgroups of non-isolated (indexed by “1”) and isolated (indexed
by “2”) individuals. Here we make the following assumptions on the parameters involved in
(1.2): β11 = β, β12 = β21 = β/15 (see [45, 46]), β22 = 0, γ1 = γ2 = γ (see Table 1).
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Figure 5 demonstrates the result of the implementation of the lockdown regime with the
ratio S1(90)/S2(90) = 2 starting from the 90th day since the disease outbreak (see Figure 2).

Figure 5. The results of the lockdown regime implementation (dashed lines) at the 90th day
from the outbreak of COVID-19 in the Russian Federation according to the simulations based

on the framework (1.2).

The assessment of the basic reproduction number R0 corresponding to the lockdown regime
gives the following results. The expectation of R0 equals to 0.96. The bounds of 50%, 75%,

and 95% confidence intervals for R0 in this case are [0.92, 1.01], [0.88, 1.06], and [0.83, 1.1],
respectively.

2. Conclusions

In this paper we investigated numerically the spread dynamics parameters of the new
coronavirus disease in the Russian Federation. We employed the multi-compartmental epide-
mic models (1.1) and (1.2), which parameters were distributed according to the statistical data.
We assessed the following additional features in our modelling based on the framework (1.2):
the dynamics of the disease in different age groups and the effects of the face masks and the
lockdown regimes on the COVID-19 spread. Interestingly, the obtained expression for the basic
reproduction number in (1.2) can be used for direct assessment of the scope of the face masks
or the lockdown measures required for the epidemy extinction.

Appendix A

Let us verify here the well-posedness property of (1.1). We first note that the vector-function
f : R6 → R6 that corresponds to the right-hand side of the differential equaations of the system
(1.1) obviously satisfies Caratheodori conditions, i.e. f(·) is continuous and for any k > 0, there
exists some constant Lk such that |f(X)| ≤ Lk for any X ∈ R6, |X| ≤ k. In addition, the
structure of the system (1.1) and the a-priori boundedness of its solutions imply the validity
of Lipschitz condition for the right-hand side of (1.1) with some positive constant. Let us now
denote g(X, u0) = f(X), where u0 = (β, rIa , rE, λa, λ, pa, γ). It is straightforward to check
that g(Xi(·), ui)→ g(X0(·), u0) in measure for any ui → u0 and any continuous functions X0,

Xi ( i = 1, 2, . . . ) such that Xi(·)→ X0(·) in measure. Applying Corollary 3 from [47], due to
a-priori boundedness of solutions to (1.1), we obtain the well-posedness of (1.1) on any closed
interval [0, T ] of time for any initial condition X0 = (S(0), Ea(0), E(0), Ia(0), I(0), R(0)).
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The proof of well-posedness of (1.2) is analogous.
In order to verify the positive invariance property, we address Lemma 2.1 in [48]. This

statement guarantees the property needed provided that the gradient of the vector field gene-
rated by (1.1) estimated at any point of the boundary of the set [0,∞)6 is not oriented outside
of this set. Obviously, the latter property takes place for the models (1.1) and (1.2).

Appendix B

We first assess the basic reproduction number for the model (1.1). Let us denote by F

the growth rate of infected individuals and by V – the transition rate of infected to other
compartments. The disease-free equilibrium is x0 = (S(0), 0, 0, 0, 0, 0). New infected arise in
the compartments Ea, E, Ia, so we have

F =



β I(t)S(t)
N(t)

rEβ
E(t)S(t)
N(t)

rIaβ
Ia(t)S(t)
N(t)

0

0

0


,V =



λaEa(t)

−λa(1− pa)Ea(t) + λE(t)

−λapaEa(t) + γIa(t)

−γIa(t)− λE(t) + γI(t)

β I(t)S(t)
N(t)

+ rIaβ
Ia(t)S(t)
N(t)

+ rEβ
E(t)S(t)
N(t)

−γ(I + Ia)


.

Let us approximate S(0) by N. Let us find the matrices F = [ ∂Fi

∂xj
(x0)], V = [∂Vi

∂xj
(x0)],

where 1 ≤ i, j ≤ 4.

We get

F =


0 0 0 0

0 rEβ 0 0

0 0 rIaβ 0

0 0 0 0

 , V =


λa 0 0 0

−λa(1− pa) λ 0 0

−λapa 0 γ 0

0 −λ −γ γ

 .

The basic reproduction number R0 can be found as Ro = ρ(FV −1), where ρ(FV −1) is the
spectral radius of the matrix FV −1.

FV −1 =


0 0 0 0

0 rEβ 0 0

0 0 rIaβ 0

0 0 0 0

 ·


1
λa

0 0 0
pa−1
λ

1
λ

0 0
−paβ−β+γpa

γ(γ+β)
0 1

γ+β
0

2pa−1
γ+β

1
γ+β

1
γ+β

1
γ+β

 =

=


0 0 0 0

rEβ(pa−1)
λ

rEβ
λ

0 0
rIaβ(−paβ−β+γpa)

γ(γ+β)
0

rIaβ

γ+β
0

0 0 0 0

 .

Next, we find the eigenvalues of FV −1 :∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ̃ 0 0 0

rEβ(pa−1)
λ

rEβ
λ
− λ̃ 0 0

rIaβ(−paβ−β+γpa)
γ(γ+β)

0
rIaβ

γ+β
− λ̃ 0

0 0 0 −λ̃

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0,
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−λ̃ · (rEβ
λ
− λ̃) · ( rIaβ

γ + β
− λ̃) · (−λ̃) = 0,


λ̃1,2 = 0;

λ̃3 =
rEβ

λ
;

λ̃4 =
rIaβ

γ + β
.

We therefore have
R0 = max{rEβ

λ
,
rIaβ

γ + β
}.

Proceeding in the same manner, we obtain the following expression for the basic reproduc-
tion number in (1.2):

R0 = {
Nβ22rE2 − S1(0)β22rE2

Nλ
;
S1(0)β11rE1

Nλ
;
Nβ22rI2 − S1(0)β22rI2

Nγ2
;
S1(0)β11rIa1

Nγ1
}.
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Аннотация. Работа посвящена описанию структуры конечных ненильпотентных разре-
шимых групп, в которых любые две строго 2-максимальные или строго 3-максимальные
подгруппы перестановочны. В частности, показано, что в разрешимой ненильпотентной
группе G любые две строго 2-максимальные подгруппы перестановочны в том и только
в том случае, когда G является группой Шмидта с абелевыми силовскими подгруппами.
Также доказана эквивалентность строения ненильпотентных разрешимых групп с переста-
новочными 3-максимальными подгруппами и с перестановочными строго 3-максимальны-
ми подгруппами. Последний результат позволяет провести классификацию всех конечных
разрешимых групп с перестановочными строго 3-максимальными подгруппами, в рабо-
те описано 14 классов групп с указанным свойством. Также полученные результаты до-
казывают нильпотентность конечной разрешимой группы с перестановочными строго n-
максимальными подгруппами в случае, если число простых делителей порядка этой груп-
пы строго превышает n для n = 2, 3.
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Abstract. We describe the structure of finite solvable non-nilpotent groups in which every
two strongly n-maximal subgroups are permutable (n = 2, 3). In particular, it is shown for a
solvable non-nilpotent group G that any two strongly 2-maximal subgroups are permutable if
and only if G is a Schmidt group with Abelian Sylow subgroups. We also prove the equivalence
of the structure of non-nilpotent solvable groups with permutable 3-maximal subgroups and
with permutable strongly 3-maximal subgroups. The last result allows us to classify all finite
solvable groups with permutable strongly 3-maximal subgroups, and we describe 14 classes of
groups with this property. The obtained results also prove the nilpotency of a finite solvable
group with permutable strongly n -maximal subgroups if the number of prime divisors of the
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Введение

Все рассматриваемые группы являются конечными.
На протяжении многих лет развития теории конечных групп исследователи обраща-

лись к вопросу влияния свойств n -максимальных подгрупп (при фиксированном n ) на
строение группы, что привело к появлению большого числа публикаций по теории обоб-
щенно максимальных подгрупп. Наиболее ранние результаты в данном направлении пред-
ставлены в работах Б. Хупперта [1] и Л. Редеи [2]. Первая из них посвящена описанию
структуры групп с нормальными вторыми максимальными подгруппами. Во второй ра-
боте изучено строение неразрешимых групп с абелевыми вторыми максимальными под-
группами.

В последние два десятилетия получено множество новых результатов, связанных со
вторыми и третьими максимальными подгруппами. В частности, развивая отмеченный
выше результат Б. Хупперта, Ю.В. Луценко (Горбатова) и А.Н. Скиба в работе [3] опи-
сали строение ненильпотентных групп, все строго 2-максимальные подгруппы которых
нормальны. Также в [3] получена классификация ненильпотентных групп, в которых все
2-максимальные подгруппы или все строго 2-максимальные подгруппы перестановочны со
всеми силовскими подгруппами. Основываясь на этих результатах, в работе [4] авторы опи-
сали точное строение групп с субнормальными 2-максимальными или 3-максимальными
подгруппами. Этот результат получил продолжение в работе [5], в которой Ю.В. Горба-
товой и М.Н. Коноваловой была решена задача полного описания групп с субнормальны-
ми строго 2-максимальными или строго 3-максимальными подгруппами. Отметим так-
же работу [6], в которой получено строение ненильпотентных групп с перестановочными
2-максимальными или 3-максимальными подгруппами. В связи с последним результатом
вполне естественной является задача описания ненильпотентных групп, в которых любые
две строго 2-максимальные или любые две строго 3-максимальные подгруппы перестано-
вочны. Эта задача в классе разрешимых групп решена в настоящей работе. В частности,
показана эквивалентность строения ненильпотентных разрешимых групп с перестановоч-
ными n -максимальными подгруппами и с перестановочными строго n -максимальными
подгруппами (n = 2, 3 ).

1. Основные понятия и вспомогательные результаты

Напомним некоторые понятия, используемые в работе.

О п р е д е л е н и е 1.1. Подгруппа H группы G называется 2-максимальной под-
группой (или второй максимальной подгруппой) группы G, если H является макси-
мальной подгруппой в некоторой максимальной подгруппе M группы G. Аналогично
определяются третьи максимальные подгруппы, четвертые максимальные подгруппы и
далее.
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О п р е д е л е н и е 1.2. Подгруппу H группы G называют строго n -максимальной
подгруппой, если H является n -максимальной подгруппой в G, но не является n -макси-
мальной подгруппой в любой собственной подгруппе группы G.

Подгруппа H группы G может являться n -максимальной в G, но при этом не быть
строго n -максимальной. Например, в группе SL(2, 3) единственная подгруппа порядка 2
является 2-максимальной подгруппой, но не является строго 2-максимальной подгруппой.

О п р е д е л е н и е 1.3. Группой Шмидта называют ненильпотентную группу, все
собственные подгруппы которой нильпотентны.

Лемма 1.1. [6, лемма 2.3] Пусть G — ненильпотентная группа. Тогда следующие
условия эквивалентны:

(1) любые две 2-максимальные подгруппы группы G являются перестановочными;
(2) G является группой Шмидта с абелевыми силовскими подгруппами.

Теорема 1.1. [6, теорема 3.1] Пусть G — ненильпотентная группа. Тогда любые
две 3-максимальные подгруппы группы G перестановочны в том и только в том случае,
когда G является группой одного из следующих типов:
I. G — группа Шмидта одного из видов:

(a) G — группа с абелевыми силовскими подгруппами;
(b) G = [P ]Q, где P изоморфна либо группе M3(p), либо группе кватернионов поряд-

ка 8;

(c) G = [P ]Q, где |P | > p3, |Φ(P )| = p и Φ(P ) = Φ2(P ), Φ2(P ) — пересечение всех
2-максимальных подгрупп из P ;

II. G — бипримарная группа, не являющаяся группой Шмидта, одного из следующих
видов:

(1) G = [P ]Q, где P — минимальная нормальная подгруппа группы G, Q — цикли-
ческая группа и [P ]Φ(Q) — группа Шмидта;

(2) G = ([P ]Q1)×Cq, где P — минимальная нормальная подгруппа группы G, |Cq| = q

и PQ1 — группа Шмидта;
(3) G = [P ]Q, где P — минимальная нормальная подгруппа группы G, Q= 〈a〉× 〈b〉,

|a| = |b| = q, P 〈a〉 и P 〈b〉 — группы Шмидта;
(4) G = [P ]Q, где |P | = p, p > 2 и Q изоморфна группе кватернионов порядка 8;

(5) G = ([P ]Q1)Cq, где P — минимальная нормальная подгруппа группы G, Q1 = 〈a〉,
Cq = 〈b〉, |Q1Cq| = qβ, |a| = qβ−1 ( β ≥ 3 ), PQ1 — группа Шмидта, ab = a1+q

β−2 и
[P,C1] = 1 для всякой подгруппы C1, изоморфной Cq ;

(6) G = [P ]Q, где Φ(P ) — минимальная нормальная подгруппа группы G, обе группы
Φ(P )Q и G/Φ(P ) являются группами Шмидта, максимальная подгруппа из Q совпа-
дает с Z(G) и любые две 2-максимальные подгруппы из P перестановочны;

(7) G — подпрямое произведение двух различных изоморфных групп Шмидта с абе-
левыми силовскими подгруппами;

(8) G = [P1 × Cp]Q, где P1 — минимальная нормальная p -подгруппа группы G,

|Cp| = p, P1Q — группа Шмидта, максимальная подгруппа из Q содержится в Z(G)

и [Cp, Q] = 1;

(9) G=[[P1]Q]Cp, где P1 — минимальная нормальная p -подгруппа группы G, |Q|=q,

|Cp| = p, NG(Q) = [Q]Cp и P1Cp — абелева группа;
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III. G — группа, порядок которой имеет в точности три простых делителя p, q, r, и
которая является группой одного из следующих видов:

(i) G = ([P ]Q)R, где P и R — минимальные нормальные подгруппы группы G, Q —
циклическая группа и F (G) = PRΦ(Q);

(ii) G = [R](P × Q), где |P | = p, |Q| = q и R = F (G) — минимальная нормальная
подгруппа группы G.

Лемма 1.2. Пусть P = [H]Cp, где H — элементарная абелева p -группа, |Cp| = p и
любые две строго 2-максимальные подгруппы из P перестановочны. Тогда P является
абелевой группой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим, что лемма неверна и группа P — контрпример
минимального порядка. Если H не содержит Z(P ), то P = HZ(P ), и поэтому P явля-
ется абелевой группой, что противоречит допущению. Следовательно, Z(P ) ≤ H. Тогда
Z(P ) = Z1 × Z2 . . .× Zt, где |Zi| = p.

Так как H — элементарная абелева p -группа, то H/Z1 также является элементарной
абелевой p -группой и P/Z1 = [H/Z1](CpZ1/Z1), где CpZ1/Z1 ' Cp. Кроме того, любые две
строго 2-максимальные подгруппы из P/Z1 перестановочны. Следовательно, для группы
P/Z1 выполняется условие леммы и, по индукции, факторгруппа P/Z1 является абелевой.
Полагая Z1 =Z(P ) и применяя [7, теорема 5.1.9], получаем |P |=p3. Так как P =[H]Cp и
подгруппы H и Cp порождаются элементами порядка p, то P =Ω1(P )={g ∈ G | gp = 1}.
Но всякая подгруппа порядка p группы P является 2-максимальной подгруппой. Это
означает, что P — абелева группа. Полученное противоречие доказывает лемму. �

2. Строение разрешимых ненильпотентных групп с перестановочными
строго 2-максимальными подгруппами

Следующая теорема описывает разрешимые ненильпотентные группы с перестановоч-
ными строго 2-максимальными подгруппами.

Теорема 2.1. Пусть G — разрешимая ненильпотентная группа. Тогда следующие
условия эквивалентны:

(1) любые две строго 2-максимальные подгруппы группы G перестановочны;
(2) G является группой Шмидта с абелевыми силовскими подгруппами.

Д о к а з а т е л ь с т в о. (1) ⇒ (2). Допустим, что G — разрешимая ненильпотент-
ная группа и любые две строго 2-максимальные подгруппы в G перестановочны.

Предположим вначале, что группа G имеет ненильпотентную максимальную подгруп-
пу M. Пусть H — максимальная подгруппа в M. Если при этом H является строго
2-максимальной подгруппой в G, то ввиду условия, HHx — подгруппа в G для всех
x ∈ G. Тогда H ≤ HHx ≤ G. Но, поскольку H — строго 2-максимальная подгруп-
па в G, то HHx является максимальной подгруппой в G и H является максимальной
подгруппой в HHx. Таким образом, в разрешимой группе G есть две несопряженные мак-
симальные подгруппы M и HHx, и поэтому, ввиду [8, глава II, лемма 3.9], G = MHHx.

Тогда, согласно [9, лемма 1.43], G = MHHx = M(Hx)x
−1

= MH = M, что невозможно.
Таким образом, H не является строго 2-максимальной подгруппой в G. Это означает,
что существует хотя бы один ряд подгрупп Gi группы G ( 0 ≤ i ≤ n ) такой, что H = Gr
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для r ≥ 3 и группа Gi максимальна в Gi−1. Рассмотрим ряд наибольшей длины среди
существующих:

1 = Gn < ... < H = Gr < ... < G2 < G1 < G0 = G.

В данном ряду группа G2 является строго 2-максимальной подгруппой в G. Тогда, ввиду
условия теоремы, G2G

x
2 ≤ G для всех x ∈ G. Но, поскольку G2 — строго 2-максимальная

подгруппа в G, то G2G
x
2 является максимальной подгруппой в G и G2G

x
2 6= G1. Таким

образом, в разрешимой группе G есть две несопряженные максимальные подгруппы G1

и G2G
x
2 , и поэтому, снова ввиду [8, глава II, лемма 3.9], G = G1G2G

x
2 . Тогда, согласно

[9, лемма 1.43], G = G1G2G
x
2 = G1G

x
2 = G1(G

x
2)x

−1
= G1G2 = G1, что невозможно.

Полученные противоречия показывают, что в группе G каждая максимальная под-
группа нильпотентна. Тогда G является группой Шмидта и в силу [10, глава VI, теоре-
ма 26.1], G = [P ]Q, где P — силовская p -подгруппа группы G и Q — циклическая
q -подгруппа в G. Предположим, что P ′ 6= 1. Тогда в подгруппе P ′Q существует мак-
симальная подгруппа T такая, что |P ′Q : T | = p. В силу строения группы Шмидта,
T является 2-максимальной подгруппой в G, причем T — строго 2-максимальная под-
группа в G. Из условия теоремы следует, что TT x — подгруппа в G для любого x ∈ G.
Согласно [8, глава VI, лемма 4.7], существует такой элемент y ∈ TT x, что Qy = QQx.

Это влечет Q = Qx для любого x ∈ G, а значит подгруппа Q нормальна в G, что про-
тиворечит строению группы Шмидта. Следовательно, P ′ = 1, что означает абелевость
силовской подгруппы P.

(2) ⇒ (1). Предположим, что G — группа Шмидта с абелевыми силовскими под-
группами. Тогда в силу леммы 1.1, в группе G любые две 2-максимальные подгруппы
перестановочны, в том числе, и любые две строго 2-максимальные подгруппы перестано-
вочны. �

Следствие 2.1. Если в разрешимой группе G любые две строго 2-максимальные
подгруппы перестановочны и |π(G)| > 2, то группа G нильпотентна.

Следствие 2.2. В том и только в том случае в ненильпотентной разрешимой груп-
пе G каждая строго 2-максимальная подгруппа нормальна, когда G — сверхразрешимая
группа Шмидта.

Следствие 2.3. Пусть G — разрешимая ненильпотентная группа. Тогда следующие
условия эквивалентны:

(1) G — группа Шмидта с абелевыми силовскими подгруппами;
(2) любые две 2-максимальные подгруппы из G перестановочны;
(3) любые две строго 2-максимальные подгруппы из G перестановочны.

3. Строение разрешимых ненильпотентных групп с перестановочными
строго 3-максимальными подгруппами

Следующая теорема позволяет усилить в разрешимом случае основной результат ра-
боты [6, теорема 3.1], заменив условие перестановочности всех 3-максимальных подгрупп
на условие перестановочности только строго 3-максимальных подгрупп.
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Теорема 3.1. Пусть G — разрешимая ненильпотентная группа. Тогда следующие
условия эквивалентны:

(1) любые две 3-максимальные подгруппы из G перестановочны;
(2) любые две строго 3-максимальные подгруппы из G перестановочны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. (1)⇒ (2). Пусть верно условие (1) теоремы. Тогда в группе
G перестановочны в том числе и любые две строго 3-максимальные подгруппы. Таким
образом, верно условие (2).

(2)⇒ (1). Пусть теперь выполняется условие (2) теоремы. Покажем, что в этом случае
группа G удовлетворяет условию теоремы 1.1. Тем самым будет доказана справедливость
условия (1) данной теоремы.

Так как G — разрешимая ненильпотентная группа, в которой любые две строго
3-максимальные подгруппы перестановочны, то каждая максимальная подгруппа группы
G либо нильпотентна, либо удовлетворяет условию теоремы 2.1, т. е. является группой
Шмидта с абелевыми силовскими подгруппами. В силу разрешимости группы G соглас-
но [10, глава VI, теорема 26.1], число различных простых делителей порядка группы G

не превосходит трёх, т. е. π(G) ≤ 3.

Дальнейшее доказательство теоремы можно получить методом, использовавшимся при
доказательстве основного результата работы [6, теорема 3.1, с. 1259–1264], учитывая при
этом теорему 2.1 данной работы. Опишем этапы этого метода и приведем доказательства
некоторых из них.

I. Предполагаем вначале, что G = [P ]Q является группой Шмидта.
Если P — абелева группа, то G — группа типа I(a) в теореме 1.1.
Если P — неабелева группа, то, как показано в [6, с. 1260], G является группой одного

из типов I(b–c) в теореме 1.1.
II. Далее предполагаем, что G — бипримарная группа, отличная от группы Шмидта,

и в G существует нормальная силовская подгруппа, например, P.
Тогда G = [P ]Q, где P и Q — силовские p -подгруппа и q -подгруппа в G. Так

как каждая максимальная подгруппа группы G, отличная от нильпотентной, является
группой Шмидта с абелевыми силовскими подгруппами, то легко заметить, что все под-
группы Шмидта группы G содержат либо силовскую p -подгруппу из G, либо силовскую
q -подгруппу из G.

Предположим, что верен первый случай, т. е. все подгруппы Шмидта группы G содер-
жат силовскую p -подгруппу из G. Тогда G = [P ]Q, где P — минимальная нормальная
подгруппа группы G в силу абелевости P и согласно [10, глава VI, теорема 26.2(2)].

Если Q — абелева циклическая подгруппа в G, то G — это группа типа II(1) в
теореме 1.1.

Если Q — абелева нециклическая подгруппа в G, то, как показано в [6, с. 1260],
G является группой одного из типов II(2–3) в теореме 1.1.

Рассмотрим случай, когда Q — неабелева группа с |Q| = qβ, q = 2 и β = 3. Тогда в
силу [11, глава V, теорема 4.4] Q изоморфна либо группе кватернионов, либо диэдраль-
ной группе. Допустим, что верно последнее. Тогда Q = [〈a〉]〈b〉, где |a| = 22, |b| = 2,

ab = a−1. В силу строения диэдральной группы, Q имеет ровно три максимальные под-
группы вида: 〈a〉, 〈a2〉〈b〉 и 〈a2〉〈ab〉. Так как при этом P — минимальная нормальная
подгруппа группы G, то максимальными подгруппами в G являются группы вида Q,
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P 〈a〉, P 〈a2〉〈b〉 и P 〈a2〉〈ab〉. При этом, как показано выше, каждая максимальная под-
группа группы G либо нильпотентна, либо является группой Шмидта. В силу своего
строения группы P 〈a2〉〈b〉 и P 〈a2〉〈ab〉 не являются группами Шмидта, следовательно,
они нильпотентны. Пусть P1 — максимальная подгруппа из P. Тогда группы P1〈b〉 и
P1〈ab〉 являются строго 3-максимальными подгруппами в G. По условию, они перестано-
вочны, т. е. (P1〈b〉)(P1〈ab〉) = (P1〈ab〉)(P1〈b〉). Следовательно, 〈ab〉〈b〉 = 〈b〉〈ab〉 и поэтому
ab = ba. Это влечет ab = a = a−1 и значит a2 = 1, что противоречит строению ди-
эдральной группы. Полученное противоречие показывает, что Q изоморфна группе ква-
тернионов порядка 8. Тогда поскольку q = 2, согласно [10, глава VI, теорема 26.1(4)(6)]
получаем, что |P | = p. Таким образом, G — группа типа II(4) в теореме 1.1.

Пусть теперь Q — неабелева группа с |Q| = qβ ( β ∈ N ), причем q — нечётное простое
число, либо q = 2 и β > 3. Тогда, как показано в [6, с. 1261], G является группой типа
II(5) в теореме 1.1.

Напомним, что все подгруппы Шмидта группы G содержат либо силовскую p -под-
группу из G, либо силовскую q -подгруппу из G. Осталось рассмотреть случай, когда
каждая подгруппа Шмидта группы G содержит силовскую q -подгруппу из G. В этом
случае согласно [10, глава VI, теорема 26.1(3)] Q = 〈a〉 является циклической группой.
Рассмотрим максимальную подгруппу P 〈aq〉 группы G. В силу рассматриваемого случая,
она не является группой Шмидта, а значит, она нильпотентна. Тогда P 〈aq〉 = P × 〈aq〉 =

F (G), что означает 〈aq〉 ≤ Z(G).

Предположим вначале, что все максимальные подгруппы группы G, содержащие си-
ловскую q -подгруппу из G, являются группами Шмидта. Пусть M = P1Q

x — произ-
вольная максимальная подгруппа Шмидта группы G, где P1 < P. В силу теоремы 2.1
и [10, глава VI, теорема 26.2(2)], P1 является минимальной нормальной подгруппой в M.

Рассмотрим случай, когда P — неабелева группа. Это влечет P ′ ⊆ Φ(P ) 6= 1. Пред-
положим, что Φ(P ) 6≤ P1. Тогда Φ(P )P1Q ≤ G. В силу максимальности P1Q в G, либо
Φ(P )P1Q = P1Q, либо Φ(P )P1Q = G. Если Φ(P )P1Q = P1Q, то Φ(P ) ≤ P1, что проти-
воречит нашему допущению. Следовательно, Φ(P )P1Q = G. Это влечет Φ(P )P1 = P и
поэтому P1 = P, что невозможно. Полученное противоречие показывает, что Φ(P ) ≤ P1,

а так как P1 — минимальная нормальная подгруппа в M, то P1 = Φ(P ). Поскольку
G не является нильпотентной и Φ(P ) ⊆ Φ(G), то G/Φ(P ) является группой Шмидта с
абелевыми силовскими подгруппами и при этом максимальная подгруппа группы Q сов-
падает с Z(G). Пусть E1 и E2 — произвольные 2-максимальные подгруппы группы P.

Покажем перестановочность E1 и E2. Очевидно, что E1〈aq〉 и E2〈aq〉 являются строго
3-максимальными подгруппами в G. Тогда по условию,

(E1〈aq〉)(E2〈aq〉) = (E2〈aq〉)(E1〈aq〉)

и значит V = 〈aq〉(E1E2) является подгруппой группы G. Согласно [8, глава VI, лемма
4.7], в группе V существует силовская p -подгруппа Vp, причем Vp = E1E2. Это влечет пе-
рестановочность подгрупп E1 и E2. Следовательно, G — группа типа II(6) в теореме 1.1.

Теперь рассмотрим случай, когда P — абелева группа. Предположим, что при этом
Φ(P ) 6= 1. Рассуждая аналогично предыдущему абзацу, можно показать, что P1 = Φ(P )

является минимальной нормальной подгруппой в G и G/Φ(P ) — группа Шмидта с абе-
левыми силовскими подгруппами. Таким образом, G вновь является группой типа II(6)
в теореме 1.1.
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Пусть теперь Φ(P ) = 1. Это означает, что P является элементарной абелевой p-груп-
пой. Тогда, как показано в [6, с. 1262], в этом случае G является группой типа II(7) в
теореме 1.1.

Предположим теперь, что не все максимальные подгруппы группы G, содержащие
силовскую q -подгруппу из G, являются группами Шмидта. Это означает, что группа
G имеет некоторую нильпотентную максимальную подгруппу M = P1 ×Q, содержащую
силовскую подгруппу Q из G (P1 < P ). В этом случае, как показано в работе [6, с. 1262],
G является группой типа II(8) в теореме 1.1.

III. Далее предполагаем, что G — бипримарная группа, отличная от группы Шмидта,
и G не имеет нормальных силовских подгрупп.

Обозначим через L нормальную подгруппу с индексом p группы G. Очевидно, что
Q ≤ L. Если предположить, что Q нормальна в L, то Q будет являться нормальной и в
самой группе G, что противоречит рассматриваемому случаю. Таким образом, L = [P1]Q

— группа Шмидта, что влечет цикличность Q. По теореме 2.1, P1 — абелева и значит
согласно [10, глава VI, теорема 26.2(2)], P1 — минимальная нормальная подгруппа в L.

Тогда P1 является минимальной нормальной подгруппой и в самой группе G.

Допустим, что NG(Q) — нильпотентная подгруппа в G. Тогда в силу цикличности Q,

имеем Q ≤ Z(NG(Q)). Тогда по [12, теорема 14.3.1] группа G имеет нормальное q -допол-
нение, что противоречит рассматриваемому случаю. Это означает, что NG(Q) = [Q]〈b〉 —
группа Шмидта. В силу цикличности Q и согласно [10, глава VI, теорема 26.1(6)] имеем
|Q| = q.

Заметим, что L и NG(Q) — максимальные подгруппы в G, что влечет G = LNG(Q).

Но тогда P1〈b〉 является силовской p -подгруппой в G. Так как |G : L| = p, получаем
P1∩〈b〉 = 〈bp〉. Очевидно, что подгруппа Q〈bp〉 нильпотентна, что означает 〈bp〉 ≤ CP1(Q).

Напомним, что [P1]Q является группой Шмидта с абелевыми силовскими подгруппами, и
это согласно [10, глава VI, теорема 26.2(2)] влечет CP1(Q) = 1. Таким образом, 〈bp〉 = 1 и
|〈b〉| = p. Следовательно, подгруппа P1〈b〉 = [P1]〈b〉 максимальна в G, причем P1 — эле-
ментарная абелева p -группа. Ввиду условия теоремы, любые две строго 2-максимальные
подгруппы из P1〈b〉 перестановочны и поэтому, в силу леммы 1.2, P1〈b〉 — абелева группа.
Итак, G — группа типа II(9) в теореме 1.1.

IV. В конце предполагаем, что π(G) = {p, q, r}, где p 6= q 6= r.

В этом случае, как показано в работе [6, с. 1263–1264], G является группой одного из
типов III(i–ii) в теореме 1.1.

Итак, в случае, когда любые две строго 3-максимальные подгруппы группы G пере-
становочны, G является группой одного из типов I–III, описанных в теореме 1.1. А это
в свою очередь означает, что любые две 3-максимальные подгруппы из G перестановоч-
ны. �

Следствие 3.1. Если в разрешимой группе G любые две строго 3-максимальные
подгруппы перестановочны и |π(G)| > 3, то группа G нильпотентна.
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Введение

Рассматривается уравнение

A
∂u(t, x)

∂t
= B

∂u(t, x)

∂x
+ Cu(t, x) + f(t, x), (0.1)

где A : E1 → E2 , E1, E2 — банаховы пространства; A — замкнутый линейный фред-
гольмов оператор с нулевым индексом и с плотной в E1 областью определения domA,

domA = E1; B,C ∈ L(E1, E2), оператор B необратим; (t, x) ∈ T × X , T = [0, tk],

X = [0, xk]; f(t, x) — заданная достаточно гладкая вектор-функция со значениями в E2;

u = u(t, x) искомая вектор-функция.
Такие уравнения называют дифференциально-алгебраическими, или дескрипторными,

или уравнениями Соболевского типа, или уравнениями не типа Коши–Ковалевской. Де-
скрипторная система с оператором A, имеющим число 0 нормальным собственным чис-
лом, решена в работе [1]. Исследование уравнения (0.1) можно сопоставить с исследова-
нием уравнения

A
dz

dt
= Bz + f(t), (0.2)

с необратимыми коэффициентами A,B , где A — замкнутый линейный оператор дей-
ствующий в банаховом пространстве E, B ∈ L(E,E), и с достаточно гладкой вектор-
функцией f(t); а решение задачи (0.1) — с решением z = z(t) уравнения (0.2) при на-
чальном условии

z(0) = z0 ∈ domA. (0.3)

Над изучением задачи (0.2), (0.3) активно работают известные школы С. Г. Крейна,
С.П. Зубовой, А. Г. Руткаса, Н.А. Сидорова, Г.А. Свиридюка, И.В. Мельниковой, A. Fa-
vini. Достаточно полно результаты исследования этой задачи представлены в [2–7].

Дескрипторные системы нашли свое применение при моделировании движения само-
летов [8], химических процессов [9], экономических систем [10]. Большое количество работ
по дескрипторным системам также относится к теории электрических цепей [11].

В работе [12] проведено обоснование численного метода для решения системы (0.1) с
постоянными матрицами коэффициентов с некоторыми граничными условиями.

Наша цель — получить условия, при которых система (0.1) с граничными условиями
разрешима в аналитическом виде.

Если оператор пучок A − λB , при λ достаточно малых по модулю, является регу-
лярным, то есть оператор Aλ = (A − λB)−1A : domA → E1 имеет число 0 нормальным
собственным числом [13], то E1 разлагается в прямую сумму двух подпространств

E1 = M ⊕N, (0.4)

где N — корневое подпространство для Aλ , а M инвариантно относительно Aλ и такое,
что сужение Ãλ оператора Aλ на M имеет обратный оператор (Ãλ)

−1 .
Сформулируем известные свойства фредгольмовых операторов (см. [14]).

С в о й с т в о 0.1. Пространства E1 и E2 расщепляются в прямые суммы [3]

E1 = KerA⊕ CoimA, E2 = ImA⊕ CokerA, (0.5)



132 А.Х. Мохамад

где CoimA –– прямое дополнение к ядру KerA в E1, CokerA — дефектное подпростран-
ство, dimKerA = dimCokerA <∞. Сужение Ã оператора A на CoimA∩ dom(A) имеет
ограниченный обратный оператор Ã−1. Определим отвечающие разложениям (0.5) проек-
торы P0 и Q0 на KerA и CokerA, соответственно, а также оператор A− = Ã−1(I −Q0),

называемый полуобратным, A− : ImA → CoimA ∩ dom(A). Здесь и далее через I обо-
значен единичный оператор в соответствующем пространстве.

С в о й с т в о 0.2. Уравнение

Av = w, v ∈ E1 ∩ dom(A), w ∈ E2, (0.6)

эквивалентно системе

Q0w = 0, v = A−w + P0v ∀P0v ∈ KerA ∩ dom(A).

Первое равенство в последней системе является условием корректности уравнения (0.6)
(см. [3]).

Определим операторы

A0 = A, Q0 = Q, P0 = P, A−
0 = A−, T0 = A−

0 B, S0 = Q0B,

Aj = Sj−1Pj−1, Sj = QjSj−1Tj−1, Tj = Tj−1 − A−
j Sj−1Tj−1 (j = 1, 2, . . . , p).

(0.7)

Операторы Pj и Qj в (0.7) — это проекторы на KerAj и CokerAj, отвечающие соответ-
ствующим разложениям, A−

j = Ã−1
j (Qj−1 −Qj) (см. [3]).

С в о й с т в о 0.3. Цепочки Жордана B -присоединенных элементов оператора A

имеют максимальную длину p < ∞ тогда и только тогда, когда оператор Ap обратим
(описание оператора Ap см. в работах [3, 15, 16]).

С в о й с т в о 0.4. Пучок (A − λB) регулярен в том и только том случае, когда
существует q ∈ N такое, что оператор Aq обратим (см. [3]). Число p — есть минимальное
из таких q. Число 0 является нормальным собственным числом оператора Aλ, при этом
выполняется (0.4), где

M = {y ∈ E1 : Siy = 0, i = 0, 1, . . . , p− 1}. (0.8)

Сужение Ãλ оператора Aλ на M имеет ограниченный обратный оператор Ã−1
λ :

Ã−1
λ = I − λTp.

С в о й с т в о 0.5. B -присоединенные элементы vi длины p определяются из соот-
ношений (см. [3]):

Av1 = 0, Avi = Bvi−1 (i = 1, 2, . . . , p), (0.9)
Srvi = 0 (r + i < p). (0.10)
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1. Расщепление уравнения

Воспользуемся очевидным равенством B=
1

λ
(λB − A+ A). Умножение уравнения (0.1)

слева на (A− λB)−1 приводит к уравнению

Aλ
∂u

∂t
=
Aλ − I
λ

∂u

∂x
+ (A− λB)−1

(
Cu+ f(t, x)

)
. (1.1)

Поскольку Aλ имеет число 0 нормальным собственным числом, вектор-функция u(t, x),

отвечающая разложению (0.4), принимает вид

u(t, x) = Qu+ Pu, (1.2)

где P — проектор на подпространство N, Q — проектор на M. Подстановка соотношения
(1.2) в (1.1) дает:

Aλ
∂(P +Q)u

∂t

=
Aλ − I
λ

∂(P +Q)u

∂x
+ (P +Q)(A− λB)−1C(P +Q)u+ (P +Q)(A− λB)−1f(t, x).

Поскольку подпространства N и M инвариантны относительно Aλ, получим, что все
слагаемые расщепляются на уравнения в подпространствеM с искомой функцией Qu(t, x)

и в подпространстве N с искомой функцией Pu(t, x), кроме слагаемого (P + Q)(A −
λB)−1C(P + Q)u. Для того чтобы уравнение расщепилось на уравнения в подпростран-
ствах M и N, подставим P (A− λB)−1CQ = 0̂, т. е.

(A− λB)−1Cu = Q(A− λB)−1C(Pu+Qu) + P (A− λB)−1CPu, (1.3)

где Q(A − λB)−1C(Pu + Qu) ∈ M , P (A − λB)−1CPu ∈ N. Итак, получим уравнение в
подпространстве N

Aλ
∂Pu

∂t
= G

∂Pu

∂x
+ P (A− λB)−1

(
CPu+ f

)
, где G =

Aλ − P
λ

, (1.4)

и уравнение в подпространстве M

Ãλ
∂Qu

∂t
=
Ãλ −Q

λ

∂Qu

∂x
+Q(A− λB)−1

(
Cu+ f

)
. (1.5)

2. Постановка задачи

Уравнение (0.1) расщепляется на уравнения (1.4), (1.5) в подпространствах N и M

соответственно, при условии P (A−λB)−1CQ = 0̂, каждое из них решается с граничными
условиями

Pu(t, 0) = ψ(t) ∈ N, (2.1)

Qu(0, x) = φ(x) ∈M. (2.2)

Таким образом, уравнение (0.1) эквивалентно системе, состоящей из алгебраического урав-
нения (1.2) и двух дифференциальных уравнений (1.4), (1.5), в этом смысле уравнение
(0.1) является алгебро-дифференциальным, дескрипторным. Теперь требуется найти ре-
шение в корневом подпространстве N, затем подставить его в уравнение дополнительного
подпространства M.
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3. Решение задачи в корневом подпространстве

Решение системы (1.4), (2.1) является решением в корневом подпространстве. Чтобы
описать операторы в уравнении (1.4), примем dimKerA = 1. Эти операторы расклады-
ваются на базису {vi, i = 1, 2, . . . , p} :

Pu(t, x) =

p∑
i=1

ci(t, x)vi, Pψ(t) =

p∑
i=1

ψi(t)vi, (3.1)

C̃(t, x, λ) = P (A− λB)−1CPu(t, x) =

p∑
i=1

p∑
j=1

aijcj(t, x)vi, (3.2)

где aij = aij(λ) ∈ C, aij = 0 ∀i > j,

(A− λB)−1f(t, x) = F (t, x, λ) =

p∑
i=1

fivi +QF, QF ∈M, (3.3)

P (A− λB)−1f(t, x) =

p∑
i=1

fi(t, x, λ)vi, (3.4)

Aλvi = −
i−1∑
k=1

1

λi−k
vk. (3.5)

Используя соотношения (3.1)–(3.5), запишем уравнение (1.4) в виде

1

λ

p∑
i=1

∂ci
∂x

vi =

p∑
i=2

(
∂ci
∂t
− 1

λ

∂ci
∂x

)
i−1∑
k=1

1

λi−k
vk +

p∑
i=1

p∑
j=1

aijcjvi +

p∑
i=1

fivi.

Сравнение в этом равенстве коэффициентов при vi с одинаковыми индексами приводит
к соотношениям

∂cp
∂x

= λappcp + λfp, (3.6)

∂ci
∂x

=
∂ci+1

∂t
+ λaiici +

p∑
j=i+1

(λaij − ai+1j)cj + (λfi − fi+1). (3.7)

Лемма 3.1. Функции λfp, λfi − fi+1, i = 1, . . . , p не зависят от λ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (3.4) имеем:

(A− λB)−1f(t, x) =

p∑
i=1

fivi +QF,

где QF = Q(A− λB)−1f(t, x). Отсюда

f(t, x) =

p∑
i=1

fi(A− λB)vi + (A− λB)QF.

Используя определение vi, из (0.9) получаем:

f(t, x) =

p−1∑
i=1

(fi+1 − λfi)Bvi − λfpBvp + (A− λB)QF,
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откуда

AQF = f(t, x) + λBQF −
p−1∑
i=1

(fi+1 − λfi)Bvi + λfpBvp. (3.8)

Согласно свойству 0.2 соотношение (3.8) эквивалентно системе

Q0f + λQ0BQF −
p−1∑
i=1

(fi+1 − λfi)Q0Bvi + (λfp)Q0Bvp = 0,

QF = A−f + λA−B(QF )−
p−1∑
i=1

(fi+1 − λfi)A−Bvi + λfpA
−Bvp + P0(QF ).

(3.9)

В первом равенстве этой системы, в силу уравнения (0.8), выполнено

λQ0BQF = λS0QF = 0,

а в силу свойства 0.5 выполнено

Q0Bvi = S0vi = 0

при всех i = 1, . . . , p− 1. Поэтому первое равенство принимает вид

Q0f + (λfp)Q0Bvp = 0.

Поскольку Q0f и Q0Bvp не зависят от λ, то и λfp также не зависит от λ.

Во втором равенстве системы (3.9) P0(QF ) = 0, и поэтому это равенство принимает
вид

QF = λA−B(QF )−
p−1∑
i=1

(fi+1 − λfi)A−Bvi + A−f + λfpA
−Bvp. (3.10)

Применяя S1 к обеим частям (3.10), в силу свойств 0.4, 0.5 получаем

0 = (λfp−1 − fp)A−BS1vp−1 + λfpA
−BS1vp.

Слагаемые λfpA
−BS1vp, A−BS1vp−1 в правой части полученного уравнения не зависят

от λ, следовательно, (λfp−1 − fp) не зависит от λ.

Применяя S2 к обеим частям (3.10), в силу свойств 0.4, 0.5 получаем

0 = (λfp−1 − fp)A−BS2vp−1 + (λfp−2 − fp−1)A−BS2vp−2 + λfpA
−BS2vp.

Так как (λfp−1 − fp), λfp не зависят от λ, то слагаемые (λfp−1 − fp)A
−BS2vp−1 и

λfpA
−BS2vp в правой части полученного уравнения не зависят от λ. Таким образом,

(λfp−2 − fp−1)A−BS2vp−2 не зависит от λ, а следовательно, (λfp−2 − fp−1) не зависит от
λ.

Применяя к обеим частям (3.10) последовательно Si, i = 3, . . . , p − 2, и пользуясь
свойствами 0.4, 0.5, получаем что элементы (λfj−fj+1), j = 1, . . . , p−3, также не зависят
от λ. �

В силу доказанного утверждения в представлении вектор-функции P (A−λB)−1f(t, x)

можно обозначать

λfp = Φp(t, x), λfi − fi+1 = Φi(t, x), i = 1, 2, . . . , p− 1. (3.11)
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Лемма 3.2. Элементы λarr, (λaij − ai+1j), r = 1, 2, . . . , p, i = 1, 2, . . . , p − 1,

j = i+ 1, i+ 2, . . . , p, не зависят от λ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Запишем (1.3) в виде

Cu = (A− λB)Q(A− λB)−1C(Pu+Qu) + (A− λB)P (A− λB)−1CPu.

В силу (3.2) это уравнение эквивалентно уравнению

Cu =

p∑
i=1

p∑
j=1

aijcj(A− λB)vi + (A− λB)dM ,

где aij = 0 при всех i > j, dM = Q(A− λB)−1Cu, u = Pu+Qu. Согласно (0.9) запишем
полученное уравнение в виде

A

( p∑
i=2

p∑
j=1

(aij − λai−1j)cjvi + dM

)
= Cu+ λappcpBvp + λBdM . (3.12)

В силу свойства 0.2, уравнение (3.12) эквивалентно системе

Q0Cu+ λappcpQ0Bvp + λQ0BdM = 0,
p∑
i=2

p∑
j=1

(aij − λai−1j)cjvi = A−Cu+ λappcpA
−Bvp −GM ,

(3.13)

где GM = dM − λA−BdM − P0

( p∑
i=2

p∑
j=1

(aij − λai−1j)cjvi + dM
)
.

В первом уравнении системы (3.13) для последнего слагаемого левой части выполнено
Q0BdM = S0dM = 0 (в силу свойства 0.4 подпространства M ). А поскольку Q0Cu, Q0Bvp
не зависят от λ, то и λapp не зависит от λ.

В силу свойства 0.4 имеем P0dM = 0. Поэтому

GM = dM − λA−BdM − P0

p∑
i=2

p∑
j=1

(aij − λai−1j)cjvi.

Умножим это равенство слева A, получим

AGM = (A− λB)dM .

Следовательно, dM = AλGM , и, в силу инвариантности подпространства M относительно
Aλ, имеем GM ∈M. Теперь второе уравнение в системе (3.13) запишем в виде

p∑
i=2

p∑
j=1

(aij − λai−1j)cjvi = −GM + q(t, x), (3.14)

где q(t, x) = A−Cu+ λappcpA
−Bvp не зависит от λ. Подействуем на обе части уравнения

(3.14) отображением S0. С учетом свойства 0.5 получим(
− λap−1p−1cp−1 + (app − λap−1p)cp

)
S0vp = −S0GM + S0q(t, x).
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В силу свойства 0.4 S0GM = 0. Далее, S0q(t, x) и S0vp не зависят от λ, в результате
элементы λap−1p−1, (app − λap−1p) также не зависят от λ.

При применении S1 слева к обеим частям уравнения (3.14), с учетом свойств 0.4, 0.5
получим, что элементы λap−2p−2, (ap−1p−1 − λap−2p−1), (ap−1p − λap−2p) не зависят от
λ. Аналогично, при применении Si, i = 1, 2, . . . , p − 2, слева к обеим частям уравнения
(3.14), с учетом свойств 0.4, 0.5 получим, что элементы λap−i−1p−i−1, (ap−ip−j−λap−i−1p−j),

j = 0, 1, . . . , i, не зависят от λ. �
Согласно лемме 3.2 можем обозначить

λarr = γr, (−λaij+1 + ai+1j+1) = −ζij+1, (3.15)

где γr, ζij+1 — это числа ( r = 1, . . . , p, i = 1, . . . , p− 1, j = i, . . . , p− 1 ).
Из (3.11) и (3.15) следует, что система (3.6), (3.7) записывается в виде

∂cp
∂x

= γpcp + Φp, (3.16)

∂ci
∂x

=
∂ci+1

∂t
+ γici +

p∑
j=i+1

ζijcj + Φi, (i = 1, . . . , p− 1). (3.17)

Из (2.1), (3.1) при x = 0 получим

ci(t, 0) = ψi(t) (i = 1, . . . , p).

Поэтому решение уравнения (3.16) с условием cp(t, 0) = ψp(t) имеет вид

cp(t, x) =

∫ x

0

exp
(
γp(x− τ)

)
Φp(t, τ)dτ + exp(γpx)ψp(t), (3.18)

Затем выражение (3.18) подставляется в уравнение (3.17) при i = p − 1, чтобы полу-
чить cp−1(t, x). Этот процесс повторяется для i = p − 2, p − 3, . . . , 1, и таким образом,
определяются все элементы ci(t, x).

Решение уравнения (3.17) с условием ci(t, 0) = ψi(t) для i = 1, . . . , p− 1, имеет вид

ci(t, x) =

∫ x

0

exp
(
γi(x− τ)

)(∂ci+1

∂t
(t, τ) + zi(t, τ)

)
dτ + exp(γix)ψi(t),

где zi(t, τ) =

p∑
j=i+1

ζijcj(t, τ) + Φi(t, τ).

Рассмотрим случай dimKerA = n > 1. Согласно свойству 0.3 p — это максимальная
длина цепочек B -присоединенных элементов для оператора A. Операторы

Aj : KerAj−1 → CokerAj−1

являются конечномерными и задаются соответствующими квадратными матрицами, т. е.
являются фредгольмовыми. Таким образом, выполнено

KerAj−1 = CoimAj ⊕KerAj,
CokerAj−1 = ImAj ⊕ CokerAj, j = 1, 2, 3, . . . , p− 1.
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Обозначим длину B -жордановой цепочки элемента из CoimAj через pj, имеем

pj < pj+1.

Пусть {vji } — элементы B -жордановых цепочек к элементам vj1 ядра оператора A, т. е.
выполнены соотношения

Avj1 = 0, Avji = Bvji−1 (j = 2, . . . , pj),

и уравнения Az = Bvpj не разрешимы относительно z. Введем следующие обозначения:
Nj = lin{vji }, N — прямая сумма подпространств Nj, Pj — проектор из N на Nj

( j = 1, 2, . . . , n ), P =
∑n

j=1 Pj. В силу (0.10) имеем

Srv
j
i = 0, r = 0, 1, . . . , p− 1, r + i < p.

Согласно соотношениям (3.1)–(3.4)

Pu(t, x) =
n∑
j=1

pj∑
i=1

cji (t, x)vji , Pψ(t) =
n∑
j=1

pj∑
i=1

ψji (t)v
j
i ,

P (A− λB)−1f(t, x) =
n∑
j=1

pj∑
i=1

f ji (t, x)vji ,

P (A− λB)−1CPu =
n∑
j=1

pj∑
i=1

pj∑
k=1

ajikc
j
k(t, x)vji ,

(3.19)

где ajik = 0 ∀i > k, ajik = ajik(λ) ∈ C.

Аналогично решается задача (1.4) с условием

cji (t, 0) = ψji (t), i = 1, 2, . . . , pj, j = 1, . . . , n,

и ее решение имеет вид

cjpj(t, x) =

∫ x

0

exp
(
γjpj(x− τ)

)
Φj
pj

(t, τ)dτ + exp(γjpjx)ψjpj(t), j = 1, . . . , n (3.20)

cji (t, x) =

∫ x

0

exp
(
γji (x− τ)

)(∂cji+1

∂t
(t, τ) + zji (t, τ)

)
dτ + exp

(
γji x
)
ψji (t), (3.21)

i = 1, . . . , pj − 1, j = 1, . . . , n,

причем выполнены соотношения

λf jpj = Φj
pj

(t, x), λf ji − f
j
i+1 = Φj

i (t, x),

λajrr = γjr , (−λajik+1 + aji+1k+1) = −ζjik+1,

zji (t, τ) =

pj∑
k=i+1

ζjikc
j
k(t, τ) + Φj

i (t, τ),

где γjr , ζ
j
ik+1 ∈ C, r = 1, . . . , pj, i = 1, . . . , pj − 1, k = i, . . . , pj − 1.
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Итак, имеет место следующее утверждение.

Лемма 3.3. Пусть оператор P (A− λB)−1C, действующий на подпространство N,

является верхним треугольным оператором, f(t, x) непрерывно дифференцируема p− 1

раз по t и x, ψ(t) непрерывно дифференцируема p− 1 раз. Тогда решение задачи (1.4),
(2.1) существует, единственно, не зависит от λ и определяется из соотношений (3.20),
(3.21).

Пусть оператор P (A−λB)−1C действующий на подпространство N является верх-
ним треугольным оператором, и f(t, x) непрерывно дифференцируема p−1 раз по t и x,

и ψ(t) - непрерывно дифференцируема p − 1 раз. Тогда решение задачи (1.4), (2.1) суще-
ствует, единственно, не зависит от λ и определяется из соотношений (3.20), (3.21).

З а м е ч а н и е 3.1. Условия гладкости функций f(t, x) и ψ(x) можно ослабить за
счет того, что от разных их компонент в N требуется разная гладкость.

4. Решение задачи в дополнительном подпространстве M

Вследствие обратимости оператора Aλ на подпространстве M, уравнение (1.5) при-
водится к виду:

∂Qu(t, x)

∂t
=
Q− Ãλ

−1

λ

∂Qu(t, x)

∂x
+ Ãλ

−1
Q(A− λB)−1

(
Cu+ f(t, x)

)
. (4.1)

Так как u(t, x) не зависит от λ и, в силу леммы 3.3, Pu не зависит от λ, из (1.2) следует,
что решение Qu уравнения (1.5) в подпространстве M также не зависит от λ. Из свойств

0.3 и 0.4 получаем, что оператор
Q− Ãλ

−1

λ
= Tp в уравнении (4.1) не зависит от λ.

Лемма 4.1. Оператор Ãλ
−1
Q(A− λB)−1 не зависит от λ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В уравнении (4.1) слагаемые

∂Qu(t, x)

∂t
,

Q− Ãλ
−1

λ

∂Qu(t, x)

∂x

не зависят от λ, поэтому в силу уравнения (4.1) вектор-функция

Ãλ
−1
Q(A− λB)−1

(
Cu(t, x) + f(t, x)

)
не зависит от λ. Из того, что Cu(t, x) и f(t, x) не зависят от λ, следует что

Ãλ
−1
Q(A− λB)−1

также не зависит от λ . �
Согласно лемме 4.1 уравнение (4.1) может быть записано в виде

∂Qu(t, x)

∂t
=
Q− Ãλ

−1

λ

∂Qu(t, x)

∂x
+ h(t, x), (4.2)

h(t, x) = Ãλ
−1
Q(A− λB)−1

(
Cu+ f(t, x)

)
.
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Положим
Ãλ

−1
Q(A− λB)−1

(
CPu+ f(t, x)

)
= h̃(t, x).

Уравнение (4.2) эквивалентно уравнению

∂Qu(t, x)

∂t
= Tp

∂Qu(t, x)

∂x
+ Ãλ

−1
Q(A− λB)−1CQu(t, x) + h̃(t, x). (4.3)

Заметим, что если операторы Ãλ
−1

и Ãλ
−1
Q(A − λB)−1CQ коммутируют, то уравнение

(4.3) разрешимо.

Лемма 4.2. Если операторы Q(A− λB)−1CQ и Q(A− λB)−1AQ коммутируют, то
коммутируют и операторы Ãλ

−1
, Ãλ

−1
Q(A− λB)−1CQ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся очевидным равенством

Q(A− λB)−1CQ = Q(A− λB)−1CQÃλÃλ
−1
.

Из предположений доказываемой леммы следует

Q(A− λB)−1CQ = ÃλQ(A− λB)−1CQÃλ
−1
.

Умножив последнее уравнения на (Ãλ
−1

)2, получим

Ãλ
−1
Ãλ

−1
Q(A− λB)−1CQ = Ãλ

−1
Q(A− λB)−1CQÃλ

−1
.

�
Решение задачи в подпространстве M является решением уравнения (4.3) с условием

(2.2). Введем переменные
ξ = t, η = Tpt+ xQ1,

таким образом,
∂Qu

∂t
=
∂Qu

∂ξ
+ Tp

∂Qu

∂η
,

∂Qu

∂x
=
∂Qu

∂η
.

Используя приведенные соотношения в (4.3), получаем

∂Qu

∂t
= HQu(t,D) + h̃(t,D), D = ηQ− Tpt, H = Ãλ

−1
Q(A− λB)−1CQ,

откуда

Qu(t, x) = exp(Ht)φ(Tpt+ xQ) +

∫ t

0

exp
(
H(t− s)

)
h̃
(
s, Tp(t− s) + xQ

)
ds,

где
φ(Tpt+ xQ) = Qu(0, x).

Решение задачи (4.3), (2.2) опирается на спектральные свойства линейного ограни-
ченного оператора (см. [17]). Пусть Γ — замкнутый спрямляемый контур, окружающий
спектр оператора xQ+ (t− s)Tp, 0 6 s 6 t. Справедливо следующее утверждение.
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Лемма 4.3. При выполнении предположений леммы 4.2 решение Qu(t, x) задачи
(1.5), (2.2) с аналитическими вектор-функциями φ(x) и h̃(t, x) существует. Решение
имеет вид

Qu(t, x) =− 1

2πi

∮
Γ

exp(Ht)
(
tTp + (x− µ)Q

)−1
φ(µ) dµ

− 1

2πi

∫ t

0

∮
Γ

exp
(
H(t− s)

)(
(t− s)Tp + (x− µ)Q

)−1
h̃(s, µ) ds dµ.

(4.4)

Из результатов, полученных в предыдущих пунктах, следует, что справедлива следу-
ющая теорема.

Теорема 4.1. Пусть выполнено P (A− λB)−1CQ = 0, операторы Q(A− λB)−1CQ и
Q(A−λB)−1AQ коммутируют, оператор P (A−λB)−1CP является верхним треуголь-
ным оператором, ψ(t), f(t, x) — аналитические вектор-функции по t, φ(x), f(t, x) —
аналитические вектор-функции по x. Тогда решение u(t, x) уравнения (0.1) с условия-
ми (2.1), (2.2) существует, единственно и определяется формулами (1.2), (3.19), (3.20),
(3.21) и (4.4).
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Introduction

The classical Brouwer fixed point theorem says that if V ⊂ Rn is closed, convex, bounded
and nonempty, then any continuous operator T : V → V has at least one fixed point. This
result is an important contribution to e. g. nonlinear functional analysis and its applications,
where it is used to justify the fixed point theory for compact operators (Schauder’s fixed point
theorem) and their generalizations (Sadovskii’s fixed point theorem [1] etc.). Existence problems
in the theory of stochastic equations can also be formulated using the fixed point framework
[2], [3]. However, there are several reasons why this framework cannot be based on Brouwer’s
theorem or its natural generalizations: the relevant spaces are not Banach, and even not locally
convex, and the relevant operators are far from being compact. At the same time, stochastic
operators possess some other generic properties, which may be of significance for the stochastic
analysis [3].

In this paper, we describe the class of operators that typically stem from stochastic equations
and discuss the assumptions on invariant sets that can be used in a potential fixed-point theorem
for these operators. The main result of the paper gives a nontrivial counterexample of a closed,
convex, bounded and nonempty subset, for which the stochastic Brouwer fixed point theorem,
formulated for the above class of nonlinear operators, is not valid.

1. Local operators

Let S = (Ω,F , P ) be a complete probability space, which means that a probability measure
P is defined on a σ -algebra F of subsets of a set Ω, and F contains all subsets of measure
0. Below, the abbreviation a.s. replaces the expression “almost surely”, i. e. almost everywhere
with respect to the measure P.

For a separable metric space X, the set P(X) consists of all equivalence classes [x] of
F -measurable functions x : Ω → X, also called random points in X. Equipped with the
topology of convergence in probability, P(X) becomes a complete topological vector space,
which is not locally convex even if X = Rn.

Let Ξ ⊂ P(Rn). We say that two equivalence classes [x], [y] ∈ Ξ coincide on a set A ⊂ Ω,

i. e. [x]|A = [y]|A, if x(ω) = y(ω) for almost all ω ∈ A for some representatives x ∈ [x] and
y ∈ [y]. Evidently, this definition is independent of the choice of the representatives x and y.

D e f i n i t i o n 1.1. Let Ξ ⊂ P(X). An operator h : Ξ → P(Y ), where Y is another
separable metric space, is called local if

[x]|A = [y]|A implies h[x]|A = h[y]|A

for any [x], [y] ∈ Ξ and A ⊂ Ω.

Notice that any local operator h can be naturally (but not uniquely) extended from the
set Ξ to the set of all representatives of the equivalence classes belonging to Ξ. Indeed, for
[x] ∈ Ξ we can put hx to be an arbitrary representative of the class h[x]. Clearly, such an
operator is well-defined. For this extension, the property of locality reads as follows:

x(ω) = y(ω) for ω ∈ A a.s. implies hx(ω) = hy(ω) for ω ∈ A a.s.

Conversely, if h, defined as a local operator on the set of all representatives of the equivalence
classes belonging to Ξ, is local, then it generates a unique local operator on the set Ξ because of
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the property x1, x2 ∈ [x] implies h(x1) = h(x2) a.s. Therefore, we will in many cases disregard
the difference between the equivalence classes [x] and their particular representatives x writing
(somewhat unprecisely) x ∈ P(X) instead of [x] ∈ P(X).

A natural example of a local operator is given by the superposition operator

(hfx)(ω) = f(ω, x(ω)),

where f : Ω × X → Y is an (F ⊗ Bor(X);Bor(Y )) -measurable function and Bor(X) and
Bor(Y ) are the σ -algebras of all Borel subsets of the spaces X and Y, respectively. Due to the
above comment, the superposition operator can be regarded as a local operator on equivalence
classes hf : P(X)→ P(Y ).

It is well-known (see e. g. [4], [5]) that if f : Ω×X → Y is a Carathéodory function, i. e.
f(·, x) ∈ P(Y ) for all x ∈ X and f(ω, ·) : X → Y is continuous for almost all ω ∈ Ω, then
the superposition operator hf : P(X) → P(Y ) is continuous in probability, i. e. with respect
to the topologies of the spaces P(X) and P(Y ).

However, not any local and continuous operator can be represented as a superposition
operator generated by a Carathéodory function. The most famous example is the Itô integral [6],
[7]. Thus, the class of superposition operators generated by Carathéodory functions is too poor
for the theory of stochastic equations. On the other hand, stochastic integrals, superposition
operators, their compositions and limits possess the property of locality [8]. Therefore, it was
stated in the paper [3] that local and continuous in probability operators constitute a suitable
class for developing a fixed point theory for stochastic analysis. It was, in particular, shown
in [3] that there exists a stochastic version of Schauder’s fixed point theorem, which is valid
for certain local and continuous in probability operators. In the later publication [8] it was
demonstrated that this fixed point theorem can be successfully applied to various stochastic
differential and integral equations.

The proof of the stochastic counterpart of Schauder’s theorem was based in [3] on a fixed
point theorem for local operators in the spaces of finite dimensional random points P(Rn).

This “stochastic Brouwer fixed point theorem” was justified in [3] for special subsets of these
spaces, which was sufficient for many applications. However, some subsets naturally arising,
for instance, in Malliavin calculus [9] were not covered, so that the problem of describing more
general classes of invariant subsets of P(Rn), for which the stochastic Brouwer theorem is
valid, was still highly relevant for applications, but remained open.

The following question is, therefore, discussed in the present paper: let Ξ be a closed,
convex, bounded and nonempty subset of the set P(Rn) and h : Ξ → Ξ be a local and
continuous in probability operator. For what subsets Ξ ⊂ P(Rn) the equation hx = x has at
least one solution? We give some examples of subsets, for which this stochastic Brouwer fixed
point theorem holds true, but the central result of the paper states that it is, in general, false.

2. An example of a stochastic fixed point theorem

For some invariant subsets Ξ the answer to the above question is affirmative. To describe
this class, let us consider a random subset U : ω 7→ U(ω) of Rn with the measurable graph
GrU ≡ {(ω, U(ω)) ∈ Ω×Rn} ∈ F ⊗Bor(Rn). The set P(U) consists of all equivalence classes
[x] from P(Rn), for which there exists a representative x′ ∈ [x] such that x′(ω) ∈ U(ω) for all
ω ∈ Ω. If U(ω) ⊂ Rn is a.s. bounded, closed or convex, then P(U) is respectively bounded,
closed or convex in the space P(Rn). Recall that bounded subsets B of the space P(Rn) can
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be described as follows: for any ε > 0 there is r > 0 such that P{ω ∈ Ω : |x(ω)| > r} < ε

for all x ∈ B.

Theorem 2.1. Suppose that U : Ω → Rn is a closed, convex, bounded and nonempty
random subset of Rn such that

GrU ∈ F ⊗ Bor(Rn).

Let Ξ = P(U) and h : Ξ → Ξ be a continuous and local operator. Then h has at least one
fixed point in Ξ.

P r o o f. By the main result of the paper [5], there exists a Carathéodory function
f : GrU → Rn such that h = hf . Evidently, f(ω, ·) leaves the set U(ω) a.s. invariant.
By the deterministic Brouwer fixed point theorem, the set Fix(ω) consisting of all fixed points
xω ∈ U(ω) of the map f(ω, ·) : U(ω) → U(ω) is a.s. nonempty. On the other hand, the
function F (ω, x) = f(ω, x) − x is Carathéodory and hence F ⊗ Bor(Rn) -measurable [10].
Therefore,

{(ω, F ix(ω)) : ω ∈ Ω} = G−1(0) ∈ F ⊗ Bor(Rn)

and by the measurable selection theorem [10] there exists a F -measurable function
x(ω) ∈ U(ω), i. e. a random point x ∈ P(U), such that x(ω) ∈ Fix(ω) a.s. By construction,
hx = hfx = x a.s., so that the equivalence class of x is a fixed point of the operator h.

R e m a r k 2.1. The most difficult part of the above proof is to justify the existence of a
Carathéodory function f. This result is known as the generalized Nemytskii conjecture [5]. The
conjecture itself says [11] that if a superposition operator hg : P(Rn)→P(Rm) is continuous in
probability, then g must satisfy the Carathéodory conditions. This conjecture is, unfortunately,
not true in this formulation, but as it shown in [5], there always exists a Carathéodory function
f such that hf = hg, and this result can be also extended to arbitrary local, continuous in
probability operators and arbitrary separable metric spaces. The proof offered in [5] was based
on projective approximations of metric spaces by topological T0 -spaces with finitely many
points. An alternative proof for the simpler case of Y = Rn and separable Banach spaces X

can be found in the later publication [12]. This proof utilized special variational techniques.

R e m a r k 2.2. Theorem 2.1 can be extended to some more general convex, closed and
bounded subsets of the space P(Rn) that are relevant for stochastic analysis, see the paper [3]
for details. However, the theorem in the next section shows that the stochastic Brouwer fixed
point theorem for local operators is, in general, not valid for arbitrary closed, convex, bounded
and nonempty subsets consisting of random points in finite dimensional spaces.

3. The counterexample

The proof of the main result of this section is based on a technical lemma.

Lemma 3.1. Let

(Ω,F , P ) = (Ω1 × Ω2,F1 ⊗F2, P (1) ⊗ P (2))

be the product of two complete probability spaces and let ∆ ∈ F1 ⊗ F2 have the property
P (2)(∆(ω1)) and P (1)(∆(ω2)) is 0 or 1 for almost all ω1 ∈ Ω1 and ω2 ∈ Ω2, respectively.

Then (P (1) ⊗ P (2))(∆) = 0 or 1.

Here ∆(ω1) = {ω2 ∈ Ω2 : (ω1, ω2) ∈ ∆} and ∆(ω2) = {ω1 ∈ Ω1 : (ω1, ω2) ∈ ∆}.
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P r o o f. Denoting P = P (1) ⊗ P (2) we define

∆1 = {ω1 ∈ Ω1 : P (2)(∆(ω1)) > 0} ∈ F1 and ∆2 = {ω2 ∈ Ω2 : P (1)(∆(ω2)) > 0} ∈ F2.

Then by the assumptions,

∆1 = {ω1 ∈ Ω1 : P (2)(∆(ω1)) = 1} and ∆2 = {ω2 ∈ Ω2 : P (1)(∆(ω2)) = 1}

and by Fubini’s theorem P∆ =
∫

∆1
P (2)(∆(ω1))dP (1) = P (1)(∆1), and similarly, P∆ =

P (2)(∆2). On the other hand,

P (∆−(∆1×∆2)) = P (∆−((∆1×Ω2)∪(Ω1×∆2))) ≤ P (∆−(∆1×Ω2))+P (∆−(Ω1×∆2)) = 0,

so that P (∆) ≤ P (∆1 ×∆2) = P (∆1)P (∆2) = (P (∆))2. Hence P (∆) = 0 or 1.

Theorem 3.1. There exists a closed, convex, bounded and nonempty subset Ξ of the space
P(R2) and a local and continuous in probability operator h : Ξ → Ξ such that the equation
hx = x has no solutions.

P r o o f. The proof of the theorem consists of two parts. In the first part, we define the set
Ξ and describe its properties, while the operator h will be constructed in the second part.

Part 1. Let C be the set of all complex numbers, D = {z ∈ C : |z| < a}, where a = π−0.5,

so that the area of the circle is 1. Define Ωk =
∏k

i=1 Di and Ωk =
∏∞

i=k+1 Di, where Di = D

( i ≥ 1 ), Pk =
⊗k

i=1 µi and P k =
⊗∞

i=k+1 µi, where µi is the Lebesgue measure on Di. For
brevity, we denote

Ω = Ω0 =
∞∏
i=1

Di, P = P 0 =
∞⊗
i=1

µi

and let F be the completion of the Borel σ -algebra on Ω with respect to P. This gives a
complete probability space (Ω,F , P ).

We will construct Ξ as a subset of the space P(C), which can be identified with the space
P(R2).

Let E be the expectation, i. e. the integral with respect to the measure P. Consider the
set L2 ⊂ P(C) consisting of all square-integrable complex functions. The topology in L2 is
induced by the inner product 〈x, y〉 = Exȳ. The set Ξ is defined to consist of all functions
x ∈ P(C) that a.s. take their values in the closure D̄ of the set D and satisfy the following
property: for every k ∈ N and every zk ∈ Ωk the function x(·, zk) is holomorphic on Ωk. We
shall prove three following properties of the set Ξ :

1. Ξ is a closed, convex, bounded and nonempty subset of P(C);

2. Ξ is noncompact;
3. if x, y ∈ Ξ, then P{x = y} = 0 or 1.

Proof of Property (1). The set Ξ is by construction convex and bounded in P(C), the function
x(ω) = x(z1, z

1) = z1 ( z1 ∈ Ω1, z
1 ∈ Ω1 ) belongs to Ξ, so that Ξ 6= ∅. Let us prove that Ξ

is closed in P(C). Pick a sequence {xn} ⊂ Ξ, xn → x in probability. Using an appropriate
subsequence we may assume, without loss of generality, that xn(ω)→ x(ω) on a set A of full
measure (PA = 1 ). Let k ∈ N be an arbitrary number. Let A(zk) = {zk ∈ Ωk : (zk, z

k) ∈ A}.
By Fubini’s theorem, the set Ω̂k, which consists of all zk ∈ Ωk such that PkA(zk) = 1, has
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measure 1. Taking an arbitrary zk ∈ Ω̂k, let us consider the k -dimensional torus Γρ =∏k
i=1 γρi , where ρ = (ρ1, ..., ρk), ρi < a and γρi = {z ∈ C : |z| = ρi}. Let ν be the

Lebesgue measure on Γρ. Using again Fubini’s theorem yields a set of ρ ∈ [0, a) × ... × [0, a)

of full Lebesgue measure, where νΓρ = ν(Γρ ∩ A(zk)). In particular, there exists a sequence
ρm → (a, ..., a) such that

ν(Γρm) = ν(Γρm ∩ A(zk)). (3.1)

By construction, xn(·, zk)→ x(·, zk) ν -almost everywhere on each Γρm .

Consider the integral

(2πi)−k
∫

Γρm

x(ξ1, .., , ξk, z
k)

k∏
i=1

(ξi − ηi)dξ ≡ ϕm(η1, ..., ηk). (3.2)

The integral exists for any zk = (η1, ..., ηk) where |ηi| < ρmi ( i = 1, ..., k, m ∈ N ) and
ρm = (ρm1 , ..., ρ

m
k ), as the integrand is bounded and measurable. By Hartogs’ theorem [13], the

functions ϕm(η1, ..., ηk) (m ∈ N ) are holomorphic, i. e. complex differentiable, at these points,
because they are holomorphic in each variable zi :

1
δηi

(ϕm(η1, ..., ηi + δηi, ..., ηk)− ϕm(η1, ..., ηi, ..., ηk))

=
∫

Γρm
y(ξ1, ..., ξk, η1, ..., ηk) ((ξi − ηi − δηi)−1 − (ξi − ηi)−1) dξ

=
∫
γρm
i

((ξi − ηi − δηi)−1 − (ξi − ηi)−1) dξi
∫∏

j 6=i γρmj
y(ξ1, ..., ξk, η1, ..., ηk)dξ1....dξi−1dξi+1...dξk

≤ C max
s∈γρm

i

|δηi|
|s−ηi−δηi||s−ηi| = o(|δηi|),

,

for small |δηi| satisfying |ηi + δηi| ≤ b < ρmi . Here

y(ξ1, ..., ξk, η1, ..., ηk) = x(ξ1, .., , ξk, z
k)

k∏
j 6=i

(ξj − ηj)

is a bounded function on Γρm .

On the other hand, for every zk ∈ Ω̂k the functions xn(·, zk) are holomorphic, so that
applying the multivariate Cauchy formula and the Lebesgue convergence theorem yield

xn(zk, z
k) = (2πi)−k

∫
Γρm

xn(ξ1, .., , ξk, z
k)
∏k

i=1(ξi − ηi)dξ ≡ ϕm(η1, ..., ηk)

→ (2πi)−k
∫

Γρm
x(ξ1, .., , ξk, z

k)
∏k

i=1(ξi − ηi)dξ ≡ ϕm(η1, ..., ηk) = ϕm(zk) as n→∞

for each m ∈ N and each zk = (η1, ..., ηk) ( |ηi| < ρmi ( i = 1, ..., k ). Therefore, x(zk, z
k) =

ϕm(zk) for almost all zk ∈ Wm
k ≡ {(η1, ..., ηk) : |ηi| < ρmi , i = 1, ..., k and all zk ∈ Ω̂k, so that

x(·, zk) is holomorphic on any open set Wm
k and hence on the set Ωk, because by construction,⋂∞

m=1 W
m
k = Ωk. As k ∈ N is arbitrary, we have proven that x ∈ Ξ, so that Ξ is closed in

P(C).

Proof of Property (2). Consider the functions xk(ω) = x(zk, z
k) = x(η1, ..., ηk, z

k) = ηk (here
zk = (η1, ..., ηk) ). Clearly, xk ∈ Ξ. On the other hand, 〈xk, xl〉=Eηkη̄l=

∫
Dk
ηkdµk

∫
Dk
η̄ldµl=0

if k 6= l, because∫
Dk

ηkdµk =

∫
D

(u+ iv)dudv =

∫ 2π

0

dθ

∫ a

0

r2(cos θ + i sin θ)dr = 0.
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On the other hand, for all k ∈ N

〈xk, xk〉 = Eηkη̄k =

∫
D

(u2 + v2)dudv =

∫ 2π

0

dθ

∫ a

0

r3dr = (2π)−1,

so that ‖xk − xl‖L2 = π−1, k 6= l and the sequence {xk} is not compact in the L2 -topology
of the set Ξ. But |x| ≤ a a.s. for all x ∈ Ξ. Therefore, the L2 -topology and the topology of
P(C) are equivalent on Ξ, so that Ξ is not compact in the latter topology as well.

Proof of Property (3). It is sufficient to check that for any x ∈ Ξ, the measure of the set
Γ = {ω ∈ Ω : x(ω) = 0} is either 0 or 1. Assume, on the contrary, that 0 < PΓ < 1. By
definition of the measure P as the product of linear Lebesgue measures, there always exist
k ∈ N and a Borel subset B ⊂ Ωk such that Γ ⊂ B ⊂ Ωk up to a 0 -measure set and
P (B × Ωk − Γ) < 1

2
PΓ. Let y = xIΩ−B ∈ Ξ. By construction, {ω ∈ Ω : y(ω) = 0} = B ⊂ Ωk

up to a 0 -measure set and 0 < P (B) < 1. Without loss of generality we may assume that y
is holomorphic in zk. In particular, y is holomorphic in each ηi on the set Di = D, where
zk = (η1, ..., ηk). Therefore the Lebesgue measure of the set {ηi : zk ∈ B} is either 0 or 1 for
any (η1, ..., ηi−1, ηi+1, ..., ηk) ∈

∏
j 6=iDi.

Now, Property (3) follows from the induction argument and Lemma 3.1.
To conclude the first part of the proof, let us notice that any map defined on Ξ will be

local due to property (3). Hence any continuous map h : Ξ→ Ξ without a fixed point would
satisfy all the assumptions of Theorem 3.1. This map will be constructed in

Part 2. Let us consider the polygonal chain P connecting the consecutive points xn ∈ Ξ,

which where defined in the course of the proof of Property (2). The set C is the union of the
line segments In ≡ [xn, xn+1] = {y ∈ Ξ : y = αxn + (1 − α)xn+1, 0 ≤ α ≤ 1}. Assume that
a sequence {yν} ⊂ C converges to some y ∈ Ξ. As it has been mentioned, this is, in fact, the
L2 -convergence, i. e. E|yν − y|2 → 0 if ν →∞. We claim that there exists n ∈ N such that
yν∈In for sufficiently large ν. To prove it we notice that if m>n and u = αxn+(1−α)xn+1∈In
and v = βxm + (1− β)xm+1 ∈ Im for some α, β ∈ [0, 1], then

E|u− v|2 = (2π)−1 (α2 + β2 + (1− α)2 + (1− β)2) ≥ (2π)−1 if m− n ≥ 2,

E|u− v|2 = (2π)−1 (α2 + β2 + (1− α− β)2 ≥ π−1) if m− n = 1,

due to orthogonality of xn and the equality E|xn|2 = (2π)−1. Therefore, if for some ν0 ∈ N
we have E|yν − yν0 |2 < π−1 for all ν ≥ ν0 and yν0 ∈ In, then yν ∈ In as well for all ν ≥ ν0.

As each In compact, it implies that y ∈ C, so that C is a closed subset of Ξ. On the
other hand, the map η : C → [0,∞) defined on each In by η(αxn + (1 − α)xn+1) = n − α
is a bijection, because In ∩ Im = ∅ if |m − n| ≥ 2 and In ∩ In+1 = xn for all n ∈ N. Let
yν → y in C. Then there exists n such that yν = ανxn + (1 − αν)xn+1 for sufficiently large
ν and y = αxn + (1 − α)xn+1, where α = lim

ν→∞
αν . Therefore, η(yν) = n − αν converges to

η(y) = n − α. Conversly, if η(yν) converges to η(y) ∈ In, then η(yν) ∈ In for sufficiently
large ν. Therefore, η(yν) = n − αν and η(y) = n − α, so that α = lim

ν→∞
αν and hence

yν = ανxn + (1 − αν)xn+1 → y = αxn + (1 − α)xn+1 as ν → ∞. We have proven that
η : C → [0,∞) is a bijective homeomorphism.

The continuous map h0 : x 7→ x + 1 on [0,∞) has no fixed points. Topologically, the
set [0,∞) is an absolute retract [14]. As its homeomorphic image C is closed in the metric
space Ξ, there exists a retraction τ : Ξ→ C, i. e. a continuous map, for which τ(x) = x for
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all x ∈ C. Put h = η−1h0ητ : Ξ → C ⊂ Ξ. This map is continuous in the L2 -topology and
hence in the topology of the space P(C). On the other hand, if hx = x, then x ∈ C, so that
h0(η(x)) = η(x), where η(x) ∈ [0,∞), which cannot be the case. Therefore, the continuous
operator h : Ξ→ Ξ has no fixed points.

4. Conclusion

We have constructed a closed, convex, bounded and nonempty subset Ξ of the space P(R2)

and a local and continuous in probability operator h : Ξ→ Ξ, which has no fixed points. This
provides a counterexample to what we called “the stochastic Brouwer fixed point theorem”. The
result means that a careful description of invariant subsets is needed in this theorem.
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Аннотация. Статья посвящена регуляризации классических условий оптимальности
(КУО) — принципа Лагранжа и принципа максимума Понтрягина в выпуклой задаче опти-
мального управления для параболического уравнения с операторным (поточечным фазо-
вым) ограничением-равенством в финальный момент времени. Задача содержит распреде-
ленное, начальное и граничное управления, причем множество ее допустимых управлений
не предполагается ограниченным. В случае частного вида квадратичного функционала
качества задачу естественно трактовать как обратную задачу финального наблюдения по
нахождению возмущающего воздействия, вызвавшего данное наблюдение. Главное предна-
значение регуляризованных КУО — устойчивое генерирование минимизирующих прибли-
женных решений (МПР) в смысле Дж. Варги. Регуляризованные КУО: 1) формулируются
как теоремы существовании МПР в исходной задаче с одновременным конструктивным
представлением конкретных МПР; 2) выражаются в терминах регулярных классических
функций Лагранжа и Гамильтона–Понтрягина; 3) являются секвенциальными обобщени-
ями КУО и сохраняют их общую структуру; 4) «преодолевают» некорректность КУО,
являются регуляризирующими алгоритмами для решения оптимизационных задач и со-
ставляют теоретическую основу для устойчивого решения современных содержательных
некорректных оптимизационных и обратных задач.
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Введение

Работа посвящена регуляризации классических условий оптимальности (КУО) — прин-
ципа Лагранжа (ПЛ) и принципа максимума Понтрягина (ПМП) в выпуклой задаче оп-
тимального управления для параболического уравнения с операторным ограничением-
равенством в финальный момент времени. Задача содержит распределенное, начальное и
граничное управления, причем множество ее допустимых управлений не предполагается
ограниченным. В случае частного вида квадратичного функционала качества ее естествен-
но трактовать как обратную задачу финального наблюдения по нахождению возмущаю-
щего воздействия, вызвавшего данное наблюдение. Задачи оптимального управления с
операторными ограничениями-равенствами являются в огромном числе случаев типич-
ными некорректными задачами. К свойствам некорректности таких задач относятся несу-
ществование их решений и решений двойственных к ним задач, а также неустойчивость
решений как по аргументу, так и по функции (см., например, [1, гл. 9]). Естественно,
свойства некорректности в полной мере наследуют и соответствующие КУО. Говоря о
некорректности КУО, в первую очередь мы имеем здесь в виду такие ее проявления как
их возможные неустойчивость и невыполнимость, примеры которых и соответствующие
комментарии можно найти в [2–4]. Кроме того, примеры такой некорректности КУО, от-
носящиеся непосредственно к рассматриваемой в работе задаче оптимального управления,
можно найти ниже в разделе 3.
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Анализ различных примеров задач условной оптимизации, оптимального управления
приводит к естественному выводу о том, что свойства их некорректности, а также некор-
ректности соответствующих КУО заложены в самой природе этих задач. Поэтому, если
возникает потребность «привлекать» КУО непосредственно к решению современных со-
держательных оптимизационных задач, то и «относиться» к ним необходимо, в соответ-
ствии с традициями теории некорректных задач [5] как к математическим объектам с
выраженными свойствами некорректности. В этом случае возникает естественная необ-
ходимость регуляризации КУО, то есть создания их «неких аналогов», в отсутствие точ-
ного задания исходных данных, «преодолевающих» указанные свойства некорректности.
В данной работе мы ставим во главу угла именно эту необходимость, предполагающую
регуляризацию КУО и естественным образом объединяющую два направления матема-
тической теории: 1. КУО в задачах условной оптимизации и оптимального управления;
2. Регуляризация некорректных задач. В ней продолжается линия работы [4], в которой
также рассматривалась регуляризации КУО в задаче оптимального управления с опе-
раторным ограничением-равенством, но в случае сосредоточенной управляемой системы.
Заметим здесь же, что при условии ограниченности множества допустимых элементов
(управлений, возмущений) аналогичная регуляризация ПЛ и ПМП для управляемого па-
раболического уравнения была рассмотрена в [6].

Как и в [2–4,7], центральными понятиями в работе являются понятие обобщенной ми-
нимизирующей последовательности — минимизирующего приближенного решения (МПР)
в смысле Дж. Варги [8] (в теории математического программирования подобные обоб-
щенные (минимизирующие) последовательности, удовлетворяющие ограничениям задачи
«в пределе», известны также под названием обобщенных (оптимальных) планов [9]) и
жестко с ним связанное понятие МПР-образующего (регуляризирующего) алгоритма [4,7]
(см. определение 1.1). Последнее, так же, как и в [4, 7], «встраивается» в получаемые
регуляризованные ПЛ и ПМП. Заметим, что широко используемое в оптимизации поня-
тие обобщенной минимизирующей последовательности органично сочетает в себе учет как
запросов строгой математической оптимизационной теории [8, гл. IV–VIII], [9], так и по-
требностей инженерной практики, предполагающей неизбежное наличие у приближенных
решений ненулевых зазоров и при выполнении ограничений задачи и при приближении
значений функционала цели к ее (обобщенной) нижней грани [8, гл. III]. Регуляризованные
КУО: 1) формулируются как теоремы существовании МПР в исходной задаче с одновре-
менным конструктивным представлением конкретных МПР; 2) выражаются в терминах
регулярных классических функций Лагранжа и Гамильтона–Понтрягина; 3) являются се-
квенциальными обобщениями КУО и сохраняют их общую структуру; 4) «преодолевают»
некорректность КУО и являются регуляризирующими алгоритмами для решения опти-
мизационных задач. Такая трансформация–регуляризация КУО основана, по аналогии
с [4,7], на использовании двух параметров регуляризации, первый из которых «отвечает»
за регуляризацию двойственной задачи, второй же содержится в сильно выпуклом регуля-
ризирующем добавке к целевому функционалу исходной задачи, не являющемуся, вообще
говоря, сильно выпуклым. Подчеркнем одновременно, что в случае сильной выпуклости
целевого функционала второй регуляризирующий параметр является излишним и его сле-
дует считать равным нулю, подробности см. в разделе 4. Отметим также, что применяемое
здесь понятие МПР-образующего алгоритма [4, 7] можно квалифицировать как занимаю-
щее промежуточное положение между двумя привычными понятиями регуляризирующих
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алгоритмов первого (сходимость нижних граней, см. определение 1 [1, гл. 9, § 2, с. 802])
и второго (сходимость по аргументу, см. определение 1 [1, гл. 9, § 6, с. 837, 838]) типа,
применяемых в [1, гл. 9] (см. также [4,7]).

1. Постановка задачи

Пусть U ⊆ R1, V ⊆ R1, W ⊆ R1 — выпуклые замкнутые множества, QT ≡ Ω× (0, T ),

S ≡ ∂Ω, ST ≡ {(x, t) : x ∈ S, t ∈ (0, T )}, Ω — ограниченная область в Rn, D ≡
D1 × D2 × D3, D1 ≡ {u ∈ L2(QT ) : u(x, t) ∈ U п. в. на QT}, D2 ≡ {v ∈ L2(Ω) : v(x) ∈
V п. в. на Ω}, D3 ≡ {w ∈ L2(ST ) : w(x, t) ∈ W п. в. на ST}, D ⊆ L2(QT ) × L2(Ω) ×
L2(ST ) ≡ H, u, v, w — управляющие функции. Норму в гильбертовом пространстве H с
элементами π ≡ (u, v, w) обозначим через ‖π‖H ≡ ‖π‖.

Рассмотрим выпуклую задачу условной минимизации (вообще говоря, не сильно вы-
пуклого функционала) с операторным (поточечным фазовым в финальный момент вре-
мени) ограничением-равенством

(OC) f(π)→ min, g(π)(x) ≡ G1(x)z[π](x, T ) +G2(x) = 0 при п. в. x ∈ Ω, π ∈ D ⊆ H,

где непрерывный выпуклый функционал f : D→R1 и аффинный оператор g : D→L2(Ω)

задаются равенствами

f(π) ≡ 〈A1(·, ·)z[π](·, ·), z[π](·, ·)〉L2(QT ) + 〈A2(·)z[π](·, T ), z[π](·, T )〉L2(Ω)

+〈A3(·, ·)z[π](·, ·), z[π](·, ·)〉L2(ST ) + 〈B1(·, ·)u(·, ·), u(·, ·)〉L2(QT )

+〈B2(·)v(·), v(·)〉L2(Ω) + 〈B3(·, ·)w(·, ·), w(·, ·)〉L2(ST ), g(π) ≡ G1(·)z[π](·, T ) +G2(·).

Здесь и ниже z[π] — соответствующее тройке π решение класса V 1,0
2 (QT ) [10, гл. III]

третьей начально-краевой задачи для параболического уравнения дивергентного вида

zt − ∂
∂xi

(ai,j(x, t)zxj) + a(x, t)z + u(x, t) = 0,

z(x, 0) = v(x), x ∈ Ω, ∂z
∂N + σ(x, t)z = w(x, t), (x, t) ∈ ST .

(1.1)

В (1.1), как и в [10], ∂z(x,t)
∂N ≡ ai,j(x, t)zxj(x, t) cosαi(x, t), αi(x, t) — угол, образованный

внешней нормалью к S с осью xi.

З а м е ч а н и е 1.1. Целевой функционал задачи (OC) имеет квадратичный вид.
Это позволяет заметно сократить получение регуляризованных ПЛ и ПМП. Однако, из-
лагаемый ниже подход может быть применен и к задачам с целевыми функционалами
более «общего выпуклого» вида.

Ниже нам потребуются следующие условия на исходные данные оптимизационной за-
дачи (OC) :

а) функции A1 : QT → R1, A2 : Ω→ R1, A3 : ST → R1, B1 : QT → R1, B2 : Ω→ R1,

B3 : ST → R1, G1 : Ω→ R1, G2 : Ω→ R1 измеримы по Лебегу;
б) выполняются неравенства

0 ≤ A1(x, t), B1(x, t) ≤ L при п. в. (x, t) ∈ QT , 0 ≤ A2(x), B2(x) ≤ L при п. в. x ∈ Ω,

0 ≤ A3(x, t), B3(x, t) ≤ L при п. в. (x, t) ∈ ST , Gi ∈ L∞(Ω), i = 1, 2,
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где L — некоторая положительная постоянная;
в) функции ai,j, a : QT → R1, i, j = 1, . . . , n, σ : ST → R1 измеримы в смысле Лебега;
г) справедливы оценки

ν|ξ|2 ≤ ai,j(x, t)ξiξj ≤ µ|ξ|2 ∀(x, t) ∈ QT , ν, µ > 0;

д) справедливы оценки

|a(x, t)| ≤ K при п. в. (x, t) ∈ QT , |σ(x, t)| ≤ K при п. в. (x, t) ∈ ST ,

где K > 0 — некоторая постоянная;
е) граница S является кусочно-гладкой.

З а м е ч а н и е 1.2. Отметим, что фазовое ограничение-равенство

g(π) ≡ g(π)(·) ≡ G1(·)z[π](·, T ) +G2(·) = 0

понимается как равенство почти всюду в Ω : G1(x)z[π](x, T ) +G2(x) при п. в. x ∈ Ω. Так
как z[π] ∈ V 1,0

2 (QT ) и G1, G2 ∈ L∞(Ω), оно, очевидно, эквивалентно равенству в L2(Ω).

Поэтому в качестве пространства образов оператора g(·) ниже выбрано пространство
L2(Ω). Возможные неустойчивость и невыполнимость КУО [3] в подобных ситуациях ха-
рактеризуют те сложности, которые возникают при анализе задачи (OC) в случае такого
выбора пространства образов.

Пусть F — множество всевозможных наборов исходных данных

f ≡
{
Ai, Bi, i = 1, 2, 3, Gi, i = 1, 2, ai,j, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n, a, σ

}
,

для каждого из которых выполняются условия а), б), в), г), д), е) с независящими от
набора постоянными L, K. Определим наборы невозмущенных f0 и возмущенных fδ ис-
ходных данных, соответственно:

f0 ≡ {A0
i , B

0
i , i = 1, 2, 3, G0

i , i = 1, 2, a0
i,j, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n, a0, σ0}

и

fδ ≡ {Aδi , Bδ
i , i = 1, 2, 3, Gδ

i , i = 1, 2, aδi,j, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n, aδ, σδ},

δ ∈ (0, δ0], δ0 > 0 — некоторое число. Будем считать, что выполняются следующие оценки

‖Aδ1 − A0
1‖∞,QT , ‖Aδ2 − A0

2‖∞,Ω, ‖Aδ3 − A0
3‖∞,ST ≤ δ,

‖Bδ
1 − B0

1‖∞,QT , ‖Bδ
2 − B0

2‖∞,Ω, ‖Bδ
3 − B0

3‖∞,ST ≤ δ, ‖Gδ
i −G0

i ‖∞,Ω ≤ δ, i = 1, 2, (1.2)
‖aδi,j − a0

i,j‖∞,QT ≤ δ, ‖aδ − a0‖∞,QT , ‖σδ − σ0‖∞,ST ≤ δ.

Обозначим задачу (OC), решение z[π], функционал f, оператор g, соответствующие
набору исходных данных fδ, δ ∈ [0, δ0], через (OCδ), zδ[π], f δ, gδ, соответственно.
Решения задачи (OC0) будем обозначать через π0, а всю совокупность таких решений
через Π0. Введем также обозначение: Dδ,ε ≡ {π ∈ D : ‖gδ(π)‖ ≡ ‖gδ(π)‖L2(Ω) ≤ ε} ε ≥ 0,

D0,0 ≡ D0. Определим значение β : L2(Ω)→ R1 ∪ {+∞} задачи (OC0)

β ≡ β+0 ≡ lim
ε→+0

βε, βε ≡ inf
π∈D0,ε

f 0(π), βε ≡ +∞, если D0,ε = ∅.
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Очевидно, в общей ситуации β ≤ β0, где β0 ≡ inf
π∈D0

f 0(π) — классическое значение задачи.

Центральным для нас будет, как уже сказано во введении, понятие минимизирующего
приближенного решения (МПР) в смысле Дж. Варги [8] в задаче (OC0), то есть последо-
вательности элементов πi ∈ D, i = 1, 2, . . . , такой, что

f 0(πi) ≤ β + δi, πi ∈ D0,εi (1.3)

для некоторых последовательностей сходящихся к нулю неотрицательных чисел δi, εi,

i = 1, 2, . . . .

В общей ситуации задачи (OC0) при условии ее разрешимости мы формально не мо-
жем исключать строгого неравенства β < β0. Различные достаточные условия выполни-
мости равенства β = β0 в задачах выпуклого программирования общего вида в банаховых
пространствах можно найти в [9, гл. 3]. Однако, далее мы будем в зависимости от ситуации
(свойств исходных данных) конструировать для задачи (OC0), строго говоря, не только
МПР в указанном выше смысле (1.3), а и минимизирующие последовательности πk ∈ D,
k = 1, 2, . . . , удовлетворяющие соотношениям

f 0(πk) ≤ β0 + γk = f 0(π0) + γk, πk ∈ D0,εk , γk, εk → 0, k →∞, (1.4)

которые будем называть МПР в смысле (1.4) и которые, очевидно, заведомо являются
МПР в указанном выше смысле (1.3) в случае β = β0. Введем важное для всех последу-
ющих построений

О п р е д е л е н и е 1.1. Пусть δk ∈ (0, δ0), k = 1, 2, . . . , — сходящаяся к нулю после-
довательность положительных чисел. Зависящий от δk, k = 1, 2, . . . , оператор R(·, δk),
ставящий в соответствие каждому набору исходных данных fδ

k
, удовлетворяющих оцен-

кам (1.) при δ = δk, элемент πδ
k ∈ D, называется МПР-образующим в задаче (OC0),

если последовательность πδ
k
, k = 1, 2, . . . , есть МПР в этой задаче.

Если МПР в задаче (OC0) понимается в смысле (1.4), то будем говорить, соответ-
ственно, и об МПР-образующем операторе в задаче (OC0) в смысле (1.4).

2. Вспомогательные результаты

В силу условий в), г), д), е) теорема существования обобщенного решения третьей
начально-краевой задачи для линейного параболического уравнения с дивергентной глав-
ной частью [11] (см. также [10, гл. III, § 5]) обеспечивает разрешимость прямой задачи
(1.1) в классе V 1,0

2 (QT ) для любой тройки π ≡ (u, v, w) ∈ H и любого T > 0, а также
необходимые оценки.

Лемма 2.1. Если выполняются условия в), г), д), е), то для любой тройки π ∈
L2(QT )×L2(Ω)×L2(ST ) существует единственное решение z[π] класса V 1,0

2 (QT ) задачи
(1.1) и имеет место оценка

|z[π]|QT + ‖z[π]‖2,ST ≤ CT (‖u‖2,QT + ‖v‖2,Ω + ‖w‖2,ST ) (2.1)

(напомним, что, как и в [10], | z[π] | QT ≡ max
0≤t≤T

‖z(·, t)‖2,Ω +‖zx‖2,QT — норма в банаховом

пространстве V 1,0
2 (QT ) ), где постоянная CT не зависит от π ∈ L2(QT )×L2(Ω)×L2(ST )

и набора исходных данных f ∈ F. Кроме того, пусть f, f† ∈ F — два произвольных набора
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исходных данных, z[·], z†[·] — соответствующие им решения задачи (1.1). Тогда, если
выполняются условия в), г), д), е), то для любых двух троек π1, π ∈ H

|z†[π1]− z[π]|QT + ‖z†[π1]− z[π]‖2,ST

≤ CT (
n∑
i=1

n∑
j=1

‖zxj [π]‖2,QT ‖a
†
i,j − ai,j‖∞,QT + ‖z[π]‖2,QT ‖a† − a‖∞,QT

+‖u1 − u‖2,QT + ‖v1 − v‖2,Ω + ‖w1 − w‖2,ST + ‖z[π]‖2,ST ‖σ† − σ‖∞,ST ),

(2.2)

где CT не зависит от наборов исходных данных f, f† ∈ F и троек управляющих пара-
метров π ≡ (u, v, w), π1 ≡ (u1, v1, w1) ∈ H.

Помимо прямой задачи (1.1) ниже при получении регуляризованного ПМП существен-
ную роль будет играть и сопряженная с ней задача

−ηt −
∂

∂xj
(ai,j(x, t)ηxi) + a(x, t)η + χ(x, t) = 0;

η(x, T ) = ψ(x), x ∈ Ω;
∂η

∂N
+ σ(x, t)η = ω(x, t), (x, t) ∈ ST

(2.3)

с χ ∈ L2(QT ), ψ ∈ L2(Ω), ω ∈ L2(ST ), решение которой обозначим через η[χ, ψ, ω].

Так как сопряженная краевая задача (2.3) стандартной заменой времени приводится к
более привычному виду начально-краевой задачи (1.1) (с начальным условием при t = 0 ),
то можно считать, что следствием первого утверждения леммы 2.1 является следующая

Лемма 2.2. Пусть выполняются условия в), г), д), е). Тогда имеет место однознач-
ная разрешимость в V 1,0

2 (QT ) для любых функций χ ∈ L2(QT ), ψ ∈ L2(Ω), ω ∈ L2(ST )

при любом T > 0 сопряженной (к (1.1)) задачи (2.3).

Далее сформулируем лемму о так называемом интегральном представлении линейно-
го непрерывного функционала на пространстве решений третьей начально-краевой за-
дачи для линейного параболического уравнения. Она используется при вычислении пер-
вых вариаций функционалов в задачах оптимального управления, связанных с указанной
начально-краевой задачей. Ее доказательство см. в [12, лемма 3].

Лемма 2.3. Пусть задана третья краевая задача

zt −
∂

∂xi
(ai,j(x, t)zxj) + a(x, t)z + f(x, t) = 0;

z(0, x) = ψ(x), x ∈ Ω;
∂z

∂N
+ σ(x, t)z = χ(x, t), (x, t) ∈ ST ,

(2.4)

с коэффициентами ai,j, a, σ, удовлетворяющими условиям в), г), д), е) и с f ∈ L2(QT ),

ψ ∈ L2(Ω), χ ∈ L2(ST ). Тогда, если функция z ∈ V 1,0
2 (QT ) есть решение задачи (2.4), то

для любых d ∈ L2(Ω), c ∈ L2(QT ), g ∈ L2(ST ) имеет место равенство∫
QT

c(x, t)z(x, t) dxdt−
∫

Ω

d(x)z(x, T ) dx−
∫
ST

g(s, t)z(s, t) dsdt

=

∫
QT

f(x, t)η(x, t) dxdt−
∫

Ω

ψ(x)η(x, 0) dx−
∫
ST

χ(s, t)η(s, t) dsdt,
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где функция η ∈ V 1,0
2 (QT ) — единственное обобщенное решение сопряженной задачи

−ηt −
∂

∂xj
(ai,j(x, t)ηxi) + a(x, t)η + c(x, t) = 0;

η(x, T ) = d(x), x ∈ Ω;
∂η

∂N
+ σ(x, t)η = g(x, t), (x, t) ∈ ST .

3. Задача оптимального управления как задача выпуклого
программирования с операторным ограничением-равенством,

некорректность ПЛ

Перепишем задачу (OC0) и возмущенные задачи (OCδ) в форме задачи выпуклого
программирования с операторным ограничением-равенством. Пусть выполняются усло-
вия а), б), в), г), д), е). При любом наборе исходных данных f значение оператора g :

H → L2(Ω) на каждом элементе π является суммой элементов A[π] ≡ G1(·)z[π](·, T ) и
G2(·), где оператор A : H → L2(Ω) задаваемый равенством A[π] ≡ Aπ ≡ G1(·)z[π](·, T ) в
силу линейности начально-краевой задачи (1.1) и оценки (2.1) является линейным огра-
ниченным. Так как функционал f : D → R1 является одновременно непрерывным и
выпуклым, то мы с формальной точки зрения можем переписать задачу (OC0) в форме
невозмущенной задачи выпуклого программирования

(P̃ 0) f 0(π)→ min, A0π = h0 ≡ −G0
2(·), π ∈ D ⊆ H.

С учетом приближенного задания исходных данных мы имеем формально вместо задачи
(P̃ 0) семейство задач, зависящих от характеризующей ошибку их задания величины δ

(P̃ δ) f δ(π)→ inf, Aδπ = hδ ≡ −Gδ
2(·), π ∈ D.

Получим в силу оценок (1.) оценки отклонения возмущенных исходных данных
{f δ, Aδ, hδ} от невозмущенных исходных данных {f 0, A0, h0} задачи (P̃ 0). С этой целью
нам потребуются оценки леммы 2.1 отклонения решений начально-краевой задачи (1.1)
при возмущении ее коэффициентов и управлений.

В силу оценок (1.) и оценок (2.1), (2.2) леммы 2.1 можем записать

‖zδ[π](·, T )− z0[π](·, T )‖2,Ω ≤ C̃T δ‖π‖H, (3.1)

где, как и выше, постоянная C̃T не зависит от набора исходных данных fδ и тройки
управляющих параметров π ≡ (u, v, w) ∈ H.

Из оценок (2.1), (2.2), (3.1), в свою очередь, следуют оценки для отклонения функци-
оналов (в случае условий а), б), в), г), д), е))

|f δ(π)− f 0(π)| ≤ Cδ(1 + ‖π‖2) ∀ π ∈ D

и линейных ограниченных операторов, действующих из пространства H в пространство
L2(Ω), а также элементов hδ, h0

‖Aδπ − A0π‖ ≤ Cδ(1 + ‖π‖) ∀ π ∈ H, ‖hδ − h0‖ ≤ Cδ,

в которых постоянную C > 0 следует считать независящей от δ и тройки управляющих
параметров π ≡ (u, v, w). Одновременно, выполняется и неравенство

|f δ(π1)− f δ(π2)| ≤ LM‖π1 − π2‖H ∀ π1, π2 ∈ D ∩ SM ,
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где LM > 0 — некоторая не зависящая от δ ∈ [0, δ0] и π1, π2 ∈ D ∩ SM постоянная,
SM ≡ {π ∈ H : ‖π‖H ≤M}.

О некорректности ПЛ. Далее в данном разделе покажем, что оставаясь в рамках
привычного классического ПЛ (см., например, [13, § 3.2], [14, теорема 2.1], [15, теоре-
ма 1.1]), теория которого жестко связана с точным заданием исходных данных оптими-
зационной задачи, у нас «не очень много шансов» получить, непосредственно опираясь
лишь на составляющие его соотношения, «приемлемые» приближенные решения задачи
выпуклого программирования (P̃ 0), а, вместе с тем, и исходной задачи оптимального
управления (OC0) с операторным ограничением-равенством.

С этой целью рассматриваем далее в данном разделе зависящую от параметра в огра-
ничении-равенстве «простейшую» выпуклую задачу на условный экстремум

(Pp) ‖z‖2 → inf, Az = h+ p, z ∈ D ⊆ Z,

где p ∈ H — параметр, A : Z → H — линейный ограниченный оператор, h ∈ H — задан-
ный элемент, D — выпуклое замкнутое множество, Z, H — гильбертовы пространства.
Решения задачи (Pp) в случае их существования будем обозначать через z0

p .

Обозначим: Dεp ≡ {z ∈ D : ‖Az − h − p‖ ≤ ε}, ε ≥ 0. Определим классическую
функцию значений задачи (Pp) формулой β0(p) = inf

z∈D0
p

‖z‖2 ∀ p ∈ H. Определим также

обобщенную функцию значений β : H → R1 ∪ {+∞} посредством соотношений

β(p) ≡ β+0(p) ≡ lim
ε→+0

βε(p), βε(p) ≡ inf
z∈Dεp
‖z‖2, βε(p) ≡ +∞, если Dεp = ∅.

Так как ‖ · ‖2 — сильно выпуклый функционал, то справедливо следующее утверждение
(см. леммы 1.1, 1.2, 1.3 в [15]).

Лемма 3.1. Функции значений β0, β : H → R1 ∪ {+∞} совпадают, являясь полуне-
прерывными снизу и выпуклыми.

Введем функцию Лагранжа

Lp(z, µ0, λ) ≡ µ0‖z‖2 + 〈λ,Az − h− p〉〉, Lp(z, 1, λ) ≡ Lp(z, λ), z ∈ D, µ0 ≥ 0, λ ∈ H.

Напомним, что вектором Куна–Таккера задачи (Pp) называется элемент λ∗ ∈ H, для
которого ‖z0

p‖2 ≤ Lp(z, λ
∗) ∀ z ∈ D. С учетом леммы 3.1 справедливо следующее утвер-

ждение (см. [14, теорема 2.1], [15, теорема 1.1], а также замечания 1.1, 1.2 к теореме 1.1
в [15])

Теорема 3.1. [Параметрический ПЛ в недифференциальной форме] Пусть p ∈ H

такая точка, что β(p) < +∞. Тогда:
1. Если z0

p ∈ D0
p ≡ {z ∈ D : Az − h− p = 0} — оптимальный элемент в задаче (Pp),

то есть ‖z0
p‖2 = β(p), и ζ ∈ ∂β(p), где ∂β(p) — субдифференциал в смысле выпуклого

анализа, то для множителя Лагранжа λ ∈ H, λ = −ζ, при µ0 = 1 выполняется
соотношение

Lp(z
0
p , µ0, λ) ≤ Lp(z, µ0, λ) ∀ z ∈ D (3.2)

и при этом −ζ = λ — вектор Куна–Таккера задачи (Pp).
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И, наоборот, если z̃ ∈ D0
p такой элемент, что при некоторых µ0 > 0, λ ∈ H вы-

полняется соотношение (3.2) с заменой z0
p на z̃, то этот элемент оптимален в задаче

(Pp), то есть z̃ = z0
p , элемент λ/µ0 является вектором Куна–Таккера для нее и одно-

временно −λ/µ0 ∈ ∂β(p).

2. Если z0
p ∈ D0

p — оптимальный элемент в задаче (Pp), p ∈ ∂ domβ и ζ ∈ ∂∞β(p),

ζ 6= 0, где ∂∞β(p) — сингулярный (асимптотический) субдифференциал (см., например,
[16]), определяемый формулой

∂∞β(p) ≡ {λ ∈ H : (λ, 0) ∈ Nepi β(p, β(p))},

то для множителя Лагранжа λ ∈ H, λ = −ζ, соотношение (3.2) выполняются при
µ0 = 0.

И, наоборот, если z̃ ∈ D0
p — такой элемент, что при µ0 = 0 и некотором λ ∈ H,

λ 6= 0, выполняется соотношение (3.2) с заменой z0
p на z̃, то p ∈ ∂ domβ и одновре-

менно −λ ∈ ∂∞β(p).

П р и м е р 3.1. Рассмотрим задачу (Pp) c H = Z, h = 0

(P̃p) ‖z‖2 → min, Az = p, z ∈ D ⊂ Z,

где A : Z → Z — линейный непрерывный инъективный оператор с инъективным со-
пряженным A∗. В этом случае, с учетом равенства (A∗)∗ = A, имеют место равенства
R(A) = Z, R(A∗) = Z (см. [17, теорема 3.1]).

3.1.1. Неустойчивость ПЛ. При анализе примера 1 в [3] был доказан следующий
факт. Пусть p ∈ Z — любой такой элемент, для которого: 1) задача (P̃p) разрешима (оче-
видно, единственным образом); 2) это решение z0

p удовлетворяет при некотором λ ∈ Z

регулярному ПЛ в недифференциальной форме Lp(z
0
p , λ) ≤ Lp(z, λ) ∀z ∈ D (см. (3.2));

3) существуют слабо, но не сильно, сходящиеся в Z к z0
p последовательности zk ∈ D,

k = 1, 2, . . . (очевидно, такие последовательности заведомо существуют, если D = Z ), при-
чем для всех таких последовательностей имеет место сильная сходимость Azk → Az0

p = p,

k → ∞ (очевидно, последнее заведомо так, если оператор A — вполне непрерывный).
Тогда можно утверждать, что существуют такие pk → p, k → ∞, для которых в ап-
проксимирующих (при p = pk ) задачах (P̃pk) справедливо утверждение регулярного ПЛ
такого же, как и в случае невозмущенной задачи (P̃p), но для которых одновременно оп-
тимальные «аппроксимирующие» элементы, то есть решения задачи (P̃p) при p = pk, не
сходятся к решению невозмущенной задачи как по аргументу, так и по функции.

3.1.2. Невыполнимость ПЛ. Положим в задаче (P̃p) : D ≡ Z. Предположим
также, что оператор A таков, что R(A∗) 6= Z (последнее заведомо так, если оператор
A — вполне непрерывный [18, с. 225, теорема 1]). Пусть при сделанных предположениях
z̄ ∈ Z \R(A∗) — произвольный элемент. Тогда ПЛ в задаче (P̃p) при p = Az̄ не выполня-
ется. Предположим, что это не так. Тогда в соответствии с ПЛ теоремы 3.1 (см. также ПЛ
для гладких задач с равенствами [13, с. 253, 254]) существует невырожденная пара мно-
жителей (µ0, λ) ∈ R1

+×Z такая, что 2µ0z̄+A∗λ = 0. В этом случае при µ0 = 0 получаем
λ = 0 в силу инъективности A∗, а при µ0 = 1, соответственно, противоречивое равенство
z̄ = −1/2A∗λ в силу неравенства R(A∗) 6= Z, что и доказывает невыполнимость ПЛ в
задаче (P̃Az̄).
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П р и м е р 3.2. Рассмотрим далее классическую двумерную обратную задачу фи-
нального наблюдения по нахождению начальной функции v ∈ D ⊆ L2(Ω), D — вы-
пуклое замкнутое множество, Ω ⊂ R2 — ограниченная область с кусочно-гладкой гра-
ницей S ≡ ∂Ω, в третьей начально-краевой задаче для уравнения теплопроводности
(x ≡ (x1, x2))

zt − zx1 − zx2 = 0; z(x, 0) = v(x), x ∈ Ω;
∂z

∂N
+ z = 0, (x, t) ∈ ST ≡ ∂Ω× (0, T ), (3.3)

которую можно трактовать также как задачу оптимального управления с фазовым огра-
ничением типа равенства в финальный момент времени по нахождению начального уп-
равления-возмущения в начально-краевой задаче (3.3)

(IP )

∫
Ω

v2(x) dx→ inf, z[v](·, T ) = p ∈ L2(Ω), v ∈ D ⊆ L2(Ω).

Здесь z[v] — обобщенное решение [10, гл. III] начально-краевой задачи (3.3), соответству-
ющее управлению v ∈ D ⊆ L2(Ω). Задача (IP ) является частным случаем задачи (P̃p)

из примера 3.1 с Z = L2(Ω) и с линейными непрерывными инъективными (инъектив-
ность может быть установлена, например, на основе результатов [19, § 2]) операторами
A, A∗ : L2(Ω) → L2(Ω), A[v](·) ≡ z[v](·, T ), A[v] ≡ Av, A∗[λ](·) ≡ η[λ](·, 0), A∗[λ] ≡ A∗λ,

η[λ] — соответствующее элементу λ ∈ L2(Ω) обобщенное решение сопряженной третьей
краевой задачи

ηt + ηx1 + ηx2 = 0; η(x, T ) = λ(x), x ∈ Ω;
∂η

∂N
+ η = 0, (x, t) ∈ ST ≡ ∂Ω× (0, T ).

3.2.1. Неустойчивость ПЛ и ПМП. Положим в задаче (IP ) : p = 0, D ≡ {v ∈
L2(Ω) : v(x) ∈ [−1, 1] при п. в. x ∈ Ω}. В этом случае решением задачи является v0(x) ≡ 0,

x ∈ Ω, причем, очевидно, существуют последовательности vk ∈ D, k = 1, 2, . . . , такие,
что vk → v0 = 0, k →∞ слабо в L2(Ω), но не сильно, причем для всех таких последова-
тельностей имеет место предельное соотношение Avk → p = 0, k →∞ (последнее имеет
место в силу «равномерной гельдеровости» в этом случае обобщенных решений z[vk] в
цилиндре {(x, t) : (x, t) ∈ Ωε × [ε, T ]} при любом достаточно малом ε > 0, Ωε — подоб-
ласть области Ω, отстоящая на положительное расстояние ε от границы S, являющихся
одновременно равномерно ограниченными на Ω×(0, T ), см., например, [10, гл. III, теорема
10.1], а также [11, теорема 1]).

Так как выпуклая полунепрерывная снизу функция значений задачи (IP ) субдиффе-
ренцируема при p = 0, как достигающая в этой точке минимального значения, то это
оптимальное управление удовлетворяет при p = 0 и при некотором λ ∈ L2(Ω) регуляр-
ному ПЛ (см. теорему 3.1)

Lp(v
0, λ) ≤ Lp(v, λ) ∀v ∈ D, Lp(v, λ) ≡ ‖v‖2 + 〈λ,Av − p〉, v ∈ D,

эквивалентному регулярному ПМП

−(v0(x))2 − η[λ](x, 0)v0(x) = max
v∈[−1,1]

{−v2 − η[λ](x, 0)v} при п. в. x ∈ Ω.

Таким образом, проверена выполнимость всех условий 1)–3) примера 3.1, случай 3.1.1, и
значит относительно оптимального элемента v0 задачи (IP ) можно сделать вывод: су-
ществуют такие pk → 0, k → ∞, для которых в аппроксимирующих задачах (IP ) при



162 М.И. Сумин

p = pk справедливы утверждения регулярных ПЛ и ПМП, аналогичных сформулирован-
ным выше для задачи (IP ) при p = 0, но, одновременно, оптимальные «аппроксимирую-
щие» управления не сходятся к решению невозмущенной задачи (IP ) как по аргументу,
так и по функции.

3.2.2. Невыполнимость ПЛ. Положим далее: D ≡ L2(Ω). Очевидно, в этом слу-
чае R(A∗) = L2(Ω), но R(A∗) 6= L2(Ω) (последнее неравенство имеет место в силу «за-
глаженности» решений краевых задач, см., например, [10, гл. III, теорема 8.1]). Пусть
v̄ ∈ L2(Ω) \ R(A∗) — произвольный элемент. Тогда, как показано в примере 3.1, случай
3.1.2, ПЛ в задаче (IP ) при p = z[v̄] не выполняется.

4. Регуляризованные ПЛ в задаче оптимального управления

Вернемся к сведенной выше к задаче выпуклого программирования (P̃ 0) исходной за-
даче оптимального управления (OC0) с возможно неограниченным множеством D, для
которой выполняются условия а), б), в), г), д), е). Представляется естественным рассмот-
реть два отдельных случая задачи (OC0), каждый из которых представляет самосто-
ятельный интерес: 1. Целевой функционал f 0 является сильно выпуклым; 2. Целевой
функционал f 0 является выпуклым. Рассмотрим последовательно оба этих случая, опи-
раясь на результаты работ [4, 7, 14]. Следуя этому плану, введем, прежде всего, необхо-
димые обозначения. Определим, во-первых, функцию Лагранжа в задаче оптимального
управления (OCδ)

Lδ,ε(π, λ) ≡ f δ(π) + ε‖π‖2 + 〈λ,Aδπ − hδ − p〉

=

∫
QT

Aδ1(x, t)(zδ[π](x, t))2dxdt+

∫
Ω

Aδ2(x)(zδ[π](x, T ))2dx+

∫
ST

Aδ3(s, t)(zδ[π](s, t))2dsdt

+

∫
QT

Bδ
1(x, t)(u(x, t))2dxdt+

∫
Ω

Bδ
2(x)(v(x))2dx+

∫
ST

Bδ
3(s, t)(w(s, t))2dsdt+ ε‖π‖2

+

∫
Ω

λ(x)(Gδ
1(x)zδ[π](x, T ) +Gδ

2(x))dx, π ∈ D, λ ∈ L2(Ω), ε ≥ 0,

Lδ,0(π, λ) ≡ Lδ(π, λ), L0,0(π, λ) ≡ L0(π, λ).

Введем также обозначение πδ,ε[λ] ≡ argmin{Lδ,ε(π, λ) : π ∈ D}. Определим, во-вторых,
двойственную задачу

V δ,ε(λ) ≡ inf
π∈D

Lδ,ε(π, λ)→ sup, λ ∈ L2(Ω),

V δ(λ) ≡ V δ,0(λ) ≡ inf
π∈D

Lδ,0(π, λ) ≡ inf
π∈D

Lδ(π, λ)→ sup, λ ∈ L2(Ω), V 0,0(λ) ≡ V 0(λ).

Обозначим через λδ,α,ε ∈ L2(Ω), α > 0, решение регуляризованной двойственной задачи

V δ,ε(λ)− α‖λ‖2 → max, λ ∈ L2(Ω), λδ,α,0 ≡ λδ,α.

В общей ситуации задачи выпуклого программирования регуляризация ПЛ [4, 7] под-
разумевает использование двух регуляризирующих параметров, один из которых «отве-
чает» за регуляризацию двойственной задачи, другой же содержится в сильно выпук-
лом регуляризирующем добавке к целевому функционалу исходной задачи. Если целевой
функционал является сильно выпуклым, то второй параметр регуляризации ε (в целевом
функционале исходной задачи) является излишним и его можно считать равным нулю.
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4.1. Регуляризация ПЛ в случае сильно выпуклого целевого функционала.
Задача (P̃ δ) в случае сильно выпуклого целевого функционала представляет собою част-
ный случай задачи выпуклого программирования (P δ

p,r) работы [14] (см. раздел 3.1 указан-
ной работы, с учетом того, что в данной работе параметры p, r отсутствуют). Здесь в каче-
стве гильбертова пространства Z выступает пространство H и отсутствуют ограничения-
неравенства. Поэтому для получения анонсированных регуляризованных КУО в задаче
(OC0) необходимо далее «расшифровать» утверждения теорем 3.1, 4.2 из [14] в терминах
исходной задачи (OC0). Заметим одновременно, что особый интерес представляет важ-
ный частный случай задачи (P̃ 0) с функционалом f 0(·) в виде f 0(π) ≡ ‖π‖2, так как
такие функционалы возникают прежде всего при рассмотрении обратных задач, подобных
задаче в разделе 5.

Пусть α(δ) > 0 при δ ∈ (0, δ0] и выполняется условие согласования

δ

α(δ)
→ 0, α(δ)→ 0, δ → 0. (4.1)

«Расшифровка» теорем 3.1 (см. ниже замечание 4.1) и 4.2 из [14] в терминах исходной
задачи приводит соответственно к регуляризирующему двойственному алгоритму и регу-
ляризованному ПЛ в задаче оптимального управления (OC0) в случае сильно выпуклого
целевого функционала задачи оптимального управления, когда, напомним, ε = 0.

Теорема 4.1. [Регуляризирующий двойственный алгоритм в задаче оптимального уп-
равления] Пусть задача (OC0) разрешима, выполняется условие согласования (4.1) и
δk ∈ (0, δ0), δk → 0, k → ∞, — произвольная фиксированная последовательность. То-
гда оператор R(·, δk), ставящий в соответствие набору исходных данных fδ

k
, удовле-

творяющих оценкам (1.) при δ = δk, тройку R(fδ
k
, δk) ≡ πδ

k
[λδ

k,α(δk)], является МПР-
образующим в задаче (OC0) (см. определение (1.1)). Если же сильно выпуклый функци-
онал f 0 является и субдифференцируемым (в смысле выпуклого анализа) в точках D,
то справедливо и предельное соотношение

‖πδk [λδk,α(δk)]− π0‖ → 0, δk → 0, k →∞. (4.2)

З а м е ч а н и е 4.1. В формулировке теоремы 3.1 в [14] были пропущены некоторые
полученные при ее доказательстве слагаемые. В формулировке теоремы 1 в [4] все ука-
занные слагаемые восстановлены. Здесь речь идет о слагаемых: ψ(δ) (см. неравенства
(3.23), (3.26) в [14]) — в выражении для ψ1(δ) в формуле, соответствующей (2.15) в [4];
Cδ(2 + L) — в правой части неравенства, соответствующего (2.16) в [4]; Cδ(1 + L2) —
в правой части неравенства, соответствующего (2.17) в [4]. Теорема 4.1 сформулирована
уже с учетом указанных коррекций.

Теорема 4.2. [Регуляризованный ПЛ в задаче оптимального управления в случае
сильно выпуклого целевого функционала] Пусть δk ∈ (0, δ0), δk → 0, k → ∞, — про-
извольная фиксированная последовательность. Пусть также выполняется условие со-
гласования (4.1).

Для того, чтобы в задаче (OC0) существовало ограниченное МПР (и, следовательно,
слабо сходилось к решению задачи π0 ), необходимо и достаточно, чтобы существовала
последовательность λk ∈ L2(Ω), k = 1, 2, . . . , такая, что δk‖λk‖ → 0, k → ∞, и
выполняются включения

πδ
k

[λk] ∈ Dδk,γk , γk → 0, k →∞, (4.3)
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для некоторой последовательности положительных чисел γk, k = 1, 2, . . . , ( она играет
роль последовательности εk, k = 1, 2, . . . из определения МПР ) и предельное соотноше-
ние

〈λk, Gδk

1 (·)zδk [πδk [λk]](·, T ) +Gδk

2 (·)〉 → 0, k →∞, (4.4)

а последовательность πδ
k,εk [λk], k = 1, 2, . . . , была ограничена.

Более того, последовательность πδ
k
[λk], k = 1, 2, . . . , является искомым МПР. Дру-

гими словами, оператор R(·, δk), ставящий в соответствие набору исходных данных
fδ
k
, удовлетворяющих оценкам (1.) при δ = δk, управление R(fδ

k
, δk) = πδ

k
[λk], являет-

ся МПР-образующим (см. определение 1.1), а последовательность πδ
k
[λk], k = 1, 2, . . . ,

слабо сходится к решению задачи (OC0). Если же сильно выпуклый функционал f 0 яв-
ляется и субдифференцируемым (в смысле выпуклого анализа) в точках D, то указан-
ную выше слабую сходимость следует считать сильной, то есть в этом случае имеет
место предельное соотношение (4.2).

Одновременно с предельным соотношением δk‖λk‖ → 0, k → ∞, и соотношениями
(4.3), (4.4), выполняется и предельное соотношение

V 0(λk)→ sup
λ∈L2(Ω)

V 0(λ) = f 0(π0).

В качестве конкретной последовательности λk ∈ L2(Ω), k = 1, 2, . . . может быть
взята, например, последовательность λδ

k,α(δk), k = 1, 2, . . . , о которой идет речь в
теореме 4.1.

4.2. Регуляризация ПЛ в случае выпуклого целевого функционала. Для по-
лучения анонсированных регуляризованных КУО в задаче (OC0) в случае выпуклого
целевого функционала необходимо далее «расшифровать» утверждения теорем 2, 3 из [7]
в терминах исходной задачи (OC0). Пусть помимо условия согласования (4.1) выполня-
ется и еще одно подобное условие

δ

ε(δ)
→ 0, ε(δ)→ 0, δ → 0. (4.5)

Предположим также, что величина F равномерно по δ ∈ [0, δ0] ограничивает снизу на
D функционал f δ :

f δ(π) ≥ F ∀ π ∈ D, δ ∈ [0, δ0]. (4.6)

«Расшифровка» теоремы 2 и теоремы 3 из [7] приводит, соответственно, к следующим
теоремам в терминах исходной задачи (OC0).

Теорема 4.3. [Регуляризирующий двойственный алгоритм в задаче оптимального уп-
равления] Пусть Π0 6= ∅ и выполняются условия согласования (4.1), (4.5), δk ∈ (0, δ0),

δk → 0, k → ∞, — произвольная фиксированная последовательность. Пусть также
выполняется условие (4.6) ограниченности снизу целевого функционала. Тогда опера-
тор R(·, δk), ставящий в соответствие набору исходных данных fδ

k
, удовлетворяю-

щих оценкам (1.) при δ = δk, тройку R(fδ
k
, δk) ≡ πδ

k,ε(δk)[λδ
k,α(δk),ε(δk)], является МПР-

образующим в задаче (OC0) в смысле (1.4) ( см. определение 1.1 ).
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Теорема 4.4. [Регуляризованный ПЛ в задаче оптимального управления в случае
β = β0 ] Пусть выполняются условия согласования (4.1), (4.5), δk ∈ (0, δ0), δk → 0,

k →∞, — произвольная фиксированная последовательность, εk ≡ ε(δk). Пусть выпол-
няется равенство β = β0, а также условие (4.6) ограниченности снизу целевого функ-
ционала. Тогда:

1. Для того, чтобы в задаче (OC0) существовало ограниченное МПР (или, что эк-
вивалентно, оптимальный элемент) необходимо, чтобы существовала последователь-
ность λk ∈ L2(Ω), k = 1, 2, . . . , такая, что δk‖λk‖ → 0, k → ∞, и выполняются
включения

πδ
k,εk [λk] ∈ Dδk,γk , γk → 0, k →∞, (4.7)

и предельное соотношение

〈λk, Gδk

1 (·)zδk [πδk,εk [λk]](·, T ) +Gδk

2 (·)〉 → 0, k →∞, (4.8)

а последовательность πδ
k,εk [λk], k = 1, 2, . . . , является (возможно неограниченным)

МПР. Другими словами, оператор, задаваемый равенством

R(fδ
k

, δk) = πδ
k,εk [λk], (4.9)

является МПР-образующим (см. определение 1.1), причем каждая слабая предельная
точка последовательности πδ

k,εk [λk], k= 1, 2, . . . , в случае ее ограниченности есть ре-
шение задачи (OC0). В качестве конкретной последовательности λk∈L2(Ω), k=1, 2, . . .

может быть взята, например, последовательность λδ
k,α(δk),ε(δk), k = 1, 2, . . . , о которой

идет речь в теореме 4.3.
2. И, наоборот, для того, чтобы в задаче (OC0) существовало ограниченное МПР

(а значит и оптимальный элемент) достаточно, чтобы существовали последователь-
ность сходящихся к нулю положительных чисел εk, k = 1, 2, . . . и последовательность
λk ∈ L2(Ω), k = 1, 2, . . . , такие, что δk‖λk‖ → 0, k → ∞, и выполняются включения
(4.7) и предельное соотношение (4.8), причем, последовательность πδ

k,εk [λk], k = 1, 2, . . .

является ограниченной. В этом случае задаваемый равенством (4.9) оператор является
МПР-образующим (см. определение 1.1), причем каждая слабая предельная точка после-
довательности πδ

k,εk [λk], k = 1, 2, . . . , есть решение задачи (OC0).

5. Регуляризация ПМП в обратной задаче финального наблюдения

Переходим к формулировке и обоснованию регуляризованного ПМП в задаче (OC0) с
сильно выпуклым целевым функционалом. Центральную роль здесь играет задача мини-
мизации функции Лагранжа

Lδ(π, λ)→ min, π ∈ D, (5.1)

единственным решением которой является тройка πδ[λ] ∈ D. Получим поточечный ПМП
по всем трем компонентам (u, v, w) для тройки πδ[λ] в важном частном случае задачи
(OC0), когда ее функционал имеет вид

f 0(π) = ‖π‖2 ≡ ‖π‖2
H = ‖u‖2

L2(QT ) + ‖v‖2
L2(Ω) + ‖w‖2

L2(ST ), (5.2)

то есть A1(·, ·) = 0, A2(·) = 0, A3(·, ·) = 0, B1(·, ·) = 1, B2(·) = 1, B3(·, ·) = 1, что
соответствует тому, что мы рассматриваем классическую обратную задачу по нахождению
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минимальной по норме тройки управляющих параметров π ≡ (u, v, w) по наблюдению
решения начально–краевой задачи в финальный момент времени.

При получении ПМП в задаче (5.1) нам потребуется игольчатое варьирование гра-
ничного управления w и одновременно понятие точки Лебега суммируемой функции,
задаваемой на боковой поверхности ST . Напомним, прежде всего, что понимается под
точкой Лебега суммируемой функции, заданной на поверхности ST . Так как в соответ-
ствии с условием е) граница S области Ω является липшицевой (она является кусочно-
гладкой), то можно утверждать, что существует конечный набор измеримых в смысле
(n − 1) -мерной меры, индуцированной на S, множеств Sr, r = 1, 2, . . . , e, и функций

ωr, r = 1, 2, . . . , e, таких, что, во-первых,
e⋃
r=1

Sr = S, intSk ∩ intSl = ∅, если k 6= l, и,

во-вторых, функции ωr :

n−1︷ ︸︸ ︷
(−P, P )× . . .× (−P, P ) → R1 являются липшицевыми и для

некоторой координатной системы (x′r, xr,n) ≡ (xr,1, . . . , xr,n−1, xr,n) имеет место равенство

intSr = {(x′r, ω(x′r)) : x′r ∈
n−1︷ ︸︸ ︷

(−P, P )× . . .× (−P, P )}. Зафиксируем точку x0 ∈ intSr для
некоторого 1 ≤ r ≤ e и организуем для данного достаточно малого ε > 0 множество

Sε(x0) ≡ {x = (x′r, ω(x′r)) : x′r ∈ Bε(x
′
0r) ⊂

n−1︷ ︸︸ ︷
(0, 1)× . . .× (0, 1)}, (5.3)

где Bε(x
′
0r) — шар радиуса ε с центром в точке x′0r пространства Rn−1. Определим

также множество SεT (x0, t0) ≡ {Sε(x0) × (t0 − ε, t0 + ε)}. Справедлива следующая лемма,
доказательство которой можно найти, например, в [20, лемма 7.2].

Лемма 5.1. Пусть задана функция f ∈ L1(ST ). Тогда существует измеримое в
смысле индуцированной на ST n -мерной меры µT множество L, µT (L) = µT (ST ), та-
кое, что для каждой точки (x0, t0) ∈ L имеет место предельное соотношение

lim
ε→0

1

µT (SεT (x0, t0))

∫
SεT (x0,t0)

|f(x, t)− f(x0, t0)|µT (dsdt) = 0.

Указанные в сформулированной лемме точки (x0, t0) из множества L мы и называем
точками Лебега функций из L1(ST ).

Введем стандартные обозначения: H1(u, η) ≡ −uη−u2, H2(u, η) ≡ vη− v2, H3(w, η) ≡
wη − w2. Докажем следующую лемму, выражающую собою поточечный ПМП в задаче
минимизации функции Лагранжа в случае функционала качества частного вида (5.2).

Лемма 5.2. Пусть выполняются условия а), б), в), г), д), е), а множества управ-
ляющих параметров U, V, W есть выпуклые замкнутые множества на числовой оси.
Тройка управлений πδ[λ] ≡ (uδ[λ], vδ[λ], wδ[λ]), являющаяся решением задачи (5.1) в слу-
чае функционала качества частного вида (5.2) удовлетворяет при π ≡ (u, v, w) = πδ[λ]

соотношениям

max
r∈U

H1(x, t, r, ηδ[λ](x, t)) = H1(x, t, u(x, t), ηδ[λ](x, t)) при п. в. (x, t) ∈ QT ,

max
r∈V

H2(x, r, ηδ[λ](x, 0)) = H2(x, v(x), ηδ[λ](x, 0)) при п. в. x ∈ Ω,

max
r∈W

H3(s, t, r, ηδ[λ](s, t)) = H3(s, t, w(s, t), ηδ[λ](s, t)) при п. в. (s, t) ∈ ST ,

(5.4)
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где ηδ[λ] ∈ V 1,0
2 (QT ) — решение сопряженной задачи

−ηt −
∂

∂xj
(aδi,j(x, t)ηxi) + aδ(x, t)η = 0;

η(x, T ) = −λ(x)Gδ
1(x), x ∈ Ω;

∂η

∂N
+ σδ(x, t)η = 0, (x, t) ∈ ST .

(5.5)

И, обратно, в силу выпуклости задачи любой элемент π ≡ (u, v, w) ∈ D, удовлетворяю-
щий вместе с некоторой λ ∈ H = L2(Ω) соотношениям (5.4), доставляет минимум в
задаче (5.1) в случае функционала качества частного вида (5.2), то есть π = πδ[λ].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказываем сначала необходимость. С этой целью приме-
ним формулу леммы 2.3 для интегрального представления приращения функционала
Lδ(·, λ) для пары управляющих троек π = (u, v, w) и πδ[λ] = (uδ[λ], vδ[λ], wδ[λ]). Можем
записать, с учетом обозначения ∆zδ ≡ zδ[π]− zδ[πδ[λ]],

∆zδt −
∂

∂xi
(aδi,j(x, t)∆z

δ
xj

) + aδ(x, t)∆zδ + u(x, t)− uδ[λ](x, t) = 0;

∆zδ(x, 0) = v(x)− vδ[λ](x), x ∈ Ω;
∂∆zδ

∂N
+ σδ(s, t)∆zδ = w(s, t)− wδ[λ](s, t), (s, t) ∈ ST .

Кроме того, можем записать также

Lδ(π, λ)− Lδ(πδ[λ], λ) =

∫
QT

[(u(x, t))2 − (uδ[λ](x, t))2]dxdt+

∫
Ω

[(v(x))2 − (vδ[λ](x))2]dx

+

∫
ST

[(w(s, t))2 − (wδ[λ](s, t))2]dsdt+

∫
Ω

λ(x)Gδ
1(x)(zδ[π](x, T )− zδ[πδ[λ]](x, T ))dx.

Тогда, применяя лемму 2.3 получаем

Lδ(π, λ)− Lδ(πδ[λ], λ)

=

∫
QT

(u(x, t)− uδ[λ](x, t))ηδ[λ](x, t)dxdt−
∫

Ω

(v(x)− vδ[λ](x))ηδ[λ](x, 0)dx

−
∫
ST

(w(s, t)− wδ[λ](s, t))ηδ[λ](s, t)dsdt+

∫
QT

[(u(x, t))2 − (uδ[λ](x, t))2]dxdt

+

∫
Ω

[(v(x))2 − (vδ[λ](x))2]dx+

∫
ST

[(w(s, t))2 − (wδ[λ](s, t))2]dsdt,

(5.6)

где ηδ[λ] ∈ V 1,0
2 (QT ) — обобщенное решение сопряженной задачи (5.5), которое в рассмат-

риваемом частном случае, как можно заметить, не зависит от тройки π ≡ (u, v, w).

Используем далее игольчатые вариации управлений uδ[λ], vδ[λ], wδ[λ], определив их
следующим образом. Пусть U∗ ⊂ R1, V ∗ ⊂ R1, W ∗ ⊂ R1 — счетные всюду плотные
подмножества множеств U, V, W. Определим вариацию πδε [λ] ∈ D, 0 ≤ ε ≤ ε0 ≤ 1,

тройки πδ[λ]

uδε [λ](x, t) ≡

{
uδ[λ](x, t), (x, t) ∈ QT \Qε

x̄,t̄,

ū ∈ U∗, (x, t) ∈ Qε
x̄,t̄,

vδε [λ](x) ≡

{
vδ[λ](x), x ∈ Ω \ Ωε

ȳ,

v̄ ∈ V ∗, x ∈ Ωε
ȳ,

wδε [λ](s, t) ≡

{
wδ[λ](s, t), если (s, t) ∈ ST \ SεT (s̄, t̄);

w̄ ∈ W ∗, если (s, t) ∈ SεT (s̄, t̄),

(5.7)
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где Qε
x̄,t̄ ≡

{
(x, t) ∈ Rn+1 : x̄i − ε < xi ≤ x̄i, i = 1, . . . , n, t̄ − ε < t ≤ t̄

}
, Ωε

ȳ ≡
{
x ∈ Rn :

ȳi − ε
n+1
n < xi ≤ ȳi − ε

n+1
n , i = 1, . . . , n

}
, x̄ ≡ (x̄1, . . . , x̄n), ȳ ≡ (ȳ1, . . . , ȳn), множество

SεT (s̄, t̄) определяется равенством (5.3).
Потребуем, чтобы выполнялись следующие условия на точки (x̄, t̄), ȳ, (s̄, t̄), участ-

вующие в определении вариации πδε [λ] :
1) точка (x̄, t̄) является точкой Лебега [21, гл. I, § 1, п. 1.7] функций

(u′ − uδ[λ](x, t))ηδ[λ](x, t), [(u′)2 − (uδ[λ](x, t))2], (x, t) ∈ QT , u′ ∈ U∗;

2) точка ȳ является точкой Лебега [21, гл. I, § 1, п. 1.7] функций

(v′ − vδ[λ](x))ηδ[λ](x, 0) + [(v′)2 − (vδ[λ](x))2], x ∈ Ω, v′ ∈ V ∗,

3) точка (s̄, t̄) является точкой Лебега (см. лемму 5.1) функций

(w′ − wδ[λ](s, t))ηδ[λ](s, t), [(w′)2 − (wδ[λ](s, t))2], (s, t) ∈ ST , w′ ∈ W ∗,

где ηδ[λ] ∈ V 1,0
2 (QT ) — обобщенное решение краевой сопряженной задачи (5.5). Очевидно,

в силу классической теоремы о точках Лебега, такой выбор точек (x̄, t̄), ȳ возможен,
причем лебегова мера множества всех таких точек (x̄, t̄), ȳ совпадает соответственно с
лебеговой мерой цилиндра QT и лебеговой мерой области Ω. Одновременно, благодаря
лемме 5.1, такой выбор возможен и в случае точек (s̄, t̄), причем лебегова мера множества
всех таких точек (s̄, t̄) совпадает с лебеговой мерой боковой поверхности ST .

Подсчитаем сначала первую вариацию lim
ε→0

(1/(εn+1))(Lδ(πδε [λ], λ) − Lδ(πδ[λ], λ)) функ-

ционала Лагранжа в случае πδε [λ] = (uδε [λ], vδε [λ], wδ[λ]). Можем записать в силу равенства
(5.6) и организации вариации πδε [λ] = (uδε [λ], vδε [λ], wδ[λ])

lim
ε→0

1

εn+1
(Lδ(πδε [λ], λ)− Lδ(πδ[λ], λ))

= lim
ε→0

1

εn+1

∫
Qε
x̄,t̄

(ū− uδ[λ](x, t))ηδ[λ](x, t)dxdt− lim
ε→0

1

εn+1

∫
Ωεȳ

(v̄ − vδ[λ](x))ηδ[λ](x, 0)dx

+ lim
ε→0

1

εn+1

∫
Qε
x̄,t̄

[ū2 − (uδ[λ](x, t))2]dxdt+ lim
ε→0

1

εn+1

∫
Ωεȳ

[v̄2 − (vδ[λ](x))2]dx

= (ū− uδ[λ](x̄, t̄))ηδ[λ](x̄, t̄)−(v̄ − vδ[λ](ȳ))ηδ[λ](ȳ, 0)+ū2−(uδ[λ](x̄, t̄))2+v̄2−(vδ[λ](ȳ))2 ≥ 0

∀ ū ∈ U∗ при п. в. (x̄, t̄) ∈ QT , ∀ v̄ ∈ V ∗ при п. в. ȳ ∈ Ω,

откуда выводим первые два соотношения максимума в (5.4).
Далее, вычисляем также первую вариацию функционала Лагранжа, но уже в случае

πδε [λ] = (uδ[λ], vδ[λ], wδε [λ]), то есть wδ[λ] варьируется по третьей формуле (5.7). В этом
случае можем записать, опять с учетом равенства (5.6), при πδε [λ] = (uδ[λ], vδ[λ], wδε [λ]), а
также с учетом определения wδε [λ] и леммы 5.1,

lim
ε→0

1

µT (SεT (x̄, t̄))
(Lδ(πδε [λ], λ)− Lδ(πδ[λ], λ))

= lim
ε→0

1

µT (SεT (x̄, t̄))
(

∫
SεT (x̄,t̄)

(w̄ − wδ[λ](s, t))ηδ[λ](s, t)dsdt+

∫
SεT (x̄,t̄)

[w̄2 − (wδ[λ](s, t))2]dsdt)

= (w̄ − wδ[λ](s̄, t̄))ηδ[λ](s̄, t̄) + w̄2 − (wδ[λ](s̄, t̄))2 ≥ 0 ∀ w̄ ∈ W ∗ при п. в. (s̄, t̄) ∈ ST .
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Из последнего неравенства вытекает третье соотношение максимума в (5.4). Необходи-
мость доказана.

Доказываем далее достаточность. Пусть выполняются соотношения (5.4) для некото-
рой тройки π ≡ (u, v, w) ∈ D и некоторого λ ∈ H = L2(Ω). Тогда можем записать для
произвольного π′ ≡ (u′, v′, w′) ∈ D

Lδ(π′, λ)− Lδ(π, λ) =

∫
QT

[(u′(x, t))2 − (u(x, t))2]dxdt+

∫
Ω

[(v′(x))2 − (v(x))2]dx

+

∫
ST

[(w′(s, t))2 − (w(s, t))2]dsdt+

∫
Ω

λ(x)Gδ
1(x)(zδ[π′](x, T )− zδ[π](x, T ))dx.

Можем также записать, с учетом обозначения ∆zδ ≡ zδ[π′]− zδ[π],

∆zδt −
∂

∂xi
(aδi,j(x, t)∆z

δ
xj

) + aδ(x, t)∆zδ + u′(x, t)− u(x, t) = 0;

∆zδ(x, 0) = v′(x)− v(x), x ∈ Ω;
∂∆zδ

∂N
+ σδ(s, t)∆zδ = w′(s, t)− w(s, t), (s, t) ∈ ST .

Тогда, применяя, как и выше при доказательстве необходимости, лемму 2.3 получаем

Lδ(π′, λ)− Lδ(π, λ) =

∫
QT

(
u′(x, t)− u(x, t)

)
ηδ[λ](x, t)dxdt−

∫
Ω

(
v′(x)− v(x)

)
ηδ[λ](x, 0)dx

−
∫
ST

(
w′(s, t)− w(s, t)

)
ηδ[λ](s, t)dsdt+

∫
QT

[
(u′(x, t))2 − (u(x, t))2

]
dxdt (5.8)

+

∫
Ω

[
(v′(x))2 − (v(x))2

]
dx+

∫
ST

[
(w′(s, t))2 − (w(s, t))2

]
dsdt,

где ηδ[λ] ∈ V 1,0
2 (QT ) — обобщенное решение сопряженной задачи (5.5). Замечая теперь,

что в силу соотношений (5.4) выражение в правой части неравенства (5.) неотрицательно
при всех π′ ∈ D, получаем неравенство Lδ(π′, λ)−Lδ(π, λ) ≥ 0 ∀ π′ ∈ D, то есть π = πδ[λ].

Лемма 5.2 доказана.
После доказательства ПМП леммы 5.2, для простейшей задачи оптимального управле-

ния (5.1) мы можем переформулировать полученный выше регуляризованный ПЛ теоремы
4.2 для задачи (OC0) в форме регуляризованного ПМП в том случае, когда ее функцио-
нал имеет частный вид (5.2). С целью указанной переформулировки, прежде всего, обо-
значим через Πδ

m[λ] множество всех управлений из D, удовлетворяющих ПМП леммы 5.2
в задаче (5.1). Очевидно, в нашем случае, благодаря сильной выпуклости f 0(·) = ‖ · ‖2,

это множество состоит из одного элемента: Πδ
m[λ] ≡ πδm[λ] и справедливо равенство (при

соответствующих оговоренных выше условиях) πδm[λ] = πδ[λ]. Тогда непосредственным
следствием теоремы 4.2 и леммы 5.2 является следующий регуляризованный ПМП в за-
даче оптимального управления (OC0) в случае ее функционала качества частного вида
(5.2), для которой в этом случае справедливо равенство β = β0.

Теорема 5.1. [Регуляризованный ПМП в обратной задаче финального наблюдения]
Пусть функционал цели задачи (OC0) имеет частный вид (5.2) и выполняются условия
а), б), в), г), д), е). Тогда все утверждения теоремы 4.2 остаются справедливыми и в
том случае, если в них πδ

k
[λk] заменяется везде на πδ

k

m [λk], причем, так как ‖ · ‖2
H —

субдифференцируемый функционал, то ‖πδkm [λk]− π0‖H → 0, k →∞.
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Введение

Рассматривается задача Коши для динамической системы, описываемой дифференци-
альным уравнением

A
du

dt
= (B + εC + ε2D)u(t, ε), (0.1)

u(t0, ε) = u0(ε), (0.2)

где A,B,C,D — замкнутые линейные операторы, действующие в банаховом пространстве
E(R), domA = E, domB = E, domC = E, domD = E ; u(t, ε) ∈ E — искомая функция;
u0(ε) ∈ E — голоморфная в окрестности точки ε = 0 функция; t ∈ T = [t0; tmax]; ε ∈ E =

(0; ε0) — малый параметр.
Оператор A обладает свойством иметь 0 нормальным собственным числом (далее,

0-NEV-свойством).
Уравнение (0.1) с вырожденным оператором при старшей производной называется

алгебро-дифференциальным. Динамическая система, описываемая этим уравнением, не
является жесткой. Одним из важнейших свойств таких динамических систем является
свойство чувствительности системы даже к незначительным возмущениям параметров.

Возмущениями, вызываемыми наличием малого параметра при операторных коэффи-
циентах, занимались многие авторы: М.М. Вайнберг и В.А. Треногин (см. [1]), С. Г. Крейн
(см. [2]) и С.П. Зубова и К.И. Чернышов (см. [3]). Жесткость динамической системы ви-
да (0.1) с фредгольмовым оператором A, имеющим одномерное ядро, с более простой
правой частью (B + εC) изучена в работе [4], а в работе [5] построено асимптотическое
разложение решения по степеням параметра ε.

Возможно следующее поведение решения u(t, ε) при ε→ 0.

a) Равномерная сходимость на T решения u(t, ε) задачи Коши (0.1), (0.2) к решению
ū(t) предельной задачи Коши:

A
dū

dt
= Bū(t),

ū(t0) = ū0.

Это означает, что система жесткая (робастна по отношению к возмущению εC + ε2D),

т. е. изменение параметра ε мало меняет само решение.

О п р е д е л е н и е 0.1. Ограниченная функция v(t, ε) называется функцией по-
гранслоя вблизи точки t = t0, если v(t, ε) равномерно (по норме в банаховом пространстве
E ) стремится к 0 на [t′; tmax] при каждом t′ ∈ (t0; tmax) и не стремится равномерно к 0
на T.

Данное определение функции погранслоя обобщает определение, приведенное в работе
[6] в случае t0 = 0.

b) Явление погранслоя вблизи точки t = t0 :

u(t, ε) = ū(t) + v(t, ε),

где v(t, ε) — функция погранслоя вблизи t = t0. Этот случай возникает, когда вблизи
(в пограничном слое (t0; t

′)) начальной точки решение сильно изменяется.
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Остальные случаи:
с) lim

ε→0
‖u(t, ε)‖ =∞ или

d) предел u(t, ε) не существует.
Это критические случаи, когда малое изменение параметра приводит к такому сильному
изменению решения в пограничном слое, что может разрушить систему.

Явление погранслоя имеет место при выполнении некоторых условий регулярности
вырождения. В работе [7] в качестве примера исследуется динамическая модель Леонтьева
выпуска валовой продукции. Невыполнение условий регулярности вырождения влечет за
собой расхождение между планируемым объемом производства (ε = 0) и полученным на
практике.

Цель данной работы — исследовать жесткость динамической системы (0.1), (0.2) и
определить, при каких условиях на операторные коэффициенты уравнения имеют место
случаи a)–d) поведения решения. Для этого в работе получено уравнение ветвления, поз-
воляющее определить вид функций погранслоя.

В качестве примера рассматривается система уравнений в частных производных со
старшей смешанной второй частной производной. Такие уравнения встречаются при изу-
чении процессов сорбции и десорбции газов, процессов сушки и т. д. (см. [8]). Для ее иссле-
дования вводится матрично-дифференциальный оператор первого порядка. В работе [9]
доказано, что он обладает 0-NEV-свойством. С применением этого свойства устанавлива-
ется, что при некоторых условиях на числовые коэффициенты система является жесткой.

1. Необходимые сведения

Пусть A : E → E — линейный оператор, обладающий 0-NEV-свойством. Это свойство
влечет разложение E = M ⊕ N, где N — корневое подпространство, элементов ei, от-
вечающих нулевому собственному числу, а M — инвариантное подпространство и такое,
что сужение Ã оператора A на M имеет ограниченный обратный Ã−1 (см. [10]).

Рассматривается частный случай оператора A, обладающего двумерным ядром
(n = 2) без присоединенных элементов к элементам ядра, т. е. N = KerA. В подпро-
странстве N вводится скалярное произведение <,> так, что

< ei, ej >=

{
0, если i 6= j,

1, если i = j.

Элемент ядра z раскладывается по базису e1, e2 :

z = c1e1 + c2e2. (1.1)

Пусть P — проектор на N, Q — проектор на M. Вводится полуобратный оператор
H = Ã−1Q : M →M.

Имеет место следующее утверждение, доказанное в работе [7].

Лемма 1.1. Линейное уравнение

Av = w, v ∈ domA, w ∈ E,

равносильно системе
v = Hw + z для любого z ∈ KerA,

< Pw, ej >= 0, j = 1, 2.
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Далее, вводится определитель-функция

F (x, y) = det

(
f11(x, y) f12(x, y)

f21(x, y) f22(x, y)

)
,

где все функции fij достаточно гладкие. Обозначим

Fi1i2(x, y) = det


∂i1+i2f11
∂xi1∂yi2

∂i1+i2f12
∂xi1∂yi2

∂m−i1+n−i2f21
∂xm−i1∂yn−i2

∂m−i1+n−i2f22
∂xm−i1∂yn−i2

 , Ci
n =

n!

i!(n− i)!
.

Имеет место следующее утверждение о дифференцировании определитель-функции.

Теорема 1.1. Частная производная определитель-функции вычисляется по формуле

∂m+nF

∂xm∂yn
=

m,n∑
i1,i2=0

C i1
mC

i2
n Fi1i2(x, y).

Это утверждение достаточно очевидно доказывается методом математической индук-
ции по m,n.

Далее, введем определитель-функцию

G(x, y) = det

(
g11(x, y) g12(x, y)

g21(x, y) g22(x, y)

)
, (1.2)

где gij — многочлены по степеням x, y с постоянными коэффициентами γrsij , т. е.

gij(x, y) =
∞∑

r,s=0

γrsij x
rys.

Из теоремы 1.1 получаем следующее утверждение

Следствие 1.1. Функция (1.2) является суммой ряда Маклорена

G(x, y) =
∞∑

r,s=0

Grsx
rys

с коэффициентами

Grs =

r,s∑
i1,i2=0

det

(
γi1i211 γi1i212

γr−i1,s−i221 γr−i1,s−i222

)
.

2. Уравнение ветвления

Для вывода уравнения ветвления сделаем подстановку

u(t, ε) = exp((t− t0)/λ)v(ε)

в (0.1), где λ = λ(ε) — числа, достаточно малые по модулю, отличные от нуля, v(ε) — рав-
номерно ограниченная функция и v(ε) 6= 0. Эта подстановка приводит к спектральному
уравнению

Av(ε) = λ(B + εC + ε2D)v(ε).
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В силу леммы 1.1 оно равносильно системе(
I − λH(B + εC + ε2D)

)
v(ε) = z, z 6= 0, (2.1)

< P (B + εC + ε2D)v(ε), ej >= 0, j = 1, 2. (2.2)

Пусть в дальнейшем выполнены следующие условия.

У с л о в и е 2.1. Операторы PB, PC, PD, HB, HC, HD ограничены.

У с л о в и е 2.2. Числа λ таковы, что при каждом ε ∈ E выполнено

0 < ‖λH(B + εC + ε2D)‖ < 1.

Тогда оператор
(
I − λH(B + εC + ε2D)

)
обратим; выразив v(ε) из (2.1) и подставив

в (2.2), получим систему
< R(λ, ε)z, ej >= 0, j = 1, 2, (2.3)

где
R(λ, ε) = P (B + εC + ε2D)

(
I − λH(B + εC + ε2D)

)−1
.

Представив оператор
(
H(B + εC + ε2D)

)n в виде

(
H(B + εC + ε2D)

)n
=

2n∑
s=0

εsH(n)
s , n = 0, 1, . . . ,

запишем оператор R(λ, ε) в виде ряда

R(λ, ε) =
∞∑

i,j=0

λjεiRji

в обозначениях

R00 = PB, R01 = PC, R02 = PD, R0j = 0, j = 3, 4, . . . ,

Rj0 = PBH
(j)
0 , Rj1 = PBH

(j)
1 + PCH

(j)
0 ,

Rji = PBH
(j)
i + PCH

(j)
i−1 + PDH

(j)
i−2, j = 1, 2, . . . , i = 2, 3, . . . , 2j,

Rj,2j+1 = PCH
(j)
2j + PDH

(j)
2j−1, Rj,2j+2 = PDH

(j)
2j ,

Rji = 0, j = 1, 2, 3, . . . , i = 2j + 3, 2j + 4, . . . .

Подстановка разложения (1.1) для z в равенства (2.3) приводит к системе

c1 < R(λ, ε)e1, ej > +c2 < R(λ, ε)e2, ej >= 0, j = 1, 2.

Определитель ∆ = ∆(λ, ε) этой системы равен 0, так как иное влечет равенства
c1 = c2 = 0, а значит, z = 0, что противоречит (2.1). Таким образом, получаем урав-
нение
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∆(λ, ε) = det

(
< R(λ, ε)e1, e1 > < R(λ, ε)e2, e1 >

< R(λ, ε)e1, e2 > < R(λ, ε)e2, e2 >

)
= 0,

являющееся искомым уравнением ветвления. Разложив выражение ∆(λ, ε) с применением
следствия 1.1, перепишем это уравнение в виде:

∆(λ, ε) =
∞∑

r,s=0

∆rsλ
rεs = 0 (2.4)

в обозначениях

∆rs =

r,s∑
i1,i2=0

det

(
di1i211 di1i212

dr−i1,s−i221 dr−i1,s−i222

)
, (2.5)

где
djirs =< Rjier, es > . (2.6)

3. Решение уравнения ветвления

Рассмотрим уравнение ветвления (2.4)–(2.6). Для его решения применяется диаграмма
Ньютона (см. [11]). Возможны следующие случаи.

Случай 1. ∆00 6= 0.

В этом случае имеет место асимптотическое представление ∆(λ, ε) при ε→ 0

∆(λ, ε) = ∆00 +O(ε),

где O(ε) вмещает в себя нормы ограниченных, в силу условия 2.1, операторов. Тогда
диаграмма Ньютона вырождается в точку, что означает случай a) поведения решения.

Далее, пусть выполнено следующее условие.

У с л о в и е 3.1. Справедливо неравенство

∆10 6= 0.

Случай 2. Существует такое натуральное число s, что ∆0i = 0, i = 0, 1, . . . , s − 1,

∆0s 6= 0.

В этом случае имеет место асимптотическое представление ∆(λ, ε) при ε→ 0 :

∆(λ, ε) = εs∆0s +O(εs+1) + λ∆10 + o(λ).

В обозначении µ =
∆0s

∆10

по диаграмме Ньютона (см. рис. 1) решение уравнения ветвления

равно λ = −µεs.
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Рис. 1. Диаграмма Ньютона

Подстановка в (2.1) приводит к следующему результату о поведении решения при
ε → 0.

Теорема 3.1. Пусть выполнены условия 2.1, 2.2. Пусть ∆00 6= 0. Тогда имеет место
случай a).

Теорема 3.2. Пусть выполнены условия 2.1, 2.2, 3.1 и пусть существует такое
натуральное число s, что ∆0i = 0, i = 0, 1, . . . , s− 1, ∆0s 6= 0. Тогда:

1. Если µ > 0, то выполнен случай b), и функции погранслоя имеют переменную
τ = (t− t0)/εs.

2. Если µ < 0, то имеет место случай c).

4. Пример

Исследуем жесткость динамической системы

∂2u1
∂x∂t

− a∂u2
∂t

= b11u1 + b12u2 + εc11u1 + εc12u2 + ε2δ11u1 + ε2δ12u2,

∂2u2
∂x∂t

+ a
∂u1
∂t

= b21u1 + b22u2 + εc21u1 + εc22u2 + ε2δ21u1 + ε2δ22u2,

(4.1)

u1(x, t0, ε) = g1(x, ε), u2(x, t0, ε) = g2(x, ε),

u1(0, t, ε) = u1(2π/a, t, ε), u2(0, t, ε) = u2(2π/a, t, ε),

g1(0, ε) = g1(2π/a, ε), g2(0, ε) = g2(2π/a, ε),

(4.2)

где a, bij, cij, δij — заданные вещественные постоянные, a > 0; ui = ui(t, ε) — иско-
мые достаточно гладкие функции, gi(x, ε) — голоморфные в окрестности точки ε = 0,

i, j = 1, 2; x ∈ X; t ∈ T; ε ∈ E .
Под решением задачи (4.1), (4.2) подразумеваются функции ui = ui(x, t, ε) при каждом

ε ∈ (0; ε0) :
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1) непрерывно дифференцируемые по x при каждом t ∈ T и непрерывно дифферен-
цируемые по t при каждом x ∈ X;

2) удовлетворяющие условию
∂2v(x, t)

∂x∂t
≡ ∂2v(x, t)

∂t∂x
при каждых x, t ∈ X× T;

3) удовлетворяющие (4.1), (4.2) при каждых x, t ∈ X× T.

Для исследования этой задачи введем оператор

A =

 ∂

∂x
−a

a
∂

∂x


с областью определения

domA =
{
u(x) =

(
u1(x)

u2(x)

)
: ui(x) ∈ C1(X), ui(0) = ui(2π/a), i = 1, 2

}
,

действующий в банаховом пространстве

E =
{
u(x) =

(
u1(x)

u2(x)

)
: ui(x) ∈ C1(X), i = 1, 2

}
.

Для этого оператора построим подпространство N = KerA = {c1e1(x) + c2e2(x)},

e1(x) =

(
cos ax

− sin ax

)
, e2(x) =

(
sin ax

cos ax

)
, и определим проектор на N формулой

P =
a

2π


2π/a∫
0

(·) cos(a(x− s))ds
2π/a∫
0

(·) sin(a(x− s))ds

−
2π/a∫
0

(·) sin(a(x− s))ds
2π/a∫
0

(·) cos(a(x− s))ds

 .

Тогда полуобратный оператор запишется в виде

H = (Hij), i, j = 1, 2,

H11 = −
2π/a∫
x

(·) cos(a(x− s)) ds+
a

2π

2π/a∫
0

(·)s cos(a(x− s)) ds,

H12 = −
2π/a∫
x

(·) sin(a(x− s)) ds+
a

2π

2π/a∫
0

(·)s sin(a(x− s)) ds,

H21 = −H12, H22 = H11.

Задача (4.1), (4.2) сводится к задаче вида (0.1), (0.2) с операторами A = A, B = (bij),

C = (cij), D = (δij), i, j = 1, 2, искомой вектор-функцией u(x, t, ε) =

(
u1(x, t, ε)

u2(x, t, ε)

)
,

начальной вектор-функцией u0(x, ε) =

(
g1(x, ε)

g2(x, ε)

)
.
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Пусть выполнено следующее условие.

У с л о в и е 4.1. Имеет место неравенство b12 6= b21 и выполнено хотя бы одно из
неравенств: b11 6= b22 или b12 6= −b21.

Вычисления по формулам (2.5), (2.6) показывают, что

∆00 =
(b11 + b22)

2 + (b21 − b12)2

4
,

∆01 =
(b11 + b22)(c11 + c22) + (b21 − b12)(c21 − c12)

2
,

∆02 =
(c11 + c22)

2 + (c21 − c12)2

4
+

(b11 + b22)(δ11 + δ22) + (b21 − b12)(b21 − b12)
2

,

∆10 =
(b21 − b12)

(
(b11 − b22)2 + (b12 + b21)

2
)

8a
.

Нетрудно видеть, что при выполнении условия 4.1 имеем ∆00 6= 0 и ∆10 6= 0. По-
скольку все операторы в условии 2.1 ограничены (P,H ограничены как интегральные,
B,C,D — как числовые), и выполнены условия 2.2, 3.1, то теорема 3.1 влечет результат:
динамическая система (4.1), (4.2) жесткая.
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Аннотация. Рассматриваются максимальные сцепленные системы (МСС) множеств на
широко понимаемых измеримых пространствах (ИП), получаемых каждое посредством
оснащения непустого множества π -системой его подмножеств с «нулем» и «единицей»
( π -система — непустое семейство множеств, замкнутое относительно конечных пересече-
ний). Исследуются конструкции произведения упомянутых ИП, связываемые с двумя ва-
риантами измеримых (в широком смысле) прямоугольников. Семейства МСС на каждом
из множеств, участвующих в построении произведения оснащаются топологиями стоунов-
ского типа. Исследуется связь получающихся топологических пространств, реализуемых,
соответственно, в ящичном и тихоновском вариантах, и соответствующего (каждому вари-
анту) топологического пространства стоуновского типа на множестве МСС с измеримой
структурой в виде π -системы измеримых прямоугольников. Получены свойства уплотня-
емости (для «ящичного» варианта) и гомеоморфности (в случае использования тихонов-
ского произведения) для получающихся топологических пространств.
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Введение

При исследовании ультрафильтров (у/ф) широко понимаемых измеримых пространств
(ИП) весьма полезным оказывается изучение более общих структур, реализуемых в клас-
се максимальных сцепленных систем (МСС). При этом само ИП получается посредством
оснащения непустого множества π-системой [1, c. 14] его подмножеств (п/м), определяе-
мой в виде непустого семейства множеств, замкнутого относительно конечных пересече-
ний; мы рассматриваем далее только π-системы с «нулем» и «единицей» (пустое и объем-
лющее множества). Определяя сцепленность традиционно (см. [2–4], [5, гл. VII, § 4], а так-
же [6, 5.11]), мы рассматриваем сцепленные подсемейства π-системы и среди них выделя-
ем максимальные, которые и называем МСС. Среди МСС содержатся у/ф π-системы, но
возможны и МСС, которые у/ф не являются (собственные МСС). Множество у/ф и мно-
жество МСС (на данной π-системе) допускают оснащение парой сравнимых топологий,
отвечающих содержательно схемам Волмэна и Стоуна. Реализуются два битопологиче-
ских пространства, причем пространство у/ф может рассматриваться как подпростран-
ство пространства МСС (см. [7–12] и др.). Пространство МСС с топологией волмэновского
типа суперкомпактно (см. [8,9]). В настоящем исследовании, однако, используется только
топология стоуновского типа и мы ограничимся сейчас обсуждением этой топологии.

Для теории и приложений важна операция, связанная с построением произведения
ИП (см., например, [13, гл. III]), на первом и ключевом этапе которой реализуются из-
меримые прямоугольники. Имея в виду этот этап, само понятие измеримости (прямо-
угольников) может быть обобщено: мы рассматриваем произведение π-систем; при таком
подходе мы можем с единых позиций рассматривать измеримые в традиционном смыс-
ле (см. [13, гл. III]) и открытые (в случае произведения ТП) прямоугольники. В об-
щем случае в виде произведения π-систем пространств-сомножителей реализуется π-
система множества-произведения, на которой определяются МСС, которые исчерпыва-
ются [14] произведениями МСС на пространствах-сомножителях; простейший вариант
данного положения см. в [15, § 7]. Более общие варианты соответствуют [16, (6.4),(6.5)],
где используется аппарат обобщенных декартовых произведений [17, гл. IV, § 6]. Аналоги
данных построений применялись в [18], где исследовались бесконечные, вообще говоря,
произведения у/ф, что делает естественным аналогичное исследование в случае МСС.
Возникает вопрос о соотношении естественных топологических структур: произведения
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«стоуновских» топологий на пространствах-сомножителях и «стоуновской» топологии на
пространстве-произведении. Рассмотрим, в частности, вариант, когда в первом случае реа-
лизуется ящичное пространство, а, точнее, обобщенное декартово произведение с ящичной
топологией [19, c. 148]. Множество-произведение оснащаем топологией стоуновского типа.
Показано, что естественное отображение, сопоставляющее параметризованному семейству
МСС на пространствах-сомножителях соответствующую МСС на π-системе обобщенного
декартова произведения, является уплотнением [19, c. 382], т. е. непрерывной биекцией.

Второй вариант, рассматриваемый в работе, отвечает случаю, когда используется тихо-
новское произведение «стоуновских» пространств. В этом случае конструкция, подобная
идейно вышеупомянутой схеме, приводит к гомеоморфизму (имеется в виду ситуация,
когда π-система на обобщенном декартовом произведении конструируется по аналогии с
канонической базой тихоновского произведения).

1. Общие обозначения и определения

Ниже используется стандартная теоретико-множественная символика (кванторы, связ-
ки и др.); 4= — равенство по определению, ∅ — пустое множество. Семейством называ-
ем множество, все элементы которого сами являются множествами. Принимаем аксиому
выбора. Для любых двух объектов x и y через {x; y} обозначаем (см. [17, c. 16]) их
неупорядоченную пару, т. е. множество, содержащее в виде своих элементов x, y и не
содержащее никаких других элементов. Для произвольного объекта z в виде {z} 4= {z; z}
имеем синглетон (одноэлементное множество), содержащий z : z ∈ {z}. Множества яв-
ляются объектами. С учетом этого для любых двух объектов g и h , следуя [17, c. 67],
полагаем, что (g, h)

4
= {{g}; {g;h}}, получая упорядоченную пару с первым элементом

g и вторым элементом h. Для любых трех объектов x, y и z полагаем, как обычно,
{x; y; z} 4= {x; y} ∪ {z}; в соответствии с этим для любых трех множеств A, B и C

полагается, что A× B × C 4
= (A× B)× C.

Каждому множеству H сопоставляем семейство P(H) всех п/м H и полагаем, что
P ′(H)

4
= P(H) \ {∅}; наконец, через Fin(H) обозначаем семейство всех конечных мно-

жеств из P ′(H), т. е. семейство всех непустых конечных п/м H. Если M — множество,
а M∈ P ′(P(M)), то

CM[M]
4
= {M \M : M ∈M} ∈ P ′(P(M))

есть семейство п/м M, двойственное к M. Непустому семейству A и множеству B сопо-
ставляется след A|B

4
= { A∩B : A ∈ A} ∈ P ′(P(B)) данного семейства на B. Непустому

семейству X сопоставляем семейства {∪}(X), {∩}(X), {∪}](X) и {∩}](X), определяе-
мые в [8, раздел 2] (семейства всех объединений подсемейств X , пересечений непустых
подсемейств X, конечных объединений и конечных пересечений множеств из X ).

Если A и B — множества, то (см. [17, гл. II, § 6]) через BA обозначаем множество
всех отображений (функций) из A в B; при g ∈ BA и C ∈ P(A) полагаем g1(C)

4
=

{ g(x) : x ∈ C} (образ множества C при действии g ); ясно, что g1(C) ∈ P(B).

Как обычно, R — вещественная прямая, N 4
= {1; 2; ...} ∈ P ′(R); если n ∈ N, то

1, n
4
= { k ∈ N|k 6 n} ∈ P ′(N). Полагая, что элементы N не являются множествами, далее

для любых множества H и числа k ∈ N вместо H1,k используем Hk для обозначения
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множества всех отображений из 1, k в H; итак, Hk — множество всех кортежей в H,

имеющих «длину» k. Если H — семейство и k ∈ N, то в виде (Hi)i∈1,k ∈ Hk реализуется
кортеж множеств. Если T — произвольное множество, то полагаем, что

(Fam)[T ]
4
= { T ∈ P ′(P(T ))|T ∈ T }; (1.1)

элементы (Fam)[T ] (1.1) — суть семейства п/м T с «единицей» (множество T ) и только
они. Условимся о некоторых специальных обозначениях, связанных с обобщенными декар-
товыми произведениями, фиксируя для краткости непустые множества X и Y, а также
(множественнозначное) отображение (Yx)x∈X ∈ P ′(Y )X . Тогда⊙

x∈X

Yx
4
= {

∏
x∈X

Yx : (Yx)x∈X ∈
∏
x∈X

Yx} ∈ P ′(P(
∏
x∈X

Yx)) ∀(Yx)x∈X ∈
∏
x∈X

P ′(P(Yx)). (1.2)

Элементы семейств (1.2) именуем в настоящем исследовании прямоугольниками. Полага-
ем также с учетом (1.1), что⊗

x∈X
Fx

4
= { H ∈ P(

∏
x∈X

Yx)|∃(Fx)x∈X ∈
∏
x∈X
Fx : (H =

∏
x∈X

Fx)&(∃K ∈ Fin(X) :

Fs = Ys ∀s ∈ X \K)} ∀(Fx)x∈X ∈
∏
x∈X

(Fam)[Yx].
(1.3)

В дальнейшем множество X фиксируется, а Y и (Yx)x∈X будут варьироваться.
Если H — семейство, а S — множество, то полагаем, что [H](S)

4
= { H ∈ H|S ⊂ H}.

2. Сцепленные системы на широко понимаемом измеримом пространстве

Введем в рассмотрение π-системы [1, c. 14], фиксируя в настоящем разделе непустое
множество E. В виде

π[E]
4
= { L ∈ P ′(P(E))|(∅ ∈ L)&(E ∈ L)&( A ∩B ∈ L ∀A ∈ L ∀B ∈ L)} (2.1)

имеем семейство всех π-систем п/м E с «нулем» и «единицей»; P(E) ∈ π[E]. Если
L ∈ π[E], то пару (E,L) рассматриваем как (широко понимаемое) измеримое простран-
ство (ИП). Заметим, что π[E] ⊂ (Fam)[E]. Алгебры и полуалгебры п/м E, топологии на
E и семейства замкнутых множеств в топологических пространствах (ТП) с «единицей»
E являются π-системами из семейства (2.1). Сейчас укажем только, что

(top)[E]
4
= { τ ∈ π[E]|

⋃
G∈G

G ∈ τ ∀G ∈ P ′(τ)} = {τ ∈ π[E]|
⋃
G∈G

G ∈ τ ∀G ∈ P(τ)} ∈ P ′(π[E])

есть семейство всех топологий на E. Отметим, что обозначения (BAS)[E] и (p−BAS)[E]

соответствуют [9, раздел 2] (семейства всех открытых баз и предбаз топологий на E

соответственно); при этом {∪}(β) ∈ (top)[E] ∀β ∈ (BAS)[E]. Кроме того, {∩}](κ) ∈
(BAS)[E] ∀κ ∈ (p− BAS)[E]. В итоге

{∪}({∩}](κ)) ∈ (top)[E] ∀κ ∈ (p− BAS)[E].

Если τ ∈ (top)[E], то (τ − BAS)0[E]
4
= { β ∈ (BAS)[E]|τ = {∪}(β)} и, кроме того,

(p− BAS)0[E; τ ]
4
= { κ ∈ (p− BAS)[E]|{∩}](κ) ∈ (τ − BAS)0[E]}.
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Сцепленность. Если L ∈ P ′(P(E)), то имеем в виде

〈L − link〉[E]
4
= { E ∈ P ′(L)|Σ1 ∩ Σ2 6= ∅ ∀Σ1 ∈ E ∀Σ2 ∈ E} (2.2)

семейство всех непустых сцепленных подсемейств L, называемых также сцепленными
системами (на L ), а в виде

〈L − link〉0[E]
4
= { E ∈ 〈L − link〉[E]|∀S ∈ 〈L − link〉[E] (E ⊂ S) =⇒ (E = S)} (2.3)

семейство всех МСС на L. Общие свойства семейств (2.2), (2.3) см. в [20]. Для всех на-
ших последующих целей достаточен случай L ∈ π[E], которым мы и ограничиваемся в
дальнейшем. Итак, полагаем до конца настоящего и в следующем разделе, что L ∈ π[E].

Отметим, что

〈L − link〉0[E] = { E ∈ 〈L − link〉[E]| ∀L ∈ L (L ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ E) =⇒ (L ∈ E)}. (2.4)

Далее отметим следующее очевидное свойство: [L](Σ) ⊂ E ∀E ∈ 〈L − link〉0[E] ∀Σ ∈ E .
Наконец, E ∈ E ∀E ∈ 〈L − link〉0[E].

3. Топология стоуновского типа
на множестве максимальных сцепленных систем

В настоящем разделе фиксируем непустое множество E и π-систему L ∈ π[E]. Тогда
в виде (2.4) имеем непустое множество (см. [8–11]). Следуя [8, раздел 4], введем при L ∈ L
множество

〈L − link〉0[E|L]
4
= { E ∈ 〈L − link〉0[E]|L ∈ E}
= { E ∈ 〈L − link〉0[E]|L ∩ Σ 6= ∅ ∀Σ ∈ E}

(3.1)

(см. [8, предложение 6.2]). С учетом [8, (4.9)] получаем следующее непустое семейство:

Ĉ∗0[E;L]
4
= { 〈L − link〉0[E|L] : L ∈ L} ∈ (p− BAS)[〈L − link〉0[E]] (3.2)

(заметим, что 〈L− link〉0[E] = 〈L− link〉0[E|E] ∈ Ĉ∗0[E;L] ), а, точнее, открытую предбазу.
Тогда {∩}](Ĉ∗0[E;L]) ∈ (BAS)[〈L − link〉0[E]] и при этом

T∗〈E|L〉
4
= {∪}({∩}](Ĉ∗0[E;L])) ∈ (top)[〈L − link〉0[E]]. (3.3)

Из (3.3) следует, что Ĉ∗0[E;L] ⊂ T∗〈E|L〉. Напомним, что

(〈L − link〉0[E]],T∗〈E|L〉) (3.4)

есть нульмерное T2 -пространство (см. [8, раздел 6]). При этом, конечно, имеем (см.(3.3))
свойство

Ĉ∗0[E;L] ∈ (p− BAS)0[〈L − link〉0[E]];T∗〈E|L〉], (3.5)

т. е. ТП (3.4) порождается предбазой (3.2). В дальнейшем ИП (E,L) будет конкретизи-
роваться, исходя из потребностей соответствующих рассуждений.
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4. Ящичное произведение π-систем

Всюду в дальнейшем фиксируем непустые множества X и E, а также отображение
(Ex)x∈X ∈ P ′(E)X ; итак, при x ∈ X в виде Ex имеем непустое п/м E. Получаем (с ис-
пользованием аксиомы выбора), что

E 4
=

∏
x∈X

Ex = { f ∈ EX |f(x) ∈ Ex ∀x ∈ X} ∈ P ′(EX).

Множество E рассматриваем в качестве «единицы» пространства-произведения. Наконец,
фиксируем далее

(Lx)x∈X ∈
∏
x∈X

π[Ex];

итак, Lx ∈ π[Ex] ∀x ∈ X. С учетом (1.2) получаем (см. [16, (6.5)]), что⊙
x∈X

Lx = {
∏
x∈X

Lx : (Lx)x∈X ∈
∏
x∈X

Lx} ∈ π[E]; (4.1)

назовем π-систему (4.1) ящичным произведением π-систем Lx, x ∈ X. Напомним, что
(см. (1.2); [14, предложение 3.6]) при (Ex)x∈X ∈

∏
x∈X
〈Lx − link〉0[Ex]⊙

x∈X

Ex = {
∏
x∈X

Σx : (Σx)x∈X ∈
∏
x∈X

Ex} ∈ 〈
⊙
x∈X

Lx − link〉0[E]. (4.2)

Более того, согласно [14, теорема 3.1] имеем следующее равенство

〈
⊙
x∈X

Lx − link〉0[E] = {
⊙
x∈X

Ex : (Ex)x∈X ∈
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex]}. (4.3)

Заметим, что
∏
x∈X
〈Lx − link〉0[Ex] есть непустое множество и отображение

f
4
= (

⊙
x∈X

Ex)(Ex)x∈X∈ ∏
x∈X
〈Lx−link〉0[Ex] ∈ 〈

⊙
x∈X

Lx − link〉0[E]

∏
x∈X
〈Lx−link〉0[Ex]

(4.4)

является сюръекцией. Для дальнейшего существенны положения [14, раздел 3], кото-
рые сейчас напомним совсем кратко. Так (см. [14, (3.11), (3.12)]) на непустом семействе
(
⊙
x∈X
P(Ex)) \ {∅} определен оператор

P : (
⊙
x∈X

P(Ex)) \ {∅} −→
∏
x∈X

P ′(Ex) (4.5)

посредством следующего правила: если H ∈ (
⊙
x∈X
P(Ex)) \ {∅}, то множественнозначное

отображение P(H) ∈
∏
x∈X
P ′(Ex) таково, что

H =
∏
χ∈X

P(H)(χ). (4.6)

Если (Σx)x∈X ∈
∏
x∈X
P ′(Ex), то

∏
x∈X

Σx ∈ (
⊙
x∈X
P(Ex)) \ {∅} и при κ ∈ X

Σκ = P(
∏
x∈X

Σx)(κ). (4.7)
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В связи с (4.6), (4.7) напомним [14, (3.16), (3.17)]. Введем в рассмотрение операторы
[14, (3.17), (3.18)]. Итак, при χ ∈ X полагаем, что

Pχ : (
⊙
x∈X

P(Ex)) \ {∅} −→ P ′(Eχ) (4.8)

определяется следующим правилом: если H ∈ (
⊙
x∈X
P(Ex)) \ {∅}, то

Pχ(H)
4
= P(H)(χ).

Легко видеть, что при χ ∈ X и (Σx)x∈X ∈
∏
x∈X
P ′(Ex) непременно

Pχ(
∏
x∈X

Σx) = Σχ.

Тогда, в частности, имеем при χ ∈ X и (Lx)x∈X ∈
∏
x∈X

(Lx \ {∅})

Pχ(
∏
x∈X

Lx) = Lχ. (4.9)

Напомним свойства [14, (3.20), (3.21)]. Сейчас отметим только одно очевидное следствие:

Λ =
∏
χ∈X

Pχ(Λ) ∀Λ ∈ (
⊙
x∈X

Lx) \ {∅}. (4.10)

В этой связи укажем одно очевидное общее свойство: если M — непустое множество и
M∈ π[M ], то

〈M− link〉[M ] ⊂ P(M\ {∅}).

С учетом (4.8) получаем, что при H ∈ P((
⊙
x∈X
P(Ex)) \ {∅}) и χ ∈ X

P1
χ(H)

4
= (Pχ)1(H) ∈ P(P ′(Eχ)). (4.11)

Свойства (4.10), (4.11) существенны в дальнейшем. Легко видеть, что (см. (4.11);
[14, (3.16)])

P1
χ(H) ∈ P(Lx \ {∅}) ∀H ∈ P((

⊙
x∈X

Lx) \ {∅}).

Для наших целей существенно то, что (см. [14, предложение 3.5])

P1
χ(E) ∈ 〈Lχ − link〉0[Eχ] ∀E ∈ 〈

⊙
x∈X

Lx − link〉0[E] ∀χ ∈ X. (4.12)

В свою очередь, из (4.12) вытекает (см. (4.2)), что

(P1
x(E))x∈X ∈

∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex] ∀E ∈ 〈
⊙
x∈X

Lx − link〉0[E]. (4.13)

Заметим, что в силу (4.2) и (4.13) корректно следующее построение: если (Ex)x∈X ∈∏
x∈X
〈Lx − link〉0[Ex], то

(P1
χ(
⊙
x∈X

Ex))χ∈X ∈
∏
χ∈X

〈Lχ − link〉0[Eχ].
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П р е д л о ж е н и е 4.1. Если (Ex)x∈X ∈
∏
x∈X
〈Lx − link〉0[Ex], то справедливо равен-

ство
(Ex)x∈X = (P1

χ(
⊙
x∈X

Ex))χ∈X .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем параметризованное семейство

(Tx)x∈X ∈
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex]. (4.14)

Тогда, как легко видеть, определено множество-произведение∏
x∈X

Tx = { (Lx)x∈X ∈ P(E)X |Lχ ∈ Tχ ∀χ ∈ X}

и при этом справедливо следующее равенство:⊙
x∈X

Tx = {
∏
x∈X

Lx : (Lx)x∈X ∈
∏
x∈X

Tx}.

Заметим, что
⊙
x∈X
Tx ∈ 〈

⊙
x∈X
Lx − link〉0[E] и, в частности,

⊙
x∈X

Tx ⊂ (
⊙
x∈X

Lx) \ {∅}.

Учтем тот легкопроверяемый факт, что ∀(Ax)x∈X ∈
∏
x∈X

(Lx\{∅}) ∀(Bx)x∈X ∈
∏
x∈X

(Lx\{∅})

(
∏
x∈X

Ax =
∏
x∈X

Bx) =⇒ ((Ax)x∈X = (Bx)x∈X). (4.15)

Здесь же отметим, что в силу (4.9) при (Lx)x∈X ∈
∏
x∈X

(Lx \ {∅})

(Pχ(
∏
x∈X

Lx))χ∈X = (Lx)x∈X . (4.16)

Кроме того, Tκ ∈ 〈Lκ − link〉0[Eκ] и, следовательно, Tκ ⊂ Lκ \ {∅} при κ ∈ X. Поэтому∏
x∈X
Tx ⊂

∏
x∈X

(Lx\{∅}) и (4.16) справедливо при (Lx)x∈X ∈
∏
x∈X
Tx. Кроме того, определено

отображение
(P1

χ(
⊙
x∈X

Tx))χ∈X ∈
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex].

Отметим в связи с (4.15) следующую очевидную эквиваленцию

((Tx)x∈X = (P1
χ(
⊙
x∈X

Tx))χ∈X)⇐⇒ (Tκ = P1
κ(
⊙
x∈X

Tx) ∀κ ∈ X). (4.17)

Выберем произвольно u ∈ X. Тогда Tu ⊂ Lu \ {∅}, где согласно (4.9)

Pu(
∏
x∈X

Σx) = Σu ∀(Σx)x∈X ∈
∏
x∈X

(Lx \ {∅}). (4.18)
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Выберем произвольно T ∈ Tu, после чего введем в рассмотрение отображение
(Tx)x∈X ∈ P ′(E)X по правилу

(Tu
4
= T)&(Tx

4
= Ex ∀x ∈ X \ {u})

(учитываем очевидное свойство Tu ⊂ Lu\{∅} ). Ясно, что (Tx)x∈X ∈
∏
x∈X
Tx (см. раздел 2),

а потому ∏
x∈X

Tx ∈
⊙
x∈X

Tx. (4.19)

Ясно также, что (Tx)x∈X ∈
∏
x∈X

(Lx \ {∅}), а тогда в силу (4.18)

Pu(
∏
x∈X

Tx) = Tu = T, (4.20)

где согласно (4.19) имеет место свойство

Pu(
∏
x∈X

Tx) ∈ P1
u(
⊙
x∈X

Tx)

по определению образа множества. Поэтому с учетом (4.20) получаем включение

T ∈ P1
u(
⊙
x∈X

Tx).

Таким образом, установлено (поскольку выбор T был произвольным) следующее вложе-
ние:

Tu ⊂ P1
u(
⊙
x∈X

Tx). (4.21)

Пусть Λ ∈ P1
u(

⊙
x∈X
Tx). Тогда Λ ∈ P ′(Eu) и

Λ = Pu(Ω),

где Ω ∈
⊙
x∈X
Tx. При этом для некоторого отображения (Ωx)x∈X ∈

∏
x∈X
Tx реализуется

равенство
Ω =

∏
x∈X

Ωx, (4.22)

где Ωx ∈ Lx\{∅} при x ∈ X. Тогда (Ωx)x∈X ∈
∏
x∈X

(Lx\{∅}). Но в этом случае (см. (4.18),

(4.22))
Λ = Pu(Ω) = Pu(

∏
x∈X

Ωx) = Ωu ∈ Tu (4.23)

по выбору (Ωx)x∈X . Итак, установлено (см. (4.23)) свойство

P1
u(
⊙
x∈X

Tx) ⊂ Tu,

чем и завершается (см. (4.21)) проверка равенства

Tu = P1
u(
⊙
x∈X

Tx).
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Поскольку выбор u ∈ X был произвольным, установлено (см. (4.17)) требуемое равенство

(Tx)x∈X = (P1
χ(
⊙
x∈X

Tx))χ∈X .

Коль скоро и выбор (4.14) был произвольным, предложение полностью доказано. �

П р е д л о ж е н и е 4.2. Если (Lx)x∈X ∈
∏
x∈X
Lx, то справедливо равенство

{(Ex)x∈X ∈
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex]|
∏
x∈X

Lx ∈
⊙
x∈X

Ex} =
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex|Lx].

Доказательство следует из определений.
Возвращаясь к (4.4), отметим теперь следующее

П р е д л о ж е н и е 4.3. Если (Lx)x∈X ∈
∏
x∈X
Lx, то

f−1(〈
⊙
x∈X

Lx − link〉0[E|
∏
x∈X

Lx]) =
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex|Lx]. (4.24)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем (Lx)x∈X ∈
∏
x∈X
Lx. Напомним, что (см. (4.1))∏

x∈X
Lx ∈

⊙
x∈X
Lx и при этом (см. (3.1))

〈
⊙
x∈X

Lx − link〉0[E|
∏
x∈X

Lx] = { E ∈ 〈
⊙
x∈X

Lx − link〉0[E]|
∏
x∈X

Lx ∈ E ]}. (4.25)

Далее, в силу предложения 4.2 имеем следующую цепочку равенств

Ω
4
= { (Ex)x∈X ∈

∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex]|
∏
x∈X

Lx ∈
⊙
x∈X

Ex} =
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex|Lx]. (4.26)

Пусть (Ux)x∈X ∈ f−1(〈
⊙
x∈X
Lx− link〉0[E|

∏
x∈X

Lx]). Тогда Uχ ∈ 〈Lχ− link〉0[Eχ] при χ ∈ X и

определена (см. (4.2)) МСС⊙
x∈X

Ux = {
∏
x∈X

Σx : (Σx)x∈X ∈
∏
x∈X

Ux} ∈ 〈
⊙
x∈X

Lx − link〉0[E].

При этом f((Ux)x∈X) =
⊙
x∈X
Ux ∈ 〈

⊙
x∈X
Lx − link〉0[E|

∏
x∈X

Lx]. Тогда (см. (4.25))

∏
x∈X

Lx ∈
⊙
x∈X

Ux,

а потому согласно (4.26) (Ux)x∈X ∈ Ω и, следовательно, имеем включение

(Ux)x∈X ∈
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex|Lx].

Итак, установлено следующее свойство:

f−1(〈
⊙
x∈X

Lx − link〉0[E|
∏
x∈X

Lx]) ⊂
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex|Lx]. (4.27)
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Выберем произвольно отображение (Vx)x∈X ∈
∏
x∈X
〈Lx − link〉0[Ex|Lx]. Тогда

(Vx)x∈X ∈
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex]. (4.28)

При этом согласно (3.1) Lx ∈ Vx ∀x ∈ X. Отметим, что определено произведение семейств∏
x∈X

Vx = {(Σx)x∈X ∈ P(E)X |Σχ ∈ Vχ ∀χ ∈ X}.

Поэтому (Lx)x∈X ∈
∏
x∈X
Vx, откуда следует (см. (4.2), (4.28)), что

∏
x∈X

Lx ∈
⊙
x∈X

Vx, (4.29)

где
⊙
x∈X
Vx ∈ 〈

⊙
x∈X
Lx − link〉0[E]. Теперь из (3.1) и (4.29) получаем, что

f((Vx)x∈X) =
⊙
x∈X

Vx ∈ 〈
⊙
x∈X

Lx − link〉0[E|
∏
x∈X

Lx].

Последнее означает, что (Vx)x∈X ∈ f−1(〈
⊙
x∈X
Lx− link〉0[E|

∏
x∈X

Lx]), чем и завершается про-
верка вложения ∏

x∈X

〈Lx − link〉0[Ex|Lx] ⊂ f−1(〈
⊙
x∈X

Lx − link〉0[E|
∏
x∈X

Lx]).

С учетом (4.27) получаем требуемое равенство (4.24). �
Отметим, что (см. (3.2)) определено следующее множество-произведение∏

x∈X

Ĉ∗0[Ex;Lx] = { (Hx)x∈X ∈ P(P ′(P(E)))X | Hχ ∈ Ĉ∗0[Eχ;Lχ] ∀χ ∈ X}. (4.30)

С учетом (4.30) получаем при (Hx)x∈X ∈
∏
x∈X

Ĉ∗0[Ex;Lx], что определено также

∏
x∈X

Hx = { (Ex)x∈X ∈ P ′(P(E))X | Eχ ∈ Hχ ∀χ ∈ X}.

Тогда в соответствии с (1.2) имеем следующее семейство⊙
x∈X

Ĉ∗0[Ex;Lx] = {
∏
x∈X

Hx : (Hx)x∈X ∈
∏
x∈X

Ĉ∗0[Ex;Lx]} ∈ P ′(P(
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex])), (4.31)

т. е. (4.31) есть непустое подсемейство P(
∏
x∈X
〈Lx − link〉0[Ex]). С другой стороны, в соот-

ветствии с (3.2) определена предбаза

Ĉ∗0[E;
⊙
x∈X

Lx] = { 〈
⊙
x∈X

Lx− link〉0[E|L] : L ∈
⊙
x∈X

Lx} ∈ (p−BAS)[〈
⊙
x∈X

Lx− link〉0[E]]. (4.32)

Из предложения 4.3 и (4.32) вытекает, что справедливо следующее свойство

f−1(H) ∈
⊙
x∈X

Ĉ∗0[Ex;Lx] ∀H ∈ Ĉ∗0[E;
⊙
x∈X

Lx]. (4.33)
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5. Связь ящичной топологии и топологии стоуновского типа
на обобщенном декартовом произведении

Мы располагаем системой ТП (〈Lx − link〉0[Ex],T∗〈Ex|Lx〉), x ∈ X, и ТП

(〈
⊙
x∈X

Lx − link〉0[E],T∗〈E|
⊙
x∈X

Lx〉).

Упомянутой системе можно сопоставить ящичную топологию [19] на обобщенном декар-
товом произведении. Совсем кратко охарактеризуем ее структуру. Итак,

(T∗〈Ex|Lx〉)x∈X ∈
∏
x∈X

(top)[〈Lx − link〉0[Ex]]. (5.1)

С учетом этого определено семейство-произведение∏
x∈X

T∗〈Ex|Lx〉 = { (Gx)x∈X ∈ P(P ′(P(E)))X |Gχ ∈ T∗〈Eχ|Lχ〉 ∀χ ∈ X}.

В этой связи отметим также, что при (Gx)x∈X ∈
∏
x∈X

T∗〈Ex|Lx〉 определено

∏
x∈X

Gx = { (Ex)x∈X ∈ P ′(P(E))X |Eχ ∈ Gχ ∀χ ∈ X}.

Наконец, следуя (1.2), получаем открытую базу⊙
x∈X

T∗〈Ex|Lx〉 = {
∏
x∈X

Gx : (Gx)x∈X ∈
∏
x∈X

T∗〈Ex|Lx〉} ∈ (BAS)[
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex]] (5.2)

(см. (5.1) и определение канонической базы ящичной топологии в [19, c.148]). Тогда
(см. (5.1), (5.2))

t�
4
= {∪}(

⊙
x∈X

T∗〈Ex|Lx〉) ∈ (top)[
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex]] (5.3)

есть ящичная топология, отвечающая семейству «стоуновских» топологий пространств-
сомножителей. Мы получили ящичное пространство

(
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex], t�) (5.4)

а также «стоуновское» ТП, отвечающее ящичному произведению π-систем, т. е.

(〈
⊙
x∈X

Lx − link〉0[E],T∗〈E|
⊙
x∈X

Lx〉). (5.5)

Напомним в этой связи, что (см. [8, (6.1)]) Ĉ∗0[Ex;Lx] ⊂ T∗〈Ex|Lx〉 при x ∈ X. Поэтому
(см. (5.3)), как легко видеть,⊙

x∈X

Ĉ∗0[Ex;Lx] ⊂
⊙
x∈X

T∗〈Ex|Lx〉 ⊂ t�. (5.6)
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П р е д л о ж е н и е 5.1. Отображение f (4.4) непрерывно в смысле топологий t�
и T∗〈E|

⊙
x∈X
Lx〉.

Д о к а з т е л ь с т в о. Согласно (3.5) и (4.1) имеем свойство

Ĉ∗0[E;
⊙
x∈X

Lx] ∈ (p− BAS)0[〈
⊙
x∈X

Lx − link〉0[E];T∗〈E|
⊙
x∈X

Lx〉]. (5.7)

Далее, из (4.33) и (5.6) вытекает следующее свойство

f−1(H) ∈ t� ∀H ∈ Ĉ∗0[E;
⊙
x∈X

Lx]. (5.8)

Из (5.7) и (5.8) вытекает (см. [21, предложение 1.4.1]) требуемое свойство непрерывности.
�

П р е д л о ж е н и е 5.2. Отображение f (4.4) является биекцией множества∏
x∈X
〈Lx − link〉0[Ex] на 〈

⊙
x∈X
Lx − link〉0[E].

Д о к а з а те л ь с т в о. Напомним сначала, что f – сюръекция
∏
x∈X
〈Lx− link〉0[Ex] на

〈
⊙
x∈X
Lx− link〉0[E]; см. (4.3), (4.4). Проверим свойство инъективности, фиксируя (Ux)x∈X ∈∏

x∈X
〈Lx − link〉0[Ex] и (Vx)x∈X ∈

∏
x∈X
〈Lx − link〉0[Ex], со свойством

f((Ux)x∈X) = f((Vx)x∈X). (5.9)

Иными словами (см. (4.4), (5.9)), справедливо следующее равенство:⊙
x∈X

Ux =
⊙
x∈X

Vx.

Тогда в силу предложения 4.1 реализуется цепочка равенств

(Ux)x∈X = (P1
χ(
⊙
x∈X

Ux))χ∈X = (P1
χ(
⊙
x∈X

Vx))χ∈X = (Vx)x∈X . (5.10)

Итак (см. (5.9), (5.10)), истинна следующая импликация

(f((Ux)x∈X) = f((Vx)x∈X)) =⇒ ((Ux)x∈X = (Vx)x∈X).

Требуемая инъективность, а, стало быть, и биективность f (4.4) установлены. �
Напомним, что уплотнением ТП (T1, τ1) на ТП (T2, τ2) называется всякая непрерывная

биекция первого ТП на второе (см. [19, c. 382], [21, c.329]).

Теорема 5.1. Отображение f (4.4) есть уплотнение ТП (5.4) на ТП (5.5).

Доказательство получается непосредственной комбинацией предложений 5.1 и 5.2.
Итак, ящичное произведение ТП стоуновского типа уплотняется на ТП стоуновского

типа, где измеримая структура задается ящичным произведением π-систем.
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6. Стандартный вариант произведения пространств стоуновского типа

В последующих построениях используем (1.3), учитывая при этом, что для всякого
множества Z имеет место π[Z] ⊂ (Fam)[Z]. Тогда, в частности, (Lx)x∈X ∈

∏
x∈X

(Fam)[Ex]

и, как следствие, имеем (см. [16, (6.4)])⊗
x∈X
Lx = { L ∈ P(E)| ∃(Lx)x∈X ∈

∏
x∈X
Lx :

(L =
∏
x∈X

Lx)&(∃K ∈ Fin(X) : Ls = Es ∀s ∈ X \K)} ∈ π[E].
(6.1)

Отметим, кстати, что справедливо следующее очевидное свойство:⊗
x∈X

Lx ⊂
⊙
x∈X

Lx.

Второе важное для нас обстоятельство состоит в том, что (см. [14, (4.4)])∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex] ⊂
∏
x∈X

(Fam)[Ex]. (6.2)

С учетом (1.3) и (6.2) имеем свойство [14, (4.5)]; более того,⊗
x∈X

Ex ∈ 〈
⊗
x∈X

Lx − link〉0[E] ∀(Ex)x∈X ∈
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex]. (6.3)

Наконец, в силу [14, теорема 4.1] справедливо следующее равенство:

〈
⊗
x∈X

Lx − link〉0[E] = {
⊗
x∈X

Ex : (Ex)x∈X ∈
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex]}; (6.4)

в дальнейшем (6.3) и (6.4) используем без дополнительных пояснений. Напомним (4.5),
(4.8), учитывая, что согласно (4.10)

Λ =
∏
χ∈X

Pχ(Λ) ∀Λ ∈ (
⊗
x∈X

Lx) \ {∅}.

Следуем соглашению (4.11). В этой связи напомним, что согласно [14, предложение 4.2]

P1
χ(E) ∈ 〈Lχ − link〉0[Eχ] ∀E ∈ 〈

⊗
x∈X

Lx − link〉0[E] ∀χ ∈ X. (6.5)

Таким образом (см. (6.5), [14, (4.33)]), реализуется следующее свойство

(P1
x(E))x∈X ∈

∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex] ∀E ∈ 〈
⊗
x∈X

Lx − link〉0[E]. (6.6)

Будем рассматривать (6.3) и (6.6) в естественной совокупности, получая

П р е д л о ж е н и е 6.1. Если (Ex)x∈X ∈
∏
x∈X
〈Lx − link〉0[Ex], то

(Ex)x∈X = (P1
χ(
⊗
x∈X

Ex))χ∈X . (6.7)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем (Ex)x∈X ∈
∏
x∈X
〈Lx − link〉0[Ex], получая в силу

(6.3), что ⊗
x∈X

Ex ∈ 〈
⊗
x∈X

Lx − link〉0[E].

Поэтому (см. (6.6)) определено следующее отображение

(P1
χ(
⊗
x∈X

Ex))χ∈X ∈
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex].

При этом
⊗
x∈X
Ex ⊂ (

⊗
x∈X
Lx) \ {∅}; см. [14, (3.24)]. Кроме того, напомним свойство

[14, (4.21)]. Получаем, что при Λ̃ ∈
⊗
x∈X
Ex

Λ̃ =
∏
x∈X

Px(Λ̃). (6.8)

Выберем произвольно u ∈ X, получая свойство Lu ∈ π[Mu], где Mu 6= ∅. Имеем при
этом включение Eu ∈ 〈Lu − link〉0[Eu]. Пусть T ∈ Eu, а (Tx)x∈X ∈ P(E)X определяется
правилом

(Tu
4
= T)&(Tx

4
= Ex ∀x ∈ X \ {u}). (6.9)

При этом Tx ∈ Ex ∀x ∈ X. C учетом (1.3) и (6.9) получаем, что∏
x∈X

Tx ∈
⊗
x∈X

Ex. (6.10)

При этом, конечно, Tx ∈ Lx \ {∅} при x ∈ X. С учетом (6.8) и (6.10) имеем равенство∏
x∈X

Tx =
∏
χ∈X

Pχ(
∏
x∈X

Tx). (6.11)

Далее,
∏
x∈X

Tx ∈ (
⊗
x∈X
Lx) \ {∅} согласно (6.10), а потому (см. (6.8), (6.10))

∏
χ∈X

Pχ(
∏
x∈X

Tx) =
∏
x∈X

Tx 6= ∅,

что означает справедливость следующего свойства: Pχ(
∏
x∈X

Tx) 6= ∅ ∀χ ∈ X. Из (6.11)

получаем в итоге (см. [14, (3.9)]), что Tχ = Pχ(
∏
x∈X

Tx) при χ ∈ X и, в частности (см. (6.9)),

T = Pu(
∏
x∈X

Tx), где согласно (6.10)

Pu(
∏
x∈X

Tx) ∈ P1
u(
⊗
x∈X

Ex).

Стало быть, T ∈ P1
u(

⊗
x∈X
Ex). Поскольку выбор T был произвольным, установлено, что

Eu ⊂ P1
u(
⊗
x∈X

Ex). (6.12)
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Выберем произвольно Λ ∈ P1
u(

⊗
x∈X
Ex), после чего подберем Ω ∈

⊗
x∈X
Ex, для которого

Λ = Pu(Ω). (6.13)

По выбору Ω имеем согласно (1.3), что Ω ⊂ E и для некоторого отображения (Ωx)x∈X ∈∏
x∈X
Ex

(Ω =
∏
x∈X

Ωx)&(∃K ∈ Fin(X) : Ωs = Es ∀s ∈ X \K). (6.14)

Тогда Ωx ∈ Ex ∀x ∈ X. В частности, имеем, что Ωx ∈ Lx \ {∅} при x ∈ X. Согласно
(6.8) и (6.14) ∏

x∈X

Ωx = Ω =
∏
x∈X

Px(Ω), (6.15)

где Ω ∈ (
⊗
x∈X
Lx) \ {∅} (см. [14, (3.24)]). Тогда из (6.15) следует, во первых, что

(Ωx 6= ∅)&(Px(Ω) 6= ∅)

при x ∈ X, и во-вторых, согласно [14, (3.9)]

Ωχ = Pχ(Ω) ∀χ ∈ X.

В частности (см. (6.13)), Λ = Pu(Ω) = Ωu, где Ωu ∈ Eu. Поэтому Λ ∈ Eu, чем и заверша-
ется проверка свойства P1

u(
⊗
x∈X
Ex) ⊂ Eu. С учетом (6.12) имеем равенство

Eu = P1
u(
⊗
x∈X

Ex).

Поскольку выбор u ∈ X был произвольным, установлено, что

Eχ = P1
χ(
⊗
x∈X

Ex) ∀χ ∈ X.

Как следствие получаем требуемое равенство (6.7). �
Заметим, что с учетом (6.3) определяется отображение

g :
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex] −→ 〈
⊗
x∈X

Lx − link〉0[E] (6.16)

посредством следующего правила: ∀(Ex)x∈X ∈
∏
x∈X
〈Lx − link〉0[Ex]

g((Ex)x∈X)
4
=

⊗
x∈X

Ex. (6.17)

Согласно (3.2) и (6.1) определена открытая предбаза

Ĉ∗0[E;
⊗
x∈X

Lx] = { 〈
⊗
x∈X

Lx− link〉0[E|L] : L ∈
⊗
x∈X

Lx} ∈ (p−BAS)[〈
⊗
x∈X

Lx− link〉0[E]]. (6.18)

С другой стороны, при x ∈ X имеем что Ĉ∗0[Ex;Lx] ∈ (Fam)[〈Lx − link〉0[Ex]] (в самом
деле, 〈Lx − link〉0[Ex] = 〈Lx − link〉0[Ex|Ex] ∈ Ĉ∗0[Ex;Lx] ). При этом согласно (1.3)⊗
x∈X

Ĉ∗0[Ex;Lx] = { C ∈ P(
∏
x∈X
〈Lx − link〉0[Ex])|∃(Fx)x∈X ∈

∏
x∈X

Ĉ∗0[Ex;Lx] :

(C =
∏
x∈X

Fx)&(∃K ∈ Fin(X) : Fs = 〈Ls − link〉0[Es] ∀s ∈ X \K)}. (6.19)
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П р е д л о ж е н и е 6.2. Если H ∈ Ĉ∗0[E;
⊗
x∈X
Lx], то

g−1(H) ∈
⊗
x∈X

Ĉ∗0[Ex;Lx]. (6.20)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем H ∈ Ĉ∗0[E;
⊗
x∈X
Lx]. Тогда в силу (6.18) для неко-

торого Λ ∈
⊗
x∈X
Lx справедливо равенство

H = 〈
⊗
x∈X

Lx − link〉0[E|Λ]. (6.21)

Поэтому согласно (6.1) Λ ∈ P(E) и для некоторого отображения

(Λx)x∈X ∈
∏
x∈X

Lx

имеют место следующие свойства

(Λ =
∏
x∈X

Λx)&(∃K ∈ Fin(X) : Λs = Es ∀s ∈ X \K). (6.22)

При этом, конечно, Λx ∈ Lx при x ∈ X. Пусть (см. (6.22)) K ∈ Fin(X) таково, что

Λs = Es ∀s ∈ X \K. (6.23)

Рассмотрим теперь множества 〈Lx− link〉0[Ex|Λx] при x ∈ X. Тогда при x ∈ X \K в силу
(6.23)

〈Lx − link〉0[Ex|Λx] = 〈Lx − link〉0[Ex|Ex] = 〈Lx − link〉0[Ex]. (6.24)

Далее, заметим, что 〈Lx − link〉0[Ex|Λx] ∈ Ĉ∗0[Ex;Lx] при x ∈ X согласно (3.2). Тогда
получаем, что

(〈Lx − link〉0[Ex|Λx])x∈X ∈
∏
x∈X

Ĉ∗0[Ex;Lx].

Итак (см. (6.24), (6.16)), получаем, что

(〈Lx − link〉0[Ex|Λx])x∈X ∈∏
x∈X

Ĉ∗0[Ex;Lx] : 〈Ls − link〉0[Es|Λs] = 〈Ls − link〉0[Es] ∀s ∈ X \K. (6.25)

Отметим, что при x ∈ X реализуется следующая цепочка вложений

〈Lx − link〉0[Ex|Λx] ⊂ 〈Lx − link〉0[Ex] ⊂ 〈Lx − link〉[Ex] ⊂ P ′(Lx) ⊂ P ′(P(Ex)) ⊂ P ′(P(E)).

Поэтому, как легко видеть, имеет место

L 4
=

∏
x∈X
〈Lx − link〉0[Ex|Λx]

= {(ηx)x∈X ∈P ′(P(E))X | ηs∈〈Ls − link〉0[Es|Λs] ∀s ∈ X}∈P(
∏
x∈X
〈Lx − link〉0[Ex]).

(6.26)

Тогда из (6.19), (6.25) и (6.26) вытекает следующее включение

L ∈
⊗
x∈X

Ĉ∗0[Ex;Lx]. (6.27)
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Сравним множества g−1(H) и L. Пусть H ∈ g−1(H). Тогда, в частности, выполнено
H ∈

∏
x∈X
〈Lx − link〉0[Ex]. Это означает, что H = (Hx)x∈X , где Hχ ∈ 〈Lχ − link〉0[Eχ] при

χ ∈ X,
g((Hx)x∈X) = g(H) ∈ H. (6.28)

Но g((Hx)x∈X) =
⊗
x∈X

Hx. С учетом (6.21) и (6.28) получаем теперь, что

⊗
x∈X

Hx ∈ 〈
⊗
x∈X

Lx − link〉0[E|Λ]. (6.29)

Тогда в силу (3.3) получаем, что
⊗
x∈X

Hx ∈ 〈
⊗
x∈X
Lx − link〉0[E] и при этом Λ ∈

⊗
x∈X

Hx.

С учетом (1.3) получаем теперь, что для некоторого отображения (F̃x)x∈X ∈
∏
x∈X

Hx спра-
ведливо следующее равенство

Λ =
∏
x∈X

F̃x. (6.30)

Из (6.22) и (6.30) следует, в свою очередь, равенство∏
x∈X

Λx =
∏
x∈X

F̃x. (6.31)

В силу (6.29) получаем, что имеет место свойство непустоты:

〈
⊗
x∈X

Lx − link〉0[E|Λ] 6= ∅,

а тогда Λ 6= ∅ и, стало быть (см. (6.22)), Λχ 6= ∅ при χ ∈ X. Кроме того, из (6.30)
вытекает, что ∏

x∈X

F̃x 6= ∅,

а тогда F̃χ 6= ∅ при χ ∈ X. Заметим, что Λx ⊂ E ∀x ∈ X. Поэтому (Λx)x∈X ∈ P ′(E)X .

Далее, при x ∈ X имеем также включение F̃x ∈ Hx, где Hx ⊂ Lx \ {∅}; поэтому F̃x 6= ∅
и F̃x ⊂ Ex ⊂ E. В итоге (F̃x)x∈X ∈ P ′(E)X . Тогда в силу (4.15), (6.31) и [14, (3.9)]
получаем, что при x ∈ X справедливо равенство Λx = F̃x и, стало быть (см. (3.1)), Hx ∈
〈Lx − link〉0[Ex|Λx]. Следовательно, согласно (6.26) H = (Hx)x∈X ∈ L. Итак, установлено,
что

g−1(H) ⊂ L. (6.32)

Пусть λ ∈ L. Тогда λ = (λx)x∈X , где

λχ ∈ 〈Lχ − link〉0[Eχ|Λχ] ∀χ ∈ X. (6.33)

При этом λ∈P ′(P(E))X . Из (6.33) следует, что при x∈X непременно λx∈〈Lx− link〉0[Ex]
и, кроме того, Λx ∈ λx. Тогда

g(λ) =
⊗
x∈X

λx = {H ∈ P(E)|∃(Fx)x∈X ∈
∏
x∈X

λx :

(H =
∏
x∈X

Fx)&(∃K ∈ Fin(X) : Fχ = Eχ ∀χ ∈ X \K)}. (6.34)
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Согласно (6.33) Λx ∈ λx при x ∈ X. С учетом (6.22) и (6.23) получаем, что отображение
(Λx)x∈X ∈

∏
x∈X

λx таково, что

(Λ =
∏
x∈X

Λx)&(∃K ∈ Fin(X) : Λs = Es ∀s ∈ X \K). (6.35)

Из (6.22), (6.34) и (6.35) вытекает, что Λ ∈ g(λ). При этом g(λ) ∈ 〈
⊗
x∈X
Lx − link〉0[E].

С учетом (3.1) имеем теперь свойство

g(λ) ∈ 〈
⊗
x∈X

Lx − link〉0[E|Λ],

а потому (см. (6.21)) g(λ) ∈ H и, следовательно, λ ∈ g−1(H). Итак, L ⊂ g−1(H), а тогда
(см. (6.32)) g−1(H) = L. С учетом (6.27) получаем (6.20). �

Напомним, что (см. (3.3)) при x ∈ X справедливо свойство

T∗〈Ex|Lx〉 ∈ (top)[〈Lx − link〉0[Ex]] (6.36)

и согласно (3.5) Ĉ∗0[Ex;Lx]⊂T∗〈Ex|Lx〉; ясно также, что T∗〈Ex|Lx〉∈(Fam)[〈Lx−link〉0[Ex]],
где ∅ 6= 〈Lx − link〉0[Ex] ⊂ P ′(P(E)). Тогда имеем, в частности, что

(〈Lx − link〉0[Ex])x∈X ∈ P ′(P ′(P(E)))X (6.37)

может использоваться в качестве (Yx)x∈X в (1.3) (в качестве Y используем P ′(P(E)) ).
Поэтому определено отображение

(T∗〈Ex|Lx〉)x∈X ∈
∏
x∈X

(Fam)[〈Lx − link〉0[Ex]].

Как следствие определено (см. (1.3)) следующее семейство:⊗
x∈X

T∗〈Ex|Lx〉 = {H ∈ P(
∏
x∈X
〈Lx − link〉0[Ex])|∃(Bx)x∈X ∈

∏
x∈X

T∗〈Ex|Lx〉 :

(H =
∏
x∈X

Bx)&(∃K ∈ Fin(X) : Bs = 〈Ls − link〉0[Es] ∀s∈ X \K)}. (6.38)

З а м е ч а н и е 6.1. Обозначение
⊗
x∈X

T∗〈Ex|Lx〉 часто используется для тихоновско-

го произведения топологий. В настоящем изложении, имея в виду роль конструкций на
основе измеримых в широком смысле прямоугольников, мы упомянутому правилу не сле-
дуем и оперируем с (6.38) как с семейством открытых прямоугольников. Данная особен-
ность в обозначениях существенна для дальнейшего.

З а м е ч а н и е 6.2. Отметим одну полезную интерпретацию (6.38), связанную с
π-системами. Действительно, из (6.36) следует, в частности, что

T∗〈Ex|Lx〉 ∈ π[〈Lx − link〉0[Ex]] ∀x ∈ X.

При этом справедливо (6.37)). Тогда (см. [16, (6.4)]) определена следующая π-система:⊗
x∈X

T∗〈Ex|Lx〉 ∈ π[
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex]].
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С учетом последнего замечания имеем, конечно, известное [21, 2.3.1] свойство⊗
x∈X

T∗〈Ex|Lx〉 ∈ (BAS)[
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex]]. (6.39)

В свою очередь, (6.39) позволяет ввести нужную топологию. Здесь, однако, мы име-
ем известную конструкцию тихоновского произведения (см., например, [21, раздел 2.3]).
А именно,

t⊗
4
= {∪}(

⊗
x∈X

T∗〈Ex|Lx〉) ∈ (top)[
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex]]. (6.40)

Таким образом, мы получили в виде

(
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex], t⊗) (6.41)

тихоновское произведение ТП (〈Lx − link〉0[Ex],T∗〈Ex|Lx〉), x ∈ X. Отметим, что⊗
x∈X

Ĉ∗0[Ex;Lx] ⊂
⊗
x∈X

T∗〈Ex|Lx〉 ⊂ t⊗. (6.42)

З а м е ч а н и е 6.3. В целях полноты изложения проверим первое вложение в (6.42).
Действительно, при x ∈ X имеем (см. (3.5), (6.37))

Ĉ∗0[Ex;Lx] ⊂ T∗〈Ex|Lx〉 ⊂ P(〈Lx − link〉0[Ex]) ⊂ P(P ′(P(E))). (6.43)

Как следствие получаем, что Ĉ∗0[Ex;Lx] ∈ P ′(P(P ′(P(E)))) при x ∈ X. Иными словами,

(Ĉ∗0[Ex;Lx])x∈X ∈ P ′(P(P ′(P(E))))X ,

а тогда (с учетом аксиомы выбора) получаем следующее представление∏
x∈X

Ĉ∗0[Ex;Lx] = { (Hx)x∈X ∈ P(P ′(P(E)))X |Ht ∈ Ĉ∗0[Et;Lt] ∀t ∈ X} 6= ∅. (6.44)

С другой стороны, в силу (6.43) имеем, что T∗〈Ex|Lx〉 ∈ P ′(P(P ′(P(E)))) при x ∈ X.

Тогда ∏
x∈X

T∗〈Ex|Lx〉 = { (Gx)x∈X ∈ P(P ′(P(E)))X |Gt ∈ T∗〈Et|Lt〉 ∀t ∈ X} 6= ∅. (6.45)

С учетом (6.43), (6.44) и (6.45) получаем, что∏
x∈X

Ĉ∗0[Ex;Lx] ⊂
∏
x∈X

T∗〈Ex|Lx〉. (6.46)

Теперь из (6.19), (6.38) и (6.46) получаем требуемое свойство
⊗
x∈X

Ĉ∗0[Ex;Lx]⊂
⊗
x∈X

T∗〈Ex|Lx〉.

Из (6.42) и предложения 6.2 вытекает, что справедливо следующее положение:

g−1(H) ∈ t⊗ ∀H ∈ Ĉ∗0[E;
⊗
x∈X

Lx]. (6.47)
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Напомним также, что согласно (3.3) и (6.1) определена топология стоуновского типа

T∗〈E|
⊗
x∈X

Lx〉 = {∪}({∩}](Ĉ∗0[E;
⊗
x∈X

Lx])) ∈ (top)[〈
⊗
x∈X

Lx − link〉0[E]]. (6.48)

При этом, конечно, имеем согласно (3.5) и (6.1) свойство

Ĉ∗0[E;
⊗
x∈X

Lx] ∈ (p− BAS)0[〈
⊗
x∈X

Lx − link〉0[E];T∗〈E|
⊗
x∈X

Lx〉]. (6.49)

Из (6.47)–(6.49) вытекает (см. [21, предложение 1.4.1]) следующее

П р е д л о ж е н и е 6.3. В виде g (6.16) реализуется непрерывное отображение ТП
(6.41) на ТП

(〈
⊗
x∈X

Lx − link〉0[E],T∗〈E|
⊗
x∈X

Lx〉). (6.50)

П р е д л о ж е н и е 6.4. Отображение g (6.16) является биекцией множества∏
x∈X
〈Lx − link〉0[Ex] на 〈

⊗
x∈X
Lx − link〉0[E].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (6.4) и (6.17) вытекает, что отображение g сюръективно.
Пусть

((E ′x)x∈X ∈
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex])&((E ′′x )x∈X ∈
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex])

таковы, что справедливо следующее равенство:

g((E ′x)x∈X) = g((E ′′x )x∈X). (6.51)

Из (6.17) и (6.51) вытекает с очевидностью, что⊗
x∈X

E ′x =
⊗
x∈X

E ′′x . (6.52)

Тогда, как видно из (6.6), (6.52) и предложения 6.1,

(E ′x)x∈X = (P1
χ(
⊗
x∈X

E ′x))χ∈X = (P1
χ(
⊗
x∈X

E ′′x ))χ∈X = (E ′′x )x∈X . (6.53)

Итак (см. (6.51), (6.53)), истинна следующая импликация

(g((E ′x)x∈X) = g((E ′′x )x∈X)) =⇒ ((E ′x)x∈X = (E ′′x )x∈X). (6.54)

Поскольку (E ′x)x∈X и (E ′′x )x∈X выбирались произвольно, установлена (см. (6.54)) требуе-
мая инъективность, а, стало быть, и биективность g. �

С учетом предложений 6.3 и 6.4 получаем, конечно, что g (6.16) есть уплотнение ТП
(6.41) на ТП (6.50); получен аналог теоремы 5.1. Однако, в данном случае упомянутое
свойство допускает усиление.

Заметим, что при x ∈ X и L ∈ Lx имеет место

〈Lx − link〉0[Ex|L] ⊂ 〈Lx − link〉0[Ex] ⊂ P ′(P(E)),

а тогда 〈Lx − link〉0[Ex|L] ∈ P(P ′(P(E))). Поэтому при (Lx)x∈X ∈
∏
x∈X
Lx имеем, что

(〈Lx − link〉0[Ex|Lx])x∈X ∈ P(P ′(P(E)))X .
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П р е д л о ж е н и е 6.5. Если H ∈
⊗
x∈X

Ĉ∗0[Ex;Lx], то g1(H) ∈ Ĉ∗0[E;
⊗
x∈X
Lx].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть H ∈
⊗
x∈X

Ĉ∗0[Ex;Lx]. Тогда (см. (6.19))

H ∈ P(
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex])

и для некоторого отображения

(Fx)x∈X ∈
∏
x∈X

Ĉ∗0[Ex;Lx] (6.55)

справедливо равенство H =
∏
x∈X

Fx и для некоторого K ∈ Fin(X) имеет место

Fs = 〈Ls − link〉0[Es] ∀s ∈ X \K. (6.56)

Из (6.55) следует, что Fx ∈ Ĉ∗0[Ex;Lx] при x ∈ X; как следствие имеем (с использованием
аксиомы выбора) для некоторого отображения (Λx)x∈X ∈

∏
x∈X
Lx систему равенств

Fχ = 〈Lχ − link〉0[Eχ|Λχ] ∀χ ∈ X. (6.57)

В этом случае получаем следующее очевидное равенство:

H =
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex|Λx].

При этом 〈Lx − link〉0[Ex|Λx] = 〈Lx − link〉0[Ex] ∀x ∈ X \ K. С учетом этого введем
(Λ̃x)x∈X ∈

∏
x∈X
Lx по правилу

(Λ̃x
4
= Λx ∀x ∈ K)&(Λ̃x

4
= Ex ∀x ∈ X \K). (6.58)

Тогда в силу (6.56) и (6.58) получаем при x ∈ X \K, что

Fx = 〈Lx − link〉0[Ex] = 〈Lx − link〉0[Ex|Ex] = 〈Lx − link〉0[Ex|Λ̃x]. (6.59)

С другой стороны, из (6.57) и (6.58) вытекает, что

Fx = 〈Lx − link〉0[Ex|Λx] = 〈Lx − link〉0[Ex|Λ̃x] ∀x ∈ K.

С учетом (6.59) получаем теперь следующее свойство:

Fx = 〈Lx − link〉0[Ex|Λ̃x] ∀x ∈ X. (6.60)

Из (6.60) вытекает, что справедливо очевидное равенство

(Fx)x∈X = (〈Lx − link〉0[Ex|Λ̃x])x∈X .

Заметим, что Λ̃x ⊂ Ex ⊂ E при x ∈ X. Поэтому получаем, что

Λ̃
4
=

∏
x∈X

Λ̃x ⊂ E ⊂ EX . (6.61)
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Получили, в частности, что Λ̃ ∈ P(E). Далее, из (6.58) следует, что (см. (6.61))

∃(Lx)x∈X ∈
∏
x∈X

Lx : (Λ̃ =
∏
x∈X

Lx)&(∃K ∈ Fin(X) : Ls = Es ∀s ∈ X \K). (6.62)

Из (6.1) и (6.62) вытекает очевидное включение

Λ̃ ∈
⊗
x∈X

Lx. (6.63)

Тогда в силу (3.1), (3.2) и (6.63) имеем следующее равенство:

〈
⊗
x∈X

Lx − link〉0[E|Λ̃] = { E ∈ 〈
⊗
x∈X

Lx − link〉0[E]|Λ̃ ∈ E} ∈ Ĉ∗0[E;
⊗
x∈X

Lx]. (6.64)

Вернемся к (6.16). Тогда по выбору H получаем равенство

g1(H) = {
⊗
x∈X

Ex : (Ex)x∈X ∈ H}. (6.65)

Сравним множества (6.64) и (6.65). Пусть U ∈ g1(H). Тогда (см. (6.16)), в частности,

U ∈ 〈
⊗
x∈X

Lx − link〉0[E]. (6.66)

При этом по выбору U имеем (см. (6.65)) для некоторого отображения

(Ux)x∈X ∈ H (6.67)

следующее равенство
U =

⊗
x∈X

Ux. (6.68)

Учтем представление H, связанное с (6.55). Тогда (см. (6.67)) (Ux)x∈X ∈
∏
x∈X

Fx, что

означает справедливость свойства Ux ∈ Fx ∀x ∈ X. С учетом (6.60) получаем теперь, что

Ux ∈ 〈Lx − link〉0[Ex|Λ̃x] ∀x ∈ X. (6.69)

Поэтому при x ∈ X имеем, что Ux ∈ 〈Lx − link〉0[Ex] и при этом Λ̃x ∈ Ux. Отметим, что,
в частности, Ux ∈ P ′(P(Ex)) при x ∈ X. Согласно (1.3) и (6.68)

U = {H ∈ P(E)| ∃(Bx)x∈X ∈
∏
x∈X
Ux :

(H =
∏
x∈X

Bx)&(∃K ∈ Fin(X) : Bs = Es ∀s ∈ X \K)}. (6.70)

Тогда для Λ̃ ∈ P(E) мы имеем требуемое в (6.70) представление. В самом деле, в силу
(6.69) Λ̃x ∈ Ux при x ∈ X. Это означает, что (Λ̃x)x∈X ∈

∏
x∈X
Ux. С учетом (6.58) и (6.61)

получаем теперь, что

(Λ̃x)x∈X ∈
∏
x∈X

Ux : (Λ̃ =
∏
x∈X

Λ̃x)&(∃K ∈ Fin(X) : Λ̃s = Es ∀s ∈ X \K).
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С учетом (6.70) имеем, что Λ̃ ∈ U . Теперь получаем (см. (3.1), (6.66)), что

U ∈ 〈
⊗
x∈X

Lx − link〉0[E|Λ̃].

Итак, установлено, что
g1(H) ⊂ 〈

⊗
x∈X

Lx − link〉0[E|Λ̃]. (6.71)

Выберем произвольно V ∈ 〈
⊗
x∈X
Lx − link〉0[E|Λ̃]. Тогда, в частности, имеем, что

V ∈ 〈
⊗
x∈X

Lx − link〉0[E], (6.72)

и при этом справедливо следующее включение:

Λ̃ ∈ V . (6.73)

С учетом (6.4) и (6.72) получаем, что для некоторого отображения

(Vx)x∈X ∈
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex]

реализуется равенство V =
⊗
x∈X
Vx. Из (6.17) вытекает теперь, что

V = g((Vx)x∈X). (6.74)

При этом согласно (1.3) имеем из (6.74), что справедливо равенство

V = {H ∈ P(E)| ∃(Bx)x∈X ∈
∏
x∈X
Vx :

(H =
∏
x∈X

Bx)&(∃K ∈ Fin(X) : Bs = Es ∀s ∈ X \K)}. (6.75)

Поэтому (см. (6.73), (6.75)) для некоторого отображения (Vx)x∈X ∈
∏
x∈X
Vx реализуются

следующие свойства:

(Λ̃ =
∏
x∈X

Vx)&( ∃K ∈ Fin(X) : Vs = Es ∀s ∈ X \K). (6.76)

Тогда Vx ∈ Vx ∀x ∈ X. В силу сцепленности Vx, x ∈ X, имеем, что Vs 6= ∅ при s ∈ X.
Кроме того, Vx ⊂ Ex ⊂ E при x ∈ X. В итоге

(Vx)x∈X ∈ P ′(E)X . (6.77)

Тогда (см. (6.76), (6.77); учитываем аксиому выбора) имеем Λ̃ 6= ∅, а потому согласно
(6.61) Λ̃x 6= ∅ при x ∈ X. В итоге

(Λ̃x)x∈X ∈ P ′(E)X . (6.78)

Наконец, из (6.61) и (6.76) имеем следующее равенство∏
x∈X

Λ̃x =
∏
x∈X

Vx.
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Тогда (см. (6.77), (6.78), [14, (3.9)]) получаем, что Λ̃x = Vx ∀x ∈ X. Поэтому Λ̃x ∈ Vx
∀x ∈ X. В этом случае

Vx ∈ 〈Lx − link〉0[Ex|Λ̃x] ∀x ∈ X.

Иными словами, справедливо следующее очевидное включение:

(Vx)x∈X ∈
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex|Λ̃x].

С учетом (6.60) получаем теперь, что (Vx)x∈X ∈
∏
x∈X

Fx, а потому (Vx)x∈X ∈ H. Как

следствие (см. (6.74)) V ∈ g1(H). Итак, установлено, что

〈
⊗
x∈X

Lx − link〉0[E|Λ̃] ⊂ g1(H).

С учетом (6.71) получаем следующее равенство

g1(H) = 〈
⊗
x∈X

Lx − link〉0[E|Λ̃],

а тогда в силу (6.64) получаем требуемое свойство g1(H) ∈ Ĉ∗0[E;
⊗
x∈X
Lx]. �

7. Об одном свойстве гомеоморфности

Конструкции настоящего раздела продолжают построения предыдущего. Мы рассмот-
рим сначала вопрос об открытости (6.16) как отображения ТП (6.41) на ТП (6.50).

П р е д л о ж е н и е 7.1. Отображение g (6.16) открыто, то есть g непрерывно
и, кроме того, имеет место свойство: если G ∈ t⊗, то g1(G) ∈ T∗〈E|

⊗
x∈X
Lx〉.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего напомним, что отображение g непрерывно
(см. предложение 6.3). Фиксируем G ∈ t⊗ и рассмотрим множество

g1(G) = { g((Ex)x∈X) : (Ex)x∈X ∈ G}
= {

⊗
x∈X
Ex : (Ex)x∈X ∈ G} ∈ P(〈

⊗
x∈X
Lx − link〉0[E]). (7.1)

Выберем произвольно E ∈ g1(G). Тогда получаем, что

E ∈ 〈
⊗
x∈X

Lx − link〉0[E]

и, в частности, E ∈ P ′(P(E)). По выбору E имеем, что для некоторого (ηx)x∈X ∈ G

E = g((ηx)x∈X) =
⊗
x∈X

ηx. (7.2)

При этом, конечно, (ηx)x∈X ∈
∏
x∈X
〈Lx − link〉0[Ex]. Отметим, что в силу (6.40) для некото-

рого множества
B ∈

⊗
x∈X

T∗〈Ex|Lx〉 (7.3)
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имеют место следующие свойства:

((ηx)x∈X ∈ B)&(B ⊂ G). (7.4)

Тогда (см. (6.38), (7.3)) получаем, что B ∈ P(
∏
x∈X
〈Lx − link〉0[Ex]) и для некоторого отоб-

ражения (Bx)x∈X ∈
∏
x∈X

T∗〈Ex|Lx〉

(B =
∏
x∈X

Bx)&(∃K ∈ Fin(X) : Bs = 〈Ls − link〉0[Es] ∀s ∈ X \K). (7.5)

Из (7.4) и (7.5) имеем, что (ηx)x∈X ∈
∏
x∈X

Bx. Поэтому ηx ∈ Bx ∀x ∈ X. Следовательно,

при x ∈ X имеем, что
Bx ∈ T∗〈Ex|Lx〉 : ηx ∈ Bx. (7.6)

С учетом (7.5) выберем и зафиксируем множество K ∈ Fin(X), для которого

Bs = 〈Ls − link〉0[Es] ∀s ∈ X \K. (7.7)

Используя (3.3) и (7.6) получаем, что при x ∈ X непременно имеет место свойство

∃H ∈ {∩}](Ĉ∗0[Ex;Lx]) : (ηx ∈ H)&(H ⊂ Bx).

Данное свойство может быть переписано в следующем виде: ∀x ∈ X

Hx
4
= { H ∈ {∩}](Ĉ∗0[Ex;Lx])|(ηx ∈ H)&(H ⊂ Bx)} ∈ P ′({∩}](Ĉ∗0[Ex;Lx])). (7.8)

С учетом (7.8) (и аксиомы выбора) имеем непустое множество
∏
x∈X
Hx. Используя упомя-

нутое свойство непустоты, выберем (Hx)x∈X ∈
∏
x∈X
Hx. Тогда (см. (7.8))

Hx ∈ {∩}](Ĉ∗0[Ex;Lx]) ∀x ∈ X;

кроме того, с учетом (7.8) имеем следующее свойство: ∀x ∈ X

(ηx ∈ Hx)&(Hx ⊂ Bx). (7.9)

При этом, конечно, получаем, что ∀x ∈ X ∃K ∈ Fin(Ĉ∗0[Ex;Lx]) :

Hx =
⋂
S∈K

S. (7.10)

С учетом конечности множества K подберем (см. [22, (1.4.4)]) n ∈ N и инъективное
отображение (κi)i∈1,n ∈ Xn, для которых

K = { κi : i ∈ 1, n}. (7.11)

Тогда, в частности, имеем из (7.9), что ∀j ∈ 1, n

(ηκj ∈ Hκj)&(Hκj ⊂ Bκj). (7.12)
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В свою очередь, из (7.10) и (7.11) вытекает, что ∀j ∈ 1, n ∃K ∈ Fin(Ĉ∗0[Eκj ;Lκj ]) :

Hκj =
⋂
S∈K

S. (7.13)

С учетом этого выберем (Ki)i∈1,n ∈
n∏
i=1

Fin(Ĉ∗0[Eκi ;Lκi ]) со свойством, определяемым в

(7.13):
Hκj =

⋂
S∈Kj

S ∀j ∈ 1, n. (7.14)

Тогда в виде K
4
=

n∏
i=1

Ki реализуется непустое конечное множество. Полезно заметить,

что при x ∈ X согласно (3.2)

Ĉ∗0[Ex;Lx] ⊂ P(〈Lx − link〉0[Ex]) ⊂ P(P ′(P(E))).

Поэтому Kj ⊂ Ĉ∗0[Eκj ;Lκj ] ⊂ P(P ′(P(E))) при j ∈ 1, n. Тогда

Kj ∈ Fin(P(P ′(P(E))) ∀j ∈ 1, n. (7.15)

Как следствие получаем следующее свойство конечности:

K ∈ Fin(P(P ′(P(E)))n). (7.16)

Пусть (см. (7.16)) n ∈ N и (Zi)i∈1,n ∈ (P(P ′(P(E)))n)n таковы, что

K = { Zl : l ∈ 1,n}. (7.17)

Итак, Zl ∈ K ∀l ∈ 1,n. Кроме того, ∀S ∈ K ∃l ∈ 1,n : S = Zl. Отметим также, что при
l ∈ 1,n и j ∈ 1, n

Zl(j) ∈ Kj; (7.18)

здесь мы напомним, что Zl : 1, n −→ P(P ′(P(E))), причем

Zl(j) ∈ Ĉ∗0[Eκj ;Lκj ] ∀j ∈ 1, n. (7.19)

Мы учитываем, что Kj ∈ Fin(Ĉ∗0[Eκj ;Lκj ]) и, в частности,

Kj ⊂ Ĉ∗0[Eκj ;Lκj ] (7.20)

при j ∈ 1, n. Тогда (7.19) получается комбинацией (7.18) и (7.20). Напомним здесь же,
что при x ∈ X непременно

〈Lx − link〉0[Ex] = 〈Lx − link〉0[Ex|Ex] ∈ Ĉ∗0[Ex;Lx].

Заметим, что (см. [22, (1.4.4)]) наряду с (7.11) истинно также, что ∀i1 ∈ 1, n ∀i2 ∈ 1, n

(κi1 = κi2) =⇒ (i1 = i2). (7.21)

Если l ∈ 1,n, то введем в рассмотрение (см. (7.19)) отображение

(Z(l)
x )x∈X ∈

∏
x∈X

Ĉ∗0[Ex;Lx] (7.22)
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по следующему правилу, использующему (7.11) и (7.21):

(Z(l)
x

4
= 〈Lx − link〉0[Ex] ∀x ∈ X \K)&(Z(l)

κj

4
= Zl(j) ∀j ∈ 1, n). (7.23)

Итак, при l ∈ 1,n в связи с (7.22) и (7.23) отметим, что Z(l)
x ∈ P(P ′(P(E))) при x ∈ X \K;

кроме того, из (7.19) вытекает (см. (3.1), (3.2)), что Z(l)
κj ∈ P(P ′(P(E))) при j ∈ 1, n.

С учетом (7.11) и (7.12) получаем теперь, что при l ∈ 1,n

(Z(l)
x )x∈X ∈ P(P ′(P(E)))X . (7.24)

Вместе с тем, при l ∈ 1,n и x ∈ X в силу (7.22) Z(l)
x ∈ Ĉ∗0[Ex;Lx], а потому согласно (3.1)

и (3.2)
Z(l)
x ⊂ 〈Lx − link〉0[Ex] ∀l ∈ 1,n ∀x ∈ X. (7.25)

Тогда согласно (7.24) и (7.25) получаем, в частности, что при l ∈ 1,n

Zl
4
=

∏
x∈X

Z(l)
x = { (Ex)x∈X ∈ P ′(P(E))X |Eχ ∈ Z(l)

χ ∀χ ∈ X}. (7.26)

Из (7.25) и (7.26) вытекает, что Eχ ∈ 〈Lχ − link〉0[Eχ] ∀l ∈ 1,n ∀(Ex)x∈X ∈ Zl ∀χ ∈ X.
Тогда (см. (7.26)) получаем, что

Zl ⊂
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex] ∀l ∈ 1,n. (7.27)

Отметим теперь, что согласно (7.22) и (7.26) у нас при l ∈ 1,n

(Z(l)
x )x∈X ∈

∏
x∈X

Ĉ∗0[Ex;Lx] : Zl =
∏
x∈X

Z(l)
x . (7.28)

При этом K ∈ Fin(X) таково, что (см. (7.23)) при l ∈ 1,n

Z(l)
x = 〈Lx − link〉0[Ex] ∀x ∈ X \K. (7.29)

Поэтому (см. (7.28), (7.29)) при l ∈ 1,n имеем, что

(Z(l)
x )x∈X ∈

∏
x∈X

Ĉ∗0[Ex;Lx] :

(Zl =
∏
x∈X

Z(l)
x )&(∃K ∈ Fin(X) : Z(l)

x = 〈Lx − link〉0[Ex] ∀x ∈ X \K).
(7.30)

Учтем (6.19) и (7.27). Тогда в силу (7.30) получаем следующее свойство:

Zl ∈
⊗
x∈X

Ĉ∗0[Ex;Lx] ∀l ∈ 1,n. (7.31)

Напомним (7.6) и (7.12). Отметим также, что по выбору (ηx)x∈X имеем

ηx ∈ 〈Lx − link〉0[Ex] ∀x ∈ X. (7.32)

Тогда (см. (7.23), (7.32)) получаем, что справедливо свойство

ηx ∈ Z(l)
x ∀l ∈ 1,n ∀x ∈ X \K. (7.33)
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Пусть теперь r ∈ 1, n. Тогда κr ∈ K. Рассмотрим множества Zl(r) ∈ Kr, l ∈ 1,n.

Согласно (7.14)
Hκr =

⋂
S∈Kr

S, (7.34)

причем (см. (7.12)) ηκr ∈ Hκr . С учетом (7.34) получаем, что

ηκr ∈ S ∀S ∈ Kr. (7.35)

Согласно (7.18) Zl(r) ∈ Kr при l ∈ 1,n. Поэтому (см. (7.35)) ηκr ∈ Zl(r) ∀l ∈ 1,n . Иными
словами,

ηκr ∈
n⋂
l=1

Zl(r). (7.36)

Поскольку выбор r был произвольным, установлено (см. (7.36)), что

ηκj ∈ Zl(j) ∀l ∈ 1,n ∀j ∈ 1, n. (7.37)

С учетом (7.23) и (7.37) получаем, что справедливо следующее свойство:

ηκj ∈ Z(l)
κj
∀l ∈ 1,n ∀j ∈ 1, n. (7.38)

Из (7.11) и (7.38) получаем, что ηx ∈ Z(l)
x ∀l ∈ 1,n ∀x ∈ K. С учетом (7.33) получаем

теперь, что
ηx ∈ Z(l)

x ∀l ∈ 1,n ∀x ∈ X. (7.39)

Теперь согласно (7.26) и (7.39) имеем (ηx)x∈X ∈Zl ∀l∈1,n. Как следствие получаем, что

(ηx)x∈X ∈
n⋂
l=1

Zl. (7.40)

Напомним, что согласно (7.27) справедливо следующее свойство:

n⋂
l=1

Zl ⊂
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex].

Иными словами, получаем (см. (7.40)), что имеет место

n⋂
l=1

Zl ∈ P(
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex]) : (ηx)x∈X ∈
n⋂
l=1

Zl. (7.41)

Теперь выберем произвольно отображение

(λx)x∈X ∈
n⋂
l=1

Zl. (7.42)

Итак, (λx)x∈X ∈ Zl ∀l ∈ 1,n. Из (7.26) получаем, что ∀l ∈ 1,n

(λx)x∈X ∈
∏
x∈X

Z(l)
x .
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Иными словами, реализуется следующее очевидное свойство:

λx ∈ Z(l)
x ∀l ∈ 1,n ∀x ∈ X. (7.43)

Заметим, что (см. (7.26), (7.42)) справедливо, в частности, включение

(λx)x∈X ∈ P ′(P(E))X .

Из (7.27) и (7.42) получаем также, что

(λx)x∈X ∈
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex]. (7.44)

В свою очередь, из (7.44) следует, что реализуется система включений

λx ∈ 〈Lx − link〉0[Ex] ∀x ∈ X. (7.45)

Поэтому из (7.7) и (7.45) вытекает, что

λx ∈ Bx ∀x ∈ X \K. (7.46)

Пусть теперь ν ∈ 1, n. Тогда в силу (7.11) xν ∈ K. Из (7.12) получаем, в частности, что

Hκν ⊂ Bκν . (7.47)

Напомним также, что Kν ∈ Fin(Ĉ∗0[Eκν ;Lκν ]) реализует следующее равенство:

Hκν =
⋂
S∈Kν

S. (7.48)

В частности, Kν ⊂ Ĉ∗0[Eκν ;Lκν ]. Напомним, что согласно (7.43) для κν ∈ X имеем свойство

λκν ∈ Z(l)
κν ∀l ∈ 1,n. (7.49)

Выберем произвольно D ∈ Kν , получая множество из Ĉ∗0[Eκν ;Lκν ] :

D ∈ Ĉ∗0[Eκν ;Lκν ].

Заметим, что согласно (7.18) реализуется следующее свойство:

Zl(ν) ∈ Kν ∀l ∈ 1,n.

Из (7.23) имеем, в частности, очевидную систему равенств

Z(l)
κν = Zl(ν) ∀l ∈ 1,n.

При этом Z1 ∈ K. Тогда имеем по определению K, поскольку (см. (7.16))

K ⊂ P(P ′(P(E)))n,

что Z1 ∈ P(P ′(P(E)))n. Иными словами, реализуется отображение

Z1 : 1, n −→ P(P ′(P(E))).
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При этом, конечно, Z1 ∈
n∏
i=1

Ki, а потому Z1(j) ∈ Kj ∀j ∈ 1, n. Введем в рассмотрение

отображение (кортеж)
Z̃ : 1, n −→ P(P ′(P(E))) (7.50)

посредством следующего правила:

(Z̃(j)
4
= Z1(j) ∀j ∈ 1, n \ {ν})&(Z̃(ν)

4
= D) (7.51)

(согласно (7.15) Kν ⊂ P(P ′(P(E))) и D ∈ Kν ). При этом (см. (7.18))

(Z̃(j) = Z1(j) ∈ Kj ∀j ∈ 1, n \ {ν})&(Z̃(ν) = D ∈ Kν).

Иными словами, имеем систему включений Z̃(j) ∈ Kj ∀j ∈ 1, n. Тогда Z̃ ∈
n∏
j=1

Kj, а

потому
Z̃ ∈ K. (7.52)

Из (7.17) и (7.52) следует, что для некоторого ζ ∈ 1,n имеет место равенство Z̃ = Zζ .

С учетом (7.51) получаем, как следствие, что

(Zζ(j) = Z1(j) ∀j ∈ 1, n \ {ν})&(Zζ(ν) = D). (7.53)

При этом (см. (7.50)), конечно, Zζ : 1, n −→ P(P ′(P(E))). В силу (7.49)

λκν ∈ Z(ζ)
κν . (7.54)

Однако в силу (7.23) имеем равенство Z(ζ)
κν = Zζ(ν), а потому (см. (7.54)) λκν ∈ Zζ(ν).

С учетом (7.53) получаем, что λκν ∈ D. Поскольку выбор D был произвольным, установ-
лено свойство

λκν ∈ S ∀S ∈ Kν . (7.55)

С учетом (7.48) и (7.55) получаем теперь очевидное включение

λκν ∈ Hκν . (7.56)

Из (7.47) и (7.56) вытекает, что λκν ∈ Bκν . Поскольку ν выбиралось произвольно, уста-
новлено, что λκj ∈ Bκj ∀j ∈ 1, n. С учетом (7.11) получаем теперь, что

λx ∈ Bx ∀x ∈ K. (7.57)

Из (7.46) и (7.57) вытекает, что справедливо следующее свойство:

λx ∈ Bx ∀x ∈ X.

Тогда имеем включение (λx)x∈X ∈
∏
x∈X

Bx, а потому (см. (7.5))

(λx)x∈X ∈ B. (7.58)

Из (7.4) и (7.58) следует теперь очевидное включение (λx)x∈X ∈ G. Итак, получили
(см. (7.42)) свойство

n⋂
l=1

Zl ⊂ G. (7.59)
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Таким образом (см. (7.31), (7.41), (7.59)), установлено, что
n⋂
l=1

Zl ∈ P(
∏
x∈X

〈Lx − link〉0[Ex]) : ((ηx)x∈X ∈
n⋂
l=1

Zl)&(
n⋂
l=1

Zl ⊂ G). (7.60)

Заметим теперь, что из (7.1) и (7.60) вытекает, что

g1(
n⋂
l=1

Zl) ⊂ g1(G). (7.61)

При этом, как видно из (7.60), g((ηx)x∈X) ∈ g1(
n⋂
l=1

Zl), а тогда согласно (7.2) имеем

E ∈ g1(
n⋂
l=1

Zl). (7.62)

Отметим, что согласно (7.31) и предложению 6.5 реализуется свойство

g1(Zl) ∈ Ĉ∗0[E;
⊗
x∈X

Lx] ∀l ∈ 1,n. (7.63)

Поскольку согласно предложению 6.4 отображение g является биекцией, то

g1(
n⋂
l=1

Zl) =
n⋂
l=1

g1(Zl). (7.64)

Между тем справедливо (см. (3.3), (6.1)) следующее очевидное свойство:

Ĉ∗0[E;
⊗
x∈X

Lx] ⊂ T∗〈E |
⊗
x∈X

Lx〉.

Поэтому имеем (см. (7.63)) следующие включения

g1(Zl) ∈ T∗〈E |
⊗
x∈X

Lx〉 ∀l ∈ 1,n, (7.65)

где n ∈ N. Поэтому (см. (7.65), аксиомы топологии) имеет место включение
n⋂
l=1

g1(Zl) ∈ T∗〈E |
⊗
x∈X

Lx〉,

а тогда (см. (7.62), (7.64)) реализуется следующее свойство

g1(
n⋂
l=1

Zl) ∈ T∗〈E |
⊗
x∈X

Lx〉 : E ∈ g1(
n⋂
l=1

Zl).

Итак, множество (7.64) есть открытая окрестность точки E . В этом случае (см. (7.61))
g1(G) есть окрестность E в смысле [23, гл. I]. Поскольку выбор E был произвольным,
установлено, что множество g1(G) является окрестностью каждой своей точки (точнее,
окрестностью в смысле [23, гл. I]), а потому

g1(G) ∈ T∗〈E |
⊗
x∈X

Lx〉 (7.66)

согласно [23, гл. I, § 1, предложение 1]. Поскольку G ∈ t⊗ выбиралось произвольно, имеем
из (7.66) требуемое свойство: g — открытое в смысле ТП (6.41) и (6.50) отображение. �
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Теорема 7.1. Отображение g (6.16) есть гомеоморфизм ТП (6.41) на ТП (6.50).

Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно: в силу предложений 6.4 и 7.1 отображение g есть
открытая биекция ТП (6.41) на ТП (6.50), а тогда g есть (см. [24, предложение 3.12])
гомеоморфизм для упомянутых ТП. Итак, ТП (6.41) и (6.50) гомеоморфны. �
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Аннотация. Рассматриваются двухточечная (в том числе, периодическая) краевая задача
для следующей системы дифференциальных уравнений, не разрешенных относительно
производной искомой функции:

fi(t, x, ẋ, ẋi) = 0, i = 1, n.

Здесь при любом i = 1, n функция fi : [0, 1] × Rn × Rn × R → R измерима по первому
аргументу, непрерывна по последнему аргументу, непрерывна справа и удовлетворяют спе-
циальному условию монотонности по каждой компоненте второго и третьего аргументов.
Получены утверждения о существовании и двусторонних оценках решений (типа теоремы
Чаплыгина о дифференциальном неравенстве). Также получены условия существования
наибольшего и наименьшего (относительно специального порядка) решения. Исследова-
ние основано на результатах об абстрактных уравнениях с отображениями, действующи-
ми из частично упорядоченного пространства в произвольное множество (см. [С. Бенараб,
З. Т. Жуковская, Е.С. Жуковский, С. Е. Жуковский. О функциональных и дифференци-
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Abstract. We consider a two-point (including periodic) boundary value problem for the follow-
ing system of differential equations that are not resolved with respect to the derivative of the
desired function:

fi(t, x, ẋ, ẋi) = 0, i = 1, n.

Here, for any i = 1, n, the function fi : [0, 1] × Rn × Rn × R → R is measurable in the
first argument, continuous in the last argument, right-continuous, and satisfies the special
condition of monotonicity in each component of the second and third arguments. Assertions
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about the existence and two-sided estimates of solutions (of the type of Chaplygin’s theorem on
differential inequality) are obtained. Conditions for the existence of the largest and the smallest
(with respect to a special order) solution are also obtained. The study is based on results on
abstract equations with mappings acting from a partially ordered space to an arbitrary set
(see [S. Benarab, Z.T. Zhukovskaya, E. S. Zhukovskiy, S. E. Zhukovskiy. On functional and
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Введение

В сообщении представлены утверждения о существовании и оценках решений крае-
вых задач для системы неявных дифференциальных уравнений. Результаты аналогичны
известной теореме Чаплыгина о дифференциальных неравенствах (см. [1], а также [2]).

Вопрос о распространении на неявные уравнения теорем о дифференциальных нера-
венствах рассматривался в работах [3–5]. Эти исследования существенно использовали ре-
зультаты А.В. Арутюнова, Е.С. Жуковского, С. Е. Жуковского и др. авторов (см. [6–11])
об уравнениях с накрывающими отображениями, действующими в частично упорядочен-
ных пространствах. Данное исследование основано на полученных в [12] результатах об аб-
страктных неравенствах, порожденных отображениями, действующими из частично упо-
рядоченного пространства в произвольное множество. Использование этих утверждений
позволило здесь получить теоремы типа Чаплыгина о существовании и двусторонних оцен-
ках решений краевых задач для систем неявных дифференциальных уравнений, причем
при предположениях, несколько ослабляющих «традиционные» требования непрерывно-
сти и монотонности по фазовым переменным на функции, порождающие уравнения.

Сообщение состоит из двух пунктов. В пункте 1. приведены необходимые обозначения,
в пункте 2. представлена теорема типа Чаплыгина о дифференциальном неравенстве для
двухточечной краевой задачи. Из этой теоремы выводится соответствующий результат
для периодической краевой задачи, полученный в работе [12].

1. Основные обозначения

Обозначим через Mn и Ln пространство измеримых (по Лебегу) на [0, 1] n -мерных
функций и его подпространство суммируемых n -мерных функций c «обычным» поряд-
ком: для u=(u1, . . . , un)∈Mn, v=(v1, . . . , vn)∈Mn, выполнено u ≤ v, если ui(t) ≤ vi(t),

i = 1, n, при п.в. t ∈ [0, 1]. Обозначим через ACn пространство абсолютно непрерывных
n -мерных функций (таким образом, x ∈ ACn ⇔ ẋ ∈ Ln ).

Пусть заданы функции fi : [0, 1] × Rn × Rn × R → R, i = 1, n. Рассмотрим систему
дифференциальных уравнений вида

fi(t, x, ẋ, ẋi) = 0, t ∈ [0, 1], i = 1, n. (1.1)
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Решением системы (1.1) будем называть функцию x ∈ ACn, удовлетворяющую всем урав-
нениям этой системы при п.в. t ∈ [0, 1].

Для уравнения (1.1) будем рассматривать двухточечную краевую задачу с условием

γ0ixi(0) + γ1ixi(1) = Ai, i = 1, n, (1.2)

где числа γ0i, γ1i, Ai, i = 1, n, полагаем заданными. Частным случаем этой задачи при
γ0i = 1, γ1i = −1, i = 1, n, является периодическая краевая задача с условием

x(0)− x(1) = A. (1.3)

2. Двухточечная краевая задача

Пусть задана диагональная n×n - матрица λ := diag{λ1, . . . , λn}, где λi > 0, i = 1, n.

По функциям fi определим функции gλi : [0, 1]× Rn × Rn × R→ R, формулой

gλi (t, x, v, yi) := fi(t, x, v + λx, yi + λixi), i = 1, n.

Будем предполагать, что для функций gλi , i = 1, n, выполнено условие

(G ↓ ) При п.в. t ∈ [0, 1], любых x, v ∈ Rn и yi ∈ R функция gλi (·, x, v, yi) : [0, 1]→ R изме-
рима, функция gλi (t, ·, v, yi) : Rn → R возрастает и непрерывна справа по каждому
аргументу x1, . . . , xn , функция gλi (t, x, ·, yi) : Rn → R убывает и непрерывна справа
по каждому аргументу v1, . . . , vn, функция gλi (t, x, v, ·) : R→ R непрерывна.

При таком предположении имеет место следующее утверждение.

Теорема 2.1. Предположим, что γ1i < 0, 0 < γ0i < −γ1i expλi. Пусть для некото-
рых функций ν, η ∈ ACn таких, что

γ0i νi(0) + γ1i νi(1) ≥ γ0i ηi(0) + γ1i ηi(1), ν̇i − λiνi ≥ η̇i − λiηi, i = 1, n,

выполнены неравенства

fi(t, ν(t), ν̇(t), ν̇i(t)) ≥ 0, fi(t, η(t), η̇(t), η̇i(t)) ≤ 0, i = 1, n. (2.1)

Тогда для любых Ai таких, что

γ0i ηi(0) + γ1i ηi(1) ≤ Ai ≤ γ0i νi(0) + γ1i νi(1), i = 1, n,

существует решение x ∈ ACn краевой задачи (1.1), (1.2), удовлетворяющее неравен-
ствам

η̇ − λη ≤ ẋ− λx ≤ ν̇ − λν; (2.2)

кроме того, существует наименьшая и наибольшая функции во множестве функций
z := ẋ− λx, где x — решение задачи (1.1), (1.2), удовлетворяющее неравенствам (2.2).

Доказательство этого утверждения использует редукцию к интегральному уравнению
с помощью введения новой неизвестной функции v ∈ Ln, компоненты которой определя-
ются равенствами vi = xi − λixi, где x — решение задачи (1.1), (1.2). Эту замену (назы-
ваемую W-подстановкой Азбелева [13]) можно также записать в виде xi = Wivi, i = 1, n,

где

Wi : L
1 → AC1, (Wivi)(t) = (γ0i + γ1i expλi)

−1
(
Xi(t)Ai +

∫ 1

0

Wi(t, s)vi(s)ds
)
,
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Xi(t) = expλit, Wi(t, s) =

{
γ0i expλi(t− s), 0 ≤ s ≤ t ≤ 1,

−γ1i expλi(t− s+ 1), 0 ≤ t < s ≤ 1.

Отметим, что интегральный оператор W = (W1, . . . ,Wn) : Ln → ACn является анти-
тонным. Вследствие этого свойства и принятых предположений для полученного инте-
грального оператора оказывается выполненным [12, следствие 2], из которого и вытекает
разрешимость рассматриваемой краевой задачи.

При доказательстве существования наименьшей и наибольшей функции во множестве
функций z := ẋ − λx, где x — решение задачи (1.1), (1.2), используются результаты [12]
о минимальном решении операторных уравнений и свойства оператора Немыцкого.

Применим теорему 2.1 к периодической краевой задаче. Это возможно, так как для
коэффициентов в условии (1.3) справедливо следующее предположение теоремы 2.1

γ1i = −1 < 0, 0 < γ0i = −1 < −γ1i expλi.

Как и выше предполагаем, что выполнено условие (G ↓ ). Таким образом, получаем сле-
дующее утверждение.

Следствие 2.1. Пусть для некоторых функций ν, η ∈ ACn выполнены неравенства

νi(0)− νi(1) ≥ ηi(0)− ηi(1), ν̇i − λiνi ≥ η̇i − λiηi, i = 1, n,

и неравенства (2.1). Тогда для любых Ai таких, что

ηi(0)− ηi(1) ≤ Ai ≤ νi(0)− νi(1), i = 1, n,

существует решение x ∈ ACn краевой задачи (1.1), (1.3), удовлетворяющее неравен-
ствам (2.2); кроме того, существует наименьшая и наибольшая функции во множестве
всех функций вида z := ẋ − λx, где x — решение задачи (1.1), (1.3), удовлетворяющее
неравенствам (2.2).

Сформулированные в следствии 2.1 условия разрешимости периодической краевой за-
дачи (1.1), (1.3) были получены в [12, теорема 3], но в цитируемой работе не было уста-
новлено существование наибольшего и наименьшего решений.
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