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О множестве непрерывно дифференцируемых вогнутых
продолжений булевой функции

Достонжон Нумонжонович БАРОТОВ1 , Рузибой Нумонжонович БАРОТОВ2

1 ФГБОУ ВО «Финансовый университет при Правительстве Российской Федерации»
125167, Российская Федерация, г. Москва, пр-т Ленинградский, 49/2

2 Худжандский государственный университет им. академика Б. Гафурова
735700, Республика Таджикистан, г. Худжанд, проезд Мавлонбекова, 1

Аннотация. Настоящая работа посвящена исследованию существования экстремальных
элементов множества непрерывно дифференцируемых вогнутых продолжений на множе-
ство [0, 1]n произвольной булевой функции fB(x1, . . . , xn) , а также нахождению мощно-
сти множества непрерывно дифференцируемых вогнутых продолжений на [0, 1]n булевой
функции fB(x1, . . . , xn). В результате исследования доказано, что, во-первых, для лю-
бой булевой функции fB(x1, . . . , xn) среди ее непрерывно дифференцируемых вогнутых
продолжений на [0, 1]n нет максимального элемента, во-вторых, если у булевой функции
fB(x1, . . . , xn) более одной существенной переменной, то среди ее непрерывно дифферен-
цируемых вогнутых продолжений на [0, 1]n нет и минимального элемента, а если булева
функция постоянна или имеет лишь одну существенную переменную, то среди ее непре-
рывно дифференцируемых вогнутых продолжений на [0, 1]n существует единственный ми-
нимальный элемент, явная форма которого приведена в работе. Также установлено, что
мощность множества непрерывно дифференцируемых вогнутых продолжений на [0, 1]n

произвольной булевой функции fB(x1, . . . , xn) равна континууму.

Ключевые слова: непрерывно дифференцируемое вогнутое продолжение булевой функ-
ции, экстремальные элементы множества, мощность множества

Для цитирования: Баротов Д.Н., Баротов Р.Н. О множестве непрерывно дифференци-
руемых вогнутых продолжений булевой функции // Вестник российских университетов.
Математика. 2025. Т. 30. № 149. С. 5–14.
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On the set of continuously differentiable concave
extensions of a Boolean function

Dostonjon N. BAROTOV1, Ruziboy N. BAROTOV2

1 Financial University under the Government of the Russian Federation
49/2 Leningradsky Prospekt, Moscow 125167, Russian Federation

2 Khujand State University named after academician Bobojon Gafurov
1 Mavlonbekova, Khujand 735700, Republic of Tajikistan

Abstract. This paper is devoted to the study of the existence of extremal elements of the set of
continuously differentiable concave extensions to the set [0, 1]n of an arbitrary Boolean function
fB(x1, . . . , xn) , as well as finding the cardinality of the set of continuously differentiable concave
extensions to [0, 1]n of the Boolean function fB(x1, . . . , xn). As a result of the study, it is proved
that, firstly, for any Boolean function fB(x1, . . . , xn) among its continuously differentiable
concave extensions to [0, 1]n there is no maximal element, secondly, if the Boolean function
fB(x1, . . . , xn) has more than one essential variable, then among its continuously differentiable
concave extensions to [0, 1]n there is no minimal element, and if the Boolean function is constant
or has only one essential variable, then among its continuously differentiable concave extensions
to [0, 1]n there is a unique minimal element, the explicit form of which is given in the paper.
It was also established that the cardinality of the set of continuously differentiable concave
extensions to [0, 1]n of an arbitrary Boolean function fB(x1, . . . , xn) is equal to the continuum.

Keywords: continuously differentiable concave extension of a Boolean function, extremal ele-
ments of a set, cardinality of a set
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О МНОЖЕСТВЕ НЕПРЕРЫВНО ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ВОГНУТЫХ ПРОДОЛЖЕНИЙ 7

Введение

Системы булевых уравнений широко используются в математике, компьютерных и
прикладных науках [1]. По этой причине, с одной стороны, решению систем булевых
уравнений посвящено значительное количество работ, разработано несколько направле-
ний исследования и алгоритмов их решения [2–4]. С другой стороны, и в настоящее время,
в связи с тем, что задача решения систем булевых уравнений в общем случае является
NP-трудной, в научном сообществе продолжает расти интерес к поиску новых алгоритмов
их решения в различных направлениях как в классических, так и в квантовых моделях
вычислений [5,6]. Одним из таких направлений исследования для решения систем булевых
уравнений является преобразование (трансформация) заданной системы булевых уравне-
ний путем представления некоторого вещественного продолжения (аналога) для каждой
булевой функции в систему уравнений над полем действительных чисел, поскольку, во-
первых, в этой области известно много методов и алгоритмов решения систем, а во-вторых,
его можно использовать и при решении смешанных систем, т. е. систем, заданных одно-
временно математическими и логическими операциями [7, 8]. В свою очередь, преобразо-
ванная система вещественных уравнений может быть сведена в задачу непрерывной опти-
мизации, так как принципиальное отличие данного подхода от «переборных» алгоритмов
локального поиска состоит в том, что на каждой итерации алгоритма сдвиг по градиенту
(антиградиенту) производится по всем переменным одновременно [9]. В данном направле-
нии сравнительно недавно получены некоторые важные результаты, а именно, рассмотре-
но построение выпуклых [10–12], полилинейных [13, 14] и вогнутых [15, 16] продолжений
булевых функций, представляющих интерес при преобразовании систем булевых уравне-
ний к задаче непрерывной оптимизации. Также изучены свойства таких продолжений,
в том числе в [12,15] доказано, что для произвольной булевой функции от n переменных
существует единственная вещественная функция, являющаяся минимумом (максимумом)
среди всех ее вогнутых (выпуклых) продолжений.

Данная статья является продолжением статьи [15] и посвящается исследованию суще-
ствования экстремальных элементов множества непрерывно дифференцируемых вогну-
тых продолжений на множество [0, 1]n произвольной булевой функции fB(x1, x2, . . . , xn)

и нахождению мощности множества непрерывно дифференцируемых вогнутых продол-
жений на множество [0, 1]n булевой функции fB(x1, x2, . . . , xn). Доказывается, что, во-
первых, для любой булевой функции fB(x1, x2, . . . , xn) среди ее непрерывно дифферен-
цируемых вогнутых продолжений на [0, 1]n нет максимума, во-вторых, если число суще-
ственных переменных булевой функции fB(x1, x2, . . . , xn) больше единицы, то среди ее
непрерывно дифференцируемых вогнутых продолжений на [0, 1]n нет и минимума, а если
число существенных переменных булевой функции fB(x1, x2, . . . , xn) не больше единицы,
то среди ее непрерывно дифференцируемых вогнутых продолжений на [0, 1]n есть ми-
нимум. Также обосновывается, что мощность множества непрерывно дифференцируемых
вогнутых продолжений на [0, 1]n произвольной булевой функции fB(x1, x2, . . . , xn) равна
континууму.

1. Используемые понятия, обозначения, множества и определения

Пусть B = {0, 1}, K = [0, 1] и задана булева функция fB : Bn → B. Основные
обозначения и определения, приведенные в [15], считаем известными и приводим лишь
недостающие определения и обозначения.
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О п р е д е л е н и е 1.1. Будем называть переменную xk, k ∈ {1, . . . , n}, булевой
функции fB(x1, . . . , xn) существенной (или говорить, что булева функция fB(x1, . . . , xn)

существенно зависит от xk ), если имеет место соотношение

fB(x1, . . . , xk−1, 0, xk+1, . . . , xn) 6≡ fB(x1, . . . , xk−1, 1, xk+1, . . . , xn).

О п р е д е л е н и е 1.2. Отображение fR : Kn → R назовем непрерывно дифферен-
цируемым вогнутым продолжением на Kn булевой функции fB : Bn → B, если выпол-
няются следующие два условия:

a) fR является непрерывно дифференцируемой вогнутой на Kn функцией,
b) имеет место равенство

fR(b1, . . . , bn) = fB(b1, . . . , bn) ∀(b1, . . . , bn) ∈ Bn.

О п р е д е л е н и е 1.3. Отображение fNR : Kn → R назовем минимумом среди
непрерывно дифференцируемых вогнутых продолжений на Kn булевой функции fB :

Bn → B, если выполняются следующие два условия:
a) fNR является непрерывно дифференцируемым вогнутым продолжением на Kn

булевой функции fB,

b) для любого непрерывно дифференцируемого вогнутого продолжения fR булевой
функции fB на Kn и любой точки (x1, . . . , xn) ∈ Kn справедливо неравенство

fNR(x1, . . . , xn) ≤ fR(x1, . . . , xn).

О п р е д е л е н и е 1.4. Отображение fDM : Kn → R назовем максимумом среди
непрерывно дифференцируемых вогнутых продолжений на Kn булевой функции fB :

Bn → B, если выполняются следующие два условия:
a) fDM является непрерывно дифференцируемым вогнутым продолжением на Kn

булевой функции fB,

b) для любого непрерывно дифференцируемого вогнутого продолжения fR булевой
функции fB на Kn и любой точки (x1, . . . , xn) ∈ Kn справедливо неравенство

fR(x1, . . . , xn) ≤ fDM(x1, . . . , xn).

Пусть E (fB,Kn) — множество непрерывно дифференцируемых вогнутых продолже-
ний на Kn булевой функции fB : Bn → B.

2. Основные результаты

Начнем изложение с обоснования следующего вспомогательного утверждения.

Лемма 2.1. Для любой булевой функции fB(x1, x2, . . . , xn) множество ее непрерывно
дифференцируемых вогнутых продолжений на Kn не является пустым.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В случае fB(x1, . . . , xn) ≡ 1 утверждение очевидно. Рас-
смотрим нетривиальный случай fB(x1, . . . , xn) 6≡ 1.

Достаточно показать, что вещественная функция вида

fR(x1, . . . , xn)

= 1− 1

4

∑
(b1,...,bn)∈f−1

B (0)

( n∑
k=1

(xk + bk − 2bkxk)− 1−
∣∣ n∑
k=1

(xk + bk − 2bkxk)− 1
∣∣)2 (2.1)
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принадлежит множеству E (fB,Kn) . Для этого обоснуем справедливость следующих двух
свойств:

fR(x1, . . . , xn) является непрерывно дифференцируемой вогнутой на Kn функцией;
при любых (a1, . . . , an) ∈ Bn имеет место равенство fR(a1, . . . , an) = fB(a1, . . . , an).

Вначале покажем непрерывную дифференцируемость функции fR(x1, . . . , xn). Нетруд-
но заметить, что при любом i ∈ {1, . . . , n} имеет место

∑
(b1,...,bn)∈f−1

B (0)

(2bi − 1)
( n∑
k=1

(xk + bk − 2bkxk)− 1−
∣∣ n∑
k=1

(xk + bk − 2bkxk)− 1
∣∣)

=
∂

∂xi
fR(x1, . . . , xn) ∈ C (Kn) .

Следовательно, имеем fR(x1, . . . , xn) ∈ C1 (Kn) .

Теперь покажем, что функция fR(x1, . . . , xn) является вогнутой. Ввиду вогнутости

функции ϕ(y)= −1
4
(y−|y|)2 и линейности функции ψ(x1, . . . , xn) =

n∑
k=1

(xk+ bk−2bkxk)−1

получаем, что функция

ϕ (ψ(x1, . . . , xn)) = −
1

4

( n∑
k=1

(xk + bk − 2bkxk)− 1−
∣∣ n∑
k=1

(xk + bk − 2bkxk)− 1
∣∣)2 (2.2)

является вогнутой. А в силу (2.1) и (2.2) получаем, что функция fR(x1, . . . , xn) как сумма
вогнутых функций сама является вогнутой.

Остается заметить, что для любой точки (a1, . . . , an) ∈ Bn выполнено

fR(a1, . . . , an)

= 1− 1

4

∑
(b1,...,bn)∈f−1

B (0)

( n∑
k=1

(ak + bk − 2bkak)− 1−
∣∣ n∑
k=1

(ak + bk − 2bkak)− 1
∣∣)2

= 1− 1

4

{
4, если (a1, . . . , an) ∈ f−1B (0)

0, если (a1, . . . , an) 6∈ f−1B (0)
= 1 + fB(a1, . . . , an)− 1 = fB(a1, . . . , an).

Итак, функция fR, определенная формулой (2.1), является непрерывно дифференци-
руемым вогнутым продолжением на Kn булевой функции fB.

Теперь, основываясь на доказанной лемме 2.1, докажем следующую теорему.

Теорема 2.1. Для любой булевой функции fB(x1, . . . , xn) мощность множества ее
непрерывно дифференцируемых вогнутых продолжений на Kn равна континууму.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Множество E (fB,Kn) , очевидно, является подмножеством
множества всех непрерывных функций, заданных на Kn, т. е. имеет место вложение

E (fB,Kn) ⊂ C(Kn). (2.3)

Выберем произвольный элемент gR из непустого, согласно лемме 2.1, множества E(fB,Kn)

и, используя его, для произвольного α ∈ (0,+∞) определим функцию

gα(x1, . . . , xn) = gR(x1, . . . , xn) + α

n∑
k=1

(
xk − x2k

)
. (2.4)
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Покажем, что при любом α ∈ (0,+∞) имеет место включение

gα(x1, . . . , xn) ∈ E (fB,Kn) . (2.5)

Для этого проверим справедливость следующих двух свойств:
gα(x1, . . . , xn) является непрерывно дифференцируемой вогнутой на Kn функцией;
при любых (a1, . . . , an) ∈ Bn имеет место равенство gα(a1, . . . , an) = fB(a1, . . . , an).

Вначале покажем непрерывную дифференцируемость функции gα. В силу включений

gR(x1, . . . , xn) ∈ C1 (Kn) и α
n∑
k=1

(xk − x2k) ∈ C1 (Kn) имеем gα(x1, . . . , xn) ∈ C1 (Kn) .

Далее, ввиду вогнутости функции
n∑
k=1

(xk − x2k) на Kn и α > 0 имеем, что функция

gα(x1, . . . , xn) на Kn как сумма двух вогнутых функций является вогнутой.
Покажем, что gα является продолжением булевой функции fB. Пусть (a1, . . . , an) ∈

Bn. Тогда

gα(a1, . . . , an) = gR(a1, . . . , an) + α ·
n∑
k=1

(
ak − a2k

)
= gR(a1, . . . , an) + α ·

n∑
k=1

(ak − ak)

= gR(a1, . . . , an) + 0 = fB(a1, . . . , an).

Итак, включение (2.5) установлено.
В силу определения (2.4) функции gα получаем, что при любых α1, α2 ∈ (0,+∞) ,

α1 < α2 и всех (x∗1, . . . , x
∗
n) ∈ int(Kn) справедлива цепочка неравенств

gR(x
∗
1, . . . , x

∗
n) < gα1(x

∗
1, . . . , x

∗
n) < gα2(x

∗
1, . . . , x

∗
n). (2.6)

Ввиду (2.5) получаем, что имеет место вложение⋃
α∈(0,1)

{gα} ⊂ E (fB,Kn) . (2.7)

Отсюда, в силу равенства card
( ⋃
α∈(0,1)

{gα}
)
= c, вытекающего из (2.6), и card (C(Kn)) = c,

а также включений (2.3), (2.7), получаем card (E (fB,Kn)) = c, т. е. мощность множе-
ства непрерывно дифференцируемых вогнутых продолжений на Kn булевой функции
fB(x1, . . . , xn) равна континууму.

З а м е ч а н и е 2.1. Отметим, что из приведенного выше доказательства теоремы
2.1 следует, что для любой булевой функции fB(x1, . . . , xn) среди ее непрерывно диффе-
ренцируемых вогнутых продолжений на Kn нет максимума.

З а м е ч а н и е 2.2. Отметим, что справедливость теоремы 1, приведенной в [15],
очевидным образом следует из доказанной выше теоремы 2.1, поскольку для любой буле-
вой функции fB(x1, x2, . . . , xn) мощность множества ее непрерывно дифференцируемых
вогнутых продолжений на Kn равна континууму и, следовательно, мощность множества
всех ее вогнутых продолжений на Kn не меньше континуума.

Теперь сформулируем и докажем теорему о существовании минимального непрерыв-
но дифференцируемого вогнутого продолжения на Kn произвольной булевой функции
fB(x1, . . . , xn).
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Теорема 2.2. Если число существенных переменных булевой функции fB(x1, . . . , xn)

больше единицы, то среди ее непрерывно дифференцируемых вогнутых продолжений на
Kn нет минимума, а если это число не больше единицы, то среди ее непрерывно диффе-
ренцируемых вогнутых продолжений на Kn есть минимум.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим два случая.
Случай 1. Пусть число существенных переменных булевой функции fB(x1, . . . , xn) не

больше единицы. В этом случае достаточно рассмотреть булеву функцию fB(x), завися-
щую только от одной, не обязательно существенной, переменной x. Согласно [15, след-
ствие 1] имеем, что для булевой функции fB(x) вещественная функция

fBD(x) = (1− x)fB(0) + xfB(1) (2.8)

является единственным минимумом среди всех ее вогнутых продолжений на K. Так как
функция fBD(x), определенная формулой (2.8), непрерывно дифференцируема, то она
также является минимумом среди непрерывно дифференцируемых вогнутых продолже-
ний булевой функции fB(x), т. е.

fNR(x) = (1− x)fB(0) + xfB(1).

Случай 2. Пусть число существенных переменных булевой функции fB(x1, . . . , xn)

больше единицы. В этом случае, без потери общности будем считать, что все перемен-
ные x1, . . . , xn булевой функции fB(x1, . . . , xn) являются существенными. Докажем от
противного. Предположим, что утверждение не верно: существует вещественная функ-
ция fNR(x1, . . . , xn), которая является минимумом среди непрерывно дифференцируе-
мых вогнутых продолжений на Kn булевой функции fB(x1, . . . , xn). Тогда при любом
заданном (b1, . . . , bi−1, bi+1, . . . , bj−1, bj+1, . . . , bn) ∈ Bn−2 «суженная» вещественная функ-
ция двух аргументов fNR (b1, . . . , bi−1, xi, bi+1, . . . , bj−1, xj, bj+1, . . . , bn) является миниму-
мом среди непрерывно дифференцируемых вогнутых продолжений на K2 «суженной»
булевой функции fB (b1, . . . , bi−1, xi, bi+1, . . . , bj−1, xj, bj+1, . . . , bn) . Согласно доказанному
в [17,18], существует булева функция, существенно зависящая от двух своих переменных,
равная самой функции fB(x1, . . . , xn) в случае n = 2, которая является подфункцией бу-
левой функции fB(x1, . . . , xn). Таким образом, существуют i, j ∈ {1, . . . , n}, i < j и точка
(b∗1, . . . , b

∗
i−1, b

∗
i+1, . . . , b

∗
j−1, b

∗
j+1, . . . , b

∗
n) ∈ Bn−2 такие, что переменные xi и xj суженной бу-

левой функции fB
(
b∗1, . . . , b

∗
i−1, xi, b

∗
i+1, . . . , b

∗
j−1, xj, b

∗
j+1, . . . , b

∗
n

)
являются существенными.

Отсюда получаем, что вещественная функция вида

gNR(xi, xj) = fNR
(
b∗1, . . . , b

∗
i−1, xi, b

∗
i+1, . . . , b

∗
j−1, xj, b

∗
j+1, . . . , b

∗
n

)
является минимумом среди непрерывно дифференцируемых вогнутых продолжений на
K2 булевой функции

gB(xi, xj) = fB
(
b∗1, . . . , b

∗
i−1, xi, b

∗
i+1, . . . , b

∗
j−1, xj, b

∗
j+1, . . . , b

∗
n

)
,

существенно зависящей от своих двух переменных xi и xj.

Для завершения доказательства теоремы покажем, что среди непрерывно дифферен-
цируемых вогнутых продолжений на K2 булевой функции gB(xi, xj), существенно зави-
сящей от своих двух переменных xi и xj, нет минимума. Доказательство этого факта
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также проводим от противного. Пусть некоторая вещественная функция gNR(xi, xj) яв-
ляется минимумом среди непрерывно дифференцируемых вогнутых продолжений на K2

булевой функции gB(xi, xj). В силу [15, следствие 2] получим, что при любых (xi, xj) ∈ K2

выполнено неравенство

gNR(xi, xj) ≥ gBD(xi, xj) = (1− xi − xj)gB(0, 0) + xigB(1, 0) + xjgB(0, 1)

+
gB(0, 0)− gB(0, 1)− gB(1, 0) + gB(1, 1)

4
(2xi + 2xj − 1− |xi − xj|+ |xi + xj − 1|)

− |gB(0, 0)− gB(0, 1)− gB(1, 0) + gB(1, 1)|
4

(
|xi − xj|+ |xi + xj − 1| − 1

)
, (2.9)

так как gBD(xi, xj) является минимумом среди всех вогнутых продолжений на K2 буле-
вой функции gB(xi, xj). Нетрудно показать, что для каждой булевой функции gB(xi, xj),

существенно зависящей от своих двух переменных xi и xj, выполнено неравенство

gB(0, 0)− gB(0, 1)− gB(1, 0) + gB(1, 1) 6= 0. (2.10)

Ввиду (2.9) и (2.10) функция gBD(xi, xj) на K2 не является дифференцируемой и, сле-
довательно, существует точка (x∗i , x

∗
j) ∈ K2 такая, что выполняется следующее строгое

неравенство
gNR(x

∗
i , x
∗
j) > gBD(x

∗
i , x
∗
j). (2.11)

Действительно, в противном случае gNR(xi, xj) ≡ gBD(xi, xj), а это противоречит к тому,
что функция gNR(xi, xj) на K2 непрерывно дифференцируема.

Теперь, ввиду неравенства (2.11), эквивалентного неравенству gNR(x
∗
i , x
∗
j) > g1(x

∗
i , x
∗
j),

нетрудно показать (например, рассмотрев два случая относительно знака левой части
(2.10) и заметив, что функция gβ(x

∗
i , x
∗
j) по β непрерывна на [1,+∞) и не убывает на

[1,+∞) ), что существует β∗ ∈ (1,+∞) такое, что выполняется следующее строгое нера-
венство

gNR(x
∗
i , x
∗
j) > gβ∗(x∗i , x

∗
j), (2.12)

где

gβ(xi, xj) = (1− xi − xj)gB(0, 0) + xigB(1, 0) + xjgB(0, 1)

+
gB(0, 0)− gB(0, 1)− gB(1, 0) + gB(1, 1)

4

(
2xi + 2xj − 1− |xi − xj|β + |xi + xj − 1|β

)
− |gB(0, 0)− gB(0, 1)− gB(1, 0) + gB(1, 1)|

4

(
|xi − xj|β + |xi + xj − 1|β − 1

)
, β ≥ 1. (2.13)

И наконец, несложно проверить непосредственно, что функция gβ(xi, xj), определен-
ная формулой (2.13), для каждого β > 1, в частности для β = β∗ является непрерывно
дифференцируемым вогнутым продолжением на K2 булевой функции gB(xi, xj).

Итак, неравенство (2.12) противоречит сделанному выше предположению о том, что
вещественная функция gNR(xi, xj) является минимумом среди непрерывно дифференци-
руемых вогнутых продолжений на K2 булевой функции gB(xi, xj), которая существенно
зависит от двух своих переменных xi и xj.
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Заключение

В качестве заключения отметим, что свойства множества непрерывно дифференцируе-
мых вогнутых продолжений на Kn произвольной булевой функции fB(x1, . . . , xn) с точки
зрения упорядоченности заметно отличаются от свойств множества всех вогнутых про-
должений на Kn этой булевой функции. А именно, согласно [15, теорема 2], множество
всех вогнутых продолжений на Kn произвольной булевой функции fB(x1, . . . , xn) имеет
минимальный элемент, а согласно доказанной выше теореме 2.2 множество непрерывно
дифференцируемых вогнутых продолжений на Kn данной булевой функции имеет ми-
нимальный элемент лишь в том случае, когда она существенно зависит не более, чем от
одной переменной.

Благодарности: Авторы благодарят рецензента за внимательное прочтение работы
и за полезные замечания.
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Об оценках устойчивости сжимающих отображений
первой группы Гейзенберга в теореме о неподвижной точке
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Аннотация.На симметрическом (1, q2) -квазиметрическом пространстве (H1
α,BoxH1

α
), где

BoxH1
α

— Box -квазиметрика первой группы Гейзенберга H1
α, исследована константа LΦ

в оценке устойчивости BoxH1
α

(u, ξ) ≤
LΦBoxH1

α

(
u,Φ(u)

)
1−ε ε -сжимающих отображений Φ по

отношению к тождественному отображению; здесь ξ — неподвижная точка отображения
Φ, u — произвольная точка группы H1

α. В работе установлено, что LΦ = 1 в случае, когда
отображение Φ представляет собой композицию левого сдвига и однородной подгруппы
растяжений. Построены примеры сжимающих отображений Φ первой группы Гейзенбрга
таких, что константа LΦ не менее, чем C

√
q2, где положительная константа C не зависит

от выбора точки u ∈ H1
α.

Ключевые слова: (q1, q2) -квазиметрика, Box -квазиметрика, каноническая группа Кар-
но, сжимающие отображения, оценки устойчивости, неподвижная точка
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Abstract. On a symmetric (1, q2) -quasimetric space (H1
α,BoxH1

α
), where BoxH1

α
is the Box -

quasimetic of the first Heisenberg group H1
α, we studied a constant LΦ in the estimate

BoxH1
α

(u, ξ) ≤
LΦBoxH1

α

(
u,Φ(u)

)
1−ε of stability of the ε -contracting mapping Φ with respect to

the identity mapping; here ξ is a fixed point of the mapping Φ and u is an arbitrary point
of H1

α. In the paper, we got that LΦ = 1 when the mapping Φ is the composition of the left
translation and the homogeneous dilation subgroup. Examples of the contracting mappings Φ

on the first Heisenberg group such that LΦ is not less then C
√
q2 were found; here positive

constant C does not depend on the choice of point u ∈ H1
α.
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Введение

(q1, q2) -квазиметрическим пространством [1–3] называется пара (X, ρX), где X —
некоторое множество, содержащее не менее двух элементов, ρX : X × X → R+ ∪ 0 —
некоторая функция, удовлетворяющая аксиоме тождества

ρX(x, y) = 0⇔ x = y

(в этом случае говорят, что ρX — функция расстояния) и (q1, q2) -обобщенному неравен-
ству треугольника, т. е.

ρX(x, y) ≤ q1ρX(x, z) + q2ρX(z, y) ∀x, y, z ∈ X, q1, q2 > 0.

Если q1 = q2 = 1, тогда (X, ρX) — квазиметрическое пространство [4]. Если для (q1, q2) -
квазиметрического пространства (X, ρX) выполняется условие обобщенной симметрии

ρX(x, y) ≤ q0ρX(y, x) ∀x, y ∈ X,

где константа q0 > 0 не зависит от выбора x, y, то (q1, q2) -квазиметрическое простран-
ство (X, ρX) является q0 -симметрическим; в случае q0 = 1 используется понятие сим-
метрического (q1, q2) -квазиметрического пространства. Метрическое пространство — это
симметрическое (1, 1) -квазиметрическое пространство.

Нетривиальными примерами (q1, q2) -квазиметрических пространств являются прост-
ранства (Lp(E), ρLp(E)), ρLp(E)(f1, f2) = ‖f1−f2‖p, где 0 < p < 1, E — измеримое ограни-
ченное подмножество Rn, ‖·‖p —стандартная норма пространства Lp(E), и пространства
Карно–Каратеодори M, снабженные BoxM -квазиметриками [5–9].

В работах А.В. Арутюнова и А.В. Грешнова [1–3] были введены (q1, q2) -квазимет-
рические пространства и исследованы их свойства, изучены накрывающие отображения,
действующие из одного (q1, q2) -квазиметрического пространства в другое, получены до-
статочные условия существования точек совпадения двух отображений, действующих в
этих пространствах и удовлетворяющих предположению о том, что одно из этих отобра-
жений является накрывающим, а другое удовлетворяет условию Липшица.

Пусть заданы отображения Ψ,Φ : (X, ρX) → (Y, ρY ), а также вещественные числа
α > β ≥ 0.

О п р е д е л е н и е 0.1. Точка x ∈ X называется точкой совпадения Ψ,Φ, если

Ψ(x) = Φ(x).

Пусть BX(x, r) = {y ∈ X | ρX(x, y) ≤ r}.

О п р е д е л е н и е 0.2. Отображение Ψ называется α -накрывающим, если

BY (Ψ(x), αr) ⊆ Ψ(BX(x, r)) ∀r ≥ 0 ∀x ∈ X.

О п р е д е л е н и е 0.3. Отображение Φ называется β -липшицевым, если

ρY
(
Φ(x1),Φ(x2)

)
≤ βρX(x1, x2) ∀x1, x2 ∈ X.

Как обычно, gph (F ) = {(x, y) ∈ X × Y | y ∈ F (x)} — график отображения F :

(X, ρX)→ (Y, ρY ).
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О п р е д е л е н и е 0.4. Отображение F замкнуто, если для любых последователь-
ностей {xi} ⊂ X и {yi} ⊂ Y таких, что они сходятся к точкам x0 и y0 соответственно и
(xi, yi) ∈ gph (F ) ∀ i, выполняется (x0, y0) ∈ gph (F ).

Символом ρ обозначается сопряженная (q2, q1) -квазиметрика, определяемая тожде-

ством ρ(x, y) = ρ(y, x) . Пусть S(θ, n) =
n−1∑
i=0

θi , n ∈ N , S(θ, 0) = 0 и β0 = 1 при β = 0 .

Для произвольных q0, q1, q2 ≥ 1 положим m0 = min{j ∈ N | q2β
j < αj} , а в предположе-

нии, что q2
0β < α положим n0 = min{j ∈ N | q1(q2

0β)j < αj} .

Теорема 0.1 ([1–3]). Пусть (q1, q2) -квазиметрическое пространство (X, ρX) полное,
Ψ — α -накрывающее и замкнутое отображение, Φ — β -липшицево отображение. За-
фиксируем произвольную точку x0 ∈ X. Тогда у отображений Ψ и Φ существует
такая точка совпадения ξ, что имеет место оценка

lim
η→ξ

ρX(x0, η) ≤
q2

1α
m0−1S

(
q2

β
α
,m0 − 1

)
+ q1(q2β)m0−1

αm0 − q2βm0
ρY (Ψ(x0),Φ(x0)).

Если пространство (X, ρX) является q0 -симметрическим, то для ξ также имеет ме-
сто оценка

ρX(x0, ξ) ≤
q3

1α
m0−1S

(
q2

β
α
,m0 − 1

)
+ q2

1(q2β)m0−1

αm0 − q2βm0
ρY (Ψ(x0),Φ(x0)),

а если, кроме того, q2
0β < α, то для ξ также имеют место оценки

ρX(x0, ξ) ≤ q0q
2
2

q2α
n0−1S

(
q1q

2
0
β
α
, n0 − 1) + (q1q

2
0β)n0−1

αn0 − q1(q2
0β)n0

ρY (Ψ(x0),Φ(x0)), (0.1)

lim
η→ξ

ρX(x0, η) ≤ q0q2

q2α
n0−1S

(
q1q

2
0
β
α
, n0 − 1) + (q1q

2
0β)n0−1

αn0 − q1(q2
0β)n0

ρY (Ψ(x0),Φ(x0)). (0.2)

Теорема 0.2 ([1–3]). Пусть (X, ρX) — полное, Ψ — α -накрывающее и замкнутое,
Φ — β -липшицево. Зафиксируем произвольную точку x0 ∈ X.

10 Пусть q1 = 1. Тогда у отображений Ψ и Φ существует такая точка совпадения
ξ, что имеет место оценка

lim
η→ξ

ρX(x0, η) ≤ α− β + q2β

α(α− β)
ρY (Ψ(x0),Φ(x0)). (0.3)

20 Пусть пространство (X, ρX) является q0 -симметрическим, q2
0β < α и q2 = 1.

Тогда существует такая точка совпадения ξ, что имеет место оценка

ρX(ξ, x0) ≤ q0
q1q

2
0β + α− q2

0β

α(α− q2
0β)

ρY (Ψ(x0),Φ(x0)). (0.4)

Пусть X = Y и Ψ = Id — тождественное отображение. Тогда α = 1, условие β < 1

означает, что отображение Φ является сжимающим, а точка совпадения превращается в
неподвижную точку. Используя свойства (q1, q2) -квазиметрических пространств, мы по-
лучаем следующую теорему, см. [1].
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Теорема 0.3 (теорема о неподвижной точке сжимающего отображения). Замкнутое
сжимающее с коэффициентом ε ∈ (0, 1) отображение Φ полного (q1, q2) -квазиметри-
ческого пространства (X, ρX) в себя имеет неподвижную точку ξ, причем единствен-
ную. При этом

10 пусть q1 = 1. Тогда для произвольной точки x0 ∈ X имеет место оценка

ρX(x0, ξ) ≤
1− ε+ q2ε

1− ε
ρX(x0,Φ(x0)), (0.5)

20 пусть q2
0ε < 1 и q2 = 1. Тогда для произвольной точки x0 ∈ X имеет место

оценка

ρX(ξ, x0) ≤ q0
q1q

2
0ε+ 1− q2

0ε

1− q2
0ε

ρX(x0,Φ(x0)). (0.6)

Оценки (0.1)–(0.4) можно рассматривать в некотором смысле как оценки устойчиво-
сти липшицева отображения по отношению к накрывающему отображению. Такие оценки
важны при практическом использовании теорем о точках совпадения накрывающих и лип-
шицевых отображений (теорем о неподвижной точке сжимающих отображений). В рабо-
те [1] были построены примеры, доказывающие, что оценки (0.1)–(0.4) имеют универсаль-
ный характер и в общем случае не улучшаемы. Таким образом, нахождение оптимальных
оценок в (0.1)–(0.4) напрямую связано с нахождением оптимальных значений констант
q1, q2, в частности, минимального значения константы q2, см. (0.3), (0.5). С другой сто-
роны, многое зависит от природы (q1, q2) -квазиметрических пространств и рассматрива-
емых там отображений. Для (важных) частных случаев (q1, q2) -квазиметрических может
так оказаться, что оценки (0.1)–(0.4) можно улучшить, в частности, оценки устойчиво-
сти (0.5), (0.6) из теоремы о неподвижной точке сжимающего отображения. Именно этот
вопрос мы обсуждаем в настоящей работе для сжимающих отображений первой группы
Гейзенберга H1

α, снабженной BoxH1
α
-квазиметрикой, являющейся симметрической (1, q2) -

квазиметрикой, см., например, [8]. А именно, в § 2 мы показываем, что для отображения Φ,

являющегося стандартным сжатием δε, ε ∈ (0, 1), или композицией δε с левым сдвигом
группы Гейзенберга H1

α, выполняется оценка

BoxH1
α
(u, ξ) ≤

BoxH1
α

(
u,Φ(u)

)
1− ε

∀u ∈ H1
α; (0.7)

здесь ξ — единственная неподвижная точка отображения Φ. Как мы видим, оценка
из (0.7) является более точной, чем оценка (0.5), и по форме она совпадает с классиче-
ской оценкой для метрических пространств [10]. Но в оценке (0.7) отсутствует формальная
связь с тем фактом, что мы имеем дело именно с (1, q2) -квазиметрическим пространством.
Естественно, что в этом случае возникает вопрос о существовании на группе Гейзенберга
H1
α сжимающих отображений Φ таких, что

BoxH1
α
(u, ξ) ≤

LΦBoxH1
α

(
u,Φ(u)

)
1− ε

∀u ∈ H1
α,

где константа LΦ зависит от константы q2. В § 3 мы доказали, что для неоднородных
сжатий Dε первой группы Гейзенберга константа LDε зависит от значений константы q2,

причем эта зависимость снизу ведет себя как O(
√
q2) (теоремы 3.1, 3.2, следствие 3.1).

В § 4 эти результаты были обобщены для отображений, являющихся композициями ле-
вых сдвигов и неоднородных растяжений первой группы Гейзенберга (теоремы 4.1, 4.2).
Существенным в наших доказательствах является следующий факт.
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Теорема 0.4 (см. [8]). Пусть α — структурная константа первой группы Гейзен-
берга H1

α. Минимальное значение константы q2 в (1, q2) -обобщенном неравенстве тре-
угольника для группы H1

α определяется как

q2 =

{
1, α ≤ 2,
α
2
, α > 2.

Получение оценок для неподвижных точек и точек совпадения отображений (q1, q2) -
квазиметрических пространств является интересной задачей. В связи с этим отметим ра-
боту [11], где для однозначных и многозначных отображений, действующих в метрическом
пространстве X и удовлетворяющих условию Липшица, получена оценка снизу рассто-
яния от заданной точки x0 ∈ X до неподвижной точки; там же данный результат был
распространен на (q1, q2) -квазиметрические пространства.

1. Каноническая первая группы Гейзенберга H1
α

Канонической конечномерной группой Ли [12] называется аналитическая группа Ли
G, экспоненциальное отображение которой является тождественным. Таким образом, G
отождествляется с некоторым евклидовым пространством RN с координатами (x1, . . . , xN),

индуцированными координатным репером (O, e1, . . . , eN). Поэтому мы можем отождеств-
лять любой элемент u ∈ G с его координатной записью; в частности, нейтральный элемент
группы G — точка O = (0, . . . , 0) (начало координат евклидова пространства RN ), и для
любого u = (x1, . . . , xN) мы имеем u−1 = (−x1, . . . ,−xN). Групповая операция « · » на
G (по-другому, левый сдвиг PG

u u
′ = u · u′ элемента u′ ∈ G на элемент u ∈ G ) опре-

деляется при помощи формулы Кэмпбелла–Хаусдорфа [13] и соответствующей таблицы
коммутаторов, заданной на базисных ортах {ei}i=1,...,N евклидова пространства RN .

Каноническая группа H1
α определяется, см. [8, 14], в стандартном евклидовом про-

странстве R3 с системой координат (x, y, t), индуцированной координатным репером
(O, e1, e2, e3), при помощи следующей таблицы коммутаторов

[e1, e2] = αe3, α > 0. (1.1)

Произвольный элемент u ∈ H1
α отождествляется со своей координатной записью, т. е.

u = xe1 + ye2 + te3 = (x, y, t).

Используя таблицу (1.1), запишем операцию левого сдвига для H1
α. Пусть w = (x, y, t),

w′ = (x′, y′, t′), тогда

PH1
α

w w′ = w · w′ =
(
x+ x′, y + y′, t+ t′ +

α

2
(xy′ − x′y)

)
.

Нейтральный элемент O канонической первой группы Гейзенберга совпадает с началом
координат евклидова пространства R3, т. е. O = (0, 0, 0), и для любого элемента u =

(x, y, t) ∈ H1
α мы имеем u−1 = (−x,−y,−t).

Однопараметрическая подгруппа растяжений δε : H1
α → H1

α, ε ≥ 0, действует на
элементы u = (x, y, t) по правилу

δεu = (εx, εy, ε2t).
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Определим неотрицательную функцию BoxH1
α

: H1
α×H1

α → R+∪0 следующим образом.
Пусть u, v ∈ H1

α, тогда v = u · (u−1v) = uc, где c = (c1, c2, c3) ∈ H1
α. Тогда

BoxH1
α
(u, v) = max{|c1|, |c2|, |c3|

1
2}.

Из определения вытекает, что функция BoxH1
α
удовлетворяет аксиомам тождества и сим-

метрии. Более того, функция BoxH1
α
является (1, q2) -квазиметрикой [8]. Функция BoxH1

α
—

это Box -квазиметрика группы Гейзенберга H1
α.

Следующие свойства, называемые инвариантностью Box -квазиметрики относительно
действий растяжений и левых сдвигов, являются прямым следствием фактов общей тео-
рии групп Карно, см. [15], но их несложно проверить непосредственно:

BoxH1
α
(δεu, δεv) = εBoxH1

α
(u, v), BoxH1

α
(PH1

α
w u, PH1

α
w v) = BoxH1

α
(u, v) ∀u, v, w ∈ H1

α.

2. Однородные сжатия и их композиции с левыми сдвигами группы H1
α

10 Рассмотрим стандартное (субриманово) сжатие δεu = (εx, εy, ε2t), u = (x, y, t),

0 < ε < 1, группы Гейзенберга H1
α. Из определения отображения δε вытекает, что един-

ственная неподвижная точка отображения здесь — начало координат O.

Мы имеем BoxH1
α
(O, u) = max{|x|, |y|, |t| 12},

BoxH1
α

(
u, δεu)

)
= max

{
|(ε− 1)x|, |(ε− 1)y|, |(ε2 − 1)t|

1
2

}
= (1− ε) max

{
|x|, |y|,

∣∣∣1 + ε

1− ε
t
∣∣∣ 12},

откуда мы получаем

BoxH1
α
(O, u) ≤

BoxH1
α

(
u, δε(u)

)
1− ε

.

20 Зафиксируем точку w = (x0, y0, t0). Рассмотрим сжимающее отображение

Φ1(u) = δε ◦ PH1
α

w (u) =
(
ε(x0 + x), ε(y0 + y), ε2t0 + ε2t+

αε2

2
(x0y − y0x)

)
,

где u = (x, y, t), 0 < ε < 1. Найдем неподвижную точку ξ = (xn, yn, tn) отображения Φ1 :

xn = ε(x0 + xn)⇒ xn =
εx0

1− ε
,

yn = ε(y0 + yn)⇒ yn =
εy0

1− ε
,

tn = ε2t0 + ε2tn +
αε2

2
(x0yn − y0xn)⇒ tn =

ε2t0
1− ε2

.

Мы имеем BoxH1
α
(u, ξ) = BoxH1

α
(O, u−1ξ), BoxH1

α
(u,Φ1(u)) = BoxH1

α
(O, u−1Φ1(u)), где

u−1ξ = (−x,−y,−t)(xn, yn, tn) = (−x,−y,−t)
( εx0

1− ε
,
εy0

1− ε
,
ε2t0

1− ε2

)
=
( εx0

1− ε
− x, εy0

1− ε
− y, ε2t0

1− ε2
− t+

αε

2(1− ε)
(−xy0 + x0y)

)
=
( εx0

1− ε
− x, εy0

1− ε
− y, ε

2t0 + t(ε2 − 1)

1− ε2
+

αε

2(1− ε)
(x0y − xy0)

)
, (2.1)
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u−1Φ1(u) = (−x,−y,−t)
(
ε(x0 + x), ε(y0 + y), ε2

(
t0 + t+

α

2
(x0y − y0x)

))
=
(
εx0 − (1− ε)x, εy0 − (1− ε)y, ε2t0 + t(ε2 − 1) + (

αε

2
+
αε2

2
)(x0y − y0x)

)
. (2.2)

Рассмотрим последние координаты в (2.1) и в (2.2); заметим, что

1 + ε

1− ε

(ε2t0 + t(ε2 − 1)

1− ε2
+

αε

2(1− ε)
(x0y − xy0)

)
=

1

(1− ε)2

(
ε2t0 + t(ε2 − 1) + (

αε

2
+
αε2

2
)(x0y − y0x)

)
. (2.3)

Учитывая (2.3), мы выводим

BoxH1
α
(u, ξ) ≤

BoxH1
α
(u,Φ1(u))

1− ε
.

30 Зафиксируем точку w = (x0, y0, t0). Рассмотрим сжимающее отображение

Φ2(u) = PH1
α

w ◦ δε(u) =
(
εx+ x0, εy + y0, t0 + ε2t+

αε2

2
(x0y − y0x)

)
,

где u = (x, y, t), 0 < ε < 1. Найдем неподвижную точку ξ = (xn, yn, tn) отображения Φ2 :

xn = εxn + x0 ⇒ xn =
x0

1− ε
, yn = εyn + x0 ⇒ yn =

y0

1− ε
,

tn = t0 + ε2tn +
αε2

2
(x0yn − y0xn) ⇒ tn =

t0
1− ε2

.

Мы имеем BoxH1
α
(u, ξ) = BoxH1

α
(O, u−1ξ), BoxH1

α
(u,Φ1(u)) = BoxH1

α
(O, u−1Φ1(u)), где

u−1ξ = (−x,−y,−t)(xn, yn, tn) = (−x,−y,−t)
( x0

1− ε
,
y0

1− ε
,

t0
1− ε2

)
=
( x0

1− ε
− x, y0

1− ε
− y, t0

1− ε2
− t+

α

2(1− ε)
(−xy0 + x0y)

)
=
( εx0

1− ε
− x, εy0

1− ε
− y, t0 + t(ε2 − 1)

1− ε2
+

α

2(1− ε)
(x0y − xy0)

)
, (2.4)

u−1Φ2(u) = (−x,−y,−t)
(
εx+ x0, εy + y0, t0 + ε2t+

αε

2
(x0y − y0x)

)
=
(
x0 − (1− ε)x, y0 − (1− ε)y, ε2t0 + t(ε2 − 1) +

(α
2

+
αε

2

)
(x0y − y0x)

)
. (2.5)

Рассмотрим последние координаты в (2.4) и в (2.5); заметим, что

1 + ε

1− ε

(t0 + t(ε2 − 1)

1− ε2
+

α

2(1− ε)
(x0y − xy0)

)
=

1

(1− ε)2

(
ε2t0 + t(ε2 − 1) + (

α

2
+
αε

2
)(x0y − y0x)

)
. (2.6)

Учитывая (2.6), мы выводим

BoxH1
α
(u, ξ) ≤

BoxH1
α
(u,Φ2(u))

1− ε
.
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3. Неоднородные сжатия группы H1
α

О п р е д е л е н и е 3.1. Отображение

Dε : (x, y, t)→ (ε1x, ε2y, ε1ε2t), 0 < ε1, ε2 < 1, ε1 6= ε2, ε = max
i=1,2
{εi},

назовем неоднородным сжатием группы Гейзенберга H1
α.

Далее для определенности полагаем, что ε1 > ε2.

С в о й с т в о 3.1. Отображение Dε : 10 является ε -липшицевым, 20 имеет един-
ственную неподвижную точку, совпадающую с началом координат O.

Д о к а з а т е л ь с т в о.
10 Несложно проверить непосредственно, что

BoxH1
α
(Dε(u), Dε(v)) ≤ εBoxH1

α
(u, v).

Пусть u1 = (x1, 0, 0), u2 = (x2, 0, 0), тогда

BoxH1
α
(Dε(u1), Dε(u2)) = ε1|x1 − x2| = ε1BoxH1

α
(u, v).

20 Очевидно.

Теорема 3.1. Для произвольной точки u = (x, y, t) ∈ H1
α имеет место оценка

BoxH1
α
(O, u) ≤ √q2

BoxH1
α
(u,Dεu)

1− ε
. (3.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Мы имеем BoxH1
α
(O, u) = max{|x|, |y|, |t| 12},

BoxH1
α
(u,Dεu) =

(
x(ε1 − 1), y(ε2 − 1),

α

2
xy(ε1 − ε2)− t(1− ε1ε2)

)
.

Если BoxH1
α
(O, u) = |x| или BoxH1

α
(O, u) = |y|, то в этом случае очевидно выполняется

оценка

BoxH1
α
(O, u) ≤

BoxH1
α
(u,Dεu)

1− ε
. (3.2)

Пусть BoxH1
α
(O, u) = |t| 12 . Если при этом xy = 0, то оценка (3.2) очевидно выполняет-

ся. Далее полагаем, что xy 6= 0. Обозначим k = 1−ε1ε2
ε1−ε2 . Отметим, что k > 1.

Предположим, что
|t|(1− ε1ε2)

k
≤ α

2
|xy|(ε1 − ε2).

Мы имеем
BoxH1

α
(u,Dεu) ≥ max{|x|(1− ε1), |y|(1− ε2)},

тогда

|t| ≤ α

2
|xy| ≤ α

2

Box2
H1
α
(u,Dεu)

(1− ε1)(1− ε2)
⇒ |t|

1
2 ≤

√
α

2

BoxH1
α
(u,Dεu)

1− ε
,

откуда, с учетом теоремы 0.4, вытекает оценка (3.1).
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Теперь пусть
|t|(1− ε1ε2)

k
>
α

2
|xy|(ε1 − ε2),

тогда ∣∣∣α
2
xy(ε1 − ε2)− t(1− ε1ε2)

∣∣∣ ≥ |t|(1− ε1ε2)
(

1− 1

k

)
= |t|(1− ε1)(1 + ε2).

Откуда получаем

|t|
1
2 ≤

BoxH1
α
(u,Dεu)√

(1− ε1)(1 + ε2)
≤

BoxH1
α
(u,Dεu)

1− ε
.

В общем случае оценку (3.1) нельзя назвать более точной, чем оценка (0.5); все зависит
от выбора ε и q2.

Теорема 3.2. Имеет место оценка

LDε ≥
√
q2
ε1 − ε2

1− ε1ε2

. (3.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть u = (x, y, t) ∈ H1
α.

Случай 1. Пусть q2
ε1−ε2
1−ε1ε2 ≥ 1. В этом случае всегда найдется точка u такая, что

BoxH1
α
(O, u) = |t| 12 , xy 6= 0, и при этом выполняется тождество

t(ε1ε2 − 1) +
α

2
xy(ε1 − ε2) = 0,

тогда
t =

α

2
xy

ε1 − ε2

1− ε1ε2

,

BoxH1
α
(u,Dεu) = max{|x|(1− ε1), |y|(1− ε2)}.

Можно при этом рассматривать такую точку u, что x = y. Тогда

|t| = α

2

ε1 − ε2

(1− ε1ε2)(1− ε1)2
Box2

H1
α
(u,Dεu),

откуда, учитывая неравенство ε = ε1 > ε2 и теорему 0.4, вытекает тождество

BoxH1
α
(O, u) =

√
q2
ε− ε2

1− εε2

BoxH1
α
(u,Dεu)

1− ε
.

Покажем, см. (0.5), что√
q2
ε− ε2

1− εε2

≤ 1 + ε(q2 − 1) ⇔ q2
ε− ε2

1− εε2

≤ 1 + 2ε(q2 − 1) + ε2(q2 − 1)2. (3.4)

Пусть f(ε2) = q2
ε−ε2
1−εε2 , тогда

f ′(ε2) = q2
−1 + ε

(1− εε2)2
< 0, f(0) = q2ε < 1 + 2ε(q2 − 1) + ε2(q2 − 1)2,

поэтому неравенство (3.4) выполняется.
Случай 2. Теперь пусть q2

ε1−ε2
1−ε1ε2 < 1. Всегда найдется точка u такая, что BoxH1

α
(O, u) =

max{|x|, |y|}, и в этом случае выполняется выполняется неравенство (3.2).
Неравенство (3.3) следует из случаев 1, 2.

Следствие 3.1. √
q2
ε− ε2

1− εε2

≤ LDε ≤ 1 + ε(q2 − 1).
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4. Композиции неоднородных сжатий и левых сдвигов группы H1
α

4.1 Композиция P
H1
α

w ◦Dε

Зафиксируем точку w = (x0, y0, t0), x0y0 6= 0. Рассмотрим сжимающее отображение

Φ̃2(u) = PH1
α

w ◦Dε(u) =
(
ε1x+ x0, ε2y + y0, t0 + ε1ε2t+

α

2
(ε2x0y − ε1y0x)

)
,

где u = (x, y, t). Нетрудно убедиться в том, что отображение Φ̃2 является ε -липшицевым,
где ε = ε1. Найдем неподвижную точку ξ = (xn, yn, tn) отображения Φ̃2. Мы имеем

ε1xn + x0 = xn ⇒ xn =
x0

1− ε1

,

ε2yn + y0 = yn ⇒ yn =
y0

1− ε2

,

tn = t0 + ε1ε2tn +
αx0y0

2

( ε2

1− ε2

− ε1

1− ε1

)
⇒ tn =

t0
1− ε1ε2

− αx0y0(ε1 − ε2)

2(1− ε1ε2)(1− ε1)(1− ε2)
.

Теорема 4.1.

LΦ̃2
≥ C

√
q2
ε1 − ε2

1− ε1ε2

для некоторой положительной константы C = C(x0, y0, ε1, ε2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v = (0, 0, t). Тогда

BoxH1
α
(ξ, v) = max

{∣∣∣ x0

1− ε1

∣∣∣, ∣∣∣ y0

1− ε2

∣∣∣, ∣∣∣ t0
1− ε1ε2

− αx0y0(ε1 − ε2)

2(1− ε1ε2)(1− ε1)(1− ε2)
− t
∣∣∣ 12},

BoxH1
α
(v, Φ̃2(v)) = max{|x0|, |y0|,

∣∣t0 + (ε1ε2 − 1)t
∣∣ 12}.

Выберем t таким образом, чтобы выполнялось равенство t0 + (ε1ε2 − 1)t = 0. В этом
случае

BoxH1
α
(ξ, v) = max

{∣∣∣ x0

1− ε1

∣∣∣, ∣∣∣ y0

1− ε2

∣∣∣, ∣∣∣ αx0y0(ε1 − ε2)

2(1− ε1ε2)(1− ε1)(1− ε2)

∣∣∣ 12},
BoxH1

α
(v, Φ̃2(v)) = max{|x0|, |y0|} = m.

В случае, если BoxH1
α
(ξ, v) = max

{∣∣∣ x0

1− ε1

∣∣∣, ∣∣∣ y0

1− ε2

∣∣∣}, то очевидно выполняется оценка

BoxH1
α
(ξ, v) ≤

BoxH1
α
(v, Φ̃2(v))

1− ε
.

Пусть BoxH1
α
(ξ, v) =

∣∣∣ αx0y0(ε1 − ε2)

2(1− ε1ε2)(1− ε1)(1− ε2)

∣∣∣ 12 , тогда
Box2

H1
α
(ξ, v) =

α

2
Box2

H1
α
(v, Φ̃2(v))

(ε1 − ε2)

(1− ε1ε2)

|x0y0|
(1− ε1)2m2

1− ε1

1− ε2

⇒ BoxH1
α
(ξ, v) = C

√
q2

(ε− ε2)

(1− εε2)

BoxH1
α
(v, Φ̃2(v))

(1− ε)
,

где C = C(x0, y0, ε1, ε2) — некоторая положительная константа. Откуда и следует теоре-
ма 4.1.
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4.2 Композиция Dε ◦ PH1
α

w

Зафиксируем точку w = (x0, y0, t0), x0y0 6= 0. Рассмотрим сжимающее отображение

Φ̃1(u) = Dε ◦ PH1
α

w (u) =
(
ε1(x+ x0), ε2(y + y0), ε1ε2

(
t0 + t+

α

2
(x0y − y0x)

))
,

где u = (x, y, t). Нетрудно убедиться в том, что отображение Φ̃1 является ε -липшицевым,
где ε = ε1. Найдем неподвижную точку ξ = (xn, yn, tn) отображения Φ̃1. Мы имеем

xn = ε1(x0 + xn) ⇒ xn =
ε1x0

1− ε1

,

yn = ε2(yn + y0) ⇒ yn =
ε2y0

1− ε2

,

tn = t0 + ε1ε2tn +
αx0y0

2

( ε2

1− ε2

− ε1

1− ε1

)
⇒ tn =

t0
1− ε1ε2

− αx0y0(ε1 − ε2)

2(1− ε1ε2)(1− ε1)(1− ε2)
.

Теорема 4.2.

LΦ̃1
≥ C

√
q2
ε1 − ε2

1− ε1ε2

для некоторой положительной константы C = C(x0, y0, ε1, ε2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v = (0, 0, t). Тогда

BoxH1
α
(ξ, v) = max

{∣∣∣ ε1x0

1− ε1

∣∣∣, ∣∣∣ ε2y0

1− ε2

∣∣∣, ∣∣∣ ε1ε2t0
1− ε1ε2

− αε1ε2x0y0(ε1 − ε2)

2(1− ε1ε2)(1− ε1)(1− ε2)
− t
∣∣∣ 12},

BoxH1
α
(v, Φ̃2(v)) = max

{
|ε1x0|, |ε2y0|,

∣∣ε1ε2(t0 + t)− t
∣∣ 12}.

Выберем t таким образом, чтобы выполнялось равенство ε1ε2(t0 + t) − t = 0. Далее,
действуя так же как и при доказательстве теоремы 4.1, получаем теорему 4.2.
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Аннотация. В статье рассматриваются движения динамической системы gt, заданной
на топологическом компактном многообразии V.

Показано, что множество M1 неблуждающих относительно V точек является мно-
жеством центральных движений M, а в множестве M всюду плотно объединение всех
компактных минимальных множеств. Установлено, что для любого движения f(t, p) най-
дется компактное минимальное множество Ω ⊂ V, обладающее следующим свойством: для
всех t0 ∈ R и каждой окрестности EΩ множества Ω вероятность принадлежности дуги
{f(t, p) : t ∈ [t0, t1]} траектории движения f(t, p) множеству EΩ стремится к единице при
t1 → +∞; аналогичное утверждение справедливо также и для дуги {f(t, p) : t ∈ [−t1, t0]}.

Все утверждения настоящей статьи без каких-либо изменений переносятся на систему
gt, заданную в хаусдорфовом секвенциально компактном топологическом пространстве.
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Введение

Пусть V — топологическое компактное многообразие размерности n и R — действи-
тельная ось (−∞,+∞). Рассмотрим отображение f : R× V → V и положим

f(t, p) = gtp.

При этом будем считать, что:
(a) отображение f непрерывно по совокупности переменных t, p на множестве R×V ;

(b) для всех p ∈ V
g0p = p;

(c) для всех t, τ ∈ R
gt+τ = gtgτ .

По определению gt представляет собой динамическую систему, для которой установ-
лены все базовые понятия и свойства общей теории динамических систем (см. [1, гл. VII]).
Поэтому будем говорить, что для любого p ∈ V функция t → f(t, p) — движение
(см. [2, с. 347]).

Конечной целью общей теории динамических систем является «качественное опреде-
ление всех возможных типов движений и взаимоотношений между этими движениями»
(см. [1, с. 194]). Первые результаты построения основ такой теории сведены Биркгофом
вместе в [1, гл. VII]. Дальнейшее развитие результатов Биркгофа изложено в [2, гл. V].
Как это ни покажется странным, с тех пор, до еще совсем недавнего прошлого, ничего
принципиально нового в данной области получено не было (см., например, [3, с. 1–4]).

Заметим теперь, что в статьях [4] и [5] было существенным образом упрощено устояв-
шееся представление о взаимоотношении движений в метрическом пространстве Σ и уста-
новлено полное взаимоотношение движений на компактном многообразии V. Целью на-
стоящей работы является дальнейшее развитие результатов статьи [5], направленное на
изучение структуры множества неблуждающих точек и общих вероятностных свойств
движений системы gt, заданной на V.

1. Произвольные и рекуррентные движения

Первым типом движений, который выделил Биркгоф, было рекуррентное движение
(см. [1, с. 194]). Поэтому, прежде всего, остановимся на этом фундаментальном понятии,
которое будет определять все дальнейшие построения.

Зафиксируем произвольный атлас (Φs, ϕs)s∈S многообразия V, где Φs — некоторая
открытая часть пространства Rn и ϕs — гомеоморфизм Φs на Vs ⊂ V. При этом, по-
скольку V компактно, можем считать, что число S конечно.

Напомним, что множество M называется минимальным, если оно непусто, замкнуто,
инвариантно и не содержит ни одного собственного подмножества, обладающего тремя
указанными выше свойствами (см. [1, с. 203]).

Следуя Биркгофу, будем называть любое движение f(t, p) системы gt, расположен-
ное в компактном минимальном множестве M, рекуррентным. Кроме того, заметим, что
Биркгоф фактически доказал следующее (см. [1, с. 203]): для рекуррентности движения
f(t, p) на V необходимо и достаточно, чтобы для каждого сколь угодно малого поло-
жительного числа ε нашлось такое Tε > 0, что при всех τ ∈ R и σ ∈ R существует
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такое t ∈ [σ, σ + Tε], что

‖ϕ−1
s (f(τ, p))− ϕ−1

s (f(t, p))‖ < ε

на одном из множеств Φs . Более того, Биркгоф установил, что на V ω - и α -предельные
множества любого движения всегда содержат рекуррентные движения (см. [1, с. 204]).

В дальнейшем при исследовании рекуррентных движений системы gt мы будем интер-
претировать многообразие V как полуметрическое пространство с отделимой структурой.

Напомним, что топологическое пространство Γ называется полуметрическим, если
топология в нем индуцирована направленным семейством полуметрик (di)i∈I , где множе-
ство индексов I может иметь произвольную мощность (см., например, [6, с. 456]).

Напомним также, что функция dγ : Γ × Γ → [0,+∞) называется полуметрикой, если
она удовлетворяет следующим условиям:

(A) для всех (p, q) ∈ Γ× Γ

dγ(p, q) = dγ(q, p);

(B) для всех p ∈ Γ

dγ(p, p) = 0,

а случай
dγ(p, q) = 0

не исключается при q 6= p;

(C) для всех p ∈ Γ, q ∈ Γ и r ∈ Γ выполнено неравенство треугольника

dγ(p, q) ≤ dγ(p, r) + dγ(r, q).

И, наконец, напомним, что семейство полуметрик (di)i∈I называется направленным,
если для любой конечной части J ⊂ I найдется такое k ∈ I, что dk ≥ dj для всех j ∈ J.
Если же для каждой пары p 6= q найдется такая полуметрика dγ, что

dγ(p, q) > 0,

то будем говорить, что пространство Γ снабжено отделимой структурой (см. [6, с. 456]).
Заметим теперь, что многообразие V полуметризуемо как топологическое компактное

пространство (см. [6, с. 458]). Полуметрики на V мы определим следующим образом.
Зафиксируем некоторую точку x ∈ V, некоторую ее окрестность Ex и зададим непре-

рывную функцию γ : V → [0,+∞), такую, что γ(p) > 0, если p ∈ Ex, и γ(p) = 0

в противном случае. Тогда равенство

dγ(p, q) = |γ(p)− γ(q)|

дает полуметрику dγ на V (см. [6, с. 457]).
Изменяя функцию γ, мы можем получать различные полуметрики dγ. Значит, всегда

можно построить семейство полуметрик (di)i∈IEx
, которое будет направленным. При этом

всегда можно добиться того, что для двух любых точек p 6= q нашлась полуметрика
dγ, для которой dγ(p, q) > 0. Проделав эту процедуру на всех окрестностях Ex всех
точек x ∈ V, мы превратим V в полуметрическое пространство с отделимой структурой,
в котором топология T ′ вводится семейством полуметрик (di)i∈I , где

I =
⋃
Ex

IEx .
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З а м е ч а н и е 1.1. Множество E ⊂ V открыто в топологии T ′ тогда и только
тогда, когда вместе с каждой своей точкой x оно содержит некоторый шар

Bγ(x, ε) = {p ∈ V : dγ(x, p) < ε}

(см. [6, с. 456]). Очевидно, что эта топология совпадает с исходной топологией T , введен-
ной на V атласом (Φs, ϕs)s∈S.

Полное взаимоотношение произвольных и рекуррентных движений системы gt на мно-
гообразии V устанавливает следующая

Теорема 1.1. Пусть f(t, p) — некоторое движение системы gt. Тогда из любой
последовательности натуральных чисел (Nk)k∈N ↑ +∞ можно выбрать такую ее под-
последовательность (Nkl)l∈N ↑ +∞, что существуют рекуррентные движения f(t, q)

и f(t, r), обладающие следующими свойствами:
(i) равномерно на каждом отрезке [a, b] ⊂ R

lim
l→+∞

di(f(t+Nkl , p), f(t, q)) = 0, i ∈ I,

и
lim
l→+∞

di(f(t−Nkl , p), f(t, r)) = 0, i ∈ I;

(ii) равномерно на всей оси R

lim
l→+∞

di(f(t+Nkl+1
−Nkl , q), f(t, q)) = 0, i ∈ I,

и
lim
l→+∞

di(f(t−Nkl+1
+Nkl , r), f(t, r)) = 0, i ∈ I.

При этом ω - и α -предельные множества движения f(t, p) — компактные минималь-
ные множества.

Теорема 1.1 непосредственно следует из теорем 3.1 и 4.1 работы [5]. Поэтому ее дока-
зательство здесь мы не приводим.

Для полноты картины заметим теперь, что согласно [5] (теорема 2.1 и следствие 3.1
указанной работы) структура рекуррентного движения может быть уточнена, так как
имеет место следующая

Теорема 1.2. На компактном многообразии V необходимое и достаточное условие
рекуррентности движения f(t, p) состоит в том, что для каждого ε > 0 существует
такое Nε ∈ N, что

sup
t∈R

di(f(t, p), f(t+Nε, p)) < ε, i ∈ I.

2. Множество центральных движений

В развитие понятия рекуррентного движения Биркгоф ввел в рассмотрение понятие
региональной рекуррентности (см. [1, с. 194]). Здесь мы остановимся на этом понятии в
его классической форме множества центральных движений (см. [1, с. 195–200]).

Напомним, что точка p ∈ V называется блуждающей, если найдется такая ее окрест-
ность Ep и такое T > 0, что

Ep ∩ f(t, Ep) = ∅



О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ ДВИЖЕНИЙ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 33

для всех t ≥ T. При этом неизбежно оказывается, что

Ep ∩ f(−t, Ep) = ∅

для всех t ≥ T.

Множество E блуждающих точек открыто и инвариантно. Поэтому множество

M1 = V \ E

неблуждающих относительно V точек замкнуто (и, потому, компактно) и инвариантно.
Вообще говоря, Биркгоф допускал, что множество M1 может содержать компактное

инвариантное множество точек M2, неблуждающих относительно M1. Значит, согласно
допущению Биркгофа может существовать такая вполне упорядоченная система компакт-
ных инвариантных множеств

M1 ⊃M2 ⊃ . . . ⊃Mβ ⊃Mβ+1 ⊃ . . . , (2.1)

занумерованных порядковыми числами первого и, возможно, второго классов, что точки
каждого последующего множества являются неблуждающими относительно предыдуще-
го. Однако, всегда найдется такое число α не выше второго класса, что последователь-
ность (2.1) обрывается, т. е. что

Mα = Mα+1 = . . .

(см. [1, с. 199]). Такое множество Mα Биркгоф назвал множеством центральных дви-
жений. В дальнейшем мы будет обозначать это множество через M.

Таким образом, M — компактное инвариантное множество, не содержащее ни одного
собственного подмножества, содержащего неблуждающие относительно M точки. Кроме
того, заметим, что любое компактное минимальное множество M является частью M.

Более точную структуру множества M устанавливает следующая

Теорема 2.1. В множестве M всюду плотно объединение всех компактных мини-
мальных множеств.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через FM — множество нерекуррентных движе-
ний, расположенных в M, и предположим, что это множество непусто.

Пусть f(t, p) — произвольное движение из FM и пусть Ep ⊂M — некоторая окрест-
ность точки p. Если Ep не содержит точек минимальных множеств, то в силу теоремы
1.1 точка p — блуждающая, что невозможно.

Приведенная выше конструкция построения множества M может быть принципиаль-
но упрощена, поскольку справедлива следующая

Теорема 2.2. Множество M1 последовательности (2.1) является множеством цен-
тральных движений M.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если V — минимальное множество, то теорема 2.2 верна,
поскольку в этом случае V = M1. Поэтому рассмотрим случай, в котором множество FV
всех нерекуррентных движений, расположенных в V, непусто.

Пусть f(t, p) — произвольное движение из FV и пусть Ω и A — соответственно ω -
и α -предельные множества этого движения. Согласно теореме 1.1 оба множества Ω и A
компактны и минимальны. Значит, если множество M не совпадает множеством V, то
M1 = M, что следует из теоремы 2.1.
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3. Простейшие иллюстративные примеры

Почти все известные примеры построения последовательности (2.1) носят формаль-
ный характер, иллюстрирующий соответствующие рассуждения. Поэтому такие примеры
нередко бывают ошибочными. Чтобы убедиться в этом, рассмотрим, прежде всего, следу-
ющие два простейших примера.

П р и м е р 3.1. На топологическом компактном многообразии

V = {(x1, x2) : x2
1 + x2

2 ≤ 1}

зададим систему дифференциальных уравнений

ẋ1 = −x2 + x1(1− x2
1 − x2

2), ẋ2 = x1 + x2(1− x2
1 − x2

2) (3.1)

и положим x10 ∈ (0, 1) и x20 ∈ (0, 1). В полярных координатах (r, θ) эта система может
быть записана в следующем виде:

ṙ = r(1− r2), θ̇ = 1.

Значит, ω -предельным множеством движения f(t, x10 , x20) системы (3.1) является орби-
тально устойчивый предельный цикл

C = {(x1, x2) : x2
1 + x2

2 = 1},

а α -предельным множеством — неустойчивый фокус O(0, 0).

Следуя [2, с. 375], наряду с (3.1) рассмотрим систему

ẋ1 = [−x2 + x1(1− x2
1 − x2

2)][(x1 − 1)2 + x2
2)], (3.2)

ẋ2 = [x1 + x2(1− x2
1 − x2

2)][(x1 − 1)2 + x2
2)]. (3.3)

В координатах (r, θ) система (3.2), (3.3) может быть записана в следующем виде:

ṙ = r(1− r2)(1 + r2 − 2r cos θ), θ̇ = (1 + r2 − 2r cos θ). (3.4)

В [2, с. 375] считается, что движение f(t, x10 , x20) системы (3.2), (3.3) осуществляется
по соответствующей кривой L уравнения

dr

dθ
= r(1− r2)

или, что эквивалентно, по соответствующей траектории системы (3.1). Если это так, то
цикл C распадается на положение равновесия A(1, 0) и дугу C \ A, причем траектория
K движения f(t, x10 , x20) наматывается на C как спираль. Поэтому согласно [2, с. 376]
для системы (3.2), (3.3) приходится принять

M1 = A ∪ (C \ A) ∪O.

Тогда мы приходим к выводу, что

M2 = M = A ∪O.
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Последнее, однако, неверно.
В самом деле, для всех r0 ∈ (0, 1) непродолжаемое решение (r(t), θ(t)) системы (3.4)

с начальным условием
r(0) = r0, θ(0) = π

ограничено при t → +∞, поскольку ω -предельным множеством данного решения яв-
ляется положение равновесия {r = 1}, {θ = 2π}. Однако, из ограниченности θ(t) при
t→ +∞ следует, что траектория K не может наматываться на C.

Таким образом, движение f(t, x10 , x20) не осуществляется по кривой L. Кроме того,
ограниченность θ(t) при t → +∞ означает, что ω -предельным множеством движения
f(t, x10 , x20) является положение равновесия A. Следовательно,

M1 = M = A ∪O.

Это и утверждает теорема 2.2.

П р и м е р 3.2. Пусть T2 — тор с циклическими координатами (ξ1, ξ2) с периодом,
равным единице. На действительной плоскости R2 рассмотрим систему

ẋ1 = 1, ẋ2 = λ, (3.5)

где λ — некоторое положительное иррациональное число. Траектории системы (3.5) по-
рождают на T2 эргодический поток (см., например, [7, с. 450]), т. е. каждое движение
данной системы является рекуррентным, а траектория этого движения всюду плотна на
T2.

Теперь, следуя [2, с. 365], на R2 рассмотрим систему

ẋ1 = sin2 πx1 + sin2 πx2, ẋ2 = λ(sin2 πx1 + sin2 πx2). (3.6)

В [2, с. 365] считается, что движения системы (3.6) осуществляются по кривым уравнения

dx2

dx1

= λ

или, что эквивалентно, по траекториям системы (3.5). Отсюда в [2, с. 365] делается вывод,
что на T2 на кривой x2 = λx1 система (3.6) порождает три типа движений:

(d) положение равновесия O(0, 0);

(e) положительно асимптотические по отношению к O и отрицательно устойчивые по
Пуассону;

(f) отрицательно асимптотические по отношению к O и положительно устойчивые по
Пуассону.

Если это так, то траектории всех движений типа (e) и (f) системы (3.6) (по определению
нерекуррентных) всюду плотны на T2. Поэтому для этой системы

M1 = M = T2 (3.7)

(см. [2, с. 373]). Последнее, однако, неверно.
В самом деле, очевидно, что на кривой x2 = λx1 система (3.6) эквивалентна системе

ẋ1 = sin2 πx1 + sin2 λπx1, ẋ2 = λ(sin2 π

λ
x2 + sin2 πx2). (3.8)
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Поскольку λ — иррациональное число, то правые части системы (3.8) не являются пери-
одическими. Значит, движения данной системы, отличные от O, не могут быть представ-
лены на T2.

Таким образом, движения системы (3.6) не осуществляются по траекториям системы
3.5. Более того, согласно теореме 1.1 траектории движений типа (e) и (f) нигде не плот-
ны на T2. Поэтому разговор о справедливости цепочки (3.7) лишен какого-либо смысла.
Без дополнительного изучения можно лишь утверждать, что множество M является соб-
ственной частью тора T2 и что O ⊂M.

З а м е ч а н и е 3.1. Важнейшее значение примеров 3.1 и 3.2 состоит в том, что они
тривиальным образом иллюстрируют следующее утверждение, вытекающее из теоремы
1.1: на топологическом компактном многообразии V не существует ни устойчивых по
Пуассону нерекуррентных движений, ни притягивающих множеств типа гомоклини-
ческого или гетероклинического аттрактора.

4. Пример Майера

Обратимся теперь к гораздо более сложному примеру, который имеет ярко выражен-
ный концептуальный характер.

П р и м е р 4.1. Одним из самых сложных примеров построения множества M яв-
ляется пример Майера (см. [2, с. 380–389]).

Суть примера Майера состоит в следующем: на некоторой компактной части T про-
странства R3 строится система дифференциальных уравнений, имеющая такое множество
центральных движений M = Mα, что порядковое число α оказывается числом, большим
любого другого наперед заданного числа второго класса β.

Детальное обсуждение примера Майера едва ли возможно ввиду его чрезвычайной
громоздкости. Кроме того, подробное обсуждение усложняется еще и тем, что этапы по-
строения этого примера содержат ряд важнейших недоказанных утверждений. Так, в нем
формально дважды осуществляется переход, полностью аналогичный переходам от систе-
мы (3.1) к системе (3.2), (3.3) в примере 3.1 и от системы (3.5) к системе (3.6) в примере
3.2 и оказавшихся в этих примерах некорректными.

Рассмотрим первый из упомянутых переходов.
По условию множество T содержит окружность

C = {(x1, x2, x3) : x2
1 + x2

2 = 1, x3 = 0}.

Пусть ξ — длина дуги данной окружности с выбранными точкой отсчета P и направле-
нием обхода. На первом этапе примера Майера в некоторой окрестности точки P строятся
дуги

L1, L2, . . . , Lω, Lω+1, . . . , Lγ, . . . , Lβ, (4.1)

каждая из которых допускает представление

Lγ(ξ) = (x1,γ(ξ), x2,γ(ξ), x3,γ(ξ)),

где каждая функция ξ → xi,γ(ξ) имеет непрерывную производную

dxi,γ
dξ

, i = 1, 2, 3,
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вне сколь угодно малой окрестности EP точки P. В [2, с. 381] утверждается, что на осно-
вании только лишь этого на T могут быть построены функции Fi, локально удовлетво-
ряющие условию Липшица вне EP , такие, что все непродолжаемые решения автономной
системы

dxi
dξ

= Fi(x1, x2, x3), i = 1, 2, 3, (4.2)

определены для всех ξ ∈ R, причем все дуги (4.1) расположены на соответствующих
кривых данной системы.

Очевидно, что без доказательства существования системы (4.2), обладающей указан-
ными в [2, с. 381] свойствами, пример Майера превращается в некую аксиому. Однако,
мы не будем прерывать обсуждение на столь ранней стадии и предположим, что такая
автономная система может существовать.

Приняв это, заметим, что далее в [2, с. 381] формальной подстановкой

dξ = µ(x1, x2, x3) dt,

где
µ(x1, x2, x3) ≥ 0,

наряду с системой (4.2) вводится в рассмотрение система

dxi
dt

= Gi(x1, x2, x3), i = 1, 2, 3. (4.3)

Система (4.3) отличается от системы (4.2) тем, что в ней точка P становится положением
равновесия. В результате все функции Gi удовлетворяют условию Липшица на T. При
этом утверждается, что движения, соответствующие решениям системы (4.3), определен-
ным при t ∈ R, осуществляются по кривым системы (4.2) (см. [2, с. 382]).

Аналогичным образом, формальной подстановкой

dt = ν(x1, x2, x3) dτ,

где
ν(x1, x2, x3) ≥ 0,

производится переход от системы (4.3) к новой системе

dxi
dτ

= Hi(x1, x2, x3), i = 1, 2, 3, (4.4)

в которой функции Hi удовлетворяют условию Липшица на T, как и функции Gi в
системе (4.3).

Как утверждается, движения, соответствующие решениям системы (4.4), определен-
ным при τ ∈ R, осуществляются по траекториям системы (4.3), т. е. по кривым системы
(4.2). Более того, система (4.4) содержит несчетное множество P положений равновесия,
содержащее точку P (см. [2, с. 388]). После перехода к системе (4.4) должна получиться
последовательность траекторий

K1, K2, . . . , Kω, Kω+1, . . . , Kβ (4.5)
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данной системы, обладающая следующим свойством: ω - или α -предельными точками
движений на любой траектории Kδ при всех числах γ > δ являются точки траекторий
Kγ и только они. В результате этого и образуется множество Mα, α > β.

Очевидно, что говорить о построении последовательности (4.5) можно лишь тогда, ко-
гда переход от системы (4.3) к системе (4.4) корректен. Однако, какое-либо обоснование
корректности каждого из указанных выше переходов в [2, с. 387, 388] отсутствует. Кроме
того, в примерах 3.1 и 3.2 мы видели, что создание даже одного положения равновесия
в простейшей системе принципиально меняет качественную картину поведения траекто-
рий. Следовательно, без соответствующего полного и подробного обоснования разговор о
построении последовательности (4.5) теряет какой-либо смысл.

Остается добавить, концепция примера Майера опровергается как теоремой 1.1, так
и теоремой 2.2.

З а м е ч а н и е 4.1. Очевидно, что пример Майера содержит слишком много проти-
воречивых утверждений аксиоматического характера. Только этим можно объяснить то,
что данный пример был исключен из перевода [8] монографии [2].

5. Вероятностные свойства движений

Общие вероятностные свойства последовательности (2.1) были изучены еще Биркго-
фом (см. [1, с. 201]).

Принимая во внимание теорему 2.2, здесь мы не будем останавливаться на соответству-
ющей теореме Биркгофа, а ограничимся лишь следующим определением (см. [1, с. 390]).

Пусть f(t, p) — произвольное движение и пусть E — некоторая открытая часть мно-
гообразия V. Тогда для всех t0 ∈ R и t1 > t0 вероятность принадлежности дуги
{f(t, p) : t ∈ [t0, t1]} траектории K движения f(t, p) множеству E есть величина

mesE(t0, t1)

t1 − t0
, (5.1)

где mesE(t0, t1) — обычная лебегова линейная мера множества тех t ∈ [t0, t1], для кото-
рых f(t, p) ∈ E.

З а м е ч а н и е 5.1. Поскольку множество E открыто и отображение f непрерывно,
вероятность (5.1) определена для всех t0 ∈ R и t1 > t0.

Вероятностные свойства движений системы gt на топологическом компактном много-
образии V устанавливает следующая

Теорема 5.1. Пусть f(t, p) — некоторое движение системы gt. Тогда существуют
компактные минимальные множества Ω и A, обладающие следующим свойством: для
всех t0 ∈ R и любых окрестностей EΩ и EA множеств Ω и A

lim
t1→+∞

mesEΩ(t0, t1)

t1 − t0
= 1 (5.2)

и

lim
t1→+∞

mesEA(−t1, t0)

t1 − t0
= 1. (5.3)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего, зафиксируем произвольное движение f(t, p).

Пусть Ω и A — соответственно ω - и α -предельные множества движения f(t, p),

согласно теореме 1.1 компактные и минимальные. Для простоты обозначений положим

M ′ = Ω ∪ A (5.4)

и заметим, что в силу свойства (i) теоремы 1.1 для каждой окрестности E множества M ′

существуют натуральное N и положительное T, удовлетворяющие следующему условию:
всегда можно указать N интервалов длины T, таких, что при всех t, не принадлежащих
ни одному из них, точка f(t, p) лежит в E (см. [1, с. 390]). Отсюда непосредственно
следуют равенства (5.2) и (5.3).

Следствие 5.1. Любая окрестность E множества M ′, задаваемого равенством
(5.4), обладает следующим свойством:

lim
τ→+∞

mesE(−τ, τ)

2τ
= 1.

З а м е ч а н и е 5.2. Теорема 1.1 справедлива для системы gt, заданной в хаусдор-
фовом секвенциально компактном топологическом пространстве Γ (см. [9]). Поэтому тео-
ремы 2.1–5.1 и следствие 5.1 также справедливы в Γ.
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Аннотация. Метод Левенберга–Марквардта обладает локальной сверхлинейной сходи-
мостью для общих систем нелинейных уравнений при слабых предположениях, допуска-
ющих неизолированность решений. Это обосновывает его применение к системам усло-
вий первого порядка оптимальности для задач условной оптимизации при возможном на-
рушении условий регулярности ограничений, что влечет неединственность множителей
Лагранжа. Однако, существующие стратегии глобализации сходимости метода Левенбер-
га–Марквардта не являются оптимизационными, т. е., в случае применения к задачам оп-
тимизации, направлены на поиск не решений, а любых стационарных точек таких задач.
В этой работе предлагаются оптимизационные стратегии глобализации сходимости метода
Левенберга–Марквардта для задач оптимизации с ограничениями-равенствами. Стратегии
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Введение

Метод последовательного квадратичного программирования (SQP; от английского «Se-
quential Quadratic Programming») является одним из наиболее эффективных средств чис-
ленного решения задач оптимизации с функциональными ограничениями; [1, разд. 4.4,
5.4], [2, разд. 4.2, 6.2]. В случае гладкой задачи с ограничениями-равенствами базовый
вариант этого метода есть ни что иное, как метод Ньютона, применяемый к системе
Лагранжа, характеризующей стационарные точки этой задачи и отвечающие им множи-
тели Лагранжа; см. [1, разд. 4.3], [2, разд. 4.1]. Результаты о локальной сверхлинейной
сходимости таких методов предполагают выполнение в искомом решении условий регу-
лярности ограничений, которые, в свою очередь, подразумевают единственность множи-
теля Лагранжа. Если же множество множителей не является одноточечным, то оно может
устойчивым образом содержать специальные множители, называемые критическими, ко-
торые притягивают двойственные последовательности, генерируемые методами SQP, и
этот феномен приводит к потере сверхлинейной скорости сходимости; см. [2, разд. 7.1], [3]
и цитированную там литературу.

Известны специальные модификации методов SQP, ориентированные на случай воз-
можной неединственности множителей Лагранжа, и позволяющие ослабить указанный
эффект притяжения к критическим множителям. Сюда относятся стабилизированный
метод SQP [4–8], [2, разд. 7.7.2.], а также его версия со стабилизацией вдоль подпростран-
ства [9], в которых двойственные стабилизирующие механизмы препятствуют движению
двойственных приближений вдоль множества множителей.

С другой стороны, численные результаты в [10] показывают, что метод Левенберга–
Марквардта (LM), являющийся признанным средством поиска потенциально неизолиро-
ванных решений нелинейных уравнений [11], демонстрирует вполне конкурентоспособ-
ное локальное поведение применительно к системе Лагранжа в случае неединственности
множителей Лагранжа. В частности, в локальных экспериментах этот метод превосходит
упомянутые выше метод SQP, стабилизированный метод SQP и метод SQP стабилизиро-
ванный вдоль подпространства, как по робастности, так и по эффективности, несмотря
на то, что в отличие от этих методов, метод LM предназначен для общих нелинейных
уравнений, и никак не использует прямодвойственную структуру системы Лагранжа.

В связи с хорошим локальным поведением метода LM в данном контексте естественным
образом возникает вопрос о глобализации сходимости этого метода, которая позволяла
бы совместить высокую скорость локальной сходимости с гарантиями разумных свойств
возможных предельных точек генерируемых последовательностей. В связи с этим, еще
одно важное обстоятельство состоит в том, что подзадачи метода LM всегда разрешимы,
в отличие от метода SQP, стабилизированного метода SQP и метода SQP стабилизиро-
ванного вдоль подпространства, подзадачи которых гарантированно разрешимы только
локально, вблизи квалифицированного (удовлетворяющего определенным предположени-
ям) прямодвойственного решения. На самом деле, разрешимость подзадач — это первая
трудность, возникающая при попытках глобализации сходимости этих методов. Для ме-
тода LM такой проблемы нет.

Способы глобализации сходимости метода LM для общих нелинейных уравнений из-
вестны [11] и могут применяться в данном контексте. Однако, эти способы основаны на
последовательном уменьшении невязки уравнения, т. е., применительно к системе Лагран-
жа, направлены на поиск стационарных точек задачи оптимизации, а не ее решений, что,
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мягко говоря, не идеально. Например, системе Лагранжа удовлетворяют как минимумы,
так и максимумы, и такие глобализованные алгоритмы могут сходиться и к тем, и к дру-
гим, и вообще к любым стационарным точкам. С точки зрения теоретических гарантий,
исключить возможность сходимости к любым таким точкам невозможно. Тем не менее,
несомненный интерес представляют оптимизационные стратегии глобализации сходимо-
сти метода LM, направленные на поиск именно решений задачи оптимизации (минимумов
в задаче (1.1) ниже), и в частности, учитывающие значения целевой функции задачи,
а не только невязку системы необходимых условий первого порядка, в которой значения
целевой функции вообще не фигурируют, а только ее производная.

Один оптимизационный способ глобализации сходимости метода LM был предложен
в [10]; он основан на одномерном поиске для гладкой точной штрафной функции, включа-
ющей в себя два штрафных слагаемых (и, соответственно, два параметра штрафа): одно
для невязки ограничений, а второе опять же для невязки системы Лагранжа, и это второе
слагаемое может опять же играть доминирующую роль, если соответствующий параметр
регуляризации бесконечно возрастает, что делает этот подход не вполне удовлетворитель-
ным. В этой работе предлагается альтернативный подход, основанный на гибридных стра-
тегиях глобализации сходимости [2, разд. 5.3]. А именно, метод LM определенным образом
комбинируется с произвольным оптимизационным методом внешней фазы, обладающим
разумными свойствами глобальной сходимости. Будет показано, что при определенных
предположениях такие гибридные алгоритмы асимптотически превращаются в метод LM,
тем самым наследуя его высокую скорость сходимости. Для стабилизированного метода
SQP родственные стратегии глобализации сходимости рассматривались в [12].

В разд. 1. приводится строгая постановка задачи и связанные с ней необходимые тео-
ретические сведения. Разд. 2. содержит изложение метода LM применительно к системе
Лагранжа и наиболее точной известной на данный момент теории его локальной сверх-
линейной сходимости. В разд. 3. предлагаются два способа гибридной глобализации схо-
димости этого метода, а именно, глобализация с возвратами и глобализация с рекордами,
а также доказываются теоремы о глобальной сходимости и скорости сходимости соот-
ветствующих алгоритмов. Наконец, в разд. 4. приводятся результаты вычислительного
эксперимента, позволяющие составить представление о практической перспективности ги-
бридной глобализации в данном контексте.

Всюду далее через ‖ · ‖ обозначается евклидова норма в пространстве Rp соответ-
ствующей размерности p. Также будут использоваться нормы ‖ · ‖1 и ‖ · ‖∞, т. е. сумма
модулей компонент вектора и максимум из модулей его компонент, соответственно. Че-
рез dist(v, U) = infu∈U ‖v − u‖ обозначается расстояние от точки v ∈ Rp до множества
U ∈ Rp, а через B(v, δ) = {u ∈ Rp | ‖u− v‖ 6 δ} — шар радиуса δ > 0 с центром в точке
v. Через I обозначается единичная матрица, размер которой всегда ясен из контекста,
а через kerA и imA — ядро (множество нулей) и образ (множество значений) линейного
оператора A, соответственно. Для последовательности {uk} ⊂ Rp, сходящейся к некото-
рому u ∈ Rp, будем говорить, что сходимость имеет Q -порядок q > 1, если существует
C > 0 такое, что ‖uk+1 − u‖ ≤ C‖uk − u‖q для всех достаточно больших k.
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1. Постановка задачи и предварительные сведения

Будем рассматривать задачу оптимизации с ограничениями-равенствами

f(x)→ min, h(x) = 0, (1.1)

где функция f : Rn → R и отображение h : Rn → Rl по крайней мере дважды дифферен-
цируемы.

Стационарные точки задачи (1.1) и отвечающие им множители Лагранжа характери-
зуются системой Лагранжа

∂L

∂x
(x, λ) = 0, h(x) = 0, (1.2)

где L : Rn × Rl → R — функция Лагранжа задачи (1.1):

L(x, λ) = f(x) + 〈λ, h(x)〉.

Классический принцип Лагранжа состоит в том, что любое локальное решение x̄ задачи
(1.1), в котором выполнено условие регулярности ограничений

rankh′(x̄) = l, (1.3)

является стационарной точкой этой задачи, т. е. вместе с некоторым множителем Лагран-
жа λ̄ ∈ Rl удовлетворяет системе (1.2). Более того, (1.3) является необходимым и доста-
точным условием для единственности отвечающего x̄ множителя Лагранжа λ̄. В этой ра-
боте, однако, особый интерес представляет случай, когда множество множителей Лагран-
жа

Λ(x̄) =

{
λ ∈ Rl

∣∣∣∣ ∂L∂x (x̄, λ) = 0

}
,

отвечающих стационарной точке x̄ задачи (1.1), может не быть одноточечным, т. е. когда
условие регулярности ограничений (1.3) может нарушаться, и, в частности, когда система
(1.2) может иметь неизолированные решения.

В дальнейшем будет использоваться локальная липшицева оценка расстояния до мно-
жества {x̄} × Λ(x̄) в стационарной точке x̄ задачи (1.1) для множителя λ̄ ∈ Λ(x̄), а
именно, следующее свойство:

‖x− x̄‖+ dist(λ, Λ(x̄)) = O(‖Φ(x, λ)‖) (1.4)

при (x, λ)→ (x̄, λ̄), где отображение Φ: Rn × Rl → Rn × Rl задается равенством

Φ(x, λ) =

(
∂L

∂x
(x, λ), h(x)

)
. (1.5)

Это свойство равносильно тому, что множитель λ̄ является некритическим, т. е. условия

ξ ∈ kerh′(x̄),
∂2L

∂x2
(x̄, λ̄)ξ ∈ im(h′(x̄))>

выполняются только с ξ = 0; см. [2, предложение 1.43]. Элементарно проверяется, что
некритичность λ̄ всегда имеет место при выполнении достаточного условия второго по-
рядка оптимальности 〈

∂2L

∂x2
(x̄, λ̄)ξ, ξ

〉
> 0 ∀ ξ ∈ kerh′(x̄) \ {0}, (1.6)

но обратная импликация не имеет места: λ̄ может быть некритическим и при наруше-
нии (1.6).
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2. Метод Левенберга–Марквардта

Система Лагранжа (1.2) может быть записана в виде

Φ(x, λ) = 0, (2.1)

с отображением Φ, введенным в (1.5). Заметим, что Φ — это полный градиент функции
Лагранжа L, и, в частности, матрица Якоби этого отображения в любой точке симмет-
рична. С учетом этого обстоятельства, для текущего приближения (xk, λk) ∈ Rn × Rl,

метод LM для уравнения (2.1) (т. е. для системы Лагранжа (1.2)) определяет следую-
щее приближение как (xk+1, λk+1) = (xk + ξk, λk + ηk), где vk = (ξk, ηk) есть решение
линейного уравнения

Φ′(xk, λk)Φ(xk, λk) +
(
(Φ′(xk, λk))2 + σ(xk, λk)I

)
v = 0 (2.2)

относительно v = (ξ, η). Здесь σ(xk, λk) — параметр регуляризации, который обычно
определяется как некоторая степень невязки уравнения (2.1), т. е. с использованием функ-
ции σ : Rn × Rl → R+,

σ(x, λ) = ‖Φ(x, λ)‖θ, (2.3)

где θ > 0 — фиксированный параметр. При этом, если (xk, λk) не является решением
уравнения (2.1), то σ(xk, λk) > 0, и уравнение (2.2) имеет единственное решение. Ес-
ли же (xk, λk) является решением уравнения (2.1), то будет удобно далее использовать
соглашение, что в этом случае метод определяет (xk+1, λk+1) = (xk, λk).

Из [11, теоремa 3.2] и полученных при выводе этой теоремы промежуточных оценок
(в частности, [11, (3.16)]) вытекает следующий результат о локальной сверхлинейной схо-
димости метода LM.

Теорема 2.1. Пусть функция f : Rn → R и отображение h : Rn → Rl дважды диф-
ференцируемы в окрестности стационарной точки x̄ задачи (1.1), причем их вторые
производные удовлетворяют условию Липшица вблизи x̄. Пусть λ̄ ∈ Λ(x̄) — некрити-
ческий множитель. Пусть функция σ : Rn × Rl → R+ определена в (2.3) с некоторым
фиксированным θ ∈ (0, 2].

Тогда для любой начальной точки (x0, λ0) ∈ Rn×Rl метод LM однозначно определя-
ет последовательность {(xk, λk)}. Более того, найдется функция ϕ : R+ → R+ такая,
что ϕ(t) = O(tmin{θ+1, 2}) при t → 0+, и для любого δ > 0 и любой начальной точ-
ки (x0, λ0), достаточно близкой к (x̄, λ̄), последовательность {(xk, λk)} содержится в
B((x̄, λ̄), δ) и сходится к (x̄, λ∗) с некоторым λ∗ ∈ Λ(x̄), причем скорость сходимости
сверхлинейная с Q -порядком min{θ + 1, 2}, и

‖xk+1 − x̄‖+ dist(λk+1, Λ(x̄)) 6 ϕ
(
‖xk − x̄‖+ dist(λk, Λ(x̄))

)
. (2.4)

Заметим, что в сделанных предположениях для введенного в (1.5) отображения Φ

функция ‖Φ(·)‖ удовлетворяет условию Липшица в окрестности множества {x̄} × Rl.

Отсюда следует, что
‖Φ(x, λ)‖ = O(‖x− x̄‖+ dist(λ, Λ(x̄))) (2.5)

при (x, λ)→ (x̄, λ̄).

Комбинируя оценки (1.4) (эквивалентную некритичности множителя λ̄ ) и (2.5) с оцен-
кой (2.4), получаем такое следствие теоремы 2.1, которое потребуется в дальнейшем ана-
лизе.
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Следствие 2.1. В предположениях теоремы 2.1 найдется функция ϕ : R+ → R+

такая, что ϕ(t) = o(t) при t → 0+, и для любой точки (xk, λk) ∈ Rn × Rl, достаточ-
но близкой к (x̄, λ̄), итерация метода LM определяет приближение (xk+1, λk+1), для
которого выполняется

‖Φ(xk+1, λk+1)‖ 6 ϕ(‖Φ(xk, λk)‖). (2.6)

3. Гибридная глобализация

Ниже предлагаются два способа гибридной глобализации метода LM: алгоритм с воз-
вратами и алгоритм с рекордами. Идея алгоритма с возвратами заключается в том, что на
каждой итерации из текущей точки (xk, λk) делается шаг метода LM, который принима-
ется, если невязка системы Лагранжа в полученной пробной точке не превышает заданной
доли от ее невязки в точке (xk, λk). Если на какой-то из последующих итераций шаг ме-
тода LM не принимается, то происходит возврат к той точке, откуда был сделан первый
в данной серии шагов метода LM, и из этой точки делается шаг метода внешней фазы.

Алгоритм 1. Фиксируем параметры θ > 0 и ρ ∈ (0, 1). Выбираем (x0, λ0) ∈ Rn × Rl и
полагаем k = 0.

1. Полагаем k̂ = k и (x̂, λ̂) = (xk, λk).

2. Если Φ(xk, λk) = 0, стоп.

3. Вычисляем vk = (ξk, ηk) как решение линейной системы (2.2) с функцией σ : Rn ×
Rl → R+, определенной в (2.3).

4. Если
‖Φ(xk + ξk, λk + ηk)‖ 6 ρ‖Φ(xk, λk)‖, (3.1)

то полагаем (xk+1, λk+1) = (xk + ξk, λk + ηk), увеличиваем номер шага k на 1, и
переходим к п. 2. (Шаг метода LM.)

5. Если k > k̂ (т. е. текущая точка (xk, λk) сгенерирована с помощью шага метода
LM), то восстанавливаем сохраненные значения, полагая k = k̂ и (xk, λk) = (x̂, λ̂).

6. Вычисляем (xk+1, λk+1) с помощью шага метода внешней фазы, увеличиваем номер
шага k на 1 и переходим к п. 1. (Шаг метода внешней фазы.)

Свойства глобальной сходимости алгоритма 1 вытекают из следующих наблюдений.
Могут реализоваться только два возможных сценария: либо все итерации осуществляются
с помощью метода внешней фазы, и при этом алгоритм 1 наследует свойства глобальной
сходимости этого метода, либо все итерации, начиная с некоторого номера k, являются
итерациями метода LM, и тогда из (3.1) вытекает следующая теорема.

Теорема 3.1. Пусть функция f : Rn → R и отображение h : Rn → Rl дважды
дифференцируемы на Rn. Пусть последовательность {(xk, λk)} сгенерирована алгорит-
мом 1, и пусть все члены этой последовательности, начиная с некоторого, получены
шагами метода LM.

Тогда
Φ(xk, λk)→ 0

при k → ∞, и, в частности, если (x̄, λ̄) является предельной точкой последователь-
ности {(xk, λk)}, то x̄ — стационарная точка задачи (1.1), а λ̄ — отвечающий ей
множитель Лагранжа.
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В следующей теореме устанавливается сверхлинейная скорость сходимости алгорит-
ма 1.

Теорема 3.2. Пусть в предположениях теоремы 2.1 точка (x̄, λ̄) является пре-
дельной точкой последовательности {(xk, λk)}, сгенерированной алгоритмом 1.

Тогда вся последовательность {(xk, λk)} сходится к (x̄, λ̄) со сверхлинейной скоро-
стью.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из следствия 2.1 вытекает, что найдутся окрестность U

точки (x̄, λ̄) и функция ϕ : R+ → R+ такие, что ϕ(t) = o(t) при t → 0+, и для лю-
бой точки (xk, λk) ∈ U итерация метода LM определяет приближение (xk+1, λk+1), для
которого выполняется неравенство (2.6). Кроме того, из непрерывности Φ следует, что,
сужая при необходимости окрестность U, можно гарантировать, что для любой точки
(x, λ) ∈ U справедливо неравенство

ϕ(‖Φ(x, λ)‖) 6 ρ‖Φ(x, λ)‖. (3.2)

Далее, согласно теореме 2.1, найдется окрестность V точки (x̄, λ̄) такая, что для
любой начальной точки из V метод LM определяет последовательность, содержащуюся
в U. Поскольку (x̄, λ̄) является предельной точкой последовательности {(xk, λk)}, то
для некоторого k выполняется (xk, λk) ∈ V, а значит, метод LM, запущенный из точ-
ки (xk, λk) как из начальной точки, определяет последовательность, содержащуюся в U.

Из неравенств (2.6) и (3.2) при этом вытекает выполнение вдоль этой последовательно-
сти условия (3.1). Поэтому все последующие итерации алгоритма 1 являются итерациями
метода LM, и сходимость {(xk, λk)} к (x̄, λ̄) со сверхлинейной скоростью следует из тео-
ремы 2.1.

Алгоритм с возвратами имеет по крайней мере один концептуальный недостаток, со-
стоящий в том, что ранние попытки переключения на метод LM могут приводить к на-
прасным вычислительным затратам на итерации метода LM, результаты которых впо-
следствии отбрасываются. В связи с этим рассмотрим альтернативную стратегию гибрид-
ной глобализации, в которой вместо того, чтобы сравнивать невязку системы Лагранжа
в пробной точке с невязкой, полученной на предыдущей итерации, будем сравнивать ее
с рекордом, т. е. с наименьшим значением невязки на всех предыдущих итерациях, и при-
нимать шаг метода LM только в том случае, если невязка в пробной точке не превышает
заданной доли от рекорда.

Алгоритм 2. Фиксируем параметры θ > 0 и ρ ∈ (0, 1). Выбираем (x0, λ0) ∈ Rn × Rl и
полагаем k = 0. Вычисляем ϕrec = ‖Φ(x0, λ0)‖.

1. Если Φ(xk, λk) = 0, стоп.

2. Вычисляем vk = (ξk, ηk) как решение линейной системы (2.2) с функцией σ : Rn ×
Rl → R+, определенной в (2.3).

3. Если
‖Φ(xk + ξk, λk + ηk)‖ 6 ρϕrec, (3.3)

то полагаем (xk+1, λk+1) = (xk + ξk, λk + ηk), ϕrec = ‖Φ(xk+1, λk+1)‖, увеличиваем
номер шага k на 1 и переходим к п. 1. (Шаг метода LM.)
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4. Вычисляем (xk+1, λk+1) с помощью шага метода внешней фазы. Если

‖Φ(xk+1, λk+1)‖ < ϕrec,

то полагаем ϕrec = ‖Φ(xk+1, λk+1)‖. Увеличиваем номер шага k на 1 и переходим к
п. 1. (Шаг метода внешней фазы.)

Как и для алгоритма 1, возможны лишь два сценария: либо все итерации алгорит-
ма 2, начиная с некоторой, осуществляются с помощью метода внешней фазы, либо бес-
конечное число итераций алгоритма 2 являются итерациями метода LM. В первом случае
алгоритм 2 наследует свойства глобальной сходимости метода внешней фазы. Во втором
случае из условия (3.3) легко выводится следующий результат о глобальной сходимости
алгоритма 2.

Теорема 3.3. Пусть функция f : Rn → R и отображение h : Rn → Rl дважды
дифференцируемы на Rn. Пусть последовательность {(xk, λk)} сгенерирована алгорит-
мом 2, и пусть все члены (xkj , λkj) этой последовательности получены шагами метода
LM для бесконечного числа номеров j.

Тогда
Φ(xkj , λkj)→ 0

при j → ∞, и, в частности, если (x̄, λ̄) является предельной точкой последователь-
ности {(xkj , λkj)}, то x̄ — стационарная точка задачи (1.1), а λ̄ — отвечающий ей
множитель Лагранжа.

Свойства глобальной сходимости алгоритма 2, установленные в теореме 3.3, несколь-
ко слабее соответствующих свойств алгоритма 1, установленных в теореме 3.1, но тем не
менее, они вполне разумны. А именно, если вместо условия остановки в п. 1 алгоритма 2
использовать практическое правило, состоящее в достаточной малости ‖Φ(xk, λk)‖, то ли-
бо алгоритм успешно завершается после конечного числа итераций, либо все его итерации
начиная с некоторой являются шагами метода внешней фазы.

Результат о сверхлинейной скорости сходимости алгоритма 2 использует несколько бо-
лее сильные предположения, чем для алгоритма 1. А именно, в отличие от теоремы 3.2,
в следующей теореме предполагается (а не утверждается) сходимость всей сгенерирован-
ной алгоритмом последовательности.

Теорема 3.4. Пусть в предположениях теоремы 2.1 последовательность {(xk, λk)},
сгенерированная алгоритмом 2, сходится к точке (x̄, λ̄).

Тогда скорость сходимости сверхлинейная.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если рекордное значение ϕrec меняется бесконечное число
раз, то в последовательности {(xk, λk)} найдется точка (xk, λk), сколь угодно близкая
к (x̄, λ̄), для которой ϕrec = ‖Φ(xk, λk)‖. Тогда аналогично доказательству теоремы 3.2
демонстрируется, что точка (xk+1, λk+1), полученная шагом метода LM, принимается ал-
горитмом 2, как и на всех последующих итерациях, и требуемый результат получается
применением теоремы 2.1.

Если же предположить, что начиная с некоторой итерации рекордное значение ϕrec > 0

не меняется (что, в частности, подразумевает, что начиная с этой итерации шаги ме-
тода LM не принимаются алгоритмом 2), то приходим к противоречию. Действительно
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Φ(xk, λk)→ 0 при k →∞, поскольку {(xk, λk)} сходится к точке (x̄, λ̄), отображение Φ

непрерывно в этой точке, и Φ(x̄, λ̄) = 0, и поэтому для достаточно большого k условие
(3.3) должно выполниться, каким бы ни было фиксированное значение ϕrec > 0, а значит,
рекордное значение ϕrec должно измениться.

4. Численные результаты

Численный эксперимент проводился на всех задачах с ограничениями-равенствами из
коллекции DEGEN 1) , в которой собраны задачи оптимизации с нерегулярными ограниче-
ниями в некотором известном решении, и, соответственно, с неединственным множителем
Лагранжа, отвечающим этому решению. Всего использовалось 35 задач.

Сравнение проводилось для следующих алгоритмов.

• QNSQP — глобализованный посредством одномерного поиска квазиньютоновский
метод SQP, приводимый ниже как алгоритм 3.

• LM backups — алгоритм 1, в котором в качестве метода внешней фазы используется
QNSQP.

• LM records 1 — алгоритм 2, в котором в качестве метода внешней фазы используется
QNSQP, причем если после принятого шага метода LM осуществлялся шаг метода
внешней фазы, то он выполнялся с матрицей Hk = I (см. описание метода внешней
фазы ниже).

• LM records 2 — то же, что и LM records 1, но со следующим отличием: если после при-
нятого шага метода LM осуществлялся шаг метода внешней фазы, то он выполнялся
с матрицей Hk, получаемой по формуле BFGS с модификацией Пауэлла (см. ниже)
из последней матрицы, использовавшейся на шаге метода внешней фазы.

Вычисления проводились в среде MATLAB, с использованием стандартных средств
этой среды для решения систем линейных уравнений.

Конкретный вариант алгоритма QNSQP, использовавшийся в экспериментах, соответ-
ствует [1, алгоритм 5.4.1], с вычислением аппроксимаций Hk матрицы Гессе функции
Лагранжа по правилу Бройдена–Флетчера–Голдфарба–Шанно (BFGS) с модификацией
Пауэлла (см. [2, p. 213]), с начальной матрицей H0 = I. Определим семейство штрафных
функций ϕc : Rn → R,

ϕc(x) = f(x) + c‖h(x)‖1.

Алгоритм 3. Фиксируем параметры c̄ > 0, δ̄ > 0 и ε, κ, ν ∈ (0, 1), и полагаем H0 = I.

Выбираем (x0, λ0) ∈ Rn × Rl и полагаем k = 0.

1. Если Φ(xk, λk) = 0, стоп.

2. Вычисляем vk = (ξk, ηk) как решение линейной системы ∂L

∂x
(xk, λk)

h(xk)

+

(
Hk (h′(xk))>

h′(xk) 0

)(
ξ

η

)
= 0.

1) http://w3.impa.br/~optim/DEGEN_collection.zip

http://w3.impa.br/~optim/DEGEN_collection.zip


ОПТИМИЗАЦИОННАЯ ГЛОБАЛИЗАЦИЯ МЕТОДА ЛЕВЕНБЕРГА–МАРКВАРДТА 51

Иными словами, ξk и λk +ηk есть стационарная точка и отвечающий ей множитель
Лагранжа задача квадратичного программирования

〈f ′(xk), ξ〉+
1

2
〈Hkξ, ξ〉 → min, h(xk) + h′(xk)ξ = 0.

Если vk вычислить не удается, или если vk = 0, стоп.

3. Полагаем λk+1 = λk + ηk,

ck =

{
‖λk+1‖∞ + c̄+ δ̄, если k = 0 или ck−1 < ‖λk+1‖∞ + c̄,

ck−1, иначе,

∆k = 〈f ′(xk), ξk〉 − ck‖h(xk)‖1.

4. Полагаем α = 1. Если выполняется неравенство

ϕck(xk + αξk) 6 ϕck(xk) + εα∆k, (4.1)

полагаем αk = α. В противном случае заменяем α на κα и проверяем снова нера-
венство (4.1) до тех пор, пока оно не выполнится, после чего полагаем αk = α.

5. Полагаем xk+1 = αkξ
k,

sk = xk+1 − xk, rk =
∂L

∂x
(xk+1, λk+1)− ∂L

∂x
(xk, λk+1),

τk =

 1, если 〈rk, sk〉 > ν〈Hks
k, sk〉,

(1− ν)〈Hks
k, sk〉

〈Hksk, sk〉 − 〈rk, sk〉
, иначе,

r̃k = τkr
k + (1− τk)Hks

k,

Hk+1 = Hk +
r̃k(r̃k)>

〈r̃k, sk〉
− Hks

k(Hks
k)>

〈Hksk, sk〉
,

увеличиваем номер шага k на 1 и переходим к п. 1.

Параметры в алгоритме 3 были выбраны следующим образом: c̄ = δ̄ = 1, ε = 0.01,

κ = 0.5, ν = 0.2. В алгоритмах 1 и 2 использовался параметр ρ = 0.9. Кроме того, в этих
алгоритмах правило (2.3) для параметра регуляризации метода LM было модифицировано
следующим образом:

σ(x, λ) = min{0.1, ‖Φ(x, λ)‖θ},

поскольку большие значения параметра регуляризации в удаленных от решений точках
(с большими невязками) могут приводить к слишком коротким шагам метода LM.

Запуск считался неудачным, если условие остановки

‖Φ(xk, λk)‖ ≤ 10−8

ни разу не выполнялось за 500 итераций, или если очередная итерация метода внешней
фазы оказывалась неудачной (а именно, если неудачей заканчивалось решение какой-
либо из итерационных линейных систем метода для определения направления (ξk, ηk),

либо если в процессе одномерного поиска в алгоритме 3 получалось пробное значение
параметра α длины шага, для которого α‖ξk‖ ≤ 10−12 ).
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Рис. 1. Алгоритм 3 на внешней фазе; RSP = 1
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Рис. 2. Алгоритм 3 на внешней фазе; RSP = 10

Для каждой тестовой задачи осуществлялось 20 запусков из случайно сгенерированных
начальных точек (x0, λ0), равномерно распределенных в l∞ -шаре (гиперкубе), радиус
которого определялся параметром RSP (от «Range of Starting Points»), с центром в точке
(x̄, 0), где x̄ — известное решение, в котором нарушается условие регулярности (1.3).

Для представления результатов эксперимента использовались так называемые perfor-
mance profiles, предложенные в [13], и адаптированные в [14] для случая многократных за-
пусков для каждой тестовой задачи, с использованием средних характеристик эффектив-
ности и процентов успешных запусков. Полное описание этой конструкции, позволяющей
одновременно отображать на рисунке сравнительную робастность (т. е. долю успешных
запусков) и эффективность сравниваемых алгоритмов, можно найти в [15]. В качестве ха-
рактеристики эффективности использовалось количество итераций (для алгоритма с воз-
вратами это число учитывает отброшенные шаги метода LM), поскольку итерации всех
сравниваемых алгоритмов имеют сопоставимую трудоемкость.
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Рис. 3. Метод линеаризации на внешней фазе; RSP = 1
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Рис. 4. Метод линеаризации на внешней фазе; RSP = 10

Из рис. 1 и 2 видно, что сравниваемые алгоритмы имеют на данном тестовом наборе
схожую робастность, хотя для LM backups эта характеристика всегда является наилучшей.
Кроме того, при RSP = 1 варианты глобализованного метода LM вполне конкурентоспо-
собны и по эффективности, особенно с при использовании показателя степени θ = 2 в
параметре регуляризации. Однако, при RSP = 10 варианты метода LM уже несколько
уступают по эффективности алгоритму QNSQP.

Дело, однако, в том, что какие-либо гарантии глобальной сходимости алгоритма 3 неиз-
вестны, и проблема здесь в отсутствии гарантий равномерной положительной определен-
ности и ограниченности матриц Hk, генерируемых этим алгоритмом по правилу BFGS.
Поэтому использование этого алгоритма в качестве метода внешней фазы не вполне оправ-
дано, по крайней мере формально. В связи с этим были также проведены эксперименты
с вариантом алгоритма QNSQP, в котором в алгоритме 3 в качестве Hk всегда бралась
единичная матрица. Метод SQP с Hk = I называют методом линеаризации. Глобальная
сходимость такого алгоритма следует, например, из [1, теорема 5.4.1].
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Результаты для алгоритма QNSQP, использующего метод линеаризации, представле-
ны на рис. 3 и 4, и они демонстрируют, что соответствующие гибридные глобализации
метода LM по-прежнему сравнимы с этим алгоритмом по робастности, причем метод LM
backups превосходит остальные алгоритмы по этой характеристике. При этом гибридные
глобализации метода LM и существенно более эффективными при RSP = 1, и эта кар-
тина сохраняется и при RSP = 10, особенно для показателя степени θ = 2 в параметре
регуляризации, хотя и не столь выраженным образом.
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Аннотация. Рассматривается множество L
(r)
2 2π -периодических функций f ∈ L2, у ко-

торых производная (r−1) -го порядка абсолютно непрерывна, а производная r -го порядка
f (r) ∈ L2. Решается экстремальная задача нахождения точной константы типа Джексона–
Стечкина, связывающей наилучшее полиномиальное приближение функций из L

(r)
2 и

усредненное значение обобщенного модуля непрерывности m -го порядка их производной
f (r) в пространстве L2. Также рассмотрены классы W

(r)
m (u) и W

(r)
m (u,Φ) функций из

L
(r)
2 таких, что усредненное значение обобщенного модуля непрерывности m -го порядка

их производной f (r) ограничено сверху единицей и, соответственно, значением некоторой
функции Φ(u). Вычислены точные значения известных n -поперечников (по Бернштейну,
по Гельфанду, колмогоровского, линейного и проекционного) класса W

(r)
m (u). Затем ре-

шена экстремальная задача нахождения точного значения наилучшего приближения для
класса W

(r)
m (u,Φ). Полученные результаты развивают и дополняют некоторые извест-

ные результаты о наилучшем приближении в L2 различных классов функций. В работе
мы используем методы решения экстремальных задач в нормированных пространствах,
а также метод оценки снизу n -поперечников функциональных классов в банаховых про-
странствах, разработанный В.М. Тихомировым.
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Введение

При решении некоторых экстремальных задач теории приближения для изучения
структурных и конструктивных свойств функции f ∈ L2 часто используют различные
модификации обычного модуля непрерывности m -го порядка

ωm(f, t) = sup
{∥∥ m∑

k=0

(−1)k
(
m
k

)
f(x+ (m− k)h)

∥∥
L2

: |h| ≤ t
}
.

Указанные модификации, как отмечается в [1], в большинстве случаев связаны со спе-
цифическими условиями исследуемых задач и позволяют раскрыть их содержательную
сущность. Например, в работах [2–6] при аппроксимации 2π -периодических функций из
L2 вместо оператора сдвига Th(f, x) := f(x+ h), h ∈ R \ {0}, был использован оператор
Стеклова

Sh(f, x) =
1

2h

x+h∫
x−h

f(τ)dτ, h > 0.

Данная работа продолжает указанную тематику и посвящена дальнейшему примене-
нию характеристик гладкости, использующих оператор Sh(f, x).

1. Основные понятия

Пусть N — множество натуральных чисел, Z+ := N ∪ {0}, R+ — множество положи-
тельных чисел вещественной оси. Рассмотрим пространство L2 := L2[0, 2π] измеримых по
Лебегу 2π -периодических функций с нормой

‖f‖2 := ‖f‖L2[0,2π] =
( 1

π

2π∫
0

|f(x)|2dx
)1/2

<∞.

Через L(r)
2 ( r ∈ Z+, L

(0)
2 ≡ L2 ) обозначим множество 2π -периодических функций f ∈ L2,

у которых производная (r − 1) -го порядка абсолютно непрерывна, а производная r -го
порядка f (r) принадлежит пространству L2. Символом Tn−1 обозначим подпространство
тригонометрических полиномов порядка n− 1 (размерности ≤ 2n− 1 ), т. е.

Tn−1 =
{
Tn−1(x) : Tn−1(x) =

α0

2
+

n−1∑
k=1

(αk cos kx+ βk sin kx)
}
.

Известно, что для произвольной функции f ∈ L2, имеющей формальное разложение в ряд
Фурье

f(x) ∼ a0
2

+
∞∑
k=1

(
ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx

)
,

величина ее наилучшего приближения в метрике L2 подпространством Tn−1 равна

En−1(f)2 = inf
{
‖f − Tn−1‖2 : Tn−1(x) ∈ Tn−1

}
=
∥∥∥f − Sn−1(f, x)

∥∥∥
2

=
{ ∞∑
k=n

(a2k(f) + b2k(f))
}1/2

:=
{ ∞∑
k=n

ρ2k(f)
}1/2

, (1.1)



О НАИЛУЧШЕМ ПРИБЛИЖЕНИИ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 59

где

Sn−1(f, x) =
a0(f)

2
+

n−1∑
k=1

(
ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx

)
— частичная сумма порядка n− 1 ряда Фурье функции f ∈ L2.

Пусть

Sh(f, x) =
1

2h

h∫
−h

f(x+ h)dx, h > 0

— функция Стеклова элемента f ∈ L2. Через функцию Стеклова определим операторы

Sh,i(f) = Sh(Sh,i−1(f)), i ∈ N, и Sh,0(f) ≡ f.

Пусть E — единичный оператор в пространстве L2. Следуя работе [2], равенствами

∆1
h(f, x) = Sh(f, x)− f(x) = (Sh − E)(f, x),

∆m
h (f, x) = ∆1

h(∆
m−1
h (f, x), x) = (Sh − E)m(f, x)

=
m∑
k=0

(−1)m−k
(
m
k

)
Sh,k(f, x), m = 2, 3, . . . ,

определим конечные разности первого и высших порядков, соответственно.
Величина

Ωm(f, t) = sup{‖∆m
h (f, ·)‖2 : 0 < h ≤ t}, m ∈ N, (1.2)

называется специальным модулем непрерывности m -го порядка функции f ∈ L2.

Следует отметить, что характеристика гладкости Ω1(f, t)p при 0 < p < 1 была ис-
пользована в работе [7] для изучения поведения наилучшего приближения функций по-
линомами по системе Хаара.

Нетрудно показать, что для произвольной функции f ∈ L(r)
2

‖∆m
h (f (r), ·)‖22 =

∞∑
k=1

k2rρ2k(f)

(
1− sin kh

kh

)2m

,

согласно которой равенство (1.2) принимает вид (см. [4])

Ω2
m(f (r), t) = sup

0<h≤t

∞∑
k=1

k2rρ2k(f)

(
1− sin kh

kh

)2m

.

В данной работе для произвольных m,n ∈ N, r ∈ Z+, u ∈
(
0, π

n

]
введем в рассмотре-

ние следующую экстремальную аппроксимационную характеристику

Km,n,r(u) = sup
f∈L(r)

2

En−1(f)2( u∫
0

t(u− t)Ω1/m
m (f (r), t)dt

)m . (1.3)
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2. Точные константы в неравенстве Джексона–Стечкина

Теорема 2.1. Пусть m,n ∈ N, r ∈ Z+. Тогда при любом u ∈
(
0, 3π

4n

]
имеет место

равенство

Km,n,r(u) =
6mn3m−r

(n3u3 − 6nu+ 6 sinnu)m
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В [2] доказано, что для произвольной функции f ∈ L
(r)
2 ,

r ∈ Z+ имеет место неравенство

E2
n−1(f)2 ≤

∞∑
k=n

sin kh

kh
ρ2k + E

2−1/m
n−1 (f)2 ·

1

nr/m
· Ω1/m

m

(
f (r), h

)
. (2.1)

Умножаем обе части неравенства (2.1) на h, имеем

hE2
n−1(f)2 ≤

∞∑
k=n

sin kh

k
ρ2k + E

2−1/m
n−1 (f)2 ·

1

nr/m
hΩ1/m

m

(
f (r), h

)
. (2.2)

Теперь интегрируем неравенство (2.2) по переменной h от 0 до t :

t2

2
E2
n−1(f)2 ≤

∞∑
k=n

1− cos kt

k2
ρ2k + E

2−1/m
n−1 (f)2 ·

1

nr/m

t∫
0

hΩ1/m
m

(
f (r), h

)
dh.

А из этого неравенства, учитывая соотношение (1.1) и равенство

max
k≥n

{1− cos kt

k2

}
=

1− cosnt

n2
,

получаем

t2

2
E2
n−1(f)2 ≤

1− cosnt

n2
E2
n−1(f) + E

2−1/m
n−1 (f)2 ·

1

nr/m

t∫
0

hΩ1/m
m

(
f (r), h

)
dh,

или

t2

2
≤ 1− cosnt

n2
+ E

−1/m
n−1 (f)2 ·

1

nr/m

t∫
0

hΩ1/m
m

(
f (r), h

)
dh. (2.3)

Интегрируем соотношение (2.3) по переменной t от 0 до u, запишем

u3

6
≤ nu− sinnu

n3
+ E

−1/m
n−1 (f)2 ·

1

nr/m

u∫
0

t∫
0

hΩ1/m
m

(
f (r), h

)
dhdt. (2.4)

Для нахождения интеграла в (2.4) воспользуемся интегрированием по частям, получим

u∫
0

t∫
0

hΩ1/m
m

(
f (r), h

)
dhdt =

u∫
0

t(u− t)Ω1/m
m

(
f (r), t

)
dt.
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Таким образом, из неравенства (2.4) вытекает, что

En−1(f)2 u∫
0

t(u− t)Ω1/m
m (f (r), t)dt

m ≤
6mn3m−r

(n3u3 − 6nu+ 6 sinnu)m,
(2.5)

а из (2.5) сразу получаем оценку сверху для величины Km,n,r(u).

Для получения аналогичной оценки снизу величины Km,n,r(u) нам потребуется функ-
ция f0(x) = cosnx, очевидно принадлежащая множеству L

(r)
2 . Для этой функции из (1.1)

и (1.2) находим

En−1(f0)2 = 1, Ωm(f
(r)
0 , t) = nr

(
1− sinnt

nt

)m
.

Следовательно,

sup
f∈L(r)

2

En−1(f)2( u∫
0

t(u− t)Ω1/m
m (f (r), t)dt

)m ≥
( u∫

0

t(u− t)Ω1/m
m (f

(r)
0 , t)dt

)m

=
6mn3m−r

(n3u3 − 6nu+ 6 sinnu)m
. (2.6)

Из сопоставления неравенств (2.5) и (2.6) получаем утверждение теоремы 2.1.

3. Поперечники классов W
(r)
m (u) в пространстве L2

Пусть S — единичный шар в L2, M — выпуклое центрально-симметричное подмно-
жество из L2, Λn ⊂ L2 — n -мерное подпространство, Λn ⊂ L2 — подпространство ко-
размерности n, L : L2 → Λn — непрерывный линейный оператор, L⊥ : L2 → Λn — непре-
рывный оператор линейного проектирования пространства L2 на подпространство Λn.

Величины

bn(M, L2) = sup {sup {ε > 0; εS ∩ Λn+1 ⊂M} : Λn+1 ⊂ L2} ,

dn(M, L2) = inf {sup {‖f‖2 : f ∈M ∩ Λn} : Λn ⊂ L2} ,

dn(M, L2) = inf {sup {inf {‖f − g‖2 : g ∈ Λn} : f ∈M} : Λn ⊂ L2} ,

δn(M, L2) = inf {inf {sup {‖f − Lf‖2 : f ∈M} : LL2 ⊂ Λn} : Λn ⊂ L2} ,

πn(M, L2) = inf
{

inf
{

sup
{
‖f − L⊥f‖2 : f ∈M

}
: L⊥L2 ⊂ Λn

}
: Λn ⊂ L2

}
называют, соответственно, бернштейновским, гельфандовским, колмогоровским, линей-
ным и проекционным n -поперечниками. В силу специфики гильбертова пространства для
указанных поперечников выполнены (см. например, [8, с. 239]) следующие соотношения:

bn(M, L2) ≤ dn(M, L2) ≤ dn(M, L2) = δn(M, L2) = πn(M, L2). (3.1)

Для множества M определим еще число

En−1(M) := sup {En−1(f)2 : f ∈M} . (3.2)
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Следуя работе [4], через t∗ обозначим величину аргумента t ∈ R+ функции
sin t

t
, при

котором она достигает своего наименьшего значения. Очевидно, что t∗ есть наименьший
из положительных корней уравнения t = tg t (4, 49 < t < 4, 51). Также обозначим(

1− sin t

t

)
∗

:=
{

1− sin t

t
, если 0 < t ≤ t∗; 1− sin t∗

t∗
, если t ≥ t∗

}
.

Через W (r)
m (u), где m ∈ N, r ∈ Z+ и u ∈ (0,+∞), обозначим класс функций f ∈ L(r)

2 ,

для которых выполняется неравенство

6

u3

u∫
0

t(u− t)Ω1/m
m (f (r), t)dt ≤ 1.

Теорема 3.1. При m,n ∈ N, r ∈ Z+ и u ∈ (0,+∞) справедливы равенства

σ2n
(
W (r)
m (u), L2

)
= σ2n−1

(
W (r)
m (u), L2

)
= En−1

(
W (r)
m (u)

)
=

1

nr−3m

( u3

n3u3 − 6nu+ 6 sinnu

)m
,

где σn(·) — любой из вышеперечисленных n -поперечников.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя определение класса W
(r)
m (u), неравенство (2.5) и

соотношения (3.1), (3.2), получаем оценку сверху для проекционного n -поперечника

π2n
(
W (r)
m (h), L2

)
≤ π2n−1

(
W (r)
m (h), L2

)
≤ En−1

(
W (r)
m (h)

)
=

1

nr−3m

( u3

n3u3 − 6nu+ 6 sinnu

)m
. (3.3)

Для получения оценки снизу бернштейновского n -поперечника введем в рассмотрение
(2n + 1) -мерный шар тригонометрических полиномов S2n+1 ∈ Tn

⋂
L2, определяемый

формулой

S2n+1 =

{
Tn ∈ Tn : ‖Tn‖ ≤

n3m−ru3m

(n3u3 − 6nu+ 6 sinnu)m

}
,

и покажем, что S2n+1 ∈ W
(r)
m (u). В работе [4] для произвольного тригонометрического

полинома Tn ∈ Tn доказано неравенство

Ω1/m
m (T (r)

n , t) ≤ nr/m
(

1− sinnt

nt

)
∗
‖Tn‖1/m.

Используя это соотношение, для произвольного полинома Tn ∈ S2n+1 получаем(
6

u3

u∫
0

t(u− t)Ω1/m
m (f (r), t)dt

)m
≤
(

6

u3
nr/m

u∫
0

t(u− t)
(

1− sinnt

nt

)
dt

)m
‖Tn‖

=

(
6

u3
nr/m

u3n3 − 6nu+ 6 sinnu

6n3

)m
n3m−ru3m

(n3u3 − 6nu+ 6 sinnu)m
= 1.

Отсюда следует, что S2n+1 ∈ W (r)
m (u). Согласно теореме В.М. Тихомирова [9] о попереч-

нике шара получим оценки снизу для бернштейновского n -поперечника

b2n
(
W (r)
m (h), L2

)
≥ b2n−1

(
W (r)
m (h), L2

)
≥ b2n (S2n+1, L2)

=
1

nr−3m

(
u3

n3u3 − 6nu+ 6 sinnu

)m
. (3.4)

Утверждение теоремы 3.1 вытекает из сопоставления неравенств (3.3) и (3.4).
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4. Верхние грани классов W
(r)
m (u,Φ) в пространстве L2

Пусть Φ(u) — непрерывная неубывающая на полуоси 0 ≤ u <∞ функция такая, что
Φ(0) = 0. Для m ∈ N, r ∈ Z+ и u ∈ (0,+∞) обозначим через W

(r)
m (u,Φ) класс функций

f ∈ L(r)
2 , для которых выполнено неравенство( u∫

0

t(u− t)Ω1/m
m

(
f (r), t

)
dt

)m
≤ Φ(u).

Для этого класса вычислим экстремальную аппроксимационную характеристику (1.3).

Теорема 4.1. Пусть m,n, r ∈ N. Тогда при любом u ∈
(
0; 3π

4n

]
имеет место равен-

ство
En−1(W

(r)
m (u,Φ)) =

1

nr−3m

(
6

n3u3 − 6nu+ 6 sinnu

)m
Φ(u).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из соотношения (2.5) для произвольной функции f ∈ L(r)
2

имеем

En−1(f)2 ≤
6mn3m−r

(n3u3 − 6nu+ 6 sinnu)m

( u∫
0

t(u− t)Ω1/m
m (f (r), t)2dt

)m
.

Отсюда, используя определение класса W
(r)
m (u,Φ), получаем оценку сверху

En−1(W
(r)
m (u,Φ)) = sup

{
En−1(f)2 : f ∈ W (r)

m (u,Φ)
}

≤ 1

nr−3m

(
6

n3u3 − 6nu+ 6 sinnu

)m
Φ(u). (4.1)

Для получения аналогичной оценки снизу введем в рассмотрение функцию

f1(x) =
1

nr−3m

(
6

n3u3 − 6nu+ 6 sinnu

)m
Φ(u) sinnx.

Легко показать, что для этой функции имеют место следующие соотношения:

En−1(f1)2 =
1

nr−3m

(
6

n3u3 − 6nu+ 6 sinnu

)m
Φ(u). (4.2)

Ω1/m
m (f1, u) = n3

(
6

n3u3 − 6nu+ 6 sinnu

)
Φ1/m(u)

(
1− sinnt

nt

)
.

Заметим, что f1 ∈ W (r)
m (u,Φ). Действительно,

( u∫
0

t(u− t)Ω1/m
m

(
f (r), u

)
du

)m

=

(
6

n3u3 − 6nu+ 6 sinnu

)m
Φ(u)

(
n3

u∫
0

t(u− t)
(

1− sinnt

nt

)
dt

)m
=

(
6

n3u3 − 6nu+ 6 sinnu

)m
Φ(u)

(
n3u3 − 6nu+ 6 sinnu

6

)m
= Φ(u), (4.3)



64 М.Р. Лангаршоев, С.С. Хоразмшоев

а равенство (4.3) означает принадлежность функции f1 классу W
(r)
m (u,Φ). Теперь с уче-

том равенства (4.2) запишем требуемую оценку снизу

En−1(W
(r)
m (u,Φ)) = sup{En−1(f)2 : f ∈ W (r)

m (u,Φ)} ≥ En−1(f1)2

=
1

nr−3m

(
6

n3u3 − 6nu+ 6 sinnu

)m
Φ(u). (4.4)

Сравнив оценки (4.1) и (4.4), получим утверждение теоремы 4.1.
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Аннотация. Рассматриваются модели структурированных популяций, состоящих из от-
дельных видов x1, . . . , xn, либо разделенных на n возрастных групп. Предполагаем, что
при отсутствии эксплуатации динамика популяции задана системой дифференциальных
уравнений ẋ = f(x), а в фиксированные моменты времени из популяции добывают случай-
ные доли ресурса каждого из видов. Предложен способ построения управления процессом
сбора ресурса, при котором ограничивают величину извлекаемого ресурса для увеличе-
ния размера следующего сбора. Получены оценки характеристик сбора ресурса, таких
как средняя временная выгода и общий доход с учетом дисконтирования, выполненные
с вероятностью единица.

Предложены два метода для решения данной задачи. Первый из них можно применить
для систем, обладающих свойством монотонности решений относительно начальных усло-
вий. Во втором методе нет ограничений на свойства системы, и состоит он в построении
положительно инвариантных множеств, в которых находятся траектории системы при всех
значениях случайных параметров. Используется понятие функции Ляпунова относитель-
но множества, введенное Е.Л. Тонковым. Приведены примеры оценки рассматриваемых
характеристик для моделей взаимодействия двух видов, таких как нейтрализм и конку-
ренция.
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Abstract. Models of structured populations consisting of individual species x1, . . . , xn, or
divided into n age groups are considered. We assume that in the absence of exploitation, the
dynamics of the population is given by a system of differential equations ẋ = f(x), and at
fixed moments of time, random fractions of the resource of each species are extracted from the
population. A method is proposed for building control of the harvesting process, in which the
amount of the extracted resource is limited in order to increase the size of the next collection.
Estimates of the harvesting characteristics, such as the average time benefit and total income,
including discounting, were obtained, performed with a probability of one.

Two methods are proposed to solve this problem. The first one can be applied to systems with
the property of monotony of solutions with respect to initial conditions. In the second method,
there are no restrictions on the properties of the system. It consists in constructing positively
invariant sets in which the trajectories are located. The concept of Lyapunov functions with
respect to a set, introduced by E. L. Tonkov, is used. Examples of estimation of the considered
characteristics for models of interaction of two species, such as neutralism and competition, are
given.
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Вопросам оптимального сбора ресурса в вероятностных моделях посвящено множество
работ, первые из которых [1,2] относятся к семидесятым годам прошлого века. Продолже-
нием данной тематики являются публикации по эксплуатации возобновляемого ресурса,
в которых случайные изменения внешней среды влияют на размер популяции или коэф-
фициенты рождаемости [3, 4]. Работы [3, 5] посвящены разработке моделей управления
рыболовством, включающих экологическую и экономическую неопределенность, и зада-
чам ценового регулирования в условиях неопределенности. В [6] рассматриваются вопросы
влияния случайных факторов внешней среды на оптимальное управление добычей рыб-
ных ресурсов и проводится сравнение различных характеристик для вероятностных и
детерминированных моделей. Отметим, что более подробный обзор литературы приведен
в работе [4].

Данная статья продолжает исследования [7,8], в которых описываются вопросы опти-
мального сбора ресурса из однородной стохастической популяции. Здесь мы рассматри-
ваем модели динамики структурированной популяции, то есть популяции, состоящей из
отдельных видов x1, . . . , xn, либо разделенной на n возрастных групп. При отсутствии
эксплуатации развитие данной популяции задано системой дифференциальных уравнений

ẋ = f(x), где x ∈ Rn
+
.
= {x ∈ Rn : x1 > 0, . . . , xn > 0}. (0.1)

Здесь вектор-функция f и ее производные ∂fi/∂xj ( i, j = 1, . . . , n ) непрерывны для
всех x ∈ Rn

+. Предполагаем, что в моменты времени τ(k) = kd, d > 0 можно добывать
некоторую случайную долю ресурса ω(k) = (ω1(k), . . . , ωn(k)) ∈ Ω ⊆ [0, 1]n, k = 1, 2, . . . .

В скобках будем обозначать параметры времени, а нижними индексами — пространствен-
ные параметры; так, через ωi(k) обозначается доля ресурса i -го вида, извлеченного из
популяции в момент kd.

Пусть имеется возможность остановить процесс сбора в момент kd, если доли из-
влеченного ресурса нескольких видов окажутся достаточно большими — не меньше, чем
заданные значения (u1(k), . . . , un(k)) = u(k) ∈ [0, 1]n. В этом случае доля добываемого
ресурса может быть уменьшена до

`(k) =
(
`1(k), . . . , `n(k)

)
∈ [0, 1]n, где `i(k) = min{ωi(k), ui(k)}, i = 1, . . . , n,

за счет чего размер следующего сбора может быть увеличен. Таким образом, мы рассмат-
риваем эксплуатируемую популяцию, динамика которой задана управляемой системой

ẋi = fi(x), t 6= kd,

xi(kd) =
(
1− `i(k)

)
xi(kd− 0),

(0.2)

где xi(kd − 0) и xi(kd) — количество ресурса i -го вида до и после сбора в момент kd

соответственно, i = 1, . . . , n, k = 1, 2, . . . . Предполагаем, что решения данной системы
непрерывны справа.

Обозначим через ϕ(t, x) =
(
ϕ1(t, x), . . . , ϕn(t, x)

)
решение системы (0.1), удовлетворя-

ющее начальному условию ϕ(0, x) = x. Будем считать, что данные решения являются
неотрицательными при любых неотрицательных начальных условиях, то есть функции
f1(x), . . . , fn(x) удовлетворяют условию квазиположительности (см. [9, с. 34]), которое
выглядит следующим образом:

fi(x1, x2, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) > 0, i = 1, . . . , n (0.3)



ОБ ОЦЕНКАХ ХАРАКТЕРИСТИК СБОРА РЕСУРСА 69

для любых неотрицательных xj, j 6= i. Из равенств xi(kd) =
(
1− ui(k)

)
xi(kd− 0) в сис-

теме (0.2) следует, что решения данной системы при выполнении условия квазиположи-
тельности также неотрицательные при любых неотрицательных начальных условиях.

Приведем описание вероятностной модели, параметризующей управляемую систему
(0.2). Пусть задано вероятностное пространство (Ω, Ã, µ̃), где Ω ⊆ [0, 1], Ã — сигма-
алгебра подмножеств Ω, на которой определена вероятностная мера µ̃. Рассмотрим мно-
жество последовательностей

Σ
.
= {σ : σ = (ω(1), . . . , ω(k), . . . )}, где ω(k) = (ω1(k), . . . , ωn(k)) ∈ Ω ⊆ [0, 1]n, k = 1, 2, . . . .

Обозначим через A наименьшую сигма-алгебру, порожденную цилиндрическими множе-
ствами

Ek
.
=
{
σ ∈ Σ : ω(1) ∈ A(1), . . . , ω(k) ∈ A(k)

}
, где A(j) ∈ Ã, j = 1, 2, . . . , k

и определим меру µ̃(Ek) = µ̃(A(1)) · . . . · µ̃(A(k)). Тогда в силу теоремы А.Н. Колмого-
рова на измеримом пространстве (Σ,A) существует единственная вероятностная мера µ,

которая является продолжением меры µ̃ на сигма-алгебру A.

Обозначим через x(0) ∈ Rn
+ начальное количество ресурса, Xi(k) = xi(kd − 0) —

количество ресурса i -го вида до сбора в момент τ(k) = kd, Ci > 0 — стоимость ресурса
i -го вида, i = 1, . . . , n. Тогда общая стоимость собранного ресурса в момент kd равна

Y (k) =
n∑
i=1

CiXi(k)`i(k).

Пусть также `
.
= (`(1), . . . , `(k), . . .). Будем рассматривать следующие характеристики

сбора возобновляемого ресурса.

О п р е д е л е н и е 0.1. (см. [7, 10]). Средней временной выгодой от извлечения ре-
сурса называется характеристика

H∗
(
`, x(0)

) .
= lim

k→∞

1

k

k∑
j=1

Y (j) = lim
k→∞

1

k

k∑
j=1

n∑
i=1

CiXi(j)`i(j). (0.4)

Если в правой части (0.4) нижний предел заменить на верхний, то будем обозначать его
H∗
(
`, x(0)

)
, и если H∗

(
`, x(0)

)
= H∗

(
`, x(0)

)
, то общий предел обозначим H

(
`, x(0)

)
.

О п р е д е л е н и е 0.2. (см. [11]). Суммарным доходом с учетом дисконтирования
называется характеристика

Hα

(
`, x(0)

) .
=
∞∑
k=1

Y (k)e−αk =
∞∑
k=1

e−αk
n∑
i=1

CiXi(k)`i(k). (0.5)

Значение показателя дисконтирования α > 0 указывает на то, что стоимость позднее
получаемого дохода снижается.

Получены оценки характеристик (0.4) и (0.5), выполненные с вероятностью единица,
для структурированной популяции в случае n > 1. Предложены два метода для решения
данной задачи. Первый из них можно применить для систем, обладающих свойством мо-
нотонности решений относительно начальных условий. Во втором методе нет ограничений
на свойства системы, и состоит он в построении положительно инвариантных множеств,
в которых находятся траектории системы при всех значениях случайных параметров.
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1. Оценка характеристик сбора ресурса для систем, обладающим свойством
монотонности решений относительно начальных данных

Отметим сначала, что неравенство x 6 y, записанное для векторов x ∈ Rn, y ∈ Rn,

будем понимать, как неравенства xi 6 yi, выполненные для всех i = 1, . . . , n.

О п р е д е л е н и е 1.1. Множество D ⊆ Rn
+ называется положительно инвариант-

ным относительно системы (0.1), если для любой начальной точки x(0) ∈ D траектория
решения ϕ(t, x(0)) содержится в D при t > 0.

Будем говорить, что для решений ϕ(t, x(0)) системы (0.1) выполнено свойство моно-
тонности относительно начальных данных на множестве D ⊆ Rn

+, если множество D по-
ложительно инвариантно относительно данной системы и для любых x(0) ∈ D, y(0) ∈ D
таких, что x(0) 6 y(0), неравенство ϕ(t, x(0)) 6 ϕ(t, y(0)) имеет место для любых t > 0.

Условия, при которых справедливо свойство монотонности решений системы (0.1), полу-
чены в работе [12]. В ней, в частности, показано, что данное свойство выполнено для
любой системы (0.1) размерности 1 (то есть для любого дифференциального уравнения).
Приведем основное утверждение статьи [12] (такой же результат справедлив для системы
дифференциальных уравнений, рассматриваемой на множестве Rn ).

Теорема 1.1. Пусть выполнены следующие условия:
1) множество D ⊆ Rn

+ положительно инвариантно относительно системы (0.1);
2) каждая из функций fi является строго возрастающей на множестве D по всем

переменным, от которых она явным образом зависит, за возможным исключением пе-
ременной xi, i = 1, . . . , n;

3) x(0) ∈ D, y(0) ∈ D и x(0) 6 y(0).

Тогда ϕ(t, x(0)) 6 ϕ(t, y(0)) для всех t > 0.

Следствие 1.1. Предположим, что множество D ⊆ Rn
+ является положительно

инвариантным относительно системы (0.1) и
∂fi
∂xj

> 0 для всех x ∈ D, либо
∂fi
∂xj

= 0

для всех x ∈ D, i 6= j, i, j = 1, . . . , n. Тогда, если x(0) ∈ D, y(0) ∈ D и x(0) 6 y(0), то
ϕ(t, x(0)) 6 ϕ(t, y(0)) для всех t > 0.

Вернемся к эксплуатируемой популяции, заданной системой (0.2). Обозначим через
X(k) =

(
X1(k), . . . , Xn(k)

)
и x(k) =

(
x1(k), . . . , xn(k)

)
количество ресурса до сбора и по-

сле сбора в момент τk соответственно, тогда X(k+1) = ϕ(d, x(k)) и x(k) = (1−`(k))X(k).

Если `i(k) = ui для всех k = 1, 2, . . . , то X(k) удовлетворяет системе разностных урав-
нений

X(k + 1) = ϕ
(
d, (1− u)X(k)

)
, k = 1, 2, . . . ; (1.1)

здесь (1 − u)X(k) =
(
(1 − u1)X1(k), . . . , (1 − un)Xn(k)

)
. Предположим, что отображение,

соответствующее системе (1.1), имеет неподвижную точку S(u) =
(
S1(u), . . . , Sn(u)

)
, то-

гда S(u) = ϕ(d, (1− u)S(u)). Пусть s(u)
.
= (1− u)S(u); отметим, что si(u) = (1− ui)Si(u)

и ϕi(d, s(u)) = Si(u), i = 1, . . . , n.

Рассмотрим случайные величины `i(k) = min{ωi(k), ui}, i = 1, . . . , n, k = 1, 2, . . . и
обозначим через M`i = M`i(k) их математическое ожидание.
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Теорема 1.2. Пусть выполнены условия 1) и 2) теоремы 1.1, x(0) ∈ D, s(u) ∈ D
и x(0) > s(u). Тогда для почти всех σ ∈ Σ справедливо неравенство

H∗
(
`, x(0)

)
>

n∑
i=1

CiSi(u)M`i. (1.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Напомним, что Xi(k) и xi(k) — количество ресурса i -го
вида до сбора и после сбора в момент kd; тогда xi(k) = (1 − `i(k))Xi(k), k ∈ N. В силу
теоремы 1.1, если xi(0) > si(u), то Xi(1) = ϕi(d, x(0)) > ϕi(d, s(u)) = Si(u), i = 1, . . . , n.

Из неравенств `i(k) 6 ui получаем

xi(1) = (1− `i(1))Xi(1) > (1− ui)Xi(1) > (1− ui)Si(u) = si(u), i = 1, . . . , n.

Далее, Xi(2) = ϕi(d, x(1)) > ϕi(d, s(u)) = Si(u). Аналогично получаем, что Xi(k) > Si(u)

для всех k = 1, 2, . . . , i = 1, . . . , n. Поэтому

H∗
(
`, x(0)

) .
= lim

k→∞

1

k

k∑
j=1

n∑
i=1

CiXi(j)`i(j) > lim
k→∞

1

k

k∑
j=1

n∑
i=1

CiSi(u)`i(j). (1.3)

Случайные величины `i(1), `i(2), . . . независимы, имеют одинаковое распределение и,
так как 0 6 `i(k) 6 1 для всех k = 1, 2, . . . , то M

∣∣`i(k)
∣∣ 6 1 <∞. Поэтому из усиленного

закона больших чисел А.Н. Колмогорова следует, что для почти всех σ ∈ Σ и каждого
i = 1, . . . , n выполнено равенство

lim
k→∞

1

k

k∑
j=1

`i(j) = M`i. (1.4)

Таким образом, нижний предел в правой части (1.3) равен пределу

lim
k→∞

1

k

k∑
j=1

n∑
i=1

CiSi(u)`i(j) =
n∑
i=1

CiSi(u)M`i. (1.5)

Неравенство (1.2) теперь следует из (1.3) и (1.5).

З а м е ч а н и е 1.1. Отметим, что если функция распределения F случайной вели-
чины `i(k) абсолютно непрерывна, то ее математическое ожидание равно

M`i(k) =

∫ u

0

tf(t) dt+ u
(
1− F (u)

)
, i = 1, . . . , n, k = 1, 2, . . . , (1.6)

где через f обозначена плотность данного распределения (см. [7]).

П р и м е р 1.1. Найдем оценку средней временной выгоды для модели взаимодей-
ствия двух видов типа нейтрализм:{

ẋ1 = a1x1 − c1x21,
ẋ2 = a2x2 − c2x22.

(1.7)
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Предполагаем, что все коэффициенты системы положительные, стоимости ресурса дан-
ных видов равны C1, C2, и доли добываемого ресурса ωi(k), i = 1, 2, k = 0, 1, 2, . . .

имеют равномерное распределение на отрезке [0, 1].

Для системы (1.7) выполнены условия теоремы 1.1 (множество D = R2
+ положительно

инвариантно относительно данной системы, так как для него справедливо условие квази-
положительности (0.3)). Решением системы (1.7) является функция

ϕ(t, x(0)) =
(
ϕ1(t, x(0)), ϕ2(t, x(0))

)
, где

ϕi(t, x(0)) =
aixi(0)eait

ai + cixi(0)(eait − 1)
, i = 1, 2.

Для заданных u = (u1, u2), d > 0 найдем неподвижные точки S(u) =
(
S1(u), S2(u)

)
си-

стемы (1.1) из равенства S(u) = ϕ(d, (1 − u)S(u)). Отметим, что при любом u ∈ [0, 1]2

существует нулевая неподвижная точка; при ui < 1− e−aid система (1.7) имеет неподвиж-
ную точку S(u) с положительными координатами

Si(ui) =
ai
(
(1− ui)eaid − 1

)
ci(1− ui)

(
eaid − 1

) , i = 1, 2;

также возможны случаи, когда одна из координат равна нулю, а другая больше нуля.
Найдем оценки характеристик сбора ресурса. Поскольку ωi(k), i = 1, 2, k = 0, 1, 2, . . .

имеют равномерное распределение на отрезке [0, 1], то их плотность f(t) = 1 при t ∈ [0, 1]

и функция распределения F (t) = t, t ∈ [0, 1]. Таким образом, из (1.6) получаем

M`i = ui −
u2i
2
, i = 1, 2.

Следовательно, в силу теоремы 1.2, при ui < 1 − e−aid, i = 1, 2 имеем оценку средней
временной выгоды

H∗
(
`, x(0)

)
>

2∑
i=1

aiCi
(
(1− ui)eaid − 1

)(
ui − u2i /2

)
ci(1− ui)(eaid − 1)

,

выполненную для почти всех σ ∈ Σ.

2. Оценка характеристик сбора ресурса методом построения положительно
инвариантных множеств

Отметим, что свойство монотонности решений, рассмотренное в первом параграфе,
справедливо не для всех систем дифференциальных уравнений. Здесь мы предлагаем
рассмотреть способ оценки характеристик сбора ресурса методом построения положитель-
но инвариантных множеств, при этом свойство монотонности решений не обязано быть
выполненным. С этой целью мы используем понятие функции Ляпунова относительно
множества, введенное Евгением Леонидовичем Тонковым в работах [13, 14], а также по-
лученные им условия положительной инвариантности заданных множеств относительно
управляемых систем и дифференциальных включений. Приведем необходимые определе-
ния и утверждения.

Пусть D — компактное подмножество Rn, frD — граница D; Dr = {x ∈ Rn :

ρ(x,D) 6 r}, где r > 0, ρ(x,D)
.
= min

y∈D
‖x − y‖ — расстояние от точки x ∈ Rn до за-

мкнутого множества D в Rn, ‖x‖ =
√
x21 + . . .+ x2n.
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О п р е д е л е н и е 2.1. (см. [13]). Функция V : Dr → R называется функцией Ля-
пунова (относительно множества D ), если она локально липшицева, V (x) = 0 для всех
x ∈ frD и V (x) > 0 для всех x ∈ Dr \D.

Обозначим через
dV

dt

∣∣∣
(1)

производную функции V в силу автономной системы (0.1),

тогда
dV

dt

∣∣∣
(1)

=
n∑
i=1

∂V (x)

∂xi
fi(x). Приведенное ниже утверждение является следствием тео-

ремы 1 работы [13] о положительной инвариантности заданного множества относительно
дифференциального включения.

Теорема 2.1. Предположим, что для некоторого r > 0 существует локально лип-
шицева функция Ляпунова V : Dr → R. Если для всех x ∈ Dr\D выполнено неравенство
dV

dt

∣∣∣
(1)
6 0, то множество D положительно инвариантно относительно системы (0.1).

Приведем условия существования положительно инвариантных множеств для моде-
ли эксплуатируемой популяции, заданной системой (0.2). Напомним, что через X(k) =(
X1(k), . . . , Xn

)
мы обозначаем количеством ресурса до сбора в момент τk. Пусть фикси-

ровано u ∈ [0, 1]n. Рассмотрим систему разностных уравнений, зависящих от случайных
параметров:

X(k + 1) = ϕ
(
d, (1− `(k))X(k)

)
, k = 1, 2, . . . , (2.1)

где X(1) ∈ Rn
+, `(k) =

(
`1(k), . . . , `n(k)

)
, `i(k) = min{ωi(k), u}. Будем искать положитель-

но инвариантное множество относительно системы (2.1), которое является прямоугольни-
ком в Rn

+, запишем его в виде

D =
{
x ∈ Rn

+ : δi 6 xi 6 ∆i, i = 1, . . . , n
}
, где 0 < δi < ∆i. (2.2)

Отметим, что прямоугольник D можно представить в виде пересечения двух множеств:

D1 =
{
x ∈ Rn

+ : xi 6 ∆i, i = 1, . . . , n
}
, D2 =

{
x ∈ Rn

+ : xi > δi, i = 1, . . . , n
}
.

Теорема 2.2. Пусть задано u ∈ [0, 1]n и выполнены следующие условия:
1) fi(x) 6 0 при xi > ∆i, i = 1, . . . , n;

2) если x ∈ frD2 ∩D, то ϕ
(
d, (1− u)x

)
∈ D2.

Тогда прямоугольник D является положительно инвариантным множеством от-
носительно системы (2.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим отображение F, ставящее в соответствие каж-
дой точке x ∈ Rn

+ точку y ∈ Rn
+, такую, что y = ϕ(d, x). Покажем, что прямоугольник

(2.2) является положительно инвариантным относительно системы (2.1), если множество
D1 положительно инвариантно относительно системы (0.1) и F

(
(1−u)D2

)
⊆ D2. Действи-

тельно, пусть X(k) ∈ D1, тогда (1− `(k))X(k) ∈ D1 и из положительной инвариантности
D1 относительно (0.1) получаем, что

X(k + 1) = ϕ
(
(1− `(k))X(k)

)
∈ D1.

Далее, из неравенств `i(k) = min{ωi(k), ui} 6 ui, i = 1, . . . , n следует включение(
1− `(k)

)
D2 ⊆ (1− u)D2,
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поэтому, если X(k) ∈ D2, то

X(k + 1) = ϕ
(
(1− `(k))X(k)

)
∈ F

(
(1− `(k))D2

)
⊆ F

(
(1− u))D2

)
⊆ D2.

Таким образом, если X(k) ∈ D, то X(k + 1) ∈ D1 ∩D2 = D, k = 1, 2, . . . .

Покажем, что если выполнено первое условие теоремы, то прямоугольник D1 поло-
жительно инвариантный относительно системы (0.1). Представим множество D1 в виде

D1 =
n⋂
i=1

Ei, где Ei = {x ∈ Rn
+ : xi 6 ∆i}, i = 1, . . . , n. Выберем следующую функцию

Ляпунова относительно множества Ei : V (x) = xi −∆i, тогда

dV

dt

∣∣∣
(1)

=
n∑
j=1

∂V

∂xj
ẋj = ẋi = fi(x).

В силу теоремы 2.1, если
dV

dt

∣∣∣
(1)

= fi(x) 6 0 при xi > ∆i, то множество Ei положи-

тельно инвариантно относительно системы (0.1). Таким образом, если имеет место первое
условие, то положительно инвариантным является каждое из множеств E1, . . . , En и, сле-

довательно, множество D1 =
n⋂
i=1

Ei.

Второе условие теоремы означает, что включение F
(
(1− u)D2

)
⊆ D2 достаточно про-

верить для множества frD2 ∩D.

Для доказательства следующих утверждений применяется теорема 2.2 и усиленный
закон больших чисел А.Н. Колмогорова.

Теорема 2.3. Пусть при u ∈ [0, 1)n решения системы (2.1) удовлетворяют неравен-
ствам

Xi(k) ∈ [δi,∆i], где i = 1, . . . , n, k > k0 > 1. (2.3)

Тогда для почти всех σ ∈ Σ справедлива оценка

n∑
i=1

CiδiM`i 6 H∗
(
`, x(0)

)
6

n∑
i=1

Ci∆iM`i. (2.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. При доказательстве теоремы 1.2 показано, что случайные
величины `i(1), `i(2), . . . удовлетворяют усиленному закону больших чисел А.Н. Колмо-
горова, поэтому для почти всех σ ∈ Σ и каждого i = 1, . . . , n выполнено равенство (1.4).
Из условия (2.3) следует неравенство

n∑
i=1

Ciδi`i(k) 6
n∑
i=1

CiXi(k)`i(k) 6
n∑
i=1

Ci∆i`i(k), k > k0 > 1. (2.5)

Переходя к пределу среднего арифметического в (2.5), из определения средней временной
выгоды и (1.4) получаем неравенство (2.4).

Предположим, что в разных опытах появились различные случайные последователь-
ности

σp
.
= {ωp(1), . . . , ωp(k), . . .},
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также определим `
p .

=
(
`p(1), . . . , `p(k), . . .

)
, где p = 1, 2, . . . . Для каждой последователь-

ности `
p реализуется свое значение суммарного дохода, которое равно

Hα

(
`
p
, x(0)

) .
=
∞∑
k=1

e−αk
n∑
i=1

CiX
p
i (k)`pi (k), p = 1, 2, . . . .

Теорема 2.4. Пусть при u ∈ [0, 1)n выполнены условия

Xp
i (k) ∈ [δi,∆i], i = 1, . . . , n, p = 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . . . (2.6)

Тогда для почти всех σ ∈ Σ справедлива оценка

(
eα − 1

)−1 n∑
i=1

CiδiM`i 6 lim
m→∞

1

m

m∑
p=1

Hα

(
`
p
, x(0)

)
6
(
eα − 1

)−1 n∑
i=1

Ci∆iM`i. (2.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (2.6) получаем неравенства

n∑
i=1

Ciδi`
p
i (k) 6

n∑
i=1

CiX
p
i (k)`pi (k) 6

n∑
i=1

Ci∆i`
p
i (k), p = 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . . . (2.8)

В силу закона больших чисел А.Н. Колмогорова lim
m→∞

1

m

m∑
p=1

`pi (k) = M`i для почти всех

σ ∈ Σ, поэтому из (2.8) следует

n∑
i=1

CiδiM`i 6 lim
m→∞

1

m

m∑
p=1

n∑
i=1

CiX
p
i (k)`pi (k) 6

n∑
i=1

Ci∆iM`i.

Умножая последнее неравенство на e−αk и суммируя по всем k = 1, 2, . . . , получаем

∞∑
k=1

e−αk
n∑
i=1

CiδiM`i 6 lim
m→∞

1

m

m∑
p=1

Hα

(
`
p
, x(0)

)
6

∞∑
k=1

e−αk
n∑
i=1

Ci∆iM`i.

Отсюда, с учетом равенства
∞∑
k=1

e−αk =
(
eα − 1

)−1
, следует (2.7).

Приведем также утверждение для оценки суммарного дохода с учетом дисконтирова-
ния в случае, когда система (0.1) обладает свойством монотонности решений относительно
начальных данных.

Теорема 2.5. Пусть выполнены условия 1) и 2) теоремы 1.1, x(0) ∈ D, s(u) ∈ D
и x(0) > s(u). Тогда для почти всех σ ∈ Σ справедливо неравенство

lim
m→∞

1

m

m∑
p=1

Hα

(
`
p
, x(0)

)
>
(
eα − 1

)−1 n∑
i=1

CiSi(u)M`i.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так же, как при доказательстве теоремы 1.2, получаем, что

Xp
i (k) > Si(u) для всех k = 1, 2, . . . , p = 1, 2, . . . , i = 1, . . . , n.

Теперь утверждение теоремы следует из неравенства (2.7).
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П р и м е р 2.1. Модели взаимодействия двух видов в классификации Е. Одума по-
дробно описаны в книге Г.Ю. Ризниченко [15, с. 143–157]. В соответствии с гипотезой
В. Вольтерра о взаимодействии экологических сообществ, модель конкуренции задается
системой: {

ẋ1 = (c− ax1 − bx2)x1,
ẋ2 = (c− ax2 − bx1)x2.

(2.9)

Здесь x1, x2 — численности видов, c — постоянная собственной скорости роста видов, a —
постоянная взаимодействия видов или межвидовой конкуренции, b — постоянная внут-
ривидовой конкуренции. Предполагаем, что все коэффициенты системы положительные
и a > b.

Пусть задано u ∈ [0, 1)2; доли добываемого ресурса ωi(k), i = 1, 2, k = 0, 1, 2, . . .

имеют равномерное распределение на отрезке [0, 1]. Найдем оценки средней временной
выгоды и суммарного дохода с учетом дисконтирования для системы (2.9), выполненные
с вероятностью единица.

Отметим, что система (2.9) на множестве D = R2
+ может не обладать свойством мо-

нотонности решений относительно начальных данных (см. следствие 1.1). Поэтому будем
искать оценки характеристик сбора ресурса методом положительно инвариантных мно-
жеств. Проверим, при каких ∆1,∆2 имеет место первое условие теоремы 2.2. В силу
симметрии уравнений системы можно считать, что ∆1 = ∆2 = ∆. Тогда

f1(x) = (c− ax1 − bx2)x1 6 (c− ax1)x1 6 0,

f2(x) = (c− ax2 − bx1)x2 6 (c− ax2)x2 6 0

при x1 > ∆, x2 > ∆, где ∆ =
c

a
. Таким образом, множество

D1 =
{
x ∈ R2

+ : x1 6 ∆, x2 6 ∆
}
, где ∆ =

c

a

положительно инвариантно относительно системы (2.9).
Теперь для каждого u ∈ [0, 1)2 нужно найти значения δ1, δ2, при которых выполняется

второе условие теоремы 2.2. Отметим, что если x = (x1, x2) содержится в положительно
инвариантном множестве D1, то

ẋ1 = (c− ax1 − bx2)x1 >
(
c(1− b/a)− ax1

)
x1,

ẋ2 = (c− ax2 − bx1)x2 >
(
c(1− b/a)− ax2

)
x2.

В силу теоремы Чаплыгина, для решения системы (2.9) при

x ∈ D2 =
{
x ∈ R2

+ : x1 > δ1, x1 > δ2
}

выполнены неравенства

ϕi(d, (1− u)x) >
c0(1− ui)δiec0d

c0 + a(1− ui)δi(ec0d − 1)
, i = 1, 2,

где c0 = c(1− b/a) > 0. Из условия ϕ
(
d, (1− u)x

)
∈ D2 получаем

δi =
c0
(
ec0d − 1− ec0dui

)
a(1− ui)

(
ec0d − 1

) > 0, если ui < 1− e−c0d (2.10)

и δi = 0, если ui > 1− e−c0d, i = 1, 2.
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Найдем оценки характеристик сбора ресурса. Поскольку ωi(k), i = 1, 2, k = 0, 1, 2, . . .

имеют равномерное распределение на отрезке [0, 1], то их плотность f(t) = 1 при t ∈ [0, 1]

и функция распределения F (t) = t, t ∈ [0, 1]. Таким образом, из (1.6) следует, что

M`i = ui −
u2i
2
, i = 1, 2.

Пусть δ1, δ2 заданы (2.10), тогда из (2.4) следуют неравенства для средней временной
выгоды

2∑
i=1

Ciδi

(
ui −

u2i
2

)
6 H∗

(
`, x(0)

)
6
c

a

2∑
i=1

Ci

(
ui −

u2i
2

)
,

выполненные для почти всех σ ∈ Σ. Далее, в силу (2.7) для почти всех σ ∈ Σ имеют
место следующие оценки суммарного дохода:

(
eα − 1

)−1 2∑
i=1

Ciδi

(
ui −

u2i
2

)
6 lim

m→∞

1

m

m∑
p=1

Hα

(
`
p
, x(0)

)
6
(
eα − 1

)−1 c
a

2∑
i=1

Ci

(
ui −

u2i
2

)
,

где α > 0 — показатель дисконтирования, ui < 1− e−c0d, i = 1, 2.

Отметим, что если ui > 1− e−c0d, i = 1, 2, то справедливы только следующие оценки
сверху:

H∗
(
`, x(0)

)
6
c

a

2∑
i=1

Ci

(
ui −

u2i
2

)
,

lim
m→∞

1

m

m∑
p=1

Hα

(
`
p
, x(0)

)
6
(
eα − 1

)−1 c
a

2∑
i=1

Ci

(
ui −

u2i
2

)
.

Таким образом, при «больших» величинах управлений ui > 1 − e−c0d, i = 1, 2, нельзя
гарантировать, что характеристики сбора ресурса положительные.
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Точная оценка третьего коэффициента
для ограниченных не обращающихся в нуль
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Аннотация. Пусть Ωr
0 — класс функций ω, голоморфных в единичном круге ∆,

с действительными коэффициентами, удовлетворяющих условиям |ω(z)| < 1, ω(0) = 0,

z ∈ ∆. Проблема коэффициентов на классе Ωr
0 формулируется следующим образом: найти

необходимые и достаточные условия, которые нужно наложить на действительные числа
{ω}1, {ω}2, . . . , чтобы ряд {ω}1z+{ω}2z2+. . . являлся рядом Тейлора некоторой функции
класса Ωr

0.

Класс Br состоит из функций f, голоморфных в ∆, с действительными коэффици-
ентами, для которых выполняются условия 0 < |f(z)| ≤ 1, z ∈ ∆. Подклассы Br

t , t ≥ 0,

определяются как множество функций f ∈ Br, нормированных условием f(0) = e−t. За-
дача точной оценки |{f}n|, n ∈ N, на классах Br или Br

t известна как проблема Кшижа
для соответствующего класса. Очевидно, объединение всех классов Br

t исчерпывает класс
Br с точностью до вращений в плоскости переменной w (w = f(z) ).

На основе решения проблемы коэффициентов для класса Ωr
0 решена задача точной

оценки функционала |{f}3| на классах Br
t при каждом t ≥ 0. Для этого задача была

сведена к задаче оценки функционала над классом Ωr
0, после чего задача сведена к задаче

о поиске глобального условного экстремума функции двух действительных переменных
с ограничениями типа неравенств.

Экстремальные функции найдены в двух формах: в форме выпуклой комбинации ядер
Шварца, связанной с классом Каратеодори, и в форме произведений Бляшке, связанной
с классом Ωr

0.
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Sharp estimate of the third coefficient for bounded non-vanishing
holomorphic functions with real coefficients
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Abstract. Let Ωr
0 be a class of holomorphic functions ω in the unit disk ∆, with real

coefficients, and such that |ω(z)| < 1, ω(0) = 0, z ∈ ∆. The coefficients problem in the class
Ωr

0 is formulated as follows: find the necessary and sufficient conditions to be imposed on the
real numbers {ω}1, {ω}2, . . . in order for the series {ω}1z+{ω}2z2 + . . . to be the Taylor series
of a function in the class Ωr

0.

The class Br consists of holomorphic functions f in ∆ with real coefficients and such that
0 < |f(z)| ≤ 1, z ∈ ∆. The classes Br

t , t ≥ 0, are defined as the sets of functions f ∈ Br

such that f(0) = e−t. The problem of obtaining a sharp estimation of |{f}n|, n ∈ N, on the
class Br or Br

t is commonly referred to as the Krzyz problem (for the class Br or Br
t ). It is

clear that the union of all classes Br
t exhausts the class Br up to rotations in the plane of

variable w (w = f(z) ).

Based on the solution of the coefficients problem for the class Ωr
0, the problem of obtaining

a sharp estimation of the functional |{f}3| on the classes Br
t for every t ≥ 0 is solved

by transitioning to the functional over the class Ωr
0, after which the problem is reduced to

finding the global constrained extremum of a function of two real variables with inequality-type
constraints.

The extreme functions are found in two forms: as a convex combination of Schwartz kernels
related to the Caratheodory class, and as Blaschke products related to the class Ωr

0.

Keywords: the Krzyz hypothesis, the Krzyz problem, bounded non-vanishing function, sharp
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Введение

Пусть ∆ := {z ∈ C : |z| < 1}. Классом B будем называть множество голоморфных
в единичном круге ∆ функций f, удовлетворяющих условиям 0 < |f(z)| ≤ 1, z ∈ ∆.

Тейлоровские коэффициенты функции f обозначим через {f}n, n ∈ {0} ∪ N.
В 1968 году Ян Кшиж высказал гипотезу [1] о том, что если f ∈ B, то

|{f}n| ≤ 2/e, n ∈ N,

причем равенство достигается только на функциях вида eiψF (eiϕzn, 1), где

F (z, t) := e−t
1−z
1+z , ϕ, ψ ∈ R, t ∈ [0,+∞).

Задачу о точной оценке |{f}n|, n ∈ N, на классе B мы будем называть проблемой
Кшижа.

Гипотеза Кшижа привлекает внимание многих математиков. В настоящее время она
доказана только до пятого тейлоровского коэффициента включительно [2]. Существование
экстремалей в проблеме Кшижа очевидно, поскольку после присоединения к классу B

функции f(z) ≡ 0 получается компактное в себе (в топологии локально равномерной
сходимости) семейство функций, а функционал, ставящий в соответствие каждой функции
из B ее тейлоровский коэффициент с номером n, является непрерывным на B.

Класс B инвариантен относительно вращений в плоскости переменной w (w = f(z)),
поэтому можно ограничиться изучением только тех функций, для которых f(0) > 0.

Так как 0 < {f}0 ≤ 1, то можно положить {f}0 = e−t, где параметр t ∈ [0,+∞).

Эти подклассы обозначим через Bt. Как известно из теории подчиненных функций [3],
каждую функцию класса Bt можно представить в виде

f(z) = e−t
1−ω(z)
1+ω(z) , ω ∈ Ω0, (0.1)

где Ω0 — класс функций ω, голоморфных в ∆ и таких, что

|ω(z)| < 1, ω(0) = 0, z ∈ ∆.

Отметим, что при каждом t > 0 эта формула устанавливает взаимно-однозначное
соответствие между классами Ω0 и Bt.

Класс, состоящий из функций ω ∈ Ω0 с действительными коэффициентами, обозна-
чим через Ωr

0, класс, состоящий из функций f ∈ Bt с действительными коэффициентами,
обозначим через Br

t , а класс, состоящий из функций f ∈ B с действительными коэффи-
циентами, обозначим через Br.

При каждом t > 0 формула (0.1) устанавливает взаимно-однозначное соответствие
между классами Ωr

0 и Br
t .

Заметим также, что класс B0 состоит только из одной функции f ≡ 1, поэтому B0

можно считать полностью изученным. В дальнейшем мы будем для полноты указывать,
что t ≥ 0, однако фактически можно всюду далее считать, что t > 0. Эта оговорка
позволяет нам, например, свободно делить на t.

Цель данной статьи состоит в нахождении точной оценки модуля третьего тейлоров-
ского коэффициента на классах Br

t , t > 0. Классы Br
t являются весьма важным частным

случаем. Действительно, F (z, t) ∈ Br
t , если f ∈ Bt, то экстремальные функции для функ-

ционалов |{f}1| и |{f}2| лежат в Br
t . Как будет показано ниже, экстремальные функции
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для функционала |{f}3| на Bt лежат вне Br
t лишь на малом интервале изменения пара-

метра t.

Многие задачи геометрической теории функций комплексной переменной сводятся
к изучению свойств функции через ее тейлоровские коэффициенты. В геометрической
теории функций изучению классов функций, ограниченных в ∆, уделяется значительное
внимание. Теория ограниченных голоморфных функций представляет собой богатую и
бурно развивающуюся область с большим количеством открытых проблем. Многие задачи
геометрической теории функций сводятся к задачам на классах ограниченных функций.

Проблема Кшижа формулируется для подклассов ограниченных функций, не обраща-
ющихся в нуль, и имеет непосредственную связь с полиномами Лагерра, Фабера, а также
с проблемой коэффициентов на классах ограниченных функций. Последняя, в свою оче-
редь, тесно связана с теорией подчиненных функций [3] и теорией пространств Харди.
Проблема Кшижа для коэффициента с номером n является задачей на экстремум функ-
ционала, которую можно свести к задаче об экстремуме действительнозначной функции
2n − 3 действительных переменных [4]. Задачи на экстремум широко распространены
в науке и технике и находят разнообразные применения.

Класс B посредством класса Ω0 связан с классами однолистных функций, в частности
с классами выпуклых и звездных функций. Соответственно, проблема коэффициентов
для B связана с проблемой коэффициентов для упомянутых классов. Также существуют
параллели между гипотезой Кшижа и теоремой Де Бранжа (ранее гипотезой Бибербаха).

1. Подчиненные функции и начальные коэффициенты

Коснемся представлений вида (0.1). Пусть функции F (z) и f(z) голоморфны в ∆.

Функция f(z) называется подчиненной в ∆ для функции F (z), если она может быть
представлена в ∆ в форме f(z) = F (ω(z)), где ω ∈ Ω0. Функцию F (z) будем называть
мажорантой для f(z) в ∆.

Понятие подчинения восходит к Е. Линделефу [5], однако термин был введен Д.И. Лит-
лвудом [6] и В. Рогозинским [3]; они же разработали метод и получили с его помощью неко-
торые результаты. Принцип подчинения Литлвуда и Рогозинского часто используется при
выводе оценок коэффициентов в классе B (см. [7–10]).

В случае проблемы Кшижа, трудность применения этого метода заключается в слож-
ности коэффициентов {F}k(t) функции F (z, t).

Теория подчинения позволяет легко находить точные оценки первого и второго коэф-
фициентов на классе функций f, подчиненных функции F. Известно, что {f}0 = {F}0,
|{f}1| ≤ |{F}1|, |{f}2| ≤ max(|{F}1|, |{F}2|); все оценки точные [3] и равенство достига-
ется только на вращениях F (z) или F (z2) в плоскости переменной z.

Пусть MF — класс, состоящий из функций f(z) = F (ω(z)), где F — голоморфная
в ∆ функция, а ω ∈ Ω0. Ясно, что {f}n зависит от {ω}k, k = 1, . . . , n. Если верхний
индекс обозначает показатель степени, то

{f}n = {F}1{ω}n + {F}2{ω2}n + . . .+ {F}n{ωn}n. (1.1)
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2. Неравенства для коэффициентов

На Ω0 имеет место точное неравенство (см. [11] или [4])∣∣∣{ω}3 +
{ω}1{ω}22

1− |{ω}1|2
∣∣∣ ≤ (1− |{ω}1|2)2 − |{ω}2|2

1− |{ω}1|2
. (2.1)

Заметим, что из неравенства (2.1) сразу следует неравенство Пика [12, с. 219]

|{ω}2| ≤ 1− |{ω}1|2, (2.2)

а из неравенства (2.2) сразу следует неравенство Шварца [12, с. 29]

|{ω}1| ≤ 1. (2.3)

Чтобы убедиться в этом, достаточно преобразовать неравенства r3 ≥ 0 и r2 ≥ 0, где r3
и r2 — правые части неравенств (2.1) и (2.2), соответственно. Неравенства (2.3) и (2.2)
можно найти также в [11] или в [4].

Рассмотрим пространство Cn, n ∈ N, точками которого являются наборы из n ком-
плексных чисел ω(n) := ({ω}1, . . . , {ω}n).

Множество, состоящее из точек ω(n) ∈ Cn таких, что числа {ω}1, . . . , {ω}n являются
первыми n коэффициентами некоторой функции класса Ω0, будем обозначать через Ω

(n)
0

и называть n -м телом коэффициентов класса Ω0.

Проблема коэффициентов на классе Ω0 ставится так: найти необходимые и достаточ-
ные условия, которые нужно наложить на комплексные числа {ω}1, {ω}2, . . . для того,
чтобы ряд {ω}1z + {ω}2z2 + . . . был рядом Тейлора некоторой функции класса Ω0.

Третье тело коэффициентов на Ω0 полностью характеризуется неравенством (2.1),
второе — неравенством (2.2), а первое — неравенством (2.3).

Множество A называется абсолютно выпуклым, если оно выпуклое и сбалансирован-
ное, то есть aA ⊂ A, |a| ≤ 1. Здесь a является действительным или комплексным числом.

Отметим, что класс Ω0 является абсолютно выпуклым множеством ( a ∈ C ). Класс
Ωr

0 также является абсолютно выпуклым множеством ( a ∈ R ).
Из неравенства (2.1) с учетом действительности коэффициентов вытекает следующее

утверждение (см. [13]).

Утверждение 2.1. Первое тело коэффициентов класса Ωr
0 определяется неравен-

ством (2.3) и является отрезком [−1, 1] оси x. Второе тело коэффициентов класса
Ωr

0 определяется неравенством (2.2), лежит в плоскости xy и является абсолютно
выпуклым компактом, заключенным между параболами y = −1 + x2 и y = 1− x2. Про-
екция второго тела на ось x есть первое тело. Третье тело коэффициентов класса Ωr

0

определяется неравенством (2.1), лежит в пространстве xyz и является абсолютно
выпуклым компактом, ограниченным поверхностями

z = −(1− x2) +
y2

1 + x
и z = 1− x2 − y2

1− x
, −1 ≤ x ≤ 1, −1 + x2 ≤ y ≤ 1− x2.

Проекция третьего тела на плоскость xy есть второе тело.

По поводу абсолютной выпуклости см. [4, 13]. Здесь только заметим, что

−
(
− (1− (−x)2) +

y2

1 + (−x)

)
= 1− x2 − y2

1− x
. (2.4)
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Теорема 2.1 (Каратеодори, Фейер). Пусть n ∈ N. Каков бы ни был полином

p(z) = {ω}1z + . . .+ {ω}nzn 6≡ 0,

существует, и притом единственная, дробь вида

λz
αn−1 + αn−2z + . . .+ α0z

n−1

α0 + α1z + . . .+ αn−1zn−1
, λ > 0,

регулярная в ∆ и имеющая в своем тейлоровском разложении n первых коэффициентов,
соответственно равных {ω}1, . . . , {ω}n.

Полную формулировку этой теоремы, а также метод поиска λ можно найти в моно-
графии [12, с. 480] или в статье [4, с. 283].

3. Анализ задачи

Согласно формуле (1.1), если f ∈ Bt, то найдется ω ∈ Ω0 такая, что

{f}3 = {F}1{ω}3 + 2{F}2{ω}1{ω}2 + {F}3{ω}31. (3.1)

Области значений функционалов {ω}1, {ω}2, {ω}3 на классе Ω0, взятые в совокуп-
ности, различаются, что затрудняет решение задачи. Поэтому перепишем неравенства
(2.3), (2.2) и (2.1) в виде |m1| ≤ r1, |m2| ≤ r2 и |m3| ≤ r3 соответственно. Обозначив
zk := mk/rk, k = 1, 2, 3, получим

z1 := {ω}1, z2 :=
{ω}2
r2

, z3 :=
{ω}3 + r2z̄1z

2
2

r3
, (3.2)

откуда
{ω}1 = z1, {ω}2 = r2z2, {ω}3 = r3z3 − r2z̄1z22 . (3.3)

Подставив эти значения в (3.1), получим

{f}3 = {F}1(r3z3 − r2z̄1z22) + 2{F}2r2z1z2 + {F}3z31 . (3.4)

Ясно, что |zk| ≤ 1, k = 1, 2, 3. Заметим еще, что z1 = z1({ω}1), z2 = z2({ω}1, {ω}2),
а r2 = r2({ω}1) и т. д. В дальнейшем, ради краткости записи, мы будем опускать эти
подробности.

Так как функционал |{f}3| достигает своего максимума на границе полидиска ∆̄n

(см. об этом подробнее в [4]), то |z3| = 1 и {ω}3 = r3e
ϕ3−r2z̄1z22 , где ϕ3 := arg z3. Поделив

равенство (3.4) на {F}1, получим

{f}3
{F}1

= r3e
ϕ3 − r2z̄1z22 + 2αr2z1z2 + βz31 , α :=

{F}2
{F}1

, β :=
{F}3
{F}1

.
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Поскольку в этой работе нас интересуют функции с действительными коэффициентами
( f ∈ Br

t ), то задача об оценке модуля функционала (3.1) свелась к задаче исследования
функций

h±(x1, x2) = ±r3 − r2x1x22 + 2αr2x1x2 + βx31

на условный глобальный экстремум при ограничениях −1 ≤ xk ≤ 1, k = 1, 2.

Так как r2 = 1−x21, а r3 = (1−x21)(1−x22) и h+(x1, x2) = −h−(−x1, x2) (см. также (2.4)),
то, окончательно, целевой функцией можно считать

h(x1, x2) = r3 − r2x1x22 + 2αr2x1x2 + βx31.

Если считать, что α, β ∈ R, то мы решим задачу в существенно более общем виде, чем
изначальная (в [14] аналогичная задача решена для произвольных комплексных значений
параметров α и β ). Здесь мы ограничимся частным случаем

α = t− 1, β =
2

3
t2 − 2t+ 1, t > 0.

Заметим, что, упростив ограничения, мы несколько усложнили целевую функцию. Дей-
ствительно, без всякой подготовки целевая функция выглядела бы следующим образом

h̃({w}1, {w}2) = 1− {w}21 −
{w}22

1− {w}1
+ 2α{w}1{w}2 + β{w}31,

а ограничения −1 ≤ {w}1 ≤ 1, −(1− {w}21) ≤ {w}2 ≤ 1− {w}21.
Изначально перед нами стояла задача оценки простого функционала |{f}3| на слож-

но устроенном множестве — третьем теле коэффициентов класса Br
t . Затем мы свели

эту задачу к промежуточной задаче оценки сложного функционала (3.4) на множестве,
устроенном несколько проще — третьем теле коэффициентов класса Ωr

0, которое, как из-
вестно [4], является абсолютно выпуклым компактом. Эта задача, в свою очередь, была
сведена к задаче поиска экстремума действительнозначной функции на обычном квадрате
[−1, 1]× [−1, 1].

С геометрической точки зрения, мы установили биекцию между третьим телом коэф-
фициентов класса Br

t и третьим телом коэффициентов класса Ωr
0, при котором границы

этих тел переходят друг в друга. Затем верхняя половина границы третьего тела коэф-
фициентов класса Ωr

0 была биективно отображена на [−1, 1] × [−1, 1]. Утверждение 2.1
говорит о том, что верхняя половина границы этого тела является явно заданной двумер-
ной поверхностью, следовательно, такое отображение возможно. Формулы (3.2) и (3.3)
устанавливают взаимно-однозначное соответствие между zk и ωk, причем они справед-
ливы для любого натурального n (см. [4]).

Как известно [12, с. 480], каждой внутренней точке третьего тела коэффициентов клас-
са Br

t соответствует бесконечно много функций класса Br
t , а каждой граничной точке

— только одна функция. Таким образом, между функциями класса Br
t , которые полно-

стью определяются коэффициентами {f}1, {f}2 и [−1, 1]× [−1, 1], установлено взаимно-
однозначное соответствие. В частности, имеет место (см. [4])

Утверждение 3.1. Пусть n ∈ N, ω ∈ Ω0. Точка ω(n) является граничной точкой
n -го тела коэффициентов класса Ω0 тогда и только тогда, когда |zn| = 1.
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4. Исследование на экстремум

Исследование целевой функции h на экстремум проведем методами дифференциаль-
ного исчисления.

4.1. Исследование функций h(±1, ·) на экстремум

Если |z1| = 1, то |z2| = 1. (Действительно, если |z1| → 1, то |m2| → r2 и, следова-
тельно, |z2| = |m2|/r2 → r2/r2 = 1. ) Кроме того, если |z1| = 1, то r2 = r3 = 0. Таким
образом, для f ∈ Br

t имеем, что если x1 = ±1, то x2 = ±1, и вычисления дают

h1 := −h(−1, x2) = h(1, x2) = β, t > 0.

4.2. Исследование функции h(·,−1) на экстремум

Если x2 = −1, то r3 = 0. Вычисления дают

h(x1,−1) = (2α + β + 1)x31 − (2α + 1)x1,

откуда
(h(x1,−1))′x1 = 3(2α + β + 1)x21 − (2α + 1),

т. е. точки

x1(1,2) := ∓

√
2α + 1

3(2α + β + 1)
= ∓
√

2

2

√
2t− 1

t

являются стационарными и

h2,3 := h(x1(1,2),−1) = ±

√
4(2α + 1)3

27(2α + β + 1)
= ±

√
2(2t− 1)3

3t
.

Заметим, что 0 ≤ x21(1,2) < 1, при t ≥ 1/2.

4.3. Исследование функции h(·, 1) на экстремум

Если x2 = 1, то r3 = 0. Вычисления дают

h(x1, 1) = −(2α− β − 1)x31 + (2α− 1)x1,

откуда
(h(x1, 1))′x1 = −3(2α− β − 1)x21 + (2α− 1),

т. е. точки

x1(3,4) := ∓

√
2α− 1

3(2α− β − 1)
= ∓

√
3− 2t

t2 − 12t+ 12

являются стационарными и

h4,5(t) := h(x1(3,4), 1) = ∓

√
4(2α− 1)3

27(2α− β − 1)
= ∓
√

2

3

√
(3− 2t)3

t2 − 6t+ 6
.

Заметим, что 0 ≤ x21(3,4) ≤ 1, при t ∈ [0, (5−
√

7)/2] ∪ [3/2, (5 +
√

7)/2].
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4.4. Исследование функции h(x1, · ) на экстремум

Вычисления дают

h(x1, x2) = (1− x21)(1− x22)− (1− x21)x1x22 + 2α(1− x21)x1x2 + βx31,

откуда
(h(x1, x2))

′
x2

= 2(1− x21)(αx1 − (1 + x1)x2).

Случай x1 = ±1 разобран в пункте 4.1. Таким образом, точка

x∗2 :=
αx1

1 + x1

является точкой максимума, так как

(h(x1, x2))
′′
x2

= −2(1− x21)(1 + x1) < 0, |x1| < 1, |x2| ≤ 1.

Далее
h(x1, x

∗
2) = 1− (α2 − β)x31 + (α2 − 1)x21,

т. е.
(h(x1, x

∗
2))
′
x1

= (2(α2 − 1)− 3(α2 − β)x1)x1.

Откуда получаем стационарные точки

x1(5) := 0, x1(6) :=
2(α2 − 1)

3(α2 − β)
= 2

t− 2

t
,

причем
h6(t) := h(x1, x

∗
2)|x1=x1(5) = 1,

h7(t) := h(x1, x
∗
2)|x1=x1(6) = 1 +

4(α2 − 1)3

27(α2 − β)2
= 1 +

4

3

(t− 2)3

t
.

Заметим, что −1 ≤ x1(6) ≤ 1, при 4/3 ≤ t ≤ 4, но

|x∗2(x1(6))| =
∣∣∣∣2(t− 1)(t− 2)

3t− 4

∣∣∣∣ ≤ 1,

при t ∈ [3/2, t∗], где t∗ := 9/4 +
√

17/4 ≈ 3.281. То есть h7(t) можно рассматривать
только при t ∈ [3/2, t∗].

5. Анализ результатов

5.1. Максимумы

Пусть M(t) := {|h1(t)|, h2(t), h5(t), h6(t), |h7(t)|}, а mr(t) := maxM(t). Например, урав-
нение h2(t) = h6(t) при t > 0 эквивалентно уравнению p1(t) = 0, где p1(t) := 16t3−33t2 +

12t−2. Следовательно, h2(t) ≥ h6(t), при t ≥ t1, где t1 — наибольший корень многочлена
p1. Аналогичным образом мы получим промежутки, на которых график каждой функции
h ∈M лежит не ниже графиков всех остальных функций из M.
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5.2. Экстремали

В общем случае (x3 = ±1 ) экстремальная функция имеет вид

ω(z) = {ω}1z + {ω}2z2 + {ω}3z3 + . . . ,

и коэффициенты с номерами n > 3 выражаются через первые три коэффициента. В слу-
чае (x2 = ±1 ) коэффициенты с номерами n > 2 выражаются через первые два коэффи-
циента. В случае (x1 = ±1 ) коэффициенты с номерами n > 1 выражаются через первый
коэффициент. Эти выводы справедливы в силу утверждения 3.1.

По утверждению 3.1, если x1 = ±1 (пункт 4.1.), то точка ({ω}1) находится на границе
первого тела коэффициентов класса Ω0. По формуле (3.3) получаем, что ω(z) = z.

В пункте 4.2. x1 = x1(1), x2 = −1, поэтому, по утверждению 3.1, точка ({ω}1, {ω}2)
принадлежит границе второго тела коэффициентов класса Ω0. Формула (3.3) дает экстре-
мальную функцию в виде ω−1(z) = p−1(z) + o(z2), где p−1(z) := {ω−1}1z + {ω−1}2z2, а

{ω−1}1 = x1(1), x1(1) = −
√

2α + 1

3(2α + β + 1)
,

{ω−1}2 = x21(1) − 1.
(5.1)

Точный вид функции ω−1 найдем в виде произведений Бляшке. Для этого мы бу-
дем пользоваться теоремой Каратеодори–Фейера (теорема 2.1). Согласно этой теореме,
многочлен p−1 можно продолжить единственным образом до голоморфной функции ω−1,

лежащей в Ω0, причем так как точка ({ω−1}1, {ω−1}2) принадлежит границе второго тела
коэффициентов класса Ω0, то λ = ±1 и

ω−1(z) = λz
α1 + α0z

α0 + α1z
.

Взяв λ = 1 и вычислив параметры α0, α1, видим, что соотношение (5.1) не выполняется.
Повторив это же действие при λ = −1, получим

ω−1(z) = −z
x1(1) − z
−1 + x1(1)z

.

По аналогии мы найдем экстремальную функцию ω1 для случая x2 = 1 из пункта 4.3.
Как было указано в пункте 3., x3 = 1. Следовательно, согласно утверждению 3.1,

точка ({ω}1, {ω}2, {ω}3) находится на границе третьего тела коэффициентов класса Ω0.

Так как, согласно пункту 4.4., x1 = x1(5) = 0, x2 = x∗2 = αx1/(1 + x1) = 0, x3 = 1, то
с помощью формулы (3.3) мы получим экстремальную функцию ω3(z) := z3.

5.3. Основной результат

Теорема 5.1. Если f ∈ Br
t , то имеет место точная, при каждом t ≥ 0, оценка

|{f}3| ≤ 2te−t



1, t ∈ [0, t1],√
2

3

√
(2t− 1)3

t
, t ∈ [t1, t2],√

2

3

√
(3− 2t)3

t2 − 6t+ 6
, t ∈ [t2, t3],

2

3
t2 − 2t+ 1, t ≥ t3,

(5.2)
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где числа t1 ≈ 1.655, t2 ≈ 3.304 и t3 ≈ 3.823 — наибольшие положительные корни
полиномов 16t3−33t2 +12t−2, 8t4−40t3 +50t2−18t+3 и 2t2−10t+9, соответственно.
Экстремальные функции имеют вид (0.1) с точностью до вращения на угол π радиан
в плоскости переменной z, где вместо ω подставлены функции

ω3(z) := z3, ω−1(z) := −z
z + x1(1)
1 + x1(1)z

, ω1(z) := z
z + x1(4)
1 + x1(4)z

, ω(z) := z.

Исследовав правую часть неравенства (5.2) на максимум, при t ≥ 0, видим, что стро-
гий глобальный максимум равен 2/e и достигается при t = 1.

Следствие 5.1. Гипотеза Кшижа для Br справедлива при n = 3. То есть, если
f ∈ Br, то |{f}3| ≤ 2/e, причем равенство достигается только на вращениях функции
F (z3, t) в плоскостях переменных z и w на углы, кратные π радиан.

5.4. Экстремали на Bt

Д.В. Прохоров и Я. Шиналь получили точную для каждого t ≥ 0 оценку |{f}3| на
классе Bt в работе [14]. Отметим, что в общем случае f ∈ Bt (именно Bt, а не Br

t )
формула (5.2) должна быть дополнена еще одной строкой [14]:

|{f}3| ≤ 2

√
2

3
e−t(2t2 − 6t+ 3)

√
(t− 2)3

t− 3
, t ∈ [t∗2, t

∗
3],

где числа t∗2 = 2 +
√

6/2 ≈ 3.225 и t∗3 ≈ 3.476, — наибольшие положительные корни
полиномов 2t2 − 8t + 5 и 2t3 − 12t2 + 21t − 12, соответственно. Экстремальные на Bt,

t ∈ [t∗2, t
∗
3], функции имеют вид (0.1) с точностью до вращений в плоскости переменной z,

где вместо ω(z) подставлены функции

ω−b
2a

(z) := zeiϕ
z + x1(−b

2a )e
−iϕ1,2

1 + x1(−b
2a )e

iϕ1,2z
,

где

x1(−b
2a ) :=

√
3α2 − 2(α2 + 2)β

3(1− β)(α2 − 4β)
,

ϕ1,2 := ± arccos
α(2(α2 + 2)− (α2 + 8)β)

2(3α2 − 2(α2 + 2)β)
, β 6= 1, β 6= α2

4
.

Также из формулы (5.2) видно, что

max
f∈B
|{f}3| = max

f∈Br
|{f}3| = max

f∈Bt

|{f}3| = max
f∈B1

|{f}3| = max
f∈Br

t

|{f}3| = max
f∈Br

1

|{f}3| =
2

e
.

Экстремальные функции из Bt допускают вращения в плоскости переменной z, а
экстремальные функции из B допускают также вращения в плоскости переменной w

(w = f(z)).
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5.5. Еще одно представление экстремалей на Bt

По аналогии с формулой (0.1), каждую функцию f класса Bt можно представить
в виде

f(z) = e−th(z), h(z) ∈ C, (5.3)

где C — известный класс Каратеодори голоморфных функций h с нормировкой h(0) = 1,

Reh(z) > 0, z ∈ ∆.

Перейдем от представления (0.1) к представлению (5.3) для экстремальных функций.
Экстремальные функции имеют вид (5.3) с точностью до вращения в плоскости перемен-
ной z, где вместо h подставлены функции

h(z) :=
1 + z

1− z
,

h−1(z) := λ
1 + z

1− z
+ (1− λ)

1− z
1 + z

, λ :=
1 + x1(1)

2
,

h−b
2a

(z) := λ
1 + eiϕ1,2z

1− eiϕ1,2z
+ (1− λ)

1− eiϕ1,2z

1 + eiϕ1,2z
, λ :=

1 + x1(−b
2a )

2
,

h1(z) := λ
1 + z

1− z
+ (1− λ)

1− z
1 + z

, λ :=
1 + x1(4)

2
,

h3(z) :=
1 + z3

1− z3
.

Функции ω, ω1 и ω3 преобразованы в функции h, h1 и h3 при помощи отображения
1+ω(z)
1−ω(z) , функция ω−1 преобразована в функцию h−1 при помощи 1−ω(z)

1+ω(z)
, а функции ω−b

2a

преобразованы в функции h−b
2a

посредством 1+eiϕω(z)
1−eiϕω(z) .

Интересно заметить, что ω есть произведение, состоящее из одного множителя, ω−1,
ω−b

2a
и ω1 есть произведения двух множителей, а ω3 есть произведение трех множите-

лей. Соответственно, h есть сумма одного слагаемого, h−1, h−b
2a

и h1 есть суммы двух
слагаемых, а h3 есть сумма трех слагаемых. Далее

h(z) = 1 + 2z + 2z2 + 2z3 + o(z3),

h−1(z) = 1 + 2x1(1)z + 2z2 + 2x1(1)z
3 + o(z4),

h−b
2a

(z) = 1 + 2eiϕ1,2x1(−b
2a )z + 2e2iϕ1,2z2 + 2e3iϕ1,2x1(−b

2a )z
3 + o(z4),

h1(z) = 1 + 2x1(4)z + 2z2 + 2x1(4)z
3 + o(z4),

h3(z) = 1 + 2z3 + o(z3).

Отметим, что {h}1 = {h−1}2 =
∣∣∣{h−b

2a

}
2

∣∣∣ = {h1}2 = {h3}3 = 2.

6. Заключение

По геометрическим соображениям очевидно, что |{f}0| ≤ 1. Точная оценка |{f}1|
впервые появилась в [15]. Я. Кшиж, располагая точными оценками |{f}1| и |{f}2|, вы-
сказал свою гипотезу в 1968 году в [1].

В статье [7] при помощи вариационного метода была впервые получена точная оценка
модуля третьего коэффициента на классе B.

Точная при каждом t > 0 оценка функционала |{f}3| на классе Bt была добыта
в работе [14]. Однако, из этого результата не вытекает теорема 5.1, для t ∈ (t∗2, t

∗
3).
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В настоящей статье решена задача получения точной оценки функционала |{f}3| на
классе Br

t путем перехода к функционалу над классом Ωr
0. Далее, полученная задача све-

дена к задаче о поиске глобального условного экстремума функции двух действительных
переменных с ограничениями типа неравенств, что позволило применить стандартные ме-
тоды дифференциального исчисления для получения основного результата. Отметим еще,
что данный метод приводит ограничения к нормированному виду |xk| ≤ 1.

В обзоре [16] отмечается, что наиболее убедительным доказательством неравенства

|{f}4| ≤ 2/e

стало доказательство В. Шапеля [9]. Оценка пятого коэффициента методом В. Шапеля
появилась в работе Н. Самариса [2]. По поводу гипотезы Кшижа для n ≥ 6 см. [17, 18].

References

[1] J. G. Krzyz, “Coefficient problem for bounded nonvanishing functions”, Ann. Polon. Math., 70
(1968), 314.

[2] N. Samaris, “A proof of Krzyz’s conjecture for the fifth coefficient”, Compl. Var. Theory and
Appl., 48 (2003), 753–766.

[3] W. Rogosinski, “On the coefficients of subordinate functions”, Proc. London Math. Soc., 48
(1943), 48–82.

[4] Д.Л. Ступин, “Проблема коэффициентов для ограниченных функций и ее приложения”,
Вестник российских университетов. Математика., 28:143 (2023), 277–297. [D. L. Stupin,
“The coefficient problem for bounded functions and its applications”, Vestnik rossiyskikh
universitetov. Matematika = Russian Universities Reports. Mathematics, 28:143 (2023), 277–297
(In Russian)].
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