
ISSN 1810-0198. Вестник ТГУ, т. 21, вып. 2, 2016

УДК 517.911, 517.968
DOI: 10.20310/1810-0198-2016-21-2-441-449

КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ОДНОГО ВИДА ИМПУЛЬСНЫХ
ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ВКЛЮЧЕНИЙ

c⃝ О.В. Филиппова

Исследована краевая задача для импульсных функционально-дифференциальных
включений с многозначным отображением, не обладающим свойством выпуклости по
переключению значений в пространстве суммируемых функций. Введено понятие обоб-
щенного решения. Получены условия существования обобщенных решений и найдены
их оценки.
Ключевые слова: функционально-дифференциальное включение; краевая задача; вы-
пуклость по переключению.

Обозначим через Rn n -мерное пространство вектор-столбцов с евклидовой нормой | · | ;
ρX[x;U ] – расстояние от точки x∈X до множества U ⊂X в метрическом пространстве X ;
h+X[U1;U ]≡ sup

x∈U1

ρX[x, U ] – полуотклонение по Хаусдорфу множества U1⊂X от множества U

в пространстве X ; hX [U1;U ] =max{h+X [U1;U ];h+X [U ;U1]} – расстояние по Хаусдорфу между
множествами U1 и U в пространстве X ; Ln[a, b] – пространство суммируемых по Лебегу

функций x : [a, b]→Rn с нормой ∥x∥Ln[a,b]=
b∫
a
|x(s)|ds ; Q(Ln[a, b]) – множество всех непустых

замкнутых ограниченных суммируемыми функциями подмножеств пространства Ln[a, b] .
Пусть tk ∈ [a, b] , k=1, 2, . . . ,m, (a< t1<. . .< tm<b) – конечный набор точек. Обозначим

через C̃
n
[a, b] (D̃

n
[a, b]) множество всех непрерывных (абсолютно-непрерывных) на каждом

из промежутков [a, t1], (t1, t2], . . . , (tm, b] функций x : [a, b]→Rn, имеющих пределы справа
в точках tk, k=1, 2, . . . ,m, с нормой ∥x∥C̃

n
[a,b]

= sup{|x(t)| : t∈ [a, b]} (∥x∥D̃
n
[a,b]

= |x(a)|+

+ ∥ẋ∥Ln[a,b]+
m∑
k=1

|∆(x(tk))|, где ∆(x(tk))=x(tk +0)−x(tk), k=1, 2, ...,m ).

Пусть y ∈ Ln[a, b] , βk, α ∈ Rn. Рассмотрим вначале линейную краевую задачу для
функционально-дифференциального уравнения следующего вида:

Lx = y, ∆x(tk) = βk, k = 1, 2, . . . ,m; (1)

lx = α, (2)

где L : D̃
n
[a, b]→Ln[a, b] – линейное непрерывное отображение, l : D̃

n
[a, b]→Rn – линейный

непрерывный вектор-функционал.
Пусть задача (1), (2) однозначно разрешима. Тогда ее решение представимо в виде

x = Xα+Gy +

m∑
k=1

Gkβk, (3)

где X – фундаментальная матрица решений однородного уравнения Lx=0, ∆x(tk)=0,
k = 1, 2, . . . ,m при условии, что l(X) = E, E – единичная n × n матрица; (Gy)(t) =

=
b∫
a
G(t, s)y(s)ds – оператор Грина G :Ln[a, b]→Dn[a, b] с ядром G(t, s) , называемым мат-

рицей Грина; (Gkβk)(t) = χ(tk,b](t)
b∫
a
G(tk, s)βkds, k = 1, 2, . . . ,m, χ(·) – характеристическая

функция.
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Применим представление (3) решения задачи (1), (2) к исследованию краевой задачи для
импульсного функционально-дифференциального включения

Lx ∈ Φ(x), ∆x(tk) = βk, k = 1, 2, . . . ,m; (4)

lx ∈ φ(x), (5)

где Φ : C̃
n
[a, b]→Q(Ln[a, b]); φ : C̃

n
[a, b]→ comp[Rn].

Согласно представлению (3), задача (4),(5) эквивалентна включению

x ∈ Xφ(x) +GΦ(x) +
m∑
k=1

Gkβk.

Приведем необходимые определения и обозначения.
Пусть Φ – непустое подмножество пространства Ln[a, b]. Выпуклой по переключению

оболочкой swΦ множества Φ , называется совокупность всех элементов вида y=
l∑

i=1
χ(Ui)xi,

где xi ∈Φ, l – любое натуральное число, а произвольные измеримые множества Ui, i=1, l ,

осуществляют разбиение отрезка [a, b], т. е. Ui
∩

Uj =∅ при i ̸= j и
l∪

i=1
Ui=[a, b] . Пусть далее,

swΦ замыкание множества swΦ в пространстве Ln[a, b].

Под обобщенным решением задачи (4),(5) понимается функция x∈ D̃
n
[a, b], удовле-

творяющая соотношениям

Lx ∈ swΦ(x), ∆x(tk) = βk, k = 1, 2, . . . ,m,

lx ∈ φ(x).

Отметим, что если – обобщенное решение задачи (4),(5), то существуют такие z∈φ(x) и

v ∈ swΦ(x) , что x=Xz+Gv+
m∑
k=1

Gkβk.

Пусть q0 ∈ C̃n[a, b] , z0 ∈φ(q0) , v0 ∈Ln[a, b] . Представим функцию q0 в виде

q0 = Xz0 +Gv0 +
m∑
k=1

Gkβk + e, (6)

где e= q0−Xz0−Gv0−
m∑
k=1

Gkβk. Пусть далее для функции v0∈Ln[a, b] существует функция

κ∈L1[a, b] такая, что для любого измеримого U ∈ [a, b] выполняется

ρLn(U)[v0, swΦ(q0)] 6
∫
U

κ(s)ds. (7)

Определим функцию ω ∈C1
+[a, b] равенством

ω(t) =

b∫
a

|G(t, s)|κ(s)ds+ |e(t)|, (8)

где |G(t, s)| , |e(t)| – норма в пространстве Rn матриц G(t, s) и e(t) .
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Будем предполагать, что для любого измеримого U ∈ [a, b] и любых x, y ∈ C̃n[a, b] суще-
ствует такая функция κΦ ∈L1[a, b] и такое κφ> 0, что

hLn(U)[Φ(x),Φ(y)] 6 ∥x− y∥
C̃n(U)

∫
U

κΦ(s)ds; (9)

hRn [φ(x), φ(y)] 6 κφ∥x− y∥
C̃n[a,b]

; (10)

max
t∈[a,b]

b∫
a

|G(t, s)|κΦ(s)ds+ κφ max
t∈[a,b]

|X(t)| < 1. (11)

Пусть для функции ω ∈C1
+[a, b] , определенной соотношением (8), равномерно сходится ряд

∞∑
i=0

Aiω, A0ω = ω, Aiω = A
(
Ai−1ω

)
, i = 1, 2, . . . , (12)

где непрерывный оператор A :C1
+[a, b]→C1

+[a, b] определен равенством

(Aω̃) (t) =

 b∫
a

|G(t, s)|κΦ(s)ds+ κφ

 ∥ω̃∥.

Пусть ξ(ω) – сумма ряда (12), то есть

ξ(ω) =
∞∑
i=0

Aiω. (13)

Для любой функции ω̃ ∈C1
+[a, b] из некоторой окрестности 0 ряд (12) сходится в про-

странстве C1[a, b].
Т е о р е м а. Пусть q0 ∈ C̃n[a, b], z0 ∈ φ(q0), v0 ∈ Ln[a, b] и пусть функция q0 пред-

ставима равенством (6). Далее, пусть отображения Φ : C̃
n
[a, b]→Q(Ln[a, b]), φ : C̃

n
[a, b]→

→ comp[Rn] удовлетворяют соотношениям (9)− (11) . Тогда найдется обобщенное решение
x задачи (4),(5), для которого выполняются следующие оценки: при любом t∈ [a, b]

|x(t)− q0(t)| 6 ξ(ω)(t); (14)

|z − z0| 6 κφ max
t∈[a,b]

|X(t)| ∥ξ(ω)∥C1[a,b]; (15)

при почти всех t∈ [a, b]

|v(t)− v0(t)| 6 κ(t) + ∥κΦ(t)∥L1[a,b] ∥ξ(ω)∥L1[a,b]. (16)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть функция q0 ∈ C̃n[a, b] представима в виде (6) и пусть
функция v1 ∈ swΦ(q0) для любого измеримого U ∈ [a, b] удовлетворяет равенству

∥v1 − v0∥Ln(U) = ρLn(U)[v0, swΦ(q0)].

Тогда в силу неравенства (7) при почти всех t∈ [a, b] справедлива оценка

|v1(t)− v0(t)| 6 κ(t). (17)
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Далее, пусть

q1 = z1 +Gv1 +

m∑
k=1

Gkβk,

где z1≡ z0 . Тогда согласно (17) для любого t∈ [a, b] получаем соотношения

|q1(t)− q0(t)| = |(G(v1 − v0))(t)− e(t)| 6 |(G(v1 − v0))(t)|+ |e(t)| 6

6
b∫

a

|G(t, s)||v1(s)− v0(s)|ds+ |e(t)| 6
b∫

a

|G(t, s)|k(s)ds+ |e(t)|.

Таким образом, для любого t∈ [a, b] выполняется оценка:

|q1(t)− q0(t)| 6 (A0ω)(t). (18)

Существует z2 ∈φ(q1) удовлетворяющее равенству

|z2 − z1| = ρ[z1, φ(q1)].

Тогда в силу (10) имеют место неравенства

|z2 − z1| 6 h[φ(q0);φ(q1)] 6 κφ∥q0 − q1∥C̃n[a,b]
6 κφA0ω.

Пусть для функции v2 ∈ swΦ(q1) и любого измеримого множества U ∈ [a, b] справедливо со-
отношение

||v2 − v1||Ln(U) = ρLn(U)[v1, swΦ(q1)].

Из определения функции v2 и неравенств (9), (18) для любого измеримого U ∈ [a, b] вытекают
оценки

||v2 − v1||Ln(U) 6 hLn(U)[swΦ(q0); swΦ(q1)] 6 ||q0 − q1||C̃n(U)

∫
U

κΦ(s)ds 6 ||κΦ∥L1(U) ∥A0ω||L1(U).

Пусть

q2 = z2 +Gv2 +

m∑
k=1

Gkβk.

Тогда для любого t∈ [a, b] имеют место соотношения

|q2(t)− q1(t)| = |z2(t) + (Gv2)(t)− z1(t)− (Gv1)(t)| 6

6 |z2(t)− z1(t)|+ |G(v2 − v1)(t)| 6 κφ(A0ω)(t) +

b∫
a

|G(t, s)||v2(s)− v1(s)| ds.

Таким образом, при всех t∈ [a, b] справедлива оценка

|q2(t)− q1(t)| 6 (Aω)(t). (19)

Пусть z3 ∈φ(q2) удовлетворяет равенству

|z3 − z2| = ρ[z2, φ(q2)].
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Тогда из соотношений (10), (19) получаем неравенства

|z3 − z2| 6 h[φ(q1);φ(q2)] 6 κφ∥q1 − q2∥C̃n[a,b]
6 κφAω. (20)

Далее, пусть v3 ∈ swΦ(q2) для любого измеримого U ∈ [a, b] удовлетворяет равенству

||v3 − v2||Ln(U) = ρLn(U)[v2, swΦ(q2)].

Из соотношений (9), (19) вытекают оценки

||v3 − v2||Ln(U) 6 hLn(U)[swΦ(q1); swΦ(q2)] 6

≤ ||q1 − q2||C̃n(U)

∫
U

κΦ(s)ds ≤ ||κΦAω||L1(U). (21)

Теперь пусть

q3 = z3 +Gv3 +

m∑
k=1

Gkβk.

Тогда из (20), (21) для любого t∈ [a, b] получаем неравенства

|q3(t)− q2(t)| 6 |z3(t)− z2(t)|+ |G(v3 − v2)(t)| ≤

6 κφAω +

b∫
a

|G(t, s)|(κΦAω)(s) ds.

Таким образом, для любого t∈ [a, b] справедлива оценка

|q3(t)− q2(t)| 6 (A2ω)(t). (22)

Наконец, пусть для z4 ∈φ(q3) имеет место равенство

|z4 − z3| = ρ[z3, φ(q3)].

Тогда из (10) и (22) вытекают соотношения

|z4 − z3| 6 hRn [φ(q2);φ(q3)] 6 κφ∥q2 − q3∥C̃n[a,b]
6 κφA2ω.

Пусть v4 ∈ swΦ(q3) – такая функция, что для любого измеримого U ∈ [a, b] выполняется ра-
венство

||v4 − v3||Ln(U) = ρLn(U)[v3, swφ(q3)].

Из определения функции v4 и из соотношений (9), (22) для любого измеримого U ∈ [a, b]
вытекают оценки

||v4 − v3||Ln(U) 6 hLn(U)[swΦ(q2); swΦ(q3)] 6

≤ ||q2 − q3||C̃n(U)

∫
U

κΦ(s)ds ≤ ||κΦ∥L1(U) ∥A2ω||L1(U).

Далее, пусть

q4 = z4 +Gv4 +

m∑
k=1

Gkβk.

445



ISSN 1810-0198. Вестник ТГУ, т. 21, вып. 2, 2016

Тогда для любого t∈ [a, b] имеют место неравенства

|q4(t)− q3(t)| 6 |z4(t)− z3(t)|+ |G(v4 − v3)(t)| 6

6 κφA2ω +

b∫
a

|G(t, s)|(κΦA2ω)(s) ds = A(A2ω)(t) = (A3ω)(t).

Продолжая этот процесс дальше, получим последовательности {qi} , {zi} и {vi} такие,
что для любого i=1, 2, . . . справедливо равенство

qi = zi +Gvi

m∑
k=1

Gkβk, (23)

где zi ∈φ(qi−1) , vi ∈Φ(qi−1) , причем имеют место следующие соотношения:

|qi(t)− qi−1(t)| 6 (Ai−1ω)(t), (24)

||zi − zi−1||C̃n[a,b]
6 κφAi−2ω (25)

и при почти всех t∈ [a, b]

|vi(t)− vi−1(t)| 6 ∥κΦ(t)∥L1(U) ∥(Ai−2ω)(t)∥L1(U). (26)

Покажем, что последовательность {qi} сходится. Действительно, согласно неравенству
(24) для любых j=0, 1 . . . , i=1, 2 . . . и t∈ [a, b] получаем оценку

|qj+i(t)− qj(t)| 6 |qj+i(t)− qj+i−1(t)|+ |qj+i−1(t)− qj+i−2(t)|+ · · ·+

+|qj+1(t)− qj(t)| 6 (Aj+i−1ω)(t) + (Aj+i−2ω)(t) + · · ·+ (Ajω)(t).

Таким образом, для любых j=0, 1, . . . , i=1, 2, . . . и при любом t∈ [a, b] выполняются соот-
ношения

|qj+i(t)− qj(t)| 6
∞∑
k=j

(Akω)(t). (27)

Из сходимости ряда (12) следует, что последовательности {qi} фундаментальна в простран-
стве C̃n[a, b] , поэтому последовательность {qi} сходится. Пусть

x = lim
i→∞

qi.

Докажем, что x удовлетворяет теореме. Покажем, что для x справедливо неравенство (14).
Пусть в неравенстве (27) j =0. Тогда, учитывая, что ξ(ω)∈C1[a, b] – сумма ряда (12), при
любом t∈ [a, b] получим оценку

|qi(t)− q0(t)| 6 ξ(ω)(t).

Переходя к пределу при i→∞ в этом соотношении, получим неравенство (14).
Докажем далее сходимость последовательности {zi} . Так как при t ∈ [a, b] и любых

i, j=1, 2 . . . выполняются соотношения

|zj+i(t)− zj(t)| 6 |zj+i(t)− zj+i−1(t)|+ |zj+i−1(t)− zj+i−2(t)|+ · · ·+

+|zj+1(t)− zj(t)|,
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то, согласно (25) справедлива оценка

|zj+i − zj | 6 κφ

∞∑
k=j−1

Akω. (28)

Отсюда и из сходимости ряда (12) вытекает, что последовательность {zi} фундаментальна в
пространстве Rn . Пусть

z = lim
i→∞

zi.

Приняв в соотношении (28) j =1 и переходя к пределу при i→∞, при этом учитывая, что
z1≡ z0, получим, что z удовлетворяет неравенству (15).

Наконец, рассмотрим последовательность {vi} . Докажем ее сходимость. В самом деле, для
любых j=0, 1, 2, . . . , i=1, 2, . . . и при почти всех t∈ [a, b] имеет место соотношение

|vj+i(t)− vj(t)| 6 |vj+i(t)− vj+i−1(t)|+ |vj+i−1(t)− vj+i−2(t)|+ · · ·+

+|vj+1(t)− vj(t)|

Поэтому из (26) следует, что при почти всех t∈ [a, b] выполняется оценка

|vj+i(t)− vj(t)| 6 ∥κΦ(t)∥L1(U)∥
∞∑

k=j−1

(Akω)(t)∥L1(U). (29)

Следовательно, последовательность {vi} фундаментальна в пространстве Ln[a, b] . Пусть

v = lim
i→∞

vi.

Покажем, что при почти всех t∈ [a, b] z удовлетворяет соотношению (16). Действительно, так
как при почти всех t∈ [a, b] и любом i=1, 2, . . . выполняется оценка

|vi+1(t)− v0(t)| 6 |vi+1(t)− v1(t)|+ |v1(t)− v0(t)|,

то из (29) для любого i=1, 2, . . . и при почти всех t∈ [a, b] имеем неравенство

|vi+1(t)− v0(t)| 6 ∥κΦ(t)∥L1(U)∥
∞∑
k=0

(Akω)(t)∥L1[a,b] + |v1(t)− v0(t)|.

Переходя к пределу в последнем соотношении при i→∞ и учитывая (13), (17), при почти
всех t∈ [a, b] получим оценку (16). Далее, переходя в равенстве (23) к пределу при i→∞,
получим равенство

x = Xz +Gv +

m∑
k=1

Gkβk,

z ∈ φ(x), v ∈ swΦ(x) причем из непрерывности по Хаусдорфу отображений φ : C̃n[a, b]→
→ comp[Rn], Φ : C̃n[a, b]→ Q(Ln[a, b]) вытекают включения v ∈ swΦ(x) и z ∈ φ(x), т. е.
x – обобщенное решение задачи (4),(5). Теорема доказана.

З а м е ч а н и е. Приведенная теорема дает несколько больше, чем просто условия су-
ществования решения краевой задачи (4),(5). Она дает способ нахождения приближенного
решения путем подбора функции q0 ∈ C̃n[a, b]. При этом функция ξ(ω), зависящая от функ-
ций q0, z0 ∈Rn и v0 ∈Ln[a, b], дает оценку погрешности приближенного решения – функции
q0 .
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Таким образом, для импульсных функционально-дифференциальных включений с правой
частью, не обладающей свойством выпуклости по переключению значений, получены оценки
обобщенных решений (см.[2], [3]).
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