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Результаты об упорядоченно накрывающих многозначных отображениях применяются
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Понятие упорядоченного накрывания для однозначных и многозначных отображений пред-
ложено в работах А.В. Артюнова, Е.С. Жуковского, С.Е. Жуковского [1]–[4]. В этих работах
исследована задача о точках совпадения упорядоченно накрывающего и изотонного отобра-
жений. Кроме того, авторами показано, что известные результаты о точках совпадения отоб-
ражений в метрических пространствах (в частности, утверждения работ [5], [6]) могут быть
получены из соответствующих результатов в упорядоченных пространствах. В статье [7] по-
лучены утверждения об операторных уравнениях с упорядоченно накрывающими отображе-
ниями, на основании которых для неявного дифференциального уравнения доказан аналог
теоремы Чаплыгина об оценке решения. В работе [8] предложены условия устойчивости упо-
рядоченного накрывания многозначных отображений при антитонных возмущениях. В данной
работе результаты [8] применяются к исследованию функциональных включений в простран-
ствах измеримых функций.

Приведем необходимые нам сведения об упорядоченных пространствах и их отображениях.
Частично упорядоченное пространство, т. е. множество X с заданным на нем порядком

� обозначаем через X = (X,�); используем также обозначения x� u в случае, если u� x,
и x≺ u, или u� x, если x� u, x �= u. Для элементов u, v ∈X и множества U ⊂X будем
обозначать

OX(u)
.
= {x∈X : x�u}, OX(U)

.
=

⋃
u∈U

OX(u).

Пусть заданы пространства (X,�), (Y,�). Под многозначным отображением F :X ⇒
⇒ Y понимаем отображение, сопоставляющее каждому x∈X непустое множество F (x)⊂Y.
Многозначное отображение F :X⇒Y называют антитонным на множестве V ⊂X, если

∀x, x′ ∈ V x′ � x ∀y ∈ F (x) ∃y′ ∈ F (x′) y′ � y.
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Если это соотношение выполнено для множества V =X, то отображение называют антитон-
ным, не упоминая множество X.

В [2], [4] определено следующее свойство многозначных отображений.
О п р е д е л е н и е 1. Говорим, что отображение F :X⇒ Y упорядоченно накрывает

(является упорядоченно накрывающим) множество W ⊂Y, если для любого x∈X выполнено
включение

OY

(
F (x)

) ∩W ⊂ F
(OX(x)

)
.

Отображение, упорядоченно накрывающее все пространство Y, называется упорядоченно на-
крывающим.

Из приведенного определения следует, что отображение F :X⇒ Y упорядоченно накры-
вает множество W тогда и только тогда, когда выполнено соотношение

∀x ∈ X ∀ y ∈ F (x) ∀ y′ ∈W y′ � y ⇒ ∃x′ ∈ X x′ � x, y′ ∈ F (x′). (1)

В дальнейшем при выполнении условия (1) будем говорить, что F накрывает множество
W, опуская слово «упорядоченно».

Будем обозначать: Rn – n-мерное вещественное пространство, M=̇M([a, b],Rn) – про-
странство измеримых функций x : [a, b]→Rn. Для множества B⊂Rn определим подмноже-
ство M(B) пространства M, содержащее функции со значениями x(t)∈B, при почти всех
t∈ [a, b]. Пусть задано отображение g : [a, b]×Rn ×Rn ⇒Rm, имеющее замкнутые значения
и удовлетворяющее условиям Каратеодори, т.е. измеримое по первому аргументу, непрерыв-
ное по совокупности второго, третьего аргументов; задана измеримая функция h : [a, b]→ [a, b]
такая, что для любого измеримого (по Лебегу) множества E⊂ [a, b] множество h−1(E) изме-
римо и, если μ(E)=0, то μ(h−1(E))=0 (здесь μ – мера Лебега). Рассмотрим функциональное
включение

0 ∈ g(t, x(h(t)), x(t)), t ∈ [a, b]. (2)

Сформулируем условия существования его решения в классе существенно ограниченных
функций x : [a, b]→Rn. Пусть r > 0, Br

.
= {x∈Rn : |x|Rn ≤ r}. Определим сужение gr : [a, b]×

× Br ×Br ⇒Rm отображения g.

Т е о р е м а 1. Пусть для некоторой функции u0 ∈M(Br) существует такая функция
y0 ∈M, что y0(t)≥ 0, y0(t)∈ gr(t, u0(h(t)), u0(t)) почти всюду на [a, b]. Пусть при почти
всех t ∈ [a, b] и любом x∈Br отображение gr(t, x, ·, ) :Br ⇒Rm упорядоченно накрывает
{0}⊂Rm, отображение gr(t, ·, x) :Br ⇒Rm – антитонное. Тогда существует решение x∈
∈ M(Br), включения (2), удовлетворяющее неравенству x(t)≤ u0(t) при почти всех t ∈
∈ [a, b].

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1 основано на результатах [8].
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