
ISSN 1810-0198. Вестник Тамбовского университета. Серия: естественные и технические науки

Том 23, № 124 2018

DOI: 10.20310/1810-0198-2018-23-124-877-890
УДК 517.977.8

ФУНКЦИЯ ЦЕНЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ИГРЫ С ПРОСТЫМИ
ДВИЖЕНИЯМИ И ИНТЕГРАЛЬНО-ТЕРМИНАЛЬНОЙ ПЛАТОЙ

c⃝ Л.Г. Шагалова

ФГБУН «Институт математики и механики им. Н. Н. Красовского»
Уральского отделения Российской академии наук

620990, Российская Федерация, г. Екатеринбург, ул. С. Ковалевской, 16
E-mail: shag@imm.uran.ru

Аннотация. Рассматривается антагонистическая дифференциальная игра двух
лиц. Динамика системы описывается дифференциальным уравнением с про-
стыми движениями, а функционал платы является интегрально-терминальным.
Для случая, когда терминальная функция и гамильтониан кусочно-линейны, а
размерность фазового пространства равна двум, предлагается конечный алго-
ритм точного построения функции цены.
Ключевые слова: дифференциальная игра; простые движения; функция цены;
уравнение Гамильтона–Якоби; минимаксное решение; алгоритм

Введение

Дифференциальные игры с простыми движениями представляют собой простые мо-
дели конфликтно управляемых систем. Динамика системы в таких играх зависит толь-
ко от управлений игроков. Решения таких игр, представляющие и самостоятельный
интерес, часто используются в численных алгоритмах для решения дифференциаль-
ных игр общего вида. Несмотря на простоту динамики, решения таких игр известны
лишь в некоторых частных случаях, а в общем случае нахождение решений является
нелегкой задачей.

Дифференциальные игры с простыми движениями исследовались многими автора-
ми, в частности [1–3]. В данной работе антагонистическая дифференциальная игра с
фиксированным моментом окончания рассматривается в контексте позиционной фор-
мализации, разработанной в [4, 5].

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект
№ 17-01-00074) и УрО РАН (Комплексная программа № 18-1-10).
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В рассматриваемой игре задан интегрально-терминальный функционал платы. Из
заданной начальной позиции первый игрок стремится минимизировать плату, второй
игрок – максимизировать. Управления обоих игроков формируются по принципу обрат-
ной связи. Для заданной начальной позиции цена определяет оптимальный гарантиро-
ванный результат обоих игроков. Функция цены определяет оптимальный результат
для всех начальных позиций игры.

Знание функции цены дает возможность построить оптимальные позиционные стра-
тегии игроков, поэтому разработка методов нахождения функции цены является важ-
ным направлением в теории дифференциальных игр.

Известно [6, 7], что функция цены является минимаксным решением уравнения Га-
мильтона–Якоби–Беллмана–Айзекса, соответствующего рассматриваемой дифферен-
циальной игре. При этом понятие минимаксного решения эквивалентно понятию вяз-
костного решения, введенного в [8].

В настоящей работе представлен конечный алгоритм построения точного минимакс-
ного решения уравнения Гамильтона–Якоби, соответствующего дифференциальной иг-
ре с простыми движениями и интегрально-терминальной платой, в случае двумерного
фазового пространства и кусочно-линейных входных данных. Представленные резуль-
таты обобщают результаты, полученные в [9–11].

1. Постановка задачи

Рассматривается следующая антагонистическая позиционная дифференциальная
игра на конечном отрезке времени. Движение управляемой системы описывается урав-
нением

ẋ = u(t) + v(t), t ∈ [0, ϑ], x ∈ Rn, u(t) ∈ P ⊂ Rn, v(t) ∈ Q ⊂ Rn. (1.1)

Здесь t – время, ϑ – заданный момент окончания игры, x – фазовый вектор, u(·) и
v(·) – формируемые по принципу обратной связи управления первого и второго игро-
ков соответственно. Предполагается, что множества P и Q – компакты, а функция
f : P ×Q→ Rn непрерывна.

Пусть (t0, x0) ∈ [0, ϑ]×Rn – начальная позиция. На движениях управляемой системы
(1.1), соответствующих начальной позиции, задан интегрально-терминальный функци-
онал платы

I = I(t0, x0, u(·), v(·)) = σ(x(ϑ)) +

ϑ∫
t0

g(u(τ), v(τ))dτ, (1.2)

где функция σ : Rn → R предполагается липшицевой, а функция g : P × Q – непре-
рывна. Первый игрок выбором своего управления стремится минимизировать плату,
второй игрок – максимизировать.

Предположим, что для рассматриваемой дифференциальной игры выполнено сле-
дующее условие

min
u∈P

max
v∈Q

[⟨s, u+ v⟩+ g(u, v)] = max
v∈Q

min
u∈P

[⟨s, u+ v⟩+ g(u, v)] = H(s), s ∈ Rn, (1.3)
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где ⟨s, f⟩ обозначает скалярное произведение векторов s и f. Функцию H(·), опре-
деленную равенством (1.3), будем называть гамильтонианом дифференциальной игры
(1.1), (1.2).

В [1, 2] доказано, что при выполнении условия (1.3) для любой начальной позиции
(t0, x0) ∈ [0, ϑ]×Rn существует цена игры ω(t0, x0). Таким образом, существует функ-
ция цены ω : [0, ϑ] × Rn → R. Однако, нахождение функции цены – весьма нелегкая
задача, для решения которой не существует универсального метода. Отметим, что в
случае, когда подынтегральная функция g(·) тождественно равна нулю, то есть функ-
ция платы является терминальной, задача существенно упрощается. В частности, если
одна из функций H(·) или σ(·) является выпуклой или вогнутой, для функции цены
можно, используя известные формулы Хопфа–Лакса [12–14], выписать явные формулы.
Также в случае не обязательно выпуклых кусочно линейных H(·) и σ(·), когда раз-
мерность n фазового пространства равна двум, а терминальная плата положительно
однородна, то есть функция σ(·) удовлетворяет условию

σ(λx) = λσ(x), x ∈ Rn, λ ∈ R, λ > 0, (1.4)

для построения функции цены можно использовать конечный алгоритм [9–11]. Целью
настоящей работы является обобщение этого алгоритма на случай ненулевой подынте-
гральной функции g(·).

2. Функция цены как минимаксное решение уравнения Гамильтона–Якоби

В этом разделе приведены сведения из [6, 7] и факты, которые несложно получить
из этих сведений, используемые далее для разработки алгоритма построения функции
цены дифференциальной игры (1.1)–(1.3).

Функция цены ω : [0, ϑ]×Rn → R совпадает с минимаксным решением следующей
задачи Коши.

∂ω(t, x)

∂t
+H

(
∂ω(t, x)

∂x

)
= 0, t ≤ ϑ, x ∈ Rn (2.5)

ω(ϑ, x) = σ(x), x ∈ Rn. (2.6)

Минимаксное решение задачи (2.5), (2.6) существует и единственно. Далее будем пред-
полагать, что терминальная функция σ(·) является положительно однородной, то есть
удовлетворяет условию (1.4). Гамильтониан H(·) определен равенством (1.3) и, как
нетрудно заметить, не является положительно однородным.

Определим функции

H∗(s, r) =

{
|r|H( s

|r|) при r ̸= 0,

lim
r↓0

rH( s
r
) при r = 0, (s, r) ∈ Rn ×R, (2.7)

σ♯(x, y) = σ(x) + y, x ∈ Rn, y ∈ R. (2.8)

Предполагаем, что предел в (2.7) существует.
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Рассмотрим задачу Коши для уравнения Гамильтона–Якоби с положительно одно-
родным относительно переменной s = (s, r) гамильтонианом H∗(·)

∂u(t, x, y)

∂t
+H∗

(
∂u(t, x, y)

∂x
,
∂u(t, x, y)

∂y

)
= 0, t ≤ ϑ, (x, y) ∈ Rn ×R (2.9)

u(ϑ, x, y) = σ♯(x, y), x ∈ Rn, y ∈ R. (2.10)

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 2.1. Функция ω(t, x) является минимаксным решением задачи (2.5), (2.6)
тогда и только тогда, когда функция u(t, x, y) = ω(t, x) + y является минимаксным
решением задачи (2.9), (2.10).

Итак, задача нахождения функции цены с интегрально-терминальным функциона-
лом платы сводится к решению уравнения Гамильтона–Якоби с положительно одно-
родным гамильтонианом. При этом размерность фазового пространства увеличивается
на единицу.

Если гамильтонан H∗(·) удовлетворяет условию Липшица, для минимаксного ре-
шения u(t, x, y) справедливо соотношение

u(t, x, y) = (ϑ− t)u

(
0,

x

ϑ− t
,

y

ϑ− t

)
x ∈ Rn, y ∈ R. (2.11)

Используя соотношение (2.11), можно заменить задачу (2.9), (2.10) редуцированной
задачей нахождения функции

φ(x, y) = u(0, x, y) x ∈ Rn, y ∈ R. (2.12)

Функция φ(·) является минимаксным решением следующего уравнения в частных про-
изводных первого порядка

H∗
(
∂φ(x, y)

∂x
,
∂φ(x, y)

∂y

)
+

⟨
∂φ(x, y)

∂x
, x

⟩
+
∂φ(x, y)

∂y
· y − φ(x, y) = 0, x ∈ Rn, y ∈ R,

(2.13)
которое рассматривается наряду с предельным соотношением

lim
α↓0

αφ
(x
α
,
y

α

)
= σ♯(x, y), x ∈ Rn, y ∈ R. (2.14)

Минимаксное решение уравнения (2.13) – непрерывная функция, удовлетворяющая
паре дифференциальных неравенств. Эти неравенства можно записать различными по
форме, но эквивалентными по существу способами. Здесь удобно выписать эти нера-
венства в следующем виде.

H∗(l,m) + ⟨l, x⟩+m · y ≤ φ(x, y), x ∈ Rn, y ∈ R, (l,m) ∈ D−φ(x, y), (2.15)

H∗(l,m) + ⟨l, x⟩+m · y ≥ φ(x, y), x ∈ Rn, y ∈ R, (l,m) ∈ D+φ(x, y), (2.16)

где множества D−φ(x, y) и D+φ(x, y) – соответственно субдифференциал и супердиф-
ференциал функции φ(·) в точке (x, y).
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3. Алгоритм построения функции цены

В случае, когда размерность фазового пространства равна двум, а терминальная
функция σ(·) и подынтегральная функция g(·) кусочно-линейны, функция ω(·) цены
дифференциальной игры (1.1)-(1.3) является кусочно-линейной и может быть построена
точно. Опишем здесь алгоритм построения функции φ(·), зная которую, с помощью
соотношения (2.11) и теоремы 2.1 можно получить функцию ω(·).

3.1. Представление предельной функции

Пусть
y+ = max{0; y}, y− = min{0; y}, y ∈ R

σ+(x) = max{0;σ(x)}, σ−(x) = max{0;σ(x)}, x ∈ Rn

σ♯
+(x, y) = σ+(x) + y+, σ♯

−(x, y) = σ−(x) + y−, x ∈ Rn, y ∈ R.

Нетрудно заметить, что предельная функция σ♯(·) (2.8) может быть представлена в
виде

σ♯(x, y) = σ♯
+(x, y) + σ♯

−(x, y), x ∈ Rn, y ∈ R. (3.1)

При этом для решения φ(·) задачи (2.13), (2.14) справедливо представление

φ(x, y) = φ+(x, y) + φ−(x, y), x ∈ Rn, y ∈ R, (3.2)

где φ+(·) и φ−(·) – решения задачи (2.13), (2.14), соответствующие предельным функ-
циям σ♯

+(·) и σ♯
−(·) соответственно. При описанных ниже предположениях построения

функций φ+(·) и φ−(·) не отличаются по существу.

3.2. Предположения

Алгоритм разработан при следующих предположениях.
A1. Подынтегральная функция g(·) имеет вид

g(u, v) = g1(u) + g2(v), u ∈ R2, v ∈ R2, (3.1)

где g1 : R2 → R и g2 : R2 → R – непрерывные кусочно-линейные функции, склеенные
из конечного числа линейных функций. Таким образом, их сумма g(·) тоже является
непрерывной кусочно-линейной функцией.

A2. Множества P и Q – многогранники.
Из (1.3) следует, что гамильтониан H(·) дифференциальной игры (1.1)–(1.3) также

кусочно-линеен и склеивается из конечного числа линейных функций

H i(s) =< hi, s > +pi, i ∈ 1, nH , hi ∈ R2, pi ∈ R, s ∈ R2. (3.2)

A3. Функция σ(·) положительно однородна (удовлетворяет условию (1.4)) и кусоч-
но-линейна, то есть сформирована с помощью склейки конечной совокупности линей-
ных функций

σi(x) =< si, x >, i ∈ 1, nσ, si ∈ R2, x ∈ R2.



882 Л. Г. Шагалова

Обозначим
Z = {si|i ∈ 1, nσ}. (3.3)

Кроме того, в силу представлений (3.1), (3.2), без ограничения общности можно
считать, что функция σ(·) неотрицательна

σ(x) ≥ 0, x ∈ R2, (3.4)

и рассмотреть алгоритм построения функции φ(·), соответствующей предельной функ-
ции

σ♯(x, y) = σ(x) + y+, x ∈ R2, y ∈ R. (3.5)

3.3. Простые кусочно-линейные функции

Для разработки алгоритма полезным является использованное в [9, 10] понятие про-
стой кусочно-линейной функции (ПКЛФ). Основное свойство ПКЛФ заключается в
следующем. Если функция ψ : R2 ⊃ D → R является ПКЛФ, тогда для любой точки
x∗ ⊂ D существует окрестность Oε(x∗), в которой ψ(·) имеет одно из трех возможных
представлений:

ψ(x) = ⟨si, x⟩+ hi,

ψ(x) = max{⟨si, x⟩+ hi, ⟨sj, x⟩+ hj},

ψ(x) = min{⟨si, x⟩+ hi, ⟨sj, x⟩+ hj}.

Здесь si и sj – векторы из R2, а hi и hj – числа. Таким образом, область определения
ПКЛФ не содержит точек, в малой окрестности которых склеиваются три или более
линейных функций.

Для формального определения ПКЛФ используются структурные матрицы. В дан-
ной работе не будем приводить строгое определение, отметим лишь, что структурная
матрица содержит информацию обо всех линейных функциях, формирующих соответ-
ствующую ПКЛФ. Зная структурную матрицу, можно вычислить значение ПКЛФ в
каждой точке ее области определения.

З а м е ч а н и е 3.1. Если выполнено условие A3, неотрицательная функция
σ : R2 → R является ПКЛФ в области R2 \ 0, где символом 0 обозначен нулевой
вектор.

3.4. Элементарные задачи

Алгоритм построения функции φ(·) заключается, по существу, в последовательном
решении элементарных задач, которые возникают в определенном порядке.

Пусть

ς♯+(x, y) = max{⟨a, x⟩+ y, ⟨b, x⟩+ y}, ς♯−(x, y) = min{⟨a, x⟩+ y, ⟨b, x⟩+ y},

где a, b, x – векторы из R2, y ∈ R.
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З а д а ч и 1 и 2. Пусть заданы некоторые линейно независимые векторы a и b.

В задаче 1 (задаче 2) требуется построить минимаксное решение задачи (2.13), (2.14),
(3.2) при σ♯ = ς♯+ (при σ♯ = ς♯− ).

Поскольку функция ς♯+ выпукла, а функция ς♯− вогнута, можно получить явные
формулы для решений задач 1 и 2. Можно показать, что решениями этих задач явля-
ются функции

ϕ+(x, y) = max
l∈[a,b]

ϕl(x, y), ϕ−(x, y) = min
l∈[a,b]

ϕl(x, y),

где
[a, b] = {λa+ (1− λ)b |λ ∈ [0, 1]},

ϕl(x, y) = ⟨l, x⟩+ y +H(l).

Первый этап алгоритма построения решения φ(·) задачи (2.13), (2.14), (3.5) заклю-
чается в последовательном решении задач 1 и 2 и склейке из этих решений простой
кусочно-линейной функции. Конкретные задачи, которые необходимо решить, опреде-
ляются функцией σ(·).

Дальнейшее построение решения заключается в решении элементарных задач дру-
гого типа.

Пусть s̄ = (s1, s2, s3) ∈ R3. Обозначим

φs̄(x, y) = ⟨s, x⟩+ s3 · y +H∗(s̄), x ∈ R2, y ∈ R,

где вектор s ∈ R2 образован из первых двух компонент вектора s̄, s = (s1, s2).

Отметим, что если s3 = 1, тогда H∗(s̄) = H(s) and φs̄(x, y) = ϕs(x, y).

Для заданного множества M обозначим его замыкание символом clM, а границу
– символом ∂M.

З а д а ч и 3 и 4. Пусть заданы линейно независимые векторы ā = (a1, a2, a3) ∈ R3

и b̄ = (b1, b2, b3) ∈ R3 и число r > 0. Пусть

φ∗(x, y) = max{φā(x, y), φb̄(x, y)}, φ∗(x, y) = min{φā(x, y), φb̄(x, y)},

G∗ = {(x, y) ∈ R3|φ∗(x, y) < r},

G∗ = {(x, y) ∈ R3|φ∗(x, y) < r}.

В задаче 3 требуется построить непрерывную функцию φ0 : clG∗ → R, являющуюся в
области G∗ минимаксным решением уравнения в частных производных (УЧП) первого
порядка (2.13) и удовлетворяющую соотношениям

φ0(x, y) < r, ∀(x, y) ∈ G∗; φ0(x, y) = r, ∀(x, y) ∈ ∂G∗.

В задаче 4 требуется построить непрерывную функцию φ0 : clG∗ → R, являющуюся в
области G∗ минимаксным решением уравнения (2.13) и удовлетворяющую соотноше-
ниям

φ0(x, y) < r, ∀(x, y) ∈ G∗; φ0(x, y) = r, ∀(x, y) ∈ ∂G∗.
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Решением задачи 3 является функция

φ0(x, y) = max
s̄
φs̄(x, y) при s̄ ∈ Sr(ā, b̄),

где
Sr(ā, b̄) = {s̄ ∈ con(ā, b̄)| < s,w0 > +H∗(s̄) = r},

con(ā, b̄) = {λā+ µb̄)|λ ≥ 0, µ ≥ 0},

а точка w0 ∈ R2 – решение системы двух линейных уравнений

⟨a, w0⟩+H∗(ā) = r, ⟨b, w0⟩+H∗(b̄) = r.

Компоненты векторов a ∈ R2 и b ∈ R2 совпадают с первыми двумя компонентами
векторов ā и b̄ соответственно.

Решением задачи 4 в случаях, возникающих при построении решения φ(·) задачи
(2.13), (2.14), (3.5), является функция

φ0(x, y) = min
s̄
φs̄(x, y) при s̄ ∈ Sr(ā, b̄).

4. Основной результат

Обозначим символом Ω множество точек из R3, в которых гамильтониан H∗ :

R3 → R недифференцируем. Пусть 0— нулевой вектор в R3. По множеству Z ⊂ R2

(3.3) векторов, формирующих функцию σ, определим множество Z♮ ⊂ R3.

Z♮ = {s̄ = (s1, s2, s3) ∈ R3|s = (s1, s2) ∈ Z, s3 = 1}.

Следующее утверждение содержит основной результат работы.

Теорема 4.1. Пусть выполнены условия A2-A3. Тогда
A) Решение φ(·) задачи (2.13), (2.14), (3.5) – неотрицательная кусочно-линейная функ-
ция, образованная с помощью склейки линейных функций

φs̄(x, y) = ⟨s, x⟩+ s3 · y +H∗(s̄), s̄ ∈ L, (4.1)

где множество L состоит из конечного числа элементов, и

Z♮ ⊂ L, (L \ Z♮) ⊂ (Ω ∪ 0).

B) Для любого y∗ ∈ R функция φ(x, y∗) в области {x ∈ R2|φ(x, y∗) > 0} образована с
помощью склейки конечного числа простых кусочно линейных функций.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы следует из описанного выше алгоритма. Неотри-
цательность функции φ(·) обусловлена неотрицательностью функции σ(·), вид (4.1)
линейных функций, формирующих решение, обусловлен конкретными элементарными
задачами, возникающими в ходе его построения.

Для доказательства того, что построенная в результате алгоритма функция φ(·)
является минимаксным решением уравнения (2.13), необходимо проверить выполнение
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неравенств (2.15), (2.16). В точках, где φ(·) совпадает с решением какой-то из рассмот-
ренных выше элементарных задач, эти неравенства выполнены. Таким образом, следует
проверить выполнение неравенств (2.15), (2.16) на поверхностях склейки решений раз-
личных элементарных задач, формирующих функцию φ(·). При этом если поверхность
Γ склейки не принадлежит никакой из областей определения решений элементарных
задач, существует число r ≥ 0 такое, что Γ ⊂ {(x, y) ∈ R2 ×R|φ(x, y) = r}.

Пусть (x∗, y∗) ∈ Γ. Если существует окрестность Oε(x∗, y∗), в которой функция φ

линейна, неравенства (2.15), (2.16) выполняются. Действительно, в этом случае суще-
ствует вектор s̄∗ = {s∗, s∗3}, s∗ ∈ R2, s∗3 ∈ R такой, что

φ(x, y) = φs̄∗ = ⟨s∗, x⟩+ s∗3 · y +H∗(s̄∗), (x∗, y∗) ∈ Oε(x∗, y∗).

Функция φ дифференцируема в Oε(x∗, y∗), и D−φ(x∗, y∗) = D+φ(x∗, y∗) = s̄∗, и в точке
(x∗, y∗) выполняются неравенства (2.15), (2.16).

Рассмотрим случай, когда в точке (x∗, y∗) ∈ Γ происходит склейка двух линей-
ных функций. Из алгоритма следует, что в этом случае возможны две ситуации. В
первой для любого ε > 0 в окрестности Oε(x∗, y∗) можно указать точку (xε, yε), в
которой функция φ склеивается из тех же линейных функций и является решением
какой-то элементарной задачи, причем φ(xε, yε) > r. Очевидно, что в этой ситуации
D−φ(x∗, y∗) = D−φ(xε, yε) и D+φ(x∗, y∗) = D+φ(xε, yε). Поскольку в точке (xε, yε)

неравенства (2.15), (2.16) выполняются, в силу непрерывности получим, что они вы-
полнены и в точке (x∗, y∗).

Во второй ситуации в некоторой окрестности Oε(x∗, y∗) точки (x∗, y∗) функция φ

имеет вид
φ(x, y) = max{φā(x, y), φb̄(x, y)},

где векторы ā, b̄ из R3 связаны равенством b̄ = µā, µ > 0, причем вектор ā –
ненулевой. Имеем D+φ(x∗, y∗),

D−φ(x∗, y∗) = {l̄ ∈ R3| l̄ = λā, λ ∈ [0, 1]} ∪ {l̄ ∈ R3| l̄ = λb̄, λ ∈ [0, 1]}.

Так как функции φā и φb̄ положительно однородны, и

φ(x∗, y∗) = φā(x∗, y∗) = φb̄(x∗, y∗) = r ≥ 0,

получаем, что и в этой ситуации неравенства (2.15), (2.16) выполняются.
Рассмотрим, наконец, случай, когда точка (x∗, y∗) является узловой, то есть в ней

происходит склейка n (n ≥ 3 ) линейных функций

φāp(x, y) = ⟨ap, x⟩+ ap3 · y +H∗(āp), p = 1, ..., n. (4.2)

Функция φ недифференцируема в точке (x∗, y∗), поэтому одно из множествD−φ(x∗, y∗),

D+φ(x∗, y∗) пусто. Примем для определенности, что D+φ(x∗, y∗) = ∅. Если при этом
D−φ(x∗, y∗) = ∅, неравенства (2.15), (2.16), очевидно, выполняются.

Предположим, что D−φ(x∗, y∗) ̸= ∅. Символом φε(·) обозначим сужение функции
φ на некоторую достаточно малую выпуклую окрестность Oε(x∗, y∗) такую, что в этой
окрестности функция φ склеивается только из функций (4.2). Можно показать, что

D−φ(x∗, y∗) = D−φ̃ε(x∗, y∗),
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где φ̃ε(·) – выпуклая оболочка функции φε. Таким образом, D−φ(x∗, y∗) является огра-
ниченным замкнутым выпуклым множеством. При этом если l̄∗ ∈ D−φ(x∗, y∗), суще-
ствуют векторы ā ∈ R3, b̄ ∈ R3, такие, что

l̄∗ ∈ [ā, b̄] = {(1− λ)ā+ λb̄|λ ∈ [0, 1]},

и для любого n = 1, 2, ... существует точка (xn, yn) ∈ Oεn(x∗, y∗) такая, что D−φ(xn, yn)

= [a, b]. Здесь εn = ε/n. Точки (xn, yn) не являются узловыми, поэтому в них выпол-
нено неравенство (2.15). В частности,

H∗(l̄∗) + ⟨l, xn⟩+ l3 · yn ≤ φ(xn, yn). (4.3)

Переходя в (4.3) к пределу при n→ ∞, получим

H∗(l̄∗) + ⟨l, x∗⟩+ l3 · y∗ ≤ φ(x∗, y∗),

что доказывает выполнение неравенства (2.15). Неравенство (2.16) выполнено в силу
пустоты супердифференциала.

Случай, когда D+φ(x∗, y∗) ̸= ∅, D+φ(x∗, y∗) = ∅, рассматривается аналогично. Та-
ким образом, построенная в результате алгоритма функция φ(·) является минимакс-
ным решением уравнения (2.13).

Покажем, что построенная в результате реализации алгоритма функция φ удовле-
творяет соотношению (2.14). Рассмотрим произвольную точку (x∗, y∗), x∗ ∈ R2, y∗ ∈ R,

y∗ ≥ 0.

Если x∗ – нулевой вектор, тогда для любого α > 0 вектор x∗
α

также является нуле-
вым. В случае y∗ = 0 имеем

lim
α↓0

αφ

(
0

α
,
0

α

)
= lim

α↓0
αφ(0, 0) = 0 = σ♯(0, 0).

В случае y∗ ̸= 0 из алгоритма следует, что существуют число α∗ > 0 и вектор s ∈ R2

такие, что для всех 0 < α < α∗ справедливо соотношение

φ
(
0,
y∗
α

)
=
y∗
α

+H(s),

из которого получаем

lim
α↓0

αφ

(
0

α
,
y∗
α

)
= y∗ = σ♯(0, y∗).

Пусть теперь x∗ – ненулевой вектор. Если при этом существует окрестность O(x∗)

точки x∗ на плоскости R2, в которой функция σ(·) линейна

σ(x) = ⟨a, x⟩ , x ∈ O(x∗),

тогда из алгоритма построения функции φ следует, что существует число α∗ > 0 такое,
что для всех 0 < α < α∗ справедливо

φ
(
x,
y∗
α

)
=

⟨
a,
x

α

⟩
+
y∗
α

+H(a).
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Таким образом,
lim
α↓0

αφ
(x∗
α
,
y∗
α

)
= ⟨a, x∗⟩+ y∗ = σ♯(x∗, y∗).

Осталось рассмотреть случай, когда в окрестности O(x∗) точки x∗ на плоскости
R2 функция σ(·) склеивается из двух линейных функций. Пусть, для определенности,
линейные функции склеиваются с помощью операции максимума

σ(x) = max {⟨a, x⟩ , ⟨b, x⟩} , x ∈ O(x∗).

Тогда существует число α∗ > 0 такое, что для всех 0 < α < α∗ точка
(
x∗
α
, y∗

α

)
находится

в области, в которой функция φ совпадает с решением первой элементарной задачи,
определяемой векторами a и b, и

φ
(x∗
α
,
y∗
α

)
= max

λ∈[0,1]

{⟨
λa+ (1− λ)b,

x∗
α

⟩
+
y∗
α

+H (λa+ (1− λ)b)
}
.

Получаем
lim
α↓0

αφ
(x∗
α
,
y∗
α

)
= max {⟨a, x⟩ , ⟨b, x⟩}+ y = σ♯(x∗, y∗),

что завершает проверку выполнения предельного соотношения (2.14).
Доказательство части B) опускаем.
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Abstract. An antagonistic positional differential game of two persons is considered.
The dynamics of the system is described by a differential equation with simple
motions, and the payoff functional is integro-terminal. For the case when the terminal
function and the Hamiltonian are piecewise linear, and the dimension of the state
space is two, a finite algorithm for the exact construction of the value function is
proposed.
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