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Аннотация. Изучается вопрос о свойствах технологического множества в ди-
намических производственных моделях. Исследуемые модели рассматривают-
ся как линейные динамические управляемые системы, в которых управлением
служит функция непроизводственного потребления, принимающая значения в
выпуклом замкнутом конечнопорожденном конусе.
Ключевые слова: линейные управляемые системы; модель Леонтьева; множество
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В работе изучаются открытые динамические модели межотраслевого баланса леон-
тьевского типа. В таких моделях экономических систем продукция, выпускаемая с при-
менением экономических факторов, сама используется как фактор производства дру-
гих видов продукции. Кроме того, часть валового выпуска идет на непроизводствен-
ное потребление. В исследуемых моделях важным является вопрос замкнутости тех-
нологического множества, описывающего производственный процесс. В данной работе
получены необходимые условия замкнутости технологического множества в исследуе-
мых моделях. Они применяются, в частности, при исследовании моделей типа «спрос-
предложение» (см., например, [1, 2]), в которых функция предложения является реше-
нием задачи максимизации функции прибыли на технологическом множестве.

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (проект № 17-11-01168).
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Рассмотрим открытую динамическую модель В.В. Леонтьева, а именно

x = Ax+Bẋ+ u, t ∈ [0, T ], (1)

с начальным условием
x(0) = 0. (2)

Здесь x = (x1, x2, . . . , xn)
∗ ∈ Rn и u = (u1, u2, . . . , un)

∗ ∈ Rn
+ – вектор валовых

выпусков отраслей и вектор непроизводственного потребления соответственно. Знак
"*" здесь и далее означает транспонирование. В исследуемой модели предполагается
выполнение условия Хаукинса–Саймона (см. [3]), а именно, матрица прямых затрат
A = (aij), i, j = 1, n является продуктивной: aij ≥ 0, i, j = 1, n ; ∀v ∈ Rn

+ ∃w ∈ Rn
+ :

w = Aw+v. Кроме того, матрица прироста основных производственных фондов B = bI,

b > 0, I – единичная матрица порядка n.

Допустимым управлением будем называть всякую существенно ограниченную функ-
цию u(t), t ∈ [0, T ], для которой u(t) ∈ Rn

+ для п.в. t.

Технологическим множеством в момент времени T является множество

PT =
{
(−Ay; y)| y ∈ Rn

+ :

∃u(·) ∈ L∞[0;T ], u(t) ∈ Rn
+ ∀̇t∈ [0;T ],

y = x(T ), где x(·)—решение (1), (2), соответствующееu(·)} .
(3)

Очевидно, технологическое множество PT в исследуемой модели является выпук-
лым конусом с вершиной в нуле. Для получения необходимых условий замкнутости
технологического множества применяются результаты работы [4], посвященной иссле-
дованию топологических свойств множества достижимости линейных систем.

Рассмотрим объект, поведение которого описывается линейной системой обыкновен-
ных дифференциальных уравнений

ẋ = Cx+Du, t ∈ [0, T ], (4)

с начальным условием
x(0) = 0. (5)

Здесь x = (x1, x2, . . . , xn)
∗ ∈ Rn – n -мерный вектор фазового состояния системы,

u = (u1, u2, . . . , un)
∗∈Rn – n -мерный вектор управления, C, D – матрицы n× n.

Допустимым управлением будем называть всякую существенно ограниченную функ-
цию u(t), t ∈ [0, T ], для которой u(t) ∈ K для п.в. t, K – выпуклый конечнопорож-
денный конус, то есть

K =

{
v ∈ Rn : v =

k∑
i=1

λiui, λi ≥ 0, ui ∈ Rn, i = 1, k

}
.

Здесь ui – заданные векторы из Rn, причем ui ̸= 0̄ ∀i = 1, k.

Множеством достижимости DT в момент времени T назовем множество всех точек
из фазового пространства Rn, в которые можно перейти на отрезке времени [0;T ] из
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точки x(0) = 0 по решениям системы уравнений (4) при всех возможных допустимых
управлениях u(·) :

DT = {y ∈ Rn : ∃u(·) ∈ L∞[0;T ], u(t) ∈ K ∀̇t∈ [0;T ],

y = x(T ), где x(·) – решение (4), (5), соответствующееu(·)}.

Определим матрицы:
Di = Ci−1D, i = 1, n.

Следующая теорема дает условия, гарантирующие открытость множества DT\{0}.

Теорема 1. (см. [4]) Пусть для любого i ∈ {1, 2, . . . , k}

rang{D1ui, D2ui . . . , Dnui} = n.

Тогда множество DT \{0} является открытым.

Заметим, что задача (1), (2) эквивалентна (4), (5), где C = B−1(I −A), D = −B−1,

I – единичная матрица порядка n. Кроме того, для рассматриваемой задачи

u1 = (1, 0, . . . , 0), u2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , un = (0, 0, . . . , 1). (6)

Применяя теорему 1 к исследуемой модели, учитывая (6), получаем необходимые
условия замкнутости технологического множества в динамической модели Леонтьева с
непрерывным временем.

Теорема 2. Пусть в модели (1), (2) технологическое множество PT замкнуто.
Тогда выполнены следующие условия

i) если n = 2, то a12a21 = 0 ;
ii) если n = 3, то существует такое i = 1, 3, что

ã2i

3∑
k=1

ã3kãki = ã3i

3∑
k=1

ã2kãki,

где
ãii = aii − 1, i = 1, 3, ãij = aij, i ̸= j, i, j = 1, 3;

iii) если n ≥ 4, то

∃ i = 1, n, ∃αj ∈ R, j = 1, n− 1 :
n−1∑
j=1

α2
j ̸= 0,

∀s = 2, n α1b
−2ãsi + α2b

−3
n∑

k=1

ãskãki+

+
n∑

r=4

αr−1b
−r

r∑
kl=1

l=1,r−2

∏
m=1,r−3

ãkmkm+1 ãsk1 ãkr−2i = 0,

где ãii = aii − 1, i = 1, n, ãij = aij, i ̸= j, i, j = 1, n.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (3) из замкнутости технологического множества
PT следует замкнутость множества достижимости DT . Тогда в силу теоремы 1 имеем

∃ i = 1, n : rang{D1ui, D2ui . . . , Dnui} < n. (7)

Имеем
D1 = −b−1I; (8)

D2 = B−1(A− I)B−1 = (d2ij), i, j = 1, n,

d2ii = b−2(aii − 1), i = 1, n, d2ij = b−2aij, i ̸= j, i, j = 1, n;
(9)

D3 = (B−1(I − A))
2
(−B−1) = −B−1(A− I)D2 = (d3ij), i, j = 1, n,

d3ij = −b−3
n∑

k=1

ãikãkj i, j = 1, n;
(10)

Dr = (B−1(I − A))
r−1

(−B−1) =

= −B−1(A− I)Dr−1 = (drij), i, j = 1, n, r = 4, n,

drij = (−1)rb−r
r∑

kl=1

l=1,r−2

∏
m=1,r−3

ãkmkm+1 ãik1 ãkr−2j, i, j = 1, n.
(11)

Тогда в силу (6) и (8) имеем

D1ui = −b−1 (1, 0, . . . , 0)∗ , i = 1, n; (12)

в силу (6) и (9)
D2ui = b−2 (ã1i, ã2i, . . . , ãni)

∗ , i = 1, n; (13)

в силу (6) и (10)

D3ui = −b−3



n∑
k=1

ã1kãki
n∑

k=1

ã2kãki

. . .
n∑

k=1

ãnkãki


, i = 1, n; (14)

в силу (6) и (11)

Drui = (−1)rb−r



r∑
kl=1

l=1,r−2

∏
m=1,r−3

ãkmkm+1 ã1k1 ãkr−2i

r∑
kl=1

l=1,r−2

∏
m=1,r−3

ãkmkm+1 ã2k1 ãkr−2i

. . .
r∑

kl=1

l=1,r−2

∏
m=1,r−3

ãkmkm+1 ãnk1 ãkr−2i


, i = 1, n, r = 4, n. (15)
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Из (12) следует, что условие (7) эквивалентно следующему

∃ i = 1, n : rang{D2ui . . . , Dnui} < n− 1. (16)

В свою очередь условие (16) выполняется тогда и только тогда, когда

∃ i = 1, n, ∃αj ∈ R, j = 1, n− 1 :
n−1∑
j=1

α2
j ̸= 0,

n−1∑
j=1

αjDj+1ui = 0. (17)

В силу (13)–(15) имеем

n−1∑
j=1

αjDj+1ui = α1b
−2


ã1i
ã2i
. . .

ãni

− α2b
−3



n∑
k=1

ã1kãki
n∑

k=1

ã2kãki

. . .
n∑

k=1

ãnkãki


+

+
n∑

r=4

αr−1(−1)rb−r



r∑
kl=1

l=1,r−2

∏
m=1,r−3

ãkmkm+1 ã1k1 ãkr−2i

r∑
kl=1

l=1,r−2

∏
m=1,r−3

ãkmkm+1 ã2k1 ãkr−2i

. . .
r∑

kl=1

l=1,r−2

∏
m=1,r−3

ãkmkm+1 ãnk1 ãkr−2i


.

Отсюда и из (17) следует утверждение (iii) теоремы.
В случае двухсекторной модели экономики (n=2) имеем:

u1 = (1, 0)∗, u2 = (0, 1)∗;

D1u1 =

(
−b−1

0

)
, D1u2 =

(
0

−b−1

)
,

D2u1 =

(
b−2 (a11 − 1)

b−2a21

)
, D2u2 =

(
b−2a12

b−2 (a22 − 1)

)
.

Таким образом,

rang {D1uj, D2uj} =

{
1, aij = 0,

2, aij ̸= 0;
i, j = 1, 2; i ̸= j.

Отсюда и из теоремы 1 следует утверждение (i) теоремы.
Для случая трехсекторной модели экономики (n=3) имеем

u1 = (1, 0, 0), u2 = (0, 1, 0)∗, u3 = (0, 0, 1)∗,
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D1u1 =

 −b−1

0

0

 , D1u2 =

 0

−b−1

0

 , D1u3 =

 0

0

−b−1

 , (18)

D2u1 =

 b−2 (a11 − 1)

b−2a21
b−2a31

 , D2u2 =

 b−2a12
b−2 (a22 − 1)

b−2a32

 ,

D2u3 =

 b−2a13
b−2a23

b−2 (a33 − 1)

 ,

(19)

D3u1 =


−b−3

3∑
k=1

ã1kãk1

−b−3
3∑

k=1

ã2kãk1

−b−3
3∑

k=1

ã3kãk1

 , D3u2 =


−b−3

3∑
k=1

ã1kãk2

−b−3
3∑

k=1

ã2kãk2

−b−3
3∑

k=1

ã3kãk2

 ,

D3u3 =


−b−3

3∑
k=1

ã1kãk3

−b−3
3∑

k=1

ã2kãk3

−b−3
3∑

k=1

ã3kãk3

 ,

(20)

ãii = aii − 1, i = 1, 3, ãij = aij, i ̸= j, i, j = 1, 3.

Из (18) следует, что для любого i = 1, 3

rang {D1ui, D2ui, D3ui} = rang {D2ui, D3ui}+ 1.

В то же время, вследствие (19) и (20), ∀i = 1, 3 rang {D2ui, D3ui} = 2 тогда и только
тогда, когда

ã2i

3∑
k=1

ã3kãki ̸= ã3i

3∑
k=1

ã2kãki, i = 1, 3.

Отсюда из теоремы 1 следует утверждение (ii) теоремы. �
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