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Аннотация. В данной работе рассматривается модификация метода степенных
рядов для численного построения неустойчивых решений систем обыкновенных
дифференциальных уравнений хаотического типа с квадратичными нелинейно-
стями в общем виде. Найдена область сходимости рядов и предложен алгоритм
построения приближенных решений.
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Введение

Рассмотрим автономную систему дифференциальных уравнений

ẋ = B0 +B1x+ φ(x), (1)

где x(t) =
[
x(1)(t) . . . x(m)(t)

]T – векторная функция времени t со значениями в про-
странстве Rm , B0 ∈ Rm – заданный вектор-столбец,

φ(x) =
[
φ(1)(x) . . . φ(m)(x)

]T
,

φ(p)(x) = ⟨Qpx, x⟩ , B1 и Qp ( p = 1,m ) – матрицы (m × m ) действительных чисел.
Анализ современной литературы показал, что формулы общего решения систем вида
(1) в классе каких-либо известных функций пока не найдено.

Пусть в фазовом пространстве системы (1) имеется ограниченное множество (на-
зываемое аттрактором), к которому стремятся со временем все соседние фазовые тра-
ектории из некоторой области, называемой областью притяжения (см. [1, с. 31]). Сле-
довательно, аттрактор определяет поведение близких ограниченных решений системы
(1) при больших значениях t . Будем рассматривать такие решения на некотором за-
данном отрезке времени Ω = [0;T ] . Заметим, что в простейшем случае аттрактором
может быть, например, положение равновесия или цикл.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект
№ 16-07-00801).
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Однако в системе с m > 2 может существовать так называемый странный аттрак-
тор, состоящий из всюду плотных седловых траекторий, вдоль которых близкие тра-
ектории экспоненциально разбегаются. При этом имеются области притяжения, воз-
вращающие траектории к аттрактору. Это и создает их хаотическое поведение. Из-за
неустойчивости хаотических решений на аттракторах системы (1) правильный числен-
ный прогноз их поведения на заданном отрезке времени важен в понимании, например,
процессов эволюции (если рассматривается модель [2] роста раковых опухолей) и сни-
жения неопределенности.

Таким образом, хаотическое поведение решений динамических систем вызывает
трудности применения численных методов решения обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений. Многие исследователи используют разные числовые схемы, основанные
на классических методах, например, сочетание явного метода Эйлера с центрально-
разностной схемой [3], метод Адамса [4], Рунге–Кутты 4-го порядка [5] и др. Однако
указанные методы не могут быть применены в нашем случае, поскольку глобальная
ошибка увеличивается с увеличением отрезка интегрирования [6, с. 78, 83; 7]. С. Стро-
гац в книге [8, с. 320–323] привел оценку времени Tc , когда две близкие в начальный
момент времени траектории системы (1) критически разбегаются для системы Лорен-
ца. В работе [7] авторы приводят регрессионную зависимость момента времени Tc от
шага интегрирования ∆t и порядка No численной схемы

Tc(No,∆t) ≈ −2.6No lg ∆t

для классических значений параметров системы Лоренца. Также авторы отмечают,
что численное решение сходится к различным положениям равновесия при различных
значениях шага ∆t после переходных хаотических режимов.

Отметим, что численное решение не может быть улучшено за счет уменьшения ша-
га интегрирования, поскольку ошибка интегрирования имеет экстремальный характер
как функция от ∆t . Эту проблему можно решить, используя высокоточные вычис-
ления [9]. Однако данный подход ставит исследователя в жесткие рамки: во-первых,
малая степень свободы для уменьшения ошибки интегрирования (изменение величины
шага ∆t и точности представления вещественного числа для управления вычислитель-
ным процессом), во-вторых, большой объем вычислений при очень малых ∆t . Мето-
ды Рунге–Кутты высокого порядка могут быть применены для получения решений с
большей точностью, но соответствующие формулы для No > 6 являются достаточно
громоздкими (см., например, книгу [10]).

В статье [11] авторы описывают метод многоступенчатой спектральной релаксации,
который отличается от методов, указанных выше. Они используют спектральный метод
Чебышева для решения системы (1) в форме Гаусса–Зейделя с помощью итерационной
схемы на каждой части отрезка интегрирования. Преимущество состоит в том, что
накопление ошибки не так велико, как в прямых методах.

Для нахождения приближенных решений систем дифференциальных уравнений
иногда используется метод степенных рядов (или метод рядов Тейлора). В работах
[12, 13] этот метод используется как одна из разновидностей метода разложения Адо-
мяна (МРА). В этих исследованиях авторы получают коэффициенты разложения реше-
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ния в степенной ряд для разных систем вида (1) без нахождения радиуса сходимости.
Ошибка приближенного хаотического решения сравнивается только с численными ре-
зультатами методов Рунге–Кутты. П. Вадаш и С. Олек в работе [14] также изучили
зависимость коэффициентов степенных рядов от числа членов в разложении.

В данной статье рассматривается модификация метода степенных рядов (аналогич-
ная МРА) для системы (1). Преимущество перед общей схемой метода рядов Тейлора
состоит в том, что коэффициенты разложения могут быть достаточно быстро вычисле-
ны по рекуррентным формулам для систем с квадратичной правой частью. Кроме то-
го, получена оценка области сходимости степенного ряда. Недавно [15, 16] такой подход
был применен к системам Лоренца и Чена. Здесь обобщаются результаты для систем
вида (1).

1. Примеры хаотических систем с квадратичными нелинейностями

Приведем два примера систем вида (1), для которых может быть применен рассмат-
риваемый численный метод.

1. Система Лоренца [2]


ẋ(1) = σ

(
x(2) − x(1)

)
,

ẋ(2) = rx(1) − x(2) − x(1)x(3),

ẋ(3) = x(1)x(2) − bx(3).

Для данной системы матрицы имеют вид:

B0 = 0, B1 =


−σ σ 0

r −1 0

0 0 −b

 , Q1 = 0, Q2 =


0 0 −1

0 0 0

0 0 0

 ,

Q3 =


0 1 0

0 0 0

0 0 0

 .

2. Система Джафари–Спротта [17]


ẋ(1) = x(2),

ẋ(2) = −x(1) + x(2)x(3),

ẋ(3) = x(3) + ax2
(1) − x2

(2) − b.
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В этом случае

B0 =


0

0

−b

 , B1 =


0 1 0

−1 0 0

0 0 1

 , Q1 = 0, Q2 =


0 0 0

0 0 1

0 0 0

 ,

Q3 =


a 0 0

0 −1 0

0 0 0

 .

2. Численно-аналитическое решение
системы дифференциальных уравнений

Система (1) имеет квадратичную правую часть по фазовым координатам. Это поз-
воляет получить явную формулу для вычисления коэффициентов степенного ряда и
оценку области сходимости.

Пусть

x(t) =
∞∑
i=0

Λit
i, (2)

где Λ0 = x(0) – вектор значений начальных условий для системы (1), Λi ∈ Rm .
Произведение степенных рядов в форме Коши в векторной форме имеет вид

φ(p)(x) =
∞∑
i=0

Φi(p)t
i, Φi(p) =

i∑
j=0

⟨QpΛj,Λi−j⟩, p = 1,m.

Пусть
Φi =

[
Φi(1) . . . Φi(m)

]T
.

Заметим, что
Λ1 = B0 +B1Λ0 + Φ0. (3)

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях, получим из системы (1) рекур-
рентное соотношение для вычисления векторов-коэффициентов степенного ряда при
i ≥ 2

Λi =
B1Λi−1 + Φi−1

i
. (4)

Эта формула достаточно проста и быстро вычислима по сравнению с МРА, поскольку
не содержит факториалов.

Хотя правая часть системы (1) является всюду аналитической, радиус сходимости
ряда может быть ограниченной величиной и зависеть от Λ0 .

3. Алгоритм построения дуги траектории

Рассмотрим алгоритм построения дуги траектории на заданном отрезке времени
длиной T .
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начало

1. Задать значения машинного эпсилон εm (для представления вещественного чис-
ла) и way (1 или −1 ).

2. Задать значения T , εp и Λ0 .

3. t := 0 .

4. Вычислить значение ∆t как функцию от Λ0 .

5. t := t+∆t .

6. Если t > T , то flag := 1 ; ∆t := ∆t− (t− T )

Иначе если t < T , то flag := 0

Иначе flag := 1 .

7. p := 1 ; i := 0 .

8. x := Λ0 .

9. i := i+ 1 ; p := p · way ·∆t .

10. Вычислить Λi по формулам (3) и (4).

11. x := x+ Λi · p .

12. L := ∥Λi∥ · |p| .

13. Если L > εp , то перейти к шагу 9.

14. Λ0 := x .

15. Вывод Λ0 .

16. Если flag = 0 , то перейти к шагу 4.

конец.

Переменная way обеспечивает численное интегрирование в обратном времени, когда
ее значение равно −1 (в прямом направлении way = 1 ). На практике мы используем
оба направления для проверки точности приближенного решения.

Рассмотрим более подробно процедуру построения дуги траектории.
Пусть tl ∈ Ω , l = 1, N – индекс отрезков времени [tl−1; tl] , где ряд (2) сходится, N

– количество таких отрезков, t0 = 0 , tN = T ,

Ω = [t0; t1] ∪ [t1; t2] ∪ . . . ∪ [tN−1; tN ].
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Зададим вектор Λ0 значений начальных условий в момент времени t0 . Тогда векторы
Λi ( i = 1, 2, . . . ) вычисляются по формулам (3) и (4) до тех пор, пока не будет верна
оценка

∥Λi∥ |∆tl|i < εp, (5)

где εp – локальная точность вычислений, ∆tl = tl − tl−1 . Модуль в (5) используется в
случае отрицательных значений шага ∆tl .

Пусть x1(t) – m -мерный полином n1 -й степени, который получается из оценки (5)
на первой стадии ( l = 1 ) вычислений. На следующей стадии ( l = 2 ) мы полагаем

Λ0 := xl−1(∆tl−1)

и установим теперь уже начальный момент времени t1 равным нулю для упрощения
вычислений, поскольку система (1) динамическая.

Если τl – длина отрезка некоторого отрезка сходимости ряда (2), то значение ∆tl
выбирается как

0 < ∆tl < τl

или
−τl < ∆tl < 0.

4. Оценка длины отрезка сходимости степенного ряда в векторной форме

Оценка области сходимости ряда (2) важна, когда приближенные решения систе-
мы (1) вычисляются по алгоритму, описанному выше. Для этого введем следующие
обозначения:

h1(Λ0) = ∥Λ0∥ , µ = m max
p=1,m

∥Qp∥ ,

h2(Λ0) =

{
∥B0∥+ (∥B1∥+ 2µ)h1 + µh2

1, если h1 > 1,

∥B0∥+ ∥B1∥+ µ в противном случае.

(6)

Докажем, что ряд (2) сходится при t ∈ (−τl; τl) , где τl = 1/h2 . Тогда число h2

нужно выбрать так, чтобы h2|t| < 1 , и∥∥Λit
i
∥∥ ≤ (h2|t|)i.

Тогда ряд (2) сходится.

Теорема 1. Неравенство
∥Λi∥ ≤ hi

2 (7)

справедливо для любого натурального i .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем использовать метод математической индукции.
Рассмотрим случай, когда h1 > 1 .
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Покажем, что (7) верно для i = 1 . Из формулы (3) и неравенства Коши–Буняковско-
го имеем

∥Λ1∥ ≤ ∥B0∥+ ∥B1∥ ∥Λ0∥+m max
p=1,m

|⟨QpΛ0,Λ0⟩| ≤

≤ ∥B0∥+ ∥B1∥h1 + µh2
1 ≤ h1

2,

что доказывает справедливость (7) при i = 1 .
Предположим, что (7) верно при i = k . Тогда оно верно для любого натурального

j = 1, k , то есть
∥Λj∥ ≤ hj

2. (8)

Докажем теперь, что неравенство (7) верно для i = k + 1 . Оценим∥∥∥∥∥
k∑

j=0

⟨QpΛj,Λk−j⟩

∥∥∥∥∥ ≤ µ ∥Λ0∥ ∥Λk∥+ µ ∥Λk∥ ∥Λ0∥+

+µ
k−1∑
j=1

∥Λj∥ ∥Λk−j∥ ≤ 2µh1h
k
2+

+µ

k−1∑
j=1

hj
2h

k−j
2 = 2µh1h

k
2 + (k − 1)µhk

2.

Из формулы (4) и неравенств (8) мы получаем оценку (учтя, что k ≥ 1 and h1 > 1 )

∥Λk+1∥ ≤ ∥B1∥ ∥Λk∥+ 2µh1h
k
2

k + 1
+

k − 1

k + 1
µhk

2 ≤ ∥B1∥hk
2+

+2µh1h
k
2 + µhk

2 ≤ (∥B0∥+ ∥B1∥+ 2µh1 + µ)hk
2 ≤

≤ h2h
k
2 = hk+1

2 ,

которая доказывает справедливость (7) для любого натурального i .
Теперь покажем справедливость другого случая – h2 ≤ 1 , то есть по индукции

выполнение неравенства (7) в данном случае.
Для i = 1 мы имеем

∥Λ1∥ ≤ ∥B0∥+ ∥B1∥+ µ = h1
2,

откуда (7) верно.
Предположим, что (7) верно для i = k . Оценим∥∥∥∥∥

k∑
j=0

⟨QpΛj,Λk−j⟩

∥∥∥∥∥ ≤ 2µhk
2 + (k − 1)µhk

2 = (k + 1)µhk
2.

Докажем справедливость (7) при i = k + 1 . Из формулы (4) и предположения
справедливости

∥Λk+1∥ ≤ ∥B1∥ ∥Λk∥
k + 1

+ µhk
2 ≤ ∥B1∥hk

2 + µhk
2 =

= (∥B1∥+ µ)hk
2 ≤ h2h

k
2 = hk+1

2 ,
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что доказывает (7) для любого натурального i , когда h2 ≤ 1 .
Из формулы (6) следует, что описанным методом можно численно построить и

непродолжаемые решения системы (1): при приближении к вертикальным асимптотам
решения значения фазовых координат увеличивается, а величина

τl = O

(
1

∥Λ0∥2

)
уменьшается. Отметим, что в работе [18] получена модификация метода Эйлера, поз-
воляющая изменять значение ∆tl в зависимости от поведения фазовой координаты
вблизи асимптоты.
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Abstract. In this paper, the author considers the modification of the method of power
series for the numerical construction of unstable solutions of systems of ordinary
differential equations of chaotic type with quadratic nonlinearities in general form. A
region of convergence of series is found and an algorithm for constructing approximate
solutions is proposed.
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