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Приведём необходимые сведения из [1]. Пусть B – комплексное банахово простран-
ство и End B – банахова алгебра линейных ограниченных операторов (эндоморфиз-
мов), действующих в B. Оператор A из End B называется обратимым, если суще-
ствует такой оператор B из End B, что AB = I и BA = I, где I – единичный оператор.
Оператор B определяется единственным образом и называется обратным к оператору
A (обозначим A−1 ). Пусть λ ∈ C и A ∈ End B. Если оператор λI − A обратим, то
λ называется регулярным значением оператора A ; совокупность G всех регулярных
значений оператора A образует открытое множество в C, называемое резольвентным
множеством оператора A, а операторная функция λ ∈ G 7→ (λI − A)−1 ∈ End B
называется резольвентой оператора A. Множество F = C\G называется спектром и
обозначается sp A. Спектр оператора A есть непустое ограниченное замкнутое мно-
жество в C.

Спектральный радиус и спектральная абсцисса оператора A определяются форму-
лами (сравни с [2])

spr A = max
λ∈sp A

|λj|, spa A = max
λ∈sp A

Reλj.

Отметим, что
spr A ≤ ∥A∥, spa A ≤ ∥A∥log,

где норма оператора A и его логарифмическая норма определяются равенствами

∥A∥ = sup
∥x∥≤1

∥Ax∥, ∥A∥log = sup
∥x∥≤1

[x,Ax], (1)
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где квадратные скобки расшифровываются следующим образом: [x, h] : B× B → R,

[x, h] = lim
0<t→0

∥x+ th∥ − ∥x∥
t

.

Дадим прямое определение логарифмической нормы [3]

∥A∥log = lim
0<t→0

∥I + tA∥ − ∥I∥
t

.

Логарифмическая норма может быть определена также как наименьшее значение для
константы a, для которой справедлива оценка

∥etA∥ ≤ eta при t ≥ 0,

где

etA = I + tA+ . . . =
∞∑
k=0

tkAk

k!
.

Пусть 0 ≤ σ ≤ 1. Обозначим через lσ комплексное банахово пространство (двусто-
ронних) последовательностей комплексных чисел x = xj, −∞ < j < +∞, в которой
норма определяется следующим образом

∥x∥0 = sup
j

|xj| при σ = 0,

∥x∥σ =

(∑
j

|xj|
1
σ

)σ

при 0 < σ ≤ 1.

Отметим, что l1 ⊂ lσ ⊂ l0 при 0 < σ < 1 (обычно l0 обозначают m – пространство
ограниченных последовательностей, lσ обозначают lp, где p = 1/σ, а l1/2 через l2 –
гильбертово пространство) [4, c. 28–33].

В дальнейшем нам потребуются неравенство Юнга

a1−σbσ ≤ (1− σ)a+ σb, (2)

где a ≥ 0, b ≥ 0 и 0 ≤ σ ≤ 1, и неравенство Гёльдера

|(x, y)| =

∣∣∣∣∣∑
j

xjyj

∣∣∣∣∣ ≤ ∥x∥1−σ∥y∥σ, (3)

где x ∈ l1−σ, y ∈ lσ и 0 ≤ σ ≤ 1.

Пусть A ∈ End lσ. Тогда A можно сопоставить некоторую матрицу (ajk) : если
y = Ax, то

yj =
∑
k

ajkxk, −∞ < j < +∞.

Бесконечным матрицам посвящена монография Р. Кука [5]. Соответствующую норму
матрицы определим как операторную

∥A∥σ = sup
∥x∥σ≤1

∥Ax∥σ.
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Норма матрицы в явном виде может быть найдена в исключительных случаях. Отметим
известные формулы [6, c. 93–94, задача 19]

∥A∥0 = sup
j

∑
k

|ajk|, ∥A∥1 = sup
k

∑
j

|ajk|, ∥A∥1/2 = spa
√
A∗A,

где A∗ – комплексно сопряженная матрица. Нас интересуют выражения для нормы
матрицы при других значениях параметра σ.

Мы закончим этот раздел двумя оценками нормы матрицы сверху. Пусть A = (ajk)

и y = Ax, где x ∈ lσ, 0 < σ < 1. Так как yj =
∑

k ajkxk, то по неравенству Гёльдера
(3) получаем

|yj| ≤

(∑
k

|ajk|
1

1−σ

)1−σ

∥x∥σ,

отсюда вытекает, что

∥y∥σ ≤

∑
j

(∑
k

|ajk|
1

1−σ

) 1−σ
σ

σ

∥x∥σ,

поэтому

∥A∥σ ≤

∑
j

(∑
k

|ajk|
1

1−σ

) 1−σ
σ

σ

. (4)

Рассуждая несколько иначе, напишем

y =
∑
k

xkAek,

где ek ∈ lσ – стандартные единичные орты. Так как

∥y∥σ ≤
∑
k

|xk|∥Aek∥σ,

то по неравенству Гёльдера (3) находим

∥y∥σ ≤

(∑
k

|xk|
1
σ

)σ(∑
k

∥Aek∥
1

1−σ
σ

)1−σ

,

отсюда следует, что

∥A∥σ ≤

∑
k

(∑
j

|ajk|
1
σ

) σ
1−σ

1−σ

. (5)

Отметим, что при σ = 1/2 обе оценки (4) и (5) приводят к одному и тому же результату

∥A∥1/2 ≤

(∑
j,k

|ajk|2
)1/2

. (6)
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Оценка (4) приведена в [7, с. 390]. Оценка (5) является новой. Здесь мы напрямую
сталкиваемся с особенностями бесконечных матриц. При выводе формул (4) и (5) мы
молчаливо предполагали, что внешнее суммирование всегда приводит к конечному ре-
зультату. Однако это не так: уже подстановка единичной матрицы I = (σjk) в формулы
(4) и (5) приводят к бесконечному результату. Поэтому формулы (4) и (5) приводят к
правильному результату в случае конечности правых величин.

Отметим, что конечные суммы в (6) приводят к оператору Гильберта–Шмидта, и
этот оператор, как и операторы, удовлетворяющие оценкам (4) и (5), является компакт-
ным. Так, например, для матрицы Гильберта H = (hjk), где hjk = 1/(1 + j + k) для
0 ≤ j, k ≤ +∞. Известно, что ∥H∥1/2 = π, в то время как формула (6) дает бесконечный
результат [8, с. 31].

Мы переходим к изучению логарифмической нормы. Пусть 0 ≤ σ ≤ 1 и
A = (ajk) ∈ End lσ. Выпишем известные формулы [9, с. 462–465] – в конечномерном
случае в [6, c. 93–94, задача 19] – для счетномерных пространств

∥A∥0log = sup
j

{
Re ajj +

∑
k ̸=j

|ajk|
}
,

∥A∥1log = sup
k

{
Re akk +

∑
j ̸=k

|ajk|
}
,

∥A∥1/2log = spa A∗+A
2

.

(7)

Получим оценки ∥A∥σlog
в остальных случаях 0 < σ < 1.

Непосредственным вычислением получаем, что

[x, h]σ = ∥x∥1−
1
σ

σ

∑
j

|xj|
1
σ
−1Re (xjh̄j)

|xj|
, (8)

где в случае xj=0 выражение Re (xj h̄j)

|xj | заменится на |hj|. Так как |Re(xjh̄j)|/|xj|≤|hj|,
то по неравенству Гёльдера (3) написанный ряд абсолютно сходится. При вычислении
производной справа в (8) на конечном этапе мы воспользовались тем, что

lim
0<t→0

|xj + thj| − |xj|
t

=

{
Re (xjhj) при xj ̸= 0,

|hj| при xj = 0.

Теорема 1. Справедлива оценка

∥A∥σlog
≤ sup

j

{
Re ajj + (1− σ)

∑
k ̸=j

|ajk|+ σ
∑
k ̸=j

|akj|

}
. (9)

В случае σ = 0 и σ = 1 оценка (9) переходит в равенство в полном соответствии
с формулами (7). Поэтому будем считать, что 0 < σ < 1. Согласно (1) необходимо
оценить величину [x,Ax]σ. По формуле (8) имеем

[x,Ax]σ = ∥x∥1−
1
σ

σ

∑
j

|xj|
1
σ
−1Re

(xj

∑
k ajkxk)

|xj|
. (10)
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При фиксированном j получаем

|xj|
1
σ
−1Re

(xj

∑
ajkxk)

|xj|
≤ |xj|

1
σReajj +

∑
k ̸=j

|xj|
1
σ
−1|ajk||xk| =

= Reajj|xj|
1
σ +

∑
k ̸=j

|xj|
1−σ
σ |ajk|1−σ|ajk|σ|xk|

σ
σ ≤

≤ Reajj|xj|
1
σ +

∑
k ̸=j

{
(1− σ)|ajk||xj|

1
σ + σ|ajk||xk|

1
σ

}
(мы воспользовались неравенством Юнга (2)). Поэтому согласно (10)

∑
j

|xj|
1
σ
−1Re

(xj

∑
k ajkxk)

|xj|
≤ Reajj|xj|

1
σ +(1−σ)

∑
j

∑
k ̸=j

|ajk||xj|
1
σ +σ

∑
j

∑
k ̸=j

|ajk||xk|
1
σ =

=
∑
j

{
Re ajj + (1− σ)

∑
k ̸=j

|ajk|+ σ
∑
k ̸=j

|akj|

}
|xj|

1
σ ≤ a

∑
j

|xj|
1
σ .

Здесь через a обозначена правая часть в неравенстве (9). Итак,

[x,Ax]σ ≤ ∥x∥1−
1
σ

σ a
∑
j

|xj|
1
σ = a∥x∥σ,

и оценка (9) установлена.
Автор благодарен А.И. Перову за постановку задачи и внимание к работе.
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Abstract. In this paper the norm and the logarithmic norm of infinite matrices in the
lσ space are studied. Various estimates of these quantities are obtained.
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