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Аннотация. Рассмотрена интегральная модель развивающейся системы, у ко-
торой момент ее возникновения совпадает с началом моделирования, так что
предыстория отсутствует и при t = 0 все возрастные группы элементов пусты.
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Введение

Интегральное уравнение Вольтерра I рода

n∑
i=1

ai−1(t)∫
ai(t)

Ki(t, s)x(s)ds = y(t), t ∈ [0, T ], (1)

где Ki(t, s) — непрерывный по t, s и непрерывно дифференцируемый по t в области
∆i = {t ∈ [0, T ], s ∈ [ai(t), ai−1(t)]} коэффициент эффективности функционирования
элементов x(s) i -й возрастной группы, играет ключевую роль в интегральных мо-
делях развивающихся систем как уравнение баланса между требуемым уровнем y(t)

развития системы, состоящей из элементов n возрастных групп, и возможностью его
достижения.

Специфика (1) во многом связана со значениями ai(0). Случай ai(0) < 0

i = 1, . . . , n, предполагает задание предыстории x(t) = x0(t), t ∈ [an(0), 0). В част-
ности, при ai(t) = t− Ti, 0 < T1 < . . . < Tn,

x(t) = x0(t), t ∈ [−Tn, 0).

Работа выполнена в рамках Программы фундаментальных исследований СО РАН (проект
№ АААА-А17-117030310446-6).
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Этот случай для n = 3 рассмотрен в [1, 2] применительно к проблеме построения
долгосрочных стратегий развития электроэнергетической системы, а уравнение типа
(1) имело вид

t∫
t−T1

x(s)ds+ 0, 97

t−T1∫
t−T2

x(s)ds+ 0, 9

t−T2∫
t−T3

x(s)ds = y(t), t ∈ [0, T ]. (2)

Существенно менее изучен случай ai(0) = 0, который соответствует совпадению мо-
ментов начала моделирования и возникновения самой системы. При этом предыстория
отсутствует и при t = 0 x(0) = 0, так что все возрастные группы пусты. Именно этот
случай будет нас интересовать в данной работе.

1. Случай постоянных ядер Вольтерра

Теория уравнений типа (1) с условием ai(0) = 0 в настоящее время только создается.
В частности, если ядра Вольтерра Ki переменны, то, как показали расчеты модельных
примеров, с ростом t непрерывное решение (1) может терять устойчивость к погреш-
ностям исходных данных. Механизм этого эффекта изучен на специальных тестовых
примерах для n = 2 в [3, 4], n = 3 в [5] и для произвольного n в [6]. Ниже мы огра-
ничимся случаем постоянных ядер Ki(t, s) = βi, i = 1, . . . , n, β1 = 1, для которого
детальный теоретический анализ проведен в [4]. Кроме того, будем предполагать, что
ai(t) = αit, 1 = α0 > α1 > . . . > αn ≥ 0, так что (1) имеет вид

n∑
i=1

βi

αi−1t∫
αit

x(s)ds = y(t), t ∈ [0, T ]. (3)

С использованием классических результатов функционального анализа (см., напри-
мер, [7, с. 212]), в [4] показано, что при выполнении неравенства

n∑
i=2

|βi−1 − βi|αi−1 < 1 (4)

уравнение (3) корректно по Адамару на паре (C[0,T ],
◦
C

(1)
[0,T ]) (под

◦
C

(1)
[0,T ] понимается

пространство непрерывно дифференцируемых на [0, T ] функций y(t) с y(0) = 0 ).
Переход от (3) к эквивалентному функциональному уравнению

x(t) =
n∑

i=2

(βi−1 − βi)αi−1x(αi−1t) + y′(t), t ∈ [0, T ], (5)

показывает, что неравенство (4) есть условие сжатия оператора в правой части (5),
действующего в C[0,T ]. Существенно, что это условие полностью определяется парамет-
рами αi, βi и не зависит от того, на каком временном промежутке рассматривается
уравнение (3).



ИНТЕГРАЛЬНАЯ МОДЕЛЬ РАЗВИВАЮЩЕЙСЯ СИСТЕМЫ 363

Рассмотрим частный случай уравнения (3)

t∫
α1t

x(s)ds+ 0, 97

α1t∫
α2t

x(s)ds+ 0, 9

α2t∫
α3t

x(s)ds = y(t), t ∈ [0, T ], (6)

которое, как и уравнение (2), применительно к задаче развития электроэнергетической
системы можно считать уравнением баланса между желаемым уровнем электропотреб-
ления y(t) и введенной в момент t > 0 генерацией электроэнергии. Монотонное убы-
вание коэффициентов эффективности βi, i = 1, 2, 3, отражает естественный процесс
старения элементов средней и старшей возрастной группы.

Пусть y(t) = tk+1

k+1
, k = 1, 2, . . . . Тогда эквивалентное (6) функциональное уравнение

имеет вид
x(t) = 0, 03α1x(α1t) + 0, 07α2x(α2t) + 0, 9α3x(α3t) + tk. (7)

Для (7) неравенство (4) заведомо выполнено, поэтому (7) однозначно разрешимо в
C[0,T ]. Полагая в (7) x(t) = ckt

k, имеем относительно ck уравнение

ck = 0, 03αk+1
1 ck + 0, 07αk+1

2 ck + 0, 9αk+1
3 ck + 1,

откуда

ck =
1

1− 0, 03αk+1
1 − 0, 07αk+1

2 − 0, 9αk+1
3

, k = 1, 2, . . . .

Если, например, α1 = 1/2, α2 = 1/4, α3 = 1/8, то

ck =
1

1− 0, 03 · 2−(k+1) − 0, 07 · 2−2(k+1) − 0, 9 · 2−3(k+1)
, k = 1, 2, . . . ,

в частности c1 = 1, 02663, c2 = 1, 00665, c3 = 1, 00237.

З а м е ч а н и е 1. Случай, когда монотонное убывание |βi|, i = 2, 3, не имеет
места и неравенство (4) не выполнено, исследован в [4].

З а м е ч а н и е 2. В силу перестановочности операторов в правой части (5), для
поиска непрерывного решения можно применить аппарат комбинаторики [8]. Универ-
сальная формула обращения (5) на его основе приведена в [4].

З а м е ч а н и е 3. Для численного решения (1) в [9, 10] разработаны модифици-
рованные варианты методов левых и средних прямоугольников.

2. Оптимизационная постановка

В [11] на базе модели (2) была поставлена задача оптимизации функционального
параметра T3(t) (момент вывода оборудования из эксплуатации), обеспечивающего за-
данную потребность в электроэнергии при минимуме суммарных затрат на ввод и экс-
плуатацию генерирующих мощностей, и приведены результаты ее решения на реальных
данных с ограничением на ввод новых мощностей.
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По аналогии с [11] можно поставить задачу оптимизации возрастного состава и мо-
мента вывода оборудования из эксплуатации для задачи (6). Пусть доля «молодых»
мощностей α1 считается заданной. Примем в качестве целевого функционал затрат
вида

I
(
x, α2, α3

)
=

T∫
0

at
3∑

i=1

βi

αi−1t∫
αit

u1(t− s)u2(s)x(s)dsdt+

T∫
0

atk(t)x(t)dt. (8)

Здесь первое слагаемое — суммарные эксплуатационные затраты за прогнозный пе-
риод, второе — суммарные затраты на ввод новых генерирующих мощностей.

В (8) считаются известными следующие функции:
βi — коэффициент эффективности использования мощностей i -й возрастной груп-

пы;
u1(t− s) — коэффициент увеличения в момент времени t затрат на эксплуатацию

мощностей, введенных в момент s ;
u2(t) — удельные затраты на эксплуатацию мощности, введенной в момент t ;
k(t) — затраты на ввод единицы мощности в момент t ;
at — коэффициент дисконтирования затрат, 0 < a < 1.

Управляющие параметры α2 и α3 принадлежат допустимому множеству

U = {α2, α3 : 0 ≤ α3 < α2 < α1} . (9)

Требуется найти
(α∗

2, α
∗
3) = arg min

α2,α3∈U
I
(
x(α2, α3)

)
(10)

при выполнении условий (6), (8)–(9) и ограничении на вводимые мощности

x(t) ≥ 0, t ∈ [0, T ]. (11)

Привязка задачи (6), (8)–(11) к конкретному объекту электроэнергетики — предмет
дальнейших исследований.
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Abstract. The paper addresses integral model of the developing system, in which the
moment of its origin coincides with the beginning of the modeling, so there is no
prehistory and for t = 0 all the age groups of the elements are empty.
Keywords: developing system; age groups; Volterra equation of the first kind;
optimization problem
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