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Аннотация. В настоящей работе рассматривается новое неравенство типа Ка-
ристи и доказывается теорема о неподвижной точке. В дальнейшем опираясь
на полученную теорему, изучаются отображения (обобщенные сжатия), кото-
рые сжимают относительно некоторой функции 2-х векторных аргументов. Эта
функция не обязана быть метрикой и даже непрерывной.
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Введение

Пусть отображение f : X → X. Хорошо известно, при каких предположениях мож-
но определить такую метрику ρ на X, что (X, ρ) будет полным метрическим про-
странством, а отображение f будет сжимающим в этой метрике (см. [1]). Невзирая
на это, существует большое количество работ, посвященных различным обобщениям и
вариантам принципа сжимающих отображений (см., например, обзор [2] и книгу [3]),
так как это позволяет удобнее применять этот принцип в конкретных задачах. Одним
из таких обобщений является теорема Каристи. Приведем формулировку однозначного
варианта этой теоремы. Многозначный вариант этой теоремы доказан в [4].

Теорема Каристи. Пусть X полное метрическое пространство, f : X→X неп-
рерывное отображение. Пусть существует неотрицательная функция α : X → R+

и неотрицательное число c такие, что для любой точки x ∈ X будет выполняться
неравенство Каристи,

α(f(x)) + c ρ(x, f(x)) ≤ α(x). (K)

Тогда отображение f имеет неподвижную точку, то есть существует такая точка
x∗ ∈ X, что f(x∗) = x∗.

В процессе доказательства этой теоремы неравенство (K) позволяет построить схо-
дящуюся итерационную последовательность, которая сходится к неподвижной точке x∗.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект
№ 16-01-00677).
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Отметим работу [5] в которой неравенство Каристи применяется для изучения непо-
движных точек и точек совпадения двух многозначных отображений.

В настоящей работе мы рассмотрим новое неравенство типа Каристи и опираясь
на полученную теорему, изучим отображения (обобщенные сжатия), которые сжимают
относительно некоторой функции 2-х векторных аргументов, которая не обязана быть
метрикой и даже непрерывной.

1. Обобщенные сжатия

Пусть (X, ρ) полное метрическое пространство, f : X → X непрерывное отображение,
α : X ×X → R некоторая ограниченная снизу функция и γ0 = inf

(x,y)∈X×X
α(x, y).

Теорема 1. Пусть существует такое число c > 0, что для любых точек x, y ∈ X

выполняется неравенство

α(f(x), f(y)) + cρ(x, y) ≤ α(x, y). (1)

Тогда для любой точки x0 последовательные приближения xn+1 = f(xn) сходятся к
единственной неподвижной точке x∗ отображения f и для нее справедливо неравен-
ство

ρ(x∗, x0) ≤
α(x0, f(x0))− γ0

c
. (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим итерационную последовательность точек, вы-
ходящую из точки x0, то есть x1 = f(x0), x2 = f(x1), ... xn = f(xn−1), ... . Пусть число
un = α(xn, xn+1), где n = 0, 1, 2, ... В силу предположений теоремы для любого n спра-
ведливо неравенство:

ρ(xn, xn+1) ≤ c−1

(
α(xn, xn+1)− α(xn+1, xn+2)

)
= c−1(un − un+1). (3)

Тогда последовательность {un} монотонно убывает и ограничена снизу, следовательно,
является фундаментальной. Нетрудно проверить, что в этом случае фундаментальной
является и последовательность {xn}. Действительно,

ρ(xn, xn+p) ≤
n+p−1∑
i=n

ρ(xi, xi+1) ≤
n+p−1∑
i=n

1

c
(ui − ui+1) ≤

1

c
(un − un+p),

откуда и следует фундаментальность этой последовательности.
Тогда существует точка x∗, которая является пределом последовательности {xn}.

Так как отображение f непрерывно, то x∗ = f(x∗), то есть x∗ является неподвижной
точкой этого отображения.

Покажем единственность неподвижной точки. Пусть точки x∗ и x,
∗ являются непо-

движными точками отображения f, тогда в силу неравенства (1)

α(x∗, x
,
∗) + cρ(x∗, x

,
∗) ≤ α(x∗, x

,
∗).
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Следовательно, ρ(x∗, x
,
∗) = 0, что и доказывает единственность неподвижной точки.

Для доказательства (2) рассмотрим следующие неравенства: если ε произвольное
положительное число, то существует такое n, что ρ(x0, x∗) ≤ ρ(x0, xn) + ε. Оценим
ρ(x0, xn). В силу неравенства треугольника

ρ(x0, xn) ≤
n−1∑
i=0

ρ(xi, xi+1) ≤
n−1∑
i=0

c−1(ui − ui+1) = c−1(u0 − un),

где u0 = α(x0, x1), а ui−1 = α(xi−1, xi) ≥ γ0.

Таким образом,

ρ(x0, x∗) ≤
(α(x0, x1)− γ0)

c
+ ε

для любого ε > 0, что и доказывает неравенство (2). Теорема полностью доказана.
Рассмотрим утверждение, которое является некоторой обобщенной формой принци-

па сжимающих отображений Банаха.

Следствие 1. Пусть существуют такие числа q > 0 и k ∈ (0, 1) что для любых
x, y ∈ X справедливы неравенства:
(I) ρ(x, y) ≤ q α(x, y);

(II) α(f(x), f(y)) ≤ k α(x, y).

Тогда обобщенное сжатие f имеет единственную неподвижную точку x∗ и для лю-
бой точки x0 справедливо неравенство

ρ(x∗, x0) ≤
α(x0, f(x0))− γ0

q(1− k)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из неравенства (II) вытекает, что

α(f(x), f(y)) + (1− k)α(x, y) ≤ α(x, y).

В силу неравенства (I) имеем, что

α(f(x), f(y)) +
1− k

q
ρ(x, y) ≤ α(x, y).

Теперь справедливость этого утверждения вытекает из теоремы 1.
Рассмотрим пример отображения, которое удовлетворяет условиям следствия 1.

П р и м е р 1. Пусть X = [−1, 1], отображение f : X → X определено условием
f(x) = 3

4
x2. Очевидно, что это отображение не является сжимающим относительно

обычной метрики на числовой прямой. Однако, легко заметить, что это отображение
удовлетворяет условиям следствия 1 относительно функции α(x, y) = |x|+ |y|.

Рассмотрим некоторые другие примеры функций α, удовлетворяющих неравенству
(I). Каждый такой пример позволяет сформулировать некоторую теорему о неподвиж-
ной точке.
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П р и м е р 2. Пусть g : X×X → X произвольное отображение, определим функ-
цию α следующим образом:

α(x, y) = ρ(x, g(x, y)) + ρ(y, g(x, y)).

Очевидно, что в силу неравенства треугольника эта функция удовлетворяет неравен-
ству (I) с константой q = 1.

П р и м е р 3. Пусть f наше основное отображение, рассмотрим функцию

α(x, y) = max{ρ(x, y), ρ(x, f(x)), ρ(y, f(y))}.

Очевидно, что эта функция также удовлетворяет неравенству (I) с константой q = 1.

Рассмотрим теперь локальный вариант теоремы 1. Пусть x0 некоторая фиксиро-
ванная точка в пространстве X, BR[x0] – замкнутый шар радиуса R с центром в этой
точке. Пусть f : BR[x0] → X непрерывное отображение, а множество A ⊂ X содержит
BR[x0]

∪
f(BR[x0]). Пусть α : A × A → R некоторая ограниченная снизу функция и

inf
x,y∈A

α(x, y) = γ0.

Теорема 2. Пусть отображение f удовлетворяет следующим условиям:
1) существует такое число c > 0, что для любых точек x, y ∈ BR[x0] выполняется
неравенство α(f(x), f(y)) + cρ(x, y) ≤ α(x, y);

2) α(x0, f(x0)) ≤ cR + γ0.

Тогда отображение f имеет неподвижную точку.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как и в теореме 1 рассмотрим итерационную последова-
тельность точек, выходящую из точки x0, то есть x1 = f(x0), x2 = f(x1), ... xn =

f(xn−1), ... . Проверим, что эта последовательность определена корректно, то есть все
точки xn ∈ BR[x0]. Действительно,

ρ(x0, x1) ≤
1

c
(α(x0, x1)− α(x1, x2)) ≤

1

c
(α(x0, x1)− γ0) ≤ R,

то есть точка x1 ∈ BR[x0].

Пусть точки x0, x1, ..., xn−1 принадлежат шару BR[x0]. Тогда

ρ(x0, xn) ≤
1

c

(
α(x0, x1)− α(xn, xn+1)

)
≤ 1

c

(
α(x0, x1)− γ0

)
≤ R.

Как и в теореме 1 можно доказать, что последовательность {xn} является сходящейся и
предельная точка x∗ является неподвижной точкой отображения f. Теорема доказана.

Нетрудно также сформулировать локальную теорему для обобщенного сжатия.

Следствие 2. Пусть существуют такие числа q > 0 и k ∈ (0, 1) что для любых
x, y ∈ BR[x0] справедливы неравенства:
(I) ρ(x, y) ≤ q α(x, y);

(II) α(f(x), f(y)) ≤ k α(x, y).

Если α(x0, f(x0)) ≤ q(1− k)R + γ0, то отображение f имеет неподвижную точку.
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2. Обобщенная теорема Немыцкого

Хорошо известна теорема Немыцкого о неподвижных точках отображений, кото-
рые на компактах удовлетворяют ослабленному условию сжатия (см., например, [6]).
Рассмотрим некоторое обобщение этой теоремы.

Пусть X компактное метрическое пространство, α : X ×X → R полунепрерывная
снизу функция, f : X → X непрерывное отображение.

Теорема 3. Если α(f(x), f(y)) < α(x, y) для любых x, y ∈ X, x ̸= y, то отобра-
жение f имеет единственную неподвижную точку.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим функцию β : X → R, β(x) = α(x, f(x)).

Эта функция является полунепрерывной снизу, следовательно, имеет точку минимума.
Пусть точка x∗ является точкой минимума. Покажем, что она является неподвижной
точкой отображения f. Если x∗ ̸= f(x∗), то в силу условий теоремы

β(f(x∗) = α(f(x), f(f(x))) < α(x∗, f(x∗)) = β(x∗),

то есть x∗ не является точкой минимума. Полученное противоречие и доказывает, что
x∗ является неподвижной точкой отображения f.

Докажем единственность неподвижной точки. Пусть x∗ = f(x∗) и y∗ = f(y∗). Ес-
ли x∗ ̸= y∗, то α(x∗, y∗) = α(f(x∗, y∗) < α(x∗, y∗). Следовательно, x∗ = y∗. Теорема
доказана.
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Abstract. In the present paper we consider a new inequality of Carity type and prove
a theorem on a fixed point. Further, relying on the theorem obtained, we study maps
(generalized contractions) that compress relative to some function of two vector
arguments. This function does not need to be a metric or even continuous.
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