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Аннотация. В настоящей работе мы исследуем начально-краевую задачу, опи-
сывающую колебательный процесс с краевым условием гистерезисного типа.
Такого рода задача возникает при моделировании колебаний струны, натянутой
вдоль отрезка [0, l], движение которой в точке x = l ограничено втулкой. При
этом втулка сама может двигаться в перпендикулярном к [0, l] направлении. По-
лучен аналог формулы Даламбера. Для малого промежутка времени найдено
решение задачи граничного управления, заключающейся в поиске управляющей
функции, обеспечивающей переход колебательного процесса из начального со-
стояния в заданное финальное состояние.
Ключевые слова: волновое уравнение; колебания струны; формула Даламбера;
задача граничного управления

Введение

Изучению задач управления распределенными системами и их оптимизации посвя-
щено много работ. Особенно можно выделить публикации В.А. Ильина, Е.И. Моисе-
ева, Л.Н. Знаменской, А.И. Егорова, А.В. Боровских [1]–[4], в которых в явном виде
выписано управление, позволяющее перевести колебательный процесс из начального
состояния, определенного начальными смещениями и скоростями системы, в наперед
заданное финальное состояние. Существенным для нахождения управления являет-
ся возможность представления решения исследуемой задачи с помощью формулы Да-
ламбера. В настоящей работе получен аналог формулы Даламбера для представления
решения начально-краевой задачи, описывающей колебательные процессы с краевым
условием гистерезисного типа. Такого рода задача возникает при моделировании коле-
баний струны, движение которой на одном из концов ограничено втулкой. Получено
решение задачи граничного управления для случая малого промежутка времени.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проекты
№ 17-51-52022, № 16-01-00386), Министерства образования Российской Федерации в рамках проектной
части государственного задания (проект № 1.3464.2017/ПЧ).
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1. Основные понятия

Пусть H — гильбертово пространство. Обозначим через ⟨·, ·⟩ скалярное произведе-
ние в H. Для замкнутого выпуклого множества C ⊂ H множество

NC(x) = {ξ ∈ H : ⟨ξ, c− x⟩ ≤ 0 ∀c ∈ C}

называется нормальным конусом к C в точке x, где x ∈ C.

Рассмотрим так называемый "sweeping" процесс

−u′(t) ∈ NC(t)(u(t)), t ∈ [0, T ] (1)

u(0) = u0 ∈ C(0). (2)

Функция u : [0, T ] → H является решением начальной задачи (1), (2) если
(a) u(0) = u0;

(b) u(t) ∈ C(t) для всех t ∈ [0, T ] ;
(c) u дифференцируема для почти всех t ∈ [0, T ] ;
(d) −u′(t) ∈ NC(t)(u(t)) для почти всех t ∈ [0, T ].

Исследованию задач со "sweeping" процессами посвящено много работ (например,
[5]–[13]). Для нас существенной является следующая теорема из [13].

Теорема 1. Пусть отображение t→ C(t) удовлетворяет неравенству

dH(C(t), C(s)) ≤ L|t− s|,

где dH(C(t), C(s)) — хаусдорфово расстояние между множествами C(t) и C(s),

C(t) ⊂ H — непустое, замкнутое, выпуклое множество для всех t ∈ [0, T ]. Тогда
задача (1), (2) имеет единственное решение u(t) в классе абсолютно-непрерывных
функций.

Рассмотрим задачу о колебаниях струны, в которой "sweeping" процесс выступает
в качестве краевого условия.

2. Основные результаты

Пусть вдоль отрезка [0, l] натянута струна, отклонение которой от положения рав-
новесия определяется функцией u(x, t). Предположим, что левый конец струны жестко
закреплен, то есть выполнено условие u(0, t) = 0. Правый конец струны скользит (без
учета трения) по вертикальной спице внутри втулки, представляющей собой отрезок
[−h, h], где h > 0. Мы рассматриваем случай, когда втулка также движется в перпен-
дикулярном к оси Ox направлении так, что ее движение задается отображением

C(t) = [−h, h] + ξ(t). (3)

Если −h+ξ(t) < u(l, t) < h+ξ(t), то правый конец струны внутри втулки остается сво-
бодным, что может быть выражено условием u′x(l, t) = 0 [14]. Если же струна касается
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граничной точки втулки, то некоторое время выполняется условие u(l, t) = h + ξ(t),

либо u(l, t) = −h+ ξ(t) соответственно.
Предположим, что в начальный момент времени скорость струны нулевая, а форма

струны задается функцией φ ∈ W 1
2 [0, l]. Причем, φ(0) = 0, φ(l) ∈ C(0).

Математическая модель такой задачи может быть представлена в виде

∂2u

∂x2
=
∂2u

∂t2
, 0 < x < l, 0 < t < T

u(x, 0) = φ(x),
∂u

∂t
(x, 0) = 0,

u(0, t) = 0,

u(l, t) ∈ C(t)

−u′x(l, t) ∈ NC(t)(u(l, t)).

(4)

Множество NC(t)(u(l, t)) — нормальный конус к C(t) в точке u(l, t). Заметим, что
если u(l, t) — внутренняя точка множества C(t), то NC(t)(u(l, t)) = {0} ; если u(l, t) =

−h+ ξ(t), то NC(t)(u(l, t)) = (−∞, 0] ; если u(l, t) = h+ ξ(t), то NC(t)(u(l, t)) = [0,+∞).

Таким образом, условие −u′x(l, t) ∈ NC(t)(u(l, t)) означает, что если u(l, t) — внутренняя
точка C(t), то u′x(l, t) = 0, то есть колебательный процесс происходит как у струны со
свободным правым концом; как только происходит соприкосновение струны с гранич-
ной точкой втулки, правый конец струны перестает быть свободным: на него со стороны
втулки действует сила f(t), так что −u′x(l, t) = −f(t) ∈ NC(t)(u(l, t)).

Решение задачи (4) понимается в обобщенном смысле в классе функций, введенном
В.А. Ильиным [1], [2]. Обозначим через QT прямоугольник

QT = [0 ≤ x ≤ l]× [0 ≤ t ≤ T ].

Как и в [1], [2] будем говорить, что u(x, t) принадлежит классу Ŵ 1
2 (QT ), если функция

u(x, t) непрерывна в замкнутом прямоугольнике QT и имеет в этом прямоугольнике обе
обобщенные частные производные ux(x, t) и ut(x, t), каждая из которых принадлежит
классу L2(QT ) и, кроме того, принадлежит классу L2[0 ≤ x ≤ l] при любом фиксиро-
ванном t из сегмента [0, T ] и классу L2[0 ≤ t ≤ T ] при любом фиксированном x из
сегмента [0, l]. Решением задачи (4) назовем функцию u(x, t) ∈ Ŵ 1

2 (QT ), удовлетворя-
ющую для всех t условию u(l, t) ∈ C(t), почти всюду условию −u′x(l, t) ∈ NC(t)(u(l, t)),

а также интегральному тождеству∫ l

0

∫ T

0

u(x, t)[Ψtt(x, t)−Ψxx(x, t)]dxdt+

∫ l

0

Ψ′
t(x, 0)φ(x)dx−

−
∫ T

0

Ψ(l, t)u′x(l, t)dt+

∫ T

0

Ψ′
x(l, t)u(l, t)dt = 0

для любой Ψ(x, t) ∈ C2(QT ), удовлетворяющей условиям Ψ(0, t) = 0, Ψ(x, T ) = 0,

Ψt(x, T ) = 0.
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Теорема 2. Пусть функция ξ(t) удовлетворяет условию Липшица, то есть

|ξ(t)− ξ(s)| ≤ L|t− s|.

Тогда решение задачи (4) существует, единственно, и может быть представлено в
виде

u(x, t) =
Φ(x− t) + Φ(x+ t)

2
,

где Φ(x) — нечетная функция, совпадающая с φ(x) на отрезке [0, l]. На любом отрез-
ке вида [(n+ 1)l, (n+ 2)l] (n = 0, 1, 2..., ) функция Φ(x) представима в виде конечной
суммы, равной

2 ·
n
2∑

k=0

g2k(x− (n+ 1− 2k)l)− φ((n+ 2)l − x),

если n – четное число и

2 ·
n+1
2∑

k=1

g2k−1(x− (n+ 2− 2k)l) + φ(x− (n+ 1)l),

если n – нечетное число. Здесь функции g0(t) и g1(t) — решения следующих задач{
−g′0(t) ∈ NC(t)(g0(t)) + φ′(l − t), t ∈ [0, l]

g0(0) = φ(l),{
−g′1(t) ∈ NC(t)(g1(t)) + φ′(t− l), t ∈ [l, 2l]

g1(l) = g0(l).

Функции gi(t) для четных номеров i ≥ 2 являются решениями задач −g′i(t) ∈ NC(t)(gi(t)) + 2

i−2
2∑

k=0

g′2k(t− il + 2kl) + φ′(il + l − t), t ∈ [il, (i+ 1)l]

gi(il) = gi−1(il),

а для нечетных номеров i ≥ 3 являются решениями задач −g′i(t) ∈ NC(t)(gi(t)) + 2

i−1
2∑

k=1

g′2k−1(t− l − il + 2kl) + φ′(t− il), t ∈ [il, (i+ 1)l]

gi(il) = gi−1(il).

Таким образом, решение задачи (4) может быть определено на любом прямоуголь-
нике QT . Справедливость теоремы устанавливается непосредственной подстановкой
полученных представлений в задачу (4) и применением цитированной теоремы 1 из [13].

Рассмотрим задачу граничного управления

∂2u

∂x2
=
∂2u

∂t2
, 0 < x < l, 0 < t < T

u(x, 0) = φ(x),
∂u

∂t
(x, 0) = 0,

u(0, t) = µ(t),

u(l, t) ∈ C(t)

−u′x(l, t) ∈ NC(t)(u(l, t)),

(5)
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где φ ∈ W 1
2 [0, l], µ ∈ W 1

2 [0, T ]. Решением задачи (5) мы называем функцию
u ∈ Ŵ 1

2 (QT ), удовлетворяющую условию u(l, t) ∈ C(t) для всех t, условию −u′x(l, t) ∈
NC(t)(u(l, t)) для почти всех t, а также интегральному тождеству∫ l

0

∫ T

0

u(x, t)[Ψtt(x, t)−Ψxx(x, t)]dxdt+

∫ l

0

Ψ′
t(x, 0)φ(x)dx−

−
∫ T

0

Ψ(l, t)u′x(l, t)dt+

∫ T

0

Ψ′
x(l, t)u(l, t)dt−

∫ T

0

Ψ′
x(0, t)µ(t)dt = 0

для любой Ψ(x, t) ∈ C2(QT ), такой, что Ψ(0, t) = 0, Ψ(x, T ) = 0, Ψt(x, T ) = 0. Зада-
ча граничного управления заключается в поиске функции µ(t), такой, что в момент
времени T выполняются заданные равенства

u(x, T ) = φ∗(x), u′t(x, T ) = ψ∗(x),

где φ∗ ∈ W 1
2 [0, l], ψ∗ ∈ L2[0, l]. Рассмотрим случай, когда T < l. Предположим, что

φ(0) = 0 и |ξ(t)| ≤ h.

Теорема 3. Пусть начальные и финальные данные задачи (5) связаны между собой
равенствами

ψ̂∗(x)− φ∗(x) + φ(x− T ) ≡ 0, T ≤ x ≤ l,

ψ̂∗(x0)− φ∗(x0) + φ(x0 − T ) = 0, x0 ∈ [T, l]

ψ̂∗(x) + φ∗(x)− φ(x+ T ) ≡ 0, 0 ≤ x ≤ l − T,

ψ̂∗(x) + φ∗(x)− 2g0(T + x− l)− φ(2l − x− T ) + 2φ(l) ≡ 0, l − T ≤ x ≤ l,

x0 ∈ [T, l] — фиксированное число, ψ̂∗(x) первообразная для функции ψ∗(x). Тогда
задача граничного управления (5) имеет единственное решение

µ(t) =
1

2
(φ(t)− ψ̂∗(T − t) + φ∗(T − t)).
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ON THE WAVE EQUATION WITH THE HYSTERESIS TYPE CONDITION
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Abstract. In this paper we investigate the initial-boundary value problem describing
the oscillation process with a hysteresis-type boundary condition. This kind of
problem arises in modeling of the string oscillations, where the movement is restricted
by a sleeve concentrated at one point x = l. We suppose that the string is located
along the segment [0, l] and the sleeve can move in perpendicular to [0, l] direction.
The analog of d’Alembert formula is obtained. A boundary control problem is
analyzed for a small period of time. The boundary control problem is to find a
control function allowing to put the oscillation process from the initial state to the
given final state.
Keywords: wave equation; string oscillations; d’Alembert formula; boundary control
problem
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