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Введение

Начиная с работы P. Zecca и P.L. Zezza [1], нелокальные граничные задачи для
дифференциальных включений различных типов в банаховом пространстве рассмат-
ривались при различных предположениях в целом ряде работ (см., например, [2]-[4],
[5], [6], [7], [8], [9], [10], [11] и др.).

В настоящей работе мы рассматриваем граничные задачи общего вида для нового
класса управляемых систем с обратной связью, описываемых полулинейными диффе-
ренциальными включениями с бесконечным запаздыванием, в которых звено обратной
связи подчинено включению с невыпулозначным оператором. Отметим, что системы
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с бесконечным запаздыванием являются достаточно эффективной моделью исследова-
ния многих физических феноменов и они достаточно интенсивно изучаются в последние
десятилетия (см., например, монографию [12] и имеющиеся там ссылки).

Работа имеет следующую структуру. В следующем параграфе мы приводим необхо-
димые сведения из теории многозначных отображений и фазовых пространств беско-
нечных запаздываний. В параграфе 2 формулируется основная задача и обосновывается
ее сведение к нахождению неподвижной точки многозначного интегрального операто-
ра (Теорема 2.1). На этой основе приводится общий принцип существования решения
рассматриваемой задачи (Теорема 2.3) и в качестве его применения рассматриваются
конкретные достаточные условия существования решения (Теорема 2.4) и оптимального
решения (Теорема 2.5). В последнем параграфе в качестве примеров рассматриваются
частные случаи: нелокальная задача Коши и периодическая задача.

1. Предварительные сведения.

1.1. Многозначные отображения и меры некомпактности.
Нам понадобятся некоторые сведения из многозначного анализа и теории топо-

логической степени для уплотняющих отображений (см., например, [13], [14], [15], [16],
[17]).

Пусть X – метрическое пространство; E – нормированное пространство. Символом
P (E) обозначается совокупность всех непустых подмножеств пространства E , K(E) и
Kv(E) обозначают совокупности, состоящие из всех непустых компактных или, соот-
ветственно, выпуклых компактных подмножеств пространства E .

Для Ω ∈ K(E) обозначим

∥Ω∥ = max{∥ω∥ : ω ∈ Ω}.

О п р е д е л е н и е 1.1. Мультиотображение F : X → P (E) называется полуне-
прерывным сверху в точке x ∈ X, если для любого открытого подмножества W ⊂ E ,
такого что F(x) ⊂ W, найдется такая окрестность V (x) точки x, что F(V (x)) ⊆ W.

Мультиотображение F называется полунепрерывным сверху (пн.св.), если оно по-
лунепрерывно сверху в каждой точке пространства X.

О п р е д е л е н и е 1.2. Мультиотображение F : X → P (E) называется компакт-
ным, если его область значений F(X) – относительно компактное подмножество E .
Если пн.св. мультиотображение F компактно на ограниченных подмножествах X, то
оно называется вполне пн.св.

Пусть (A,≥ 0) – некоторое частично упорядоченное множество, E – нормированное
пространство.

О п р е д е л е н и е 1.3. Отображение β : P (E) → A называется мерой неком-
пактности (МНК) в E , если для любого Ω ∈ P (E) выполнено

β(coΩ) = β(Ω).

Мера некомпактности β называется:
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1) монотонной, если из Ω1,Ω2 ∈ P (E) и Ω1 ⊆ Ω2 вытекает, что β(Ω1) ≤ β(Ω2);

2) несингулярной, если для любых Ω ∈ P (E) , a ∈ E выполнено β(Ω ∪ {a}) = β(Ω);

3) инвариантной относительно объединения с компактным множеством, если для
любых Ω ∈ P (E) и K – относительно компактного подмножества E выполнено
β(Ω ∪K) = β(Ω);

4) полуаддитивной, если β(Ω0 ∪ Ω1) = max{β(Ω0), β(Ω1)} для всех Ω0 , Ω1 ∈ P (E);

5) инвариантной относительно отражения в нуле, если β(−Ω) = β(Ω) для каждого
Ω ∈ P (E);

6) вещественной, если A = [0,+∞] с естественным порядком и для любого ограни-
ченного множества Ω ∈ P (E) выполнено β(Ω) <∞.

Если A – конус в нормированном пространстве, то МНК β называется:

7) алгебраически полуаддитивной, если β(Ω0 + Ω1) ≤ β(Ω0) + β(Ω1) для всех Ω0 ,
Ω1 ∈ P (E);

8) правильной (регулярной), если β(Ω) = 0 равносильно относительной компактно-
сти Ω.

Мерой некомпактности, для которой выполнены все вышеприведенные свойства,
является МНК Хаусдорфа

χ(Ω) = inf{ε > 0 : Ω имеет конечную ε− сеть}.

Пусть E – банахово пространство. Нам понадобятся следующие меры некомпакт-
ности в пространстве непрерывных функций C([0, T ];E) :

1) модуль равностепенной непрерывности:

modC(Ω) = lim
δ→0

sup
x∈Ω

max
|t1−t2|<δ

∥x(t1)− x(t2)∥E;

2) модуль послойной некомпактности:

φ(Ω) = sup
t∈[0,T ]

χE(Ω(t)),

где Ω(t) = {x(t) : x ∈ Ω}.
Эти меры некомпактности обладают всеми вышеуказанными свойствами за исклю-

чением правильности. Кроме того, если мы обозначим χC МНК Хаусдорфа в простран-
стве C([a, b];E), то мы имеем следующее соотношение (см. [17], Пример 2.1.3):

φC(Ω) ≤ χC(Ω). (1.1)

Пусть E и E ′ – нормированные пространства с мерами некомпактности β и β′

соответственно; L : E → E ′ – непрерывный линейный оператор.
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О п р е д е л е н и е 1.4. Оператор L называется (β, β′) -ограниченным, если най-
дется C ≥ 0 такое, что β′(LΩ) ≤ Cβ(Ω) для всех ограниченных множеств Ω ⊂ E .
Значение ∥L∥(β,β′), равное точной нижней грани множества всех таких коэффициен-
тов, называется (β, β′) -нормой оператора L.

В частности, если E = E ′ и β = β′ , то ∥L∥(β,β) будем обозначать как ∥L∥(β) и
называть β -нормой оператора L. Для вычисления χ -нормы оператора L мы можем
применять формулу

∥L∥(χ) = χ(LS) = χ(LB),

где S и B – единичные сфера и шар в E , соответственно. Легко видеть, что

∥L∥(χ) ≤ ∥L∥

и
χ(LΩ) ≤ ∥L∥χχ(Ω)

для любого ограниченного подмножества Ω ⊂ E .
Пусть E – банахово пространство, L : E → C([a, b];E) – ограниченный линейный

оператор и φC – модуль послойной некомпактности в C([a, b];E).

Из (1.1) вытекает, что
∥L∥(χ,φ) ≤ ∥L∥(χ). (1.2)

О п р е д е л е н и е 1.5. (См. [18]) Непустое компактное метрическое пространство
A называется Rδ -множеством, если существует убывающая последовательность {An}
компактных стягиваемых множеств такая, что

A =
∩
n≥1

An.

Ясно, что компактные выпуклые или, более общо, стягиваемые множества являются
примерами Rδ -множеств. В то же время, Rδ -множество может быть не стягиваемым
(см. пример в [16]).

Пусть X – подмножество в E .

О п р е д е л е н и е 1.6. Пн.св. мультиотображение F : X → K(E) называется:
(i) Rδ -мультиотображением (или J -мультиотображением), если каждое значение

F(x) , x ∈ X является Rδ -множеством;
(ii) квази-Rδ -мультиотображением (или CJ -мультиотображением), если существу-

ет нормированное пространство E1, Rδ -мультиотображение F1 : X → K(E1) и непре-
рывное отображение g : E1 → E такие, что F = g ◦ F1.

Из этого определения и свойств непрерывности мультиотображений (см., например,
[17]) вытекает следующее утверждение.

П р е д л о ж е н и е 1.1. Если F ,G : X → K(E)– квази-Rδ -мультиотображения,
то их сумма F + G : X → K(E),(

F + G
)
(x) = F(x) + G(x)

также является квази-Rδ -мультиотображением.
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Пусть β – монотонная несингулярная МНК в E , U – открытое ограниченное под-
множество E и F : U → K(E) – β -уплотняющее квази-Rδ -мультиотображение такое,
что x /∈ F(x) для всех x ∈ ∂U , где ∂U обозначает границу множества U. Тогда для
соответствующего мультиполя i−F определена числовая характеристика

deg (i−F ,U),

называемая топологической степенью (см. [17], Глава 3.4). Эта характеристика обла-
дает всеми стандартными свойствами топологической степени, в частности, ее отли-
чие от нуля влечет существование по крайней мере одной неподвижной точки x ∈ U,

x ∈ F(x).

В качестве следствия этой теории топологической степени мы получаем следующий
принцип неподвижной точки (см. [17], Следствие 3.4.2).

П р е д л о ж е н и е 1.2. Пусть M – замкнутое ограниченное подмножество E
и F : M → K(M) – β -уплотняющее квази-Rδ -мультиотображение. Тогда F имеет
хотя бы одну неподвижную точку x⋆ ∈ M, x⋆ ∈ F(x⋆).

1.2. Фазовое пространство бесконечных запаздываний.
Мы будем использовать аксиоматическое определение фазового пространства B,

введенное J.K. Hale и J. Kato (см. [19], [12]). Пространство B будет рассматриваться как
линейное топологическое пространство функций, заданных на (−∞, 0] со значениями
в банаховом пространстве E , наделенное полунормой ∥ · ∥B .

Для любой функции x : (−∞, T ] → E, где T > 0 , и каждого t ∈ (−∞, T ] , xt
представляет собой функцию из (−∞, 0] в E , заданную как

xt(θ) = x(t+ θ), θ ∈ (−∞, 0].

Будет предполагаться, что B удовлетворяет следующим аксиомам:

(B1 ) Если функция x : (−∞;T ] → E непрерывна на [0;T ] и x0 ∈ B, то для любого
t ∈ [0;T ] выполнено

( i ) xt ∈ B;

( ii ) функция t 7→ xt непрерывна;

( iii ) ∥xt∥B ≤ K(t) sup
0≤τ≤t

∥x(τ)∥ +M(t)∥x0∥B, где функции K,M : [0;∞) → [0;∞)

не зависят от x, K строго положительна и непрерывна, а M локально огра-
ничена.

(B0 ) Существует l > 0 такое, что ∥ψ(0)∥E ≤ l∥ψ∥B, для всех ψ ∈ B.

Отметим, что при данных условиях пространство C00 всех непрерывных функций
из (−∞, 0] в E с компактным носителем входит в любое фазовое пространство B ([12],
Предложение 1.2.1).

Будем предполагать дополнительно, что выполнено следующее условие.



ОБОБЩЕННАЯ ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УПРАВЛЯЕМОЙ СИСТЕМЫ 49

(BC1 ) Если равномерно ограниченная последовательность {ψn}+∞
n=1 ⊂ C00 сходится к

функции ψ компактно (то есть равномерно на каждом компактном подмножестве
(−∞, 0] ), то ψ ∈ B и lim

n→+∞
∥ψn − ψ∥B = 0.

Из условия (BC1 ) вытекает, что банахово пространство ограниченных непрерывных
функций BC = BC((−∞, 0];E) непрерывно вложено в B . Точнее говоря, справедливо
следующее утверждение.

Теорема 1.1. ([12], Предложение 7.1.1).

( i ) BC ⊂ C00 , где C00 обозначает замыкание C00 в B;

( ii ) если равномерно ограниченная последовательность {ψn} в BC сходится к функ-
ции ψ компактно на (−∞, 0] , то ψ ∈ B и lim

n→+∞
∥ψn − ψ∥B = 0;

( iii ) найдется константа L > 0 такая, что ∥ψ∥B ≤ L∥ψ∥BC для всех ψ ∈ BC.

Наконец, будем предполагать выполненным следующее условие.

(BC2 ) Если ψ ∈ BC и ∥ψ∥BC ̸= 0, то ∥ψ∥B ̸= 0.

Из этого предположения вытекает, что пространство BC, наделенное ∥·∥B является
нормированным пространством. Мы будем обозначать его BC.

Рассмотрим следующие примеры фазовых пространств, удовлетворяющих всем вы-
шеуказанным условиям.

(1) Для γ > 0 пусть B = Cγ – пространство непрерывных функций φ : (−∞; 0] → E,

имеющих предел lim
θ→−∞

eγθφ(θ) и

∥φ∥B = sup
−∞<θ≤0

eγθ∥φ(θ)∥.

(2) (Пространства с «затухающей памятью»). Пусть B = Cρ – пространство функций
φ : (−∞; 0] → E таких, что

(а) φ непрерывна на [−r; 0], r > 0 ;

(b) φ измерима по Лебегу на (−∞; r) и найдется положительная интегрируемая
по Лебегу функция ρ : (−∞;−r) → R+ такая, что функция ρφ интегрируема
по Лебегу на (−∞; r) ; более того, найдется локально ограниченная функция
P : (−∞; 0] → R+ такая, что для всех ξ ≤ 0 , ρ(ξ + θ) ≤ P (ξ)ρ(θ) для п.в.
θ ∈ (−∞;−r) .

Тогда

∥φ∥B = sup
−r≤θ≤0

∥φ(θ)∥+
−r∫

−∞

ρ(θ)∥φ(θ)∥dθ.

Простой пример последнего пространства получается, если положить ρ(θ) = eµθ,

µ ∈ R.
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2. Основной результат.

Пусть E – сепарабельное банахово пространство. Обозначим символом C((−∞;T ];E)

нормированное пространство ограниченных непрерывных функций x : (−∞;T ] → E,

наделенное нормой
∥x∥C = ∥x0∥B + ∥x |[0;T ] ∥C ,

где последняя норма – обычная sup -норма пространства C([0;T ];E) .
Мы будем рассматривать следующую управляемую систему, описываемую полули-

нейным функционально-дифференциальным включением с бесконечным запаздывани-
ем в E :

x′(t) ∈ Ax(t) + F (t, xt) +Bu(t), t ∈ [0, T ], (2.1)

удовлетворяющую условию обратной связи

u ∈ Ψx. (2.2)

Здесь линейный оператор A : D(A) ⊂ E → E является производящим оператором
сильно непрерывной полугруппы eAt , F : [0, T ] × BC ( E – многозначная нелиней-
ность, u – непрерывная функция из [0, T ] в банахово пространство управлений E1 ,
Ψ: C((−∞;T ];E) → K(C([0, T ];E1)) – мультиотображение обратной связи, B : E1 → E

– ограниченный линейный оператор.
Относительно мультиотображения Ψ мы будем предполагать, что

(Ψ) естественно определенное мультиотображение

BΨ : C((−∞;T ];E) → K(C([0, T ];E)

является вполне пн.св. и квази-Rδ .

З а м е ч а н и е 2.1. Из результатов о топологической структуре и непрерывной
зависимости от параметров множества решений дифференциального включения
(см., например, [17], Глава 5) вытекает, что условие (Ψ) выполнено, если функция
управления u(t) удовлетворяет параметризованному полулинейному дифференциаль-
ному включению в пространстве E1 вида{

u′(t) ∈ Au(t) + F(t, u(t), x) t ∈ [0, T ],

u(0) = u0 ∈ E1,

где A порождает C0 -полугруппу в E1 и мультиотображение

F : [0, T ]× E1 × C((−∞;T ];E) → Kv(E1)

удовлетворяет верхним условиям Каратеодори, условию подлинейного роста и χ -регу-
лярности по второму аргументу равномерно относительно x.

О п р е д е л е н и е 2.1. Пара функций x ∈ C((−∞;T ];E) и u ∈ C([0, T ];E1) об-
разуют интегральное решение системы (2.1)–(2.2), если функция x при t ∈ [0, T ] имеет
вид

x (t) = eAtx (0) +

∫ t

0

eA(t−s) [f (s) +Bu(s)] ds,
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где функция u удовлетворяет (2.2) и f ∈ L1 ([0, T ] ;E) – измеримое сечение мульти-
функции t ( F (t, xt) . Функция x называется траекторией системы, а функция u –
соответствующее управление.

Мы будем изучать задачу существования траекторий системы (2.1)–(2.2), удовле-
творяющих следующему общему граничному условию:

Qx ∈ Sx, (2.3)

где Q : C((−∞;T ];E) → BC – линейный ограниченный оператор, а мультиотображение
S : C((−∞;T ];E) → K(BC) вполне пн. св. квази-Rδ -мультиоператор.

Будем предполагать, что мультиотображение F : [0, T ] × BC → Kv(E) , удовлетво-
ряет следующим условиям:

(F1 ) для любого ψ ∈ BC мультифункция F (·, ψ) : [0;T ] → Kv(E) допускает измери-
мое сечение;

(F2 ) для п.в. t ∈ [0;T ] мультиотображение F (t, ·) : BC → Kv(E) пн.св.;

(F3 ) для любого r > 0 найдется функция αr ∈ L1
+[0, T ] такая, что

∥F (t, ψ)∥E := sup{∥z∥E : z ∈ F (t, ψ)} ≤ αr(t)

для п.в. t ∈ [0, T ] и ∥ψ∥B ≤ r ;

(F4 ) существует функция k ∈ L1
+[0, T ] такая, что для каждого непустого ограничен-

ного множества Ω ⊂ BC выполнено

χ(F (t,Ω)) ≤ k(t)φ(Ω)

для п.в. t ∈ [0, T ], где χ – МНК Хаусдорфа в E и φ(Ω) – модуль послойной
некомпактности множества Ω.

Из условий (F1) − (F3) и (B1) вытекает, что суперпозиционный мультиоператор
PF : C((−∞;T ];E) → P (L1([0, T ];E)), заданный как

PF (x) = {f ∈ L1([0, T ];E) : f(t) ∈ F (t, xt) п.в. t ∈ [0, T ]}

корректно определен (см., например, [14], [17]).

О п р е д е л е н и е 2.2. Линейный оператор G : L1([0, T ];E) → C((−∞;T ];E),

заданный как

Gf(t) =


t∫
0

eA(t−s)f(s)ds, t ∈ [0;T ];

0, t ∈ (−∞; 0],

называется оператором Коши.

Используя [17], Лемма 4.2.1, Tеорема 5.1.1 и Следствие 5.1.2 можно установить сле-
дующее свойство оператора Коши.
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П р е д л о ж е н и е 2.1. Композиция G◦PF : C((−∞;T ];E) → Kv(C((−∞;T ];E))

является пн.св. мультиотображением с выпуклыми компактными значениями.

Обозначим C0 подпространство C((−∞;T ];E), состоящее из функций, имеющих на
[0, T ] вид

x(t) = eAtx(0), t ∈ [0, T ]

и обозначим Q0 сужение Q на C0.

Основным требованием на граничные операторы Q и S будет следующее условие:

(QS ) существует непрерывный линейный оператор Λ : BC → C0 такой, что

(I −Q0Λ)(y −QG[f +Bu]) = 0

для каждых x ∈ C((−∞, T ];E), y ∈ S(x), f ∈ PF (x) и u ∈ Ψx.

Для того, чтобы привести пример выполнения данного условия, рассмотрим линей-
ный ограниченный оператор r : BC → C0 , который определим как

(rc)(t) =

{
c(t), t ∈ (−∞, 0];

eAtc(0), t ∈ [0;T ].

Предположим следующее:

( Q̃ ) линейный ограниченный оператор Q̃ : BC → BC , определенный как Q̃c = Q(rc)

является обратимым.

Нетрудно видеть, что при выполнении условия ( Q̃ ) оператор Λ можно задать яв-
ным образом:

Λc = r[Q̃−1(c)].

В предположении, что выполнено условие (QS ), рассмотрим мультиоператор

Γ : C((−∞;T ];E) → K(C((−∞;T ];E)),

заданный следующим образом:

Γ(x) = ΛS(x) + (I − ΛQ)G[PF (x) +BΨ(x)].

Из Предложений 1.1, 2.1 и условий, наложенных на операторы Q,S, B,Ψ и Λ вы-
текает, что мультиоператор Γ является квази-Rδ . Нетрудно проверить, что мультио-
ператор Γ ограничен, то есть переводит ограниченные множества в ограниченные.

Основное свойство мультиоператора Γ характеризуется следующим утверждением.

Теорема 2.1. Каждая неподвижная точка Γ, то есть функция x(·), удовлетво-
ряющая соотношению

x = Λz + (I − ΛQ)G (f +Bu) (2.4)

для некоторых z ∈ S(x), f ∈ PF (x) и u ∈ Ψ(x) вместе с функцией u образуют
интегральное решение задачи (2.1)–(2.3).

Обратно, при условии (Q̃) , если x и u – траектория и соответствующее управ-
ление для задачи (2.1)–(2.3), то функция x удовлетворяет (2.4) для z = Qx ∈ S(x)
и f ∈ PF (x) , то есть x является неподвижной точкой мультиоператора Γ.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. (i) Поскольку функция x может быть представлена в
виде

x = Λ (z −QG(f +Bu)) +G(f +Bu),

мы получаем, что x и u образуют интегральное решение задачи (2.1)–(2.2).
Проверим выполнение граничного условия. Используя условие (QS ), мы получаем

Qx = Q0Λz +Q (I − ΛQ)G(f +Bu) = z − (z −Q0Λz) +QG(f +Bu) +Q0ΛQG(f +Bu)

= z − (I −Q0Λ) (z −QG(f +Bu)) = z ∈ Sx.
(ii) Пусть теперь x и u – интегральное решение задачи (2.1)–(2.2). Тогда функция

x удовлетворяет соотношению

x = r(ψ) +G(f +Bu)

для некоторого f ∈ PF (x) , где ψ = x|(−∞,0] . Тогда

Qx = Q̃(ψ) +QG(f +Bu),

откуда мы получаем
ψ = Q̃−1

(
Qx−QG(f +Bu)

)
и следовательно

r(ψ) = Λ
(
Qx−QG(f +Bu)

)
.

Таким образом
x = Λ

(
Qx−QG(f +Bu)

)
+G(f +Bu) =

= ΛQx+ (I − ΛQ)G(f +Bu) ∈ Γ(x).

�
Покажем теперь, что при некоторых дополнительных ограничениях мультиоператор

Γ является уплотняющим.
Рассмотрим МНК ν на пространстве C((−∞;T ];E) со значениями в конусе R2

+ :

ν(Ω) = (φC(Ω),modC(Ω)),

где φC – модуль послойной некомпактности, а modC – модуль равностепенной непре-
рывности в пространстве C((−∞;T ];E).

Отметим, что
φC(Ω) = sup

0≤t≤T
φBC(Ωt),

где Ωt ⊂ BC , Ωt = {xt : x ∈ Ω} и для t ∈ [0, T ] :

φBC(Ωt) = sup
−∞≤τ≤0

χ(Ωt(τ)) = sup
−∞≤τ≤0

χ(Ω(t+ τ)) = sup
−∞≤τ≤t

χ(Ω(τ)),

где χ – МНК Хаусдорфа в E.

Обозначим C̃ подпространство C((−∞;T ];E), состоящее из функций, равных нулю
на (−∞; 0]. Ясно, что C̃ изоморфно пространству C([0, T ];E).

Обозначим
d = sup

0≤t≤T
∥eAt∥(χ).
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Теорема 2.2. Пусть выполнены следующие условия:

(H1) найдется b ≥ 0 такое, что для любого ограниченного множества Ω ⊂ C̃ выпол-
нено

φBC(QΩ) ≤ bφC(Ω);

(H2) для любой относительно компактной последовательности {yn} ⊂ C̃ последова-
тельность {ΛQyn} равностепенно непрерывна;

(H3) d sup
0≤t≤T

t∫
0

k(s)ds < 1
1+∥Λ∥(φBC,φC)b

, где k(·) – функция из условия (F4).

Тогда мультиоператор Γ является ν -уплотняющим на ограниченных подмноже-
ствах пространства C((−∞;T ];E).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Представим мультиоператор Γ в виде суммы

Γ(x) = Γ1(x) + Γ2(x) + Γ3(x),

где Γ1(x) = ΛS(x), Γ2(x) = (I −ΛQ)GPF (x) и Γ3(x) = (I −ΛQ)GBΨ(x). В силу усло-
вий, наложенных на мультиотображения S и BΨ , мультиоператоры Γ1 и Γ3 являются
вполне пн.св. Тогда нетрудно видеть, что проверка утверждения теоремы сводится к ν -
уплотняемости мультиоператора Γ2 , которая следует из [3], Теорема 2.4 (см. также [4],
Теорема 3.15). �

З а м е ч а н и е 2.2. Отметим, что условие (H3) выполнено, если, в частности,
полугруппа eAt компактна (в этом случае d = 0 ) или мультиотображение F вполне
пн.св. по второму аргументу ( k = 0 ).

Установленные свойства мультиоператора Γ дают возможность применять для его
исследования теорию топологической степени. Мы можем сформулировать следующий
общий принцип существования интегральных решений задачи (2.1)–(2.3).

Теорема 2.3. При указанных выше условиях, пусть ограниченное открытое мно-
жество Ω ⊂ C((−∞;T ];E) не имеет траекторий задачи (2.1)-(2.3) на ∂Ω и пусть

deg(i− Γ,Ω) ̸= 0.

Тогда множество интегральных решений {x, u} задачи (2.1)–(2.3) таких, что x ∈ Ω ,
не пусто.

В качестве примера применения этого принципа рассмотрим следующее утвержде-
ние.
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Теорема 2.4. При указанных выше условиях предположим дополнительно, что

(H4) найдется последовательность функций ωn ∈ L1
+[0;T ] , n = 1, 2, ... такая, что

lim
n→∞

1

n

T∫
0

ωn(t)dt = 0

и
sup

∥ψ∥B≤n
∥F (t, ψ)∥ ≤ ωn(t), для п.в. t ∈ [0;T ];

(H5) выполнены следующие асимптотические условия:

lim inf
∥x∥C→∞

∥S(x)∥B
∥x∥C

= lim inf
∥x∥C→∞

∥BΨ(x)∥C
∥x∥C

= 0.

Тогда множество интегральных решений задачи (2.1)-(2.3) не пусто.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что существует замкнутый шар

BR ⊂ C((−∞;T ];E)

такой, что Γ(BR) ⊆ BR . В предположении противного мы найдем последовательности
{xn} и {yn} в C((−∞;T ];E) такие, что yn ∈ Γ(xn) , ∥xn∥C ≤ n , ∥yn∥C > n . В силу
ограниченности мультиоператора Γ мы можем считать, без ущерба для общности, что
∥xn∥C → ∞.

Получаем оценку

∥yn∥C ≤ ∥Λzn∥C + ∥I − ΛQ∥ ∥G(fn +BΨ(xn))∥C,

где zn ∈ Sxn и fn ∈ PF (xn) .
Далее получаем

∥yn∥C ≤ ∥Λ∥ ∥zn∥B + ∥I − ΛQ∥ ∥G(fn +BΨ(xn))∥C ,

где ∥ · ∥C обозначает норму функции в пространстве C([0, T ];E).

Поскольку eAt – сильно непрерывная полугруппа, имеем для нее оценку

∥eAt∥ ≤Meγt, t ≥ 0

для некоторых констант M ≥ 1, γ ≥ 0.

Следовательно

∥yn∥C ≤ ∥Λ∥∥zn∥B +MeγT∥I − ΛQ∥
∫ T

0

∥ (fn(s) +BΨ(xn)(s)) ∥ds ≤

≤ ∥Λ∥∥zn∥B +MeγT∥I − ΛQ∥
( ∫ T

0

ωn(s)ds+ T∥BΨ(xn)∥C
)
.
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Тогда

1 <
∥yn∥C
n

≤ ∥Λ∥∥zn∥B
n

+MeγT∥I − ΛQ∥
( 1
n

T∫
0

∥fn(s)∥ds+ T
∥BΨ(xn)∥C

n

)
≤

≤ ∥Λ∥∥zn∥B
n

+MeγT∥I − ΛQ∥
( 1
n

T∫
0

ωn(s)ds+ T
∥BΨ(xn)∥C

∥xn∥C
)
,

что противоречит предположениям (H4) и (H5) .
Для завершения доказательства остается применить Предложение 1.2. �
В случае, когда мультиотображения F, S и BΨ глобально ограничены, последнее

утверждение влечет следующий оптимизационный результат.

Теорема 2.5. При условии (Q̃) , пусть найдется функция ω ∈ L1
+[0;T ] и констан-

ты s > 0 и a > 0 такие, что

(G1) для любого ψ ∈ BC выполнено ∥F (t, ψ)∥E ≤ ω(t) для п.в. t ∈ (0, T );

(G2) для любого x ∈ C((−∞;T ];E) выполнено ∥S(x)∥B ≤ s и ∥BΨ(x)∥C ≤ a.

Тогда существует такое интегральное решение {x⋆, u⋆} задачи (2.1)–(2.3), что

ϕ(x⋆) = inf{ϕ(x) : x ∈ Σ},

где Σ обозначает множество всех траекторий задачи (2.1)–(2.3) и ϕ – данный по-
лунепрерывный снизу функционал на пространстве C((−∞;T ];E).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно Теореме 2.1 множество Σ совпадает с множе-
ством всех неподвижных точек мультиоператора Γ , которое непусто согласно Теореме
2.4. Более того, нетрудно видеть, что это множество априори ограничено константой

∥Λ∥s+MeγT∥I − ΛQ∥
( ∫ T

0

ω(s)ds+ Ta
)
.

Теперь заключение теоремы следует из того факта, что ограниченное множество непо-
движных точек уплотняющего мультиоператора компактно ([17], Предложение 3.5.1).

�

3. Некоторые частные случаи.

3.1. Нелокальная задача Коши.
Рассмотрим управляемую систему (2.1)–(2.2) с граничным условием

x0 ∈ S(x), (3.1)

где мультиотображение S : C((−∞;T ];E) → K(BC) , как и ранее, вполне пн.св. квази-
Rδ -мультиоператор.
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В данном случае Qx = x0 и оператор Q̃ тождественен, таким образом, условие
(Q̃) выполнено и, более того, оператор Λ совпадает с r. Условие (H1) выполнено с
константой b = 0 , а условие (H2) выполнено, так как для любой последовательности
{yn} ⊂ C̃ последовательность {ΛQyn} постоянна и равна нулю.

Тогда условие (H3) приобретает следующий вид

(H3′) d sup
0≤t≤T

t∫
0

k(s)ds < 1,

Из Теоремы 2.4 мы получаем следующий результат.

Теорема 3.1. При условиях (A), (F1), (F2), (F4), (Ψ), (H3′), (H4), (H5) существу-
ет интегральное решение задачи Коши (2.1), (2.2), (3.1).

Применение Теоремы 2.5 дает следующее утверждение.

Теорема 3.2. При условиях (A), (F1), (F2), (F4), (Ψ), (H3′), (G1), (G2) существует
такое интегральное решение {x⋆, u⋆} задачи Коши (2.1), (2.2), (3.1), что

ϕ(x⋆) = inf{ϕ(x) : x ∈ Σ0},

где Σ0 обозначает множество всех траекторий задачи Коши (2.1), (2.2), (3.1) и ϕ –
данный полунепрерывный снизу функционал на пространстве C((−∞;T ];E).

3.2. Периодическая задача.
Периодическая задача для системы (2.1)–(2.2) может быть записана в виде гра-

ничного условия
Qx = 0, (3.2)

где Qx = xT − x0 . Заметим, что из условия (B1(iii)) вытекает, что Q – непрерывный
линейный оператор.

Будем предполагать выполненным следующее условие:

(A1) линейный оператор (eAT − I) обратим.

В данной задаче, учитывая, что Sx ≡ 0, достаточно построить оператор Λ на
подпространстве QC̃ ⊂ BC . Заметим, что подпространство QC̃ в нашем случае состоит
из непрерывных функций ψ : (−∞, 0] → E, равных нулю на (−∞,−T ] . Достаточно
естественно предполагать, что

(QC̃) любое множество ∆ ⊂ QC̃ , ограниченное относительно нормы ∥ · ∥B, равномерно
ограничено.

Пусть теперь ψ ∈ QC̃ – заданная функция, найдем функцию ξ ∈ BC такую, что
Q̃ξ = ψ, где, как и прежде, Q̃ξ = Q(rξ). Имеем

(rξ)T − (rξ)0 = (rξ)T − ξ = ψ, (3.3)

откуда
ξ(0) = (eAT − I)−1ψ(0),
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и далее для θ ∈ [−T, 0] :

ξ(θ) = eA(T+θ)ξ(0)− ψ(θ) = eA(T+θ)(eAT − I)−1ψ(0)− ψ(θ). (3.4)

Если же теперь θ < −T, то из (3.3) получаем

(rξ)T (θ)− ξ(θ) = ξ(T + θ)− ξ(θ) = 0,

то есть функция ξ является T -периодической на (−∞, 0] и ее значения полностью
определяются формулой (3.4). Таким образом мы построили оператор, обратный к Q̃
на QC̃.

Пусть некоторое множество функций Π ⊂ QC̃ ограничено относительно ∥ · ∥B.
Тогда, применяя свойство (QC̃) , мы видим из формулы (3.4), что соответствующее
семейство функций Ξ = {ξ = Q̃−1ψ : ψ ∈ Π} равномерно ограничено на (−∞, 0], а
значит, по Теореме 1.1 (iii) ограничено и в пространстве BC. Это означает, что оператор
Q̃−1 непрерывен на QC̃.

Оператор Λ на QC̃ может быть задан в явном виде:

(Λψ)(t) =

{
[eA(T+t)(eAT − I)−1ψ(0)− ψ(t)]T t ∈ [−∞, 0];

eAt(eAT − I)−1ψ(0), t ∈ [0;T ],

где [·]T обозначает T -периодическое продолжение на [−∞, 0] функции, заданной на
[−T, 0].

Нетрудно видеть, что условие (H1) в нашем случае выполнено с константой b = 1 .
Пусть, далее, {yn} ⊂ C̃ – относительно компактная последовательность, тогда по-

следовательность {ψn} ⊂ QC̃, ψn = Qyn = (yn)T , равностепенно непрерывна и {ψn(0)}
– относительно компактное подмножество E. Но тогда из задания оператора Λ видно,
что и последовательность {Λψn} равностепенно непрерывна, что означает выполнение
условия (H2).

Отметим теперь, что (φBC) -норма оператора Q̃−1 на QC̃ может быть оценена сле-
дующим образом:

∥Q̃−1∥(φBC) ≤ d ∥(eTA − I)−1∥(χ) + 1.

В то же время нетрудно видеть, что (φBC, φC) -норма оператора r допускает следующую
оценку:

∥r∥(φBC,φC) ≤ d.

Это означает, что
∥Λ∥(φBC,φC) ≤ d

(
d ∥(eTA − I)−1∥(χ) + 1

)
Тогда условие (H3) может быть записано в виде

(H3′′) d sup
0≤t≤T

t∫
0

k(s)ds < 1

1+d
(
d ∥(eTA−I)−1∥(χ)+1

)
Мультиоператор Γ в случае периодической задачи имеет вид

Γ(x) = (I − ΛQ)G
(
PF (x) +BΨ(x)

)
.
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Для его задания в явном виде заметим, что для f ∈ PF (x) и u ∈ Ψ(x) имеем

QG(f +Bu)(t) =

T+t∫
0

eA(T+t−s)(f(s) + Bu(s))ds, t ∈ [−T, 0].

Таким образом Γ(x) состоит из всех функций y ∈ C((−∞;T ];E), которые для
f ∈ PF (x) и u ∈ Ψ(x) при t ∈ [−∞, 0] имеют вид

y(t) =
[ T+t∫

0

eA(T+t−s)(f(s) + Bu(s))ds

−eA(T+t)(eAT − I)−1

T∫
0

eA(T−s)(f(s) + Bu(s))ds
]
T
,

а при t ∈ [0, T ] :

y(t) =

t∫
0

eA(t−s)(f(s) +Bu(s))ds− eAt(eAT − I)−1

T∫
0

eA(T−s)(f(s) +Bu(s))ds

(см.[17]).
Применение Теоремы 2.4 дает следующее утверждение.

Теорема 3.3. При выполнении условий (A), (A1), (F1), (F2), (F4), (Ψ), (H3′′),

(H4), (H5) (для BΨ ) и (QC̃) периодическая задача (2.1), (2.2) и (3.2) имеет инте-
гральное решение.

Из Теоремы 2.5 получаем:

Теорема 3.4. При выполнении условий (A), (A1), (F1), (F2), (F4), (Ψ), (H3′′),

(G1), (G2) (для BΨ ) и (QC̃) существует такое интегральное решение {x⋆, u⋆} пе-
риодической задачи (2.1), (2.2) и (3.2), что

ϕ(x⋆) = inf{ϕ(x) : x ∈ ΣT},

где ΣT обозначает множество всех траекторий периодической задачи (2.1), (2.2),
(3.2) и ϕ – данный полунепрерывный снизу функционал на пространстве C((−∞;T ];E).
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