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Аннотация. Рассматривается многозначное отображение следующего вида

a(x) = {y ∈ Y | fi(x, y) ≤ 0, i ∈ I}, x ∈ X,

где X ⊂ Rm — компакт; Y ⊂ Rn — выпуклый компакт; градиенты f ′
iy(x, y), i ∈ I,

функций fi(x, y) по y удовлетворяют условию Липшица на Y ; I — конечное множе-
ство индексов. С использованием метода линеаризации доказаны теоремы существования
непрерывных и липшицевых селекторов, проходящих через любую точку графика мно-
гозначного отображения a. Получены как локальные, так и глобальные теоремы. При-
водятся примеры, подтверждающие существенность принятых предположений, а также
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дачах.
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Введение и основные понятия

Пусть заданы непустые множества X ⊂ Rm, Y ⊂ Rn, непустое конечное множество I

и определены функции fi(x, y) : X × Y → R1, i ∈ I. Рассмотрим систему неравенств

fi(x, y) ≤ 0, i ∈ I (0.1)

с параметром x ∈ X относительно неизвестного y ∈ Y.
Отображение, сопоставляющее точке x ∈ X множество решений системы (0.1), обо-

значим через a(x). Пусть y0 ∈ a(x0). Однозначное отображение y : X → Y называется
селекцией многозначного отображения a, проходящей через точку (x0, y0), если

y(x) ∈ a(x) ∀x ∈ X, y(x0) = y0. (0.2)

Многозначное отображение a называется полунепрерывным снизу в точке x0, если
для любой сходящейся последовательности {xk}, xk → x0, и любого y0 ∈ a(x0) существу-
ет последовательность {yk}, yk ∈ a(xk), такая, что yk → y0. Отображение a называется
непрерывным по Хаусдорфу в точке x0, если для любого ε > 0 существует δ > 0 такое,
что

a(x) ⊆ a(x0) +Bε(0), a(x0) ⊆ a(x) +Bε(0), если ‖x− x0‖ < δ.

Здесь и ниже Bε(0) =
{
x ∈ X | ‖x‖ < ε

}
. Графиком отображения a называется множество

graf(a) =
{

(x, y) ∈ X × Y | y ∈ a(x)
}
.

Пусть множество Y выпукло и замкнуто, а функции fi(x, y), i ∈ I непрерывны по
совокупности переменных и при любом фиксированном x выпуклы по y. Тогда, если для
любого x ∈ X существует y ∈ Y такой, что fi(x, y) < 0, i ∈ I, то отображение a с вы-
пуклыми замкнутыми значениями полунепрерывно снизу (см. [1, c. 156]). Следовательно,
по известной теореме Майкла [2] существует непрерывное отображение, удовлетворяю-
щее условию (0.2). Отметим, что в настоящее время теорема Майкла обобщена на разные
классы многозначных отображений с невыпуклыми значениями.

Замкнутое множество M ⊂ Rn называется проксимально гладким (слабо выпуклым)
с константой R, если функция расстояния rM(x) = infa∈M ‖x − a‖ непрерывно диффе-
ренцируема на множестве UM(R) =

{
x ∈ Rn | 0 < rM(x) < R

}
. Это условие эквивалентно

единственности метрической проекции PM(x) =
{
a ∈ M | ‖x − a‖ = rM(x)

}
для каж-

дой точки x ∈ UM(R). Свойства таких множеств рассматривались разными авторами
(см. [3–5]).

Замкнутое множество M ⊂ Rn называется почти выпуклым с константой η ≥ 0,

если для любых λj ≥ 0, j ∈ J ( J — любое конечное множество индексов), таких, что∑
j∈J λj = 1 и для любых xj ∈M, j ∈ J, выполнено∑

j∈J

λjxj ∈M + ηmax
i,j∈J
‖xi − xj‖2B1(0).

В [6, теорема 3] доказано, что если множество M почти выпукло с константой η > 0,

то оно проксимально гладко с константой (16η)−1.

Множество M ⊂ Rn называется звездным, если существует точка a ∈ M такая, что
[a, b] ⊂M при любом b ∈M.

Если значения многозначного отображения выпуклы, почти выпуклы или звездны, то
исследованию условий существования непрерывных или липшицевых селекций для та-
ких классов отображений посвящена многочисленная литература (в частности, условия
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существования непрерывных селекций многозначного отображения с звездными и почти
выпуклыми значениями получены в [7, теорема 2]).

В [4] доказана следующая общая теорема о существовании непрерывных селекций мно-
гозначного отображения с слабо выпуклыми значениями.

Теорема 0.1 ( [4, теорема 3.4.5]). Пусть X — выпуклое подмножество в нормиро-
ванном пространстве E, H — гильбертово пространство. Пусть задано многозначное
отображение a : X → 2H , равномерно непрерывное в смысле метрики Хаусдорфа и та-
кое, что для любого x ∈ X множество a(x) замкнуто и слабо выпукло с константой R.

Тогда для любого (x0, y0) ∈ graf(a) существует непрерывный селектор y отображения
a, удовлетворяющий условию y(x0) = y0.

В [4, пример 3.4.2] демонстрируется существенность в теореме 0.1 условия выпуклости
множества X. В этом примере множество X не выпукло, и хотя многозначное отобра-
жение a имеет слабо выпуклые замкнутые значения и липшицево, но тем не менее у него
не существует непрерывного селектора на X.

В настоящей статье без предположения выпуклости функций fi по y, но при допол-
нительном условии гладкости, означающем, что функции fi имеют липшицев градиент
f ′iy по y, доказаны теоремы существования непрерывных и липшицевых селекций для
многозначного отображения вида (0.1), определенного на компактном множестве X (ко-
торый может и не быть выпуклым) и имеющего слабо выпуклые значения. Доказатель-
ства теорем существования непрерывных селекций выполняются методом линеаризации
(см. [8]). Полученные результаты иллюстрируются в примерах с обсуждением существен-
ности условий теорем.

В дальнейшем через (a, b) обозначено скалярное произведение векторов a, b ∈ Rn.

В [9] доказан следующий результат о существовании липшицевых селекций многознач-
ного отображения вида (0.1).

Теорема 0.2 ( [9, теорема 3.3]). Пусть функции fi(x, y), i ∈ I, строго дифференциру-
емы по совокупности переменных в точке (x0, y0), и существует вектор p ∈ Rn такой,
что

(f ′iy(x0, y0), p) < 0, i ∈ I. (0.3)

Тогда существует определенное в некоторой окрестности V (x0) точки x0 липшицево
отображение y(x) такое, что

fi(x, y((x)) ≤ 0 ∀x ∈ V (x0), i ∈ I, y(x0) = y0.

В настоящей статье доказан аналогичный результат без предположения строгой диф-
ференцируемости функций fi, i ∈ I, по совокупности переменных (x, y). Поскольку
условие (0.3) будет существенным в дальнейших теоремах настоящей статьи, заметим,
что оно имеет место только тогда, когда (см. [10, гл 4, теорема 1.9]) не существует таких
λi ≥ 0, i ∈ I, не всех равных нулю, что∑

i∈I

λif
′
iy(x0, y0) = 0.

.
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Полученные в настоящей статье результаты также можно интерпретировать как тео-
ремы о неявной функции для систем неравенств, они могут быть применены в вопросах
существования решений дифференциальных включений вида

fi(y, y
′) ≤ 0, y(t) ∈ Y, i ∈ I, t ∈ T,

где T — отрезок числовой прямой (см. [11]).
Пусть M ⊂ Rn. Обозначим bdry(M) — границу, diam(M) = supx,y∈M ‖x − y‖ —

диаметр и cl(M) — замыкание этого множества.

1. Липщицевые селекции многозначного отображения a

Лемма 1.1. Пусть функция f(x, y) определена в некоторой окрестности V (x0) ×
U(y0) точки (x0, y0), и ее градиент f ′y(x, y) по y удовлетворяет условию Липшица рав-
номерно относительно параметра x ∈ V (x0), т. е. существует число L > 0 такое,
что

|f ′y(x, y1)− f ′y(x, y2)| ≤ L‖y1 − y2‖ ∀x ∈ V (x0) ∀y1, y2 ∈ U(y0).

Тогда для любых x ∈ V (x0), y1, y2 ∈ U(y0) имеет место неравенство

|f(x, y1)− f(x, y2)− (f ′y(x, y2), y1 − y2)| ≤ L

2
‖y1 − y2‖2. (1.1)

Доказательство этой леммы аналогично доказательству [12, лемма 1.2.3], и поэтому
здесь не приводится.

З а м е ч а н и е 1.1. Условие (1.1) выполняется, если функция f(x, y) дважды непре-
рывно дифференцируемa по y на множестве V (x0)× U(y0).

Лемма 1.2. Пусть выполнены предположения леммы 1.1. Тогда для любых x ∈ V (x0),

y1, y2 ∈ U(y0) имеет место неравенство:

f(x, λy1 + (1− λ)y2) ≤ λf(x, y1) + (1− λ)f(x, y2) + λ(1− λ)
L

2
‖y1 − y2‖2. (1.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. При выполнении предположения леммы 1.1 справедливо не-
равенство (1.1). Для любых y1, y2 ∈ U(y0), λ ∈ [0, 1] положим

y∗ = λy1 + (1− λ)y2 ∈ U(y0).

Имеем
f(x, y1)− f(x, y∗) ≥ (f ′y(x, y

∗), y1 − y∗)−
L

2
‖y1 − y∗‖2,

f(x, y2)− f(x, y∗) ≥ (f ′y(x, y
∗), y2 − y∗)−

L

2
‖y2 − y∗‖2.

Заметим, что
‖y1 − y∗‖ = (1− λ)‖y1 − y2‖, ‖y2 − y∗‖ = λ‖y1 − y2‖.

Тогда, умножая первое неравенство на λ, второе — на (1− λ) и складывая их, получаем

λf(x, y1) + (1− λ)f(x, y2)− f(x, y∗) +
L

2
‖y1 − y2‖2

≥ (f ′y(x, y
∗), λy1 + (1− λ)y2 − y∗) = 0,

т. е неравенство (1.2) доказано.
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З а м е ч а н и е 1.2. Функции, удовлетворяющие условию (1.2), в работе [4] назы-
ваются слабо выпуклыми по y. А согласно [5, теорема 5.2] надграфик функции f(x, ·)
является проксимально гладким множеством.

Опишем несколько подробнее свойства функции f(x, ·), удовлетворяющей условию
(1.2). Сначала по индукции покажем, что справедливо следующее неравенство

f(x,
∑
j∈J

λjyj) ≤
∑
j∈J

λjf(x, yi) +
L

2
max
i,j∈J
‖yi − yj‖2, (1.3)

где yj ∈ U(y0), λj ≥ 0, j ∈ J,
∑

j∈J λj = 1, J — произвольное конечное множество
индексов, т. е. J = {1, 2, . . . , k}. При k = 2 неравенство (1.3) непосредственно следует из
(1.2). Допустим, что неравенство (1.3) имеет место при k = p. Покажем, что оно имеет
место и для значения k = p+ 1. Имеем

f
(
x,

p+1∑
k=1

λkyk

)
= f

(
x,

p∑
k=1

λkyk + λp+1yp+1

)
= f

(
x, (1− λp+1)

p∑
k=1

λk
1− λp+1

yk + λp+1yp+1

)
≤ (1− λp+1)f

(
x,

p∑
k=1

λk
1− λp+1

yk

)
+ λp+1f(x, yp+1)+

λp+1(1− λp+1)
L

2
‖

p∑
k=1

λk
1− λp+1

yk − yp+1‖2

≤
p+1∑
k=1

λkf(x, yk) + (1− λp+1)
L

2
max
i,j∈[1;p]

‖yi − yj‖2+ λp+1(1− λp+1)
L

2

p∑
k=1

λk
1− λp+1

‖yk − yp+1‖2

≤
p+1∑
k=1

λkf(x, yk) +
L

2
max

i,j∈[1;p+1]
‖yi − yj‖2.

Теперь пусть непрерывная функция f(x, ·) определена на замкнутом выпуклом мно-
жестве M ∈ Rn и удовлетворяет условию (1.3)). Тогда, как показано в [13, лемма 2],
надграфик этой функции является почти выпуклым множеством с константой L

2
и, сле-

довательно, проксимально гладким с константой 1
8L

(см. [6, теорема 3]).
Отметим также условие (1.2) слабой выпуклости функции f(x, ·) с константой L эк-

вивалентно тому, что функция f(x, y) + L
2
‖y‖2 выпукла по y.

Лемма 1.3. Пусть

1) Y — выпуклый компакт, fi(x0, y0) ≤ 0, i ∈ I, y0 ∈ Y ;

2) градиенты f ′iy(x, y), i ∈ I, непрерывны по совокупности переменных (x, y), и су-
ществует число L1 > 0 такое, что при всех i ∈ I

‖f ′iy(x, y1)− f ′iy(x, y2)‖ ≤ L1‖y1 − y2‖ ∀x ∈ V (x0) ∀y1, y2 ∈ U(y0);

3) найдется вектор y ∈ Y такой, что(
f ′iy(x0, y0), y − y0

)
< 0, i ∈ I(x0, y0),

где I(x0, y0) =
{
i ∈ I | fi(x0, y0) = 0

}
;
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4) существует число L2 > 0 такое, что при всех i ∈ I∣∣fi(x1, y)− fi(x2, y)
∣∣ ≤ L2‖x1 − x2‖ ∀x1, x2 ∈ V (x0) ∀y ∈ U(y0).

Тогда существует липшицево отображение y(x), определенное в некоторой окрестно-
сти V (x0) точки x0 такое, что y(x0) = y0 и при всех x ∈ V (x0) выполнено

fi(x, y(x)) ≤ 0, i ∈ I и y(x) ∈ Y ∩ U(y0). (1.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим p = y−y0. Согласно неравенству (1.1) для доста-
точно малого положительно α > 0 имеем

fi(x0, y0 + αp) + α2L1

2
‖p‖2 ≤ fi(x0, y0) +

(
f ′iy(x0, y0), αp

)
+ α2L1‖p‖2, i ∈ I.

Отсюда и из предположений 1) и 3) следует, что существует число α0 ∈ (0, 1) такое, что

fi(x0, y0 + α0p) +
L1

2
α2

0‖p‖2 < 0, i ∈ I.

Поэтому, так как функции fi непрерывны по x, существует замкнутая окрестность V1(x0)

точки x0 такая, что

fi(x, y0 + α0p) +
L1

2
α2

0‖p‖2 < 0 ∀x ∈ V1(x0), i ∈ I.

Значит, существует число β > 0 такое, что

fi(x, y0 + α0p) +
L1

2
α2

0‖p‖2 ≤ −β ∀x ∈ V1(x0), i ∈ I.

Отсюда для любых i ∈ I, x ∈ V1(x0), λ ∈ [0, 1] имеем

fi
(
x, (1− λ)y0 + λ(y0 + α0p)

)
≤ (1− λ)fi(x, y0) + λfi(x, y0 + α0p) +

L1

2
λ(1− λ)α2

0‖p‖2

= (1− λ)fi(x0, y0) + (1− λ)[fi(x, y0 − fi(x0, y0)] + λfi(x, y0 + α0p) +
L1

2
λ(1− λ)α2

0‖p‖2

≤ L2‖x− x0‖+ λfi(x, y0 + α0p) +
L1

2
λ(1− λ)α2

0‖p‖2 ≤ L2‖x− x0‖ − βλ.

Теперь выберем число λ так, что правая часть заключительного неравенства равня-
ется нулю, т. е. положим

λ =
L2

β
‖x− x0‖. (1.5)

Отсюда видно, что если разность ‖x− x0‖ достаточно мала, то λ, определяемое форму-
лой (1.5), лежит в промежутке [0, 1], так что приведенные выше выкладки корректны.
Положим

y(x) = y0 + λα0p.

Очевидно, что при x = x0 имеем λ = 0 и, следовательно, y(x0) = y0.

Окончательно получаем, что y(x0) = y0, и существует окрестность V (x0) точки x0

такая, что для всех при всех x ∈ V (x0) выполнено (1.4).
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Теперь приведем пример, показывающий, что условие 3) леммы 1.3 существенно, и
если это условие не выполняется, то вывод леммы 1.3 может быть неверным.

П р и м е р 1.1. Пусть x ∈ R1, y = (y1, y2) ∈ R2, x0 = 0, y0 = (ȳ1, 0), где ȳ1 ∈ [0, 1
π
],

Y =
{

(y1, 0) ∈ R2 | y1 ∈ [0, 1
π
]
}
. Пусть функция f определена соотношением

f(x, y) ≡ f(x, y1, y2) =

{
xy4

1sin
1
y1
− y2, если y1 6= 0,

−y2 если y1 = 0.

Легко заметить, что для этой функции выполнены предположения 1), 2) и 4) леммы 1.3.
Проверим третье условие. Имеем f ′y1(0, y1, 0) = 0, f ′y2(0, y1, 0) = −1. Следовательно, для
любого y ∈ Y имеем равенство (f ′y(0, ȳ1, 0), y − y0) = 0, т. е. условие 3) не выполняется.
Имеем также

a(x) ≡
{
y ∈ Y | f(x, y) ≤ 0

}
=

{
Y, если x = 0,

Z, если x > 0,

где

Z =
{

(y1, 0) ∈ R2 | y1 ∈
{

0,
1

π

} ∞⋃
k=1

[ 1

(2k + 1)π
,

1

2πk

]}
.

Следует отметить, что при x > 0 множество a(x) не является проксимально гладким.
В случае, когда (ȳ1, 0) /∈ a(x) (x > 0 ), легко заметить, что через соответствующую

точку (x0, y0) = (0, ȳ1, 0) ∈ graf(a) не проходят непрерывные селекции отображения a.

В дальнейшем положим

I(x, y) ≡
{
i ∈ I | fi(x, y) = 0

}
, A(x) ≡

{
y ∈ a(x) | fi(x, y) = 0, i ∈ I(x, y)}. (1.6)

Лемма 1.4. Пусть

1) X ⊂ Rm — компакт, Y ⊂ Rn — выпуклый компакт;

2) для любых x ∈ X и y ∈ A(x) существует вектор z ∈ Y такой, что(
f ′iy(x, y), z − y

)
< 0, i ∈ I(x, y).

Тогда существует непрерывное отображение D : graf(A) → Y такое, что при любых
x ∈ X и y ∈ A(x) выполнено(

f ′iy(x, y), D(x, y)− y
)
< 0, i ∈ I(x, y).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть

u = (x, y) ∈ graf(A), ψ(u, z) = max
i∈I(x,y)

(
f ′iy(x, y), z − y

)
.

По предположению для любого u ∈ graf(A) существует вектор z(u) ∈ Y такой, что
ψ(u, z(u)) < 0. Так как функция ψ полунепрерывна сверху, то для любого δ > 0 суще-
ствует окрестность Bη(u)(u) точки u такая, что

ψ(v, z(u)) ≤ ψ(u, z(u)) + δ ∀v ∈ Bη(u)(u).



О НЕПРЕРЫВНЫХ И ЛИПШИЦЕВЫХ СЕЛЕКЦИЯХ МНОГОЗНАЧНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ 455

Поскольку множество graf(A) компактно, оно может быть покрыто шарами Bη(uj)(uj),

j ∈ J, где J — конечное множество индексов. Пусть gj ( j ∈ J ) — непрерывное разбие-
ние единицы, подчиненное этому разбиению. Определим функцию D(u) по следующему
правилу:

D(u) =
∑
j∈J

gj(u)z(uj).

Так как
gj(u) ≥ 0,

∑
j∈J

gj(u) = 1

и функция ψ(u, z) выпукла по z, имеем

ψ(u,D(u)) ≤
∑
j∈J(u)

gj(u)ψ(u, z(uj)),

где J(u) = {j ∈ J : gj(u) > 0}.
Известно также, что если gj(u) > 0, то u ∈ Bη(uj)(uj) и, следовательно, для достаточно

малых δ > 0 верно неравенство

ψ(u, z(uj)) ≤ ψ(uj, z(uj)) + δ < 0.

Значит,
ψ(u,D(u)) ≤

∑
j∈J(u)

gj(u)ψ(u, z(uj)) < 0, u ∈ graf(A).

Теорема 1.1 (1-я теорема o липшицевой селекции). Пусть

1) функции fi(x, y), i ∈ I, заданы на X×Ω ⊂ Rm+n, где X ⊂ R1 — отрезок числовой
прямой и Ω ⊂ Rn — открытое множество, Y ⊂ Ω — выпуклый компакт;

2) градиенты f ′iy(x, y), i ∈ I, непрерывны по совокупности переменных (x, y) ∈ X×Ω,

и существует число L1 > 0 такое, что

‖f ′iy(x, y1)− f ′iy(x, y2)‖ ≤ L1‖y1 − y2‖ ∀x ∈ X ∀y1, y2 ∈ Y, i ∈ I;

3) существует число L2 > 0 такое, что

|fi(x1, y)− fi(x2, y)| ≤ L2‖x1 − x2‖ ∀x1, x2 ∈ X ∀y ∈ Y, i ∈ I;

4) для любых (x, y)
(
y ∈ A(x)

)
существует вектор z ∈ Y такой, что(

f ′iy(x, y), z − y
)
< 0, i ∈ I(x, y);

5) a(x) 6= ∅ для любого x ∈ X.

Тогда через любую точку (x0, y0) ∈ graf(a) проходит липшицева селекция этого отобра-
жения.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала докажем, что многозначное отображение a явля-
ется липшицевым на X.

Если graf(A) 6= ∅, то согласно лемме 1.4 существует непрерывное отображение D :

graf(A)→ Y такое, что

ψ(u,D(u)− y) < 0 ∀u = (x, y) ∈ graf(A).

Отсюда существует число γ > 0 такое, что

max
u∈graf(A)

ψ(u,D(u)− y) ≤ −γ < 0.

Определим непрерывное продолжение D̃ : graf(a) → Y отображения D (согласно из-
вестной теореме Титце–Дугунжи такое непрерывное продолжение существует). Поскольку
функция

ϕ(x, y) ≡ max
i∈I(x,y)

(
f ′iy(x, y), D̃(x, y)− y

)
полунепрерывна сверху, существует ∆ -окрестность (graf(A))∆ множества graf(A) такая,
что

max
i∈I(x,y)

(
f ′iy(x, y), D̃(x, y)− y

)
≤ −γ

2
∀(x, y) ∈ (graf(A))∆ ∩ graf(a).

Положим F (x, y) ≡ maxi∈I fi(x, y). Теперь согласно неравенству (1.1) существуют чис-
ла α ∈ (0, 1) и γ1 > 0 такие, что для всех (x, y) ∈ (graf(A))∆ ∩ graf(a)

F
(
x, y + α(D̃(x, y)− y)

)
+ α2L1‖D̃(x, y)− y‖2

≤ F (x, y) + α
[

max
i∈I(x,y)

(
f ′iy(x, y), D̃(x, y)− y

)
+ α2 3L1

2
‖D̃(x, y)− y‖2

]
≤ F (x, y) + α

[
− γ + α

3L1

2
‖D̃(x, y)− y‖2

]
≤ −γ1 < 0.

(1.7)

Рассмотрим сначала случай, когда (x1, y1) ∈ (graf(A))∆/2∩graf(a). Так как выполнены
предположения леммы 1.3, отображение a непрерывно в любой точке x ∈ X. А так как
множества a(x) — непустые компакты, отсюда следует, что многозначное отображение
a равномерно непрерывно по Хаусдорфу на X. Поэтому для любого ε > 0 существует
δ > 0 такое, что при x2 ∈ X таком, что ‖x1 − x2‖ < δ, найдется y2 ∈ a(x2) такое, что
‖y1 − y2‖ < ε. Учитывая это, мы можем считать, что (x2, y2) ∈

(
graf(a)

)
∆
.

Теперь, учитывая неравенство (1.7) и условие 3) теоремы, для λ ∈ [0, 1] получаем

F (x2, (1− λ)y1 + λ
(
y2 + α(D̃(x2, y2)− y2)

)
≤ (1− λ)F (x2, y1)

+λF
(
x2, y2 + α(D̃(x2, y2)− y2)

)
+ α2L1λ(1− λ)‖D̃(x2, y2)− y2‖2 + L1λ(1− λ)‖y2 − y1‖2

= (1− λ)F (x1, y1) + (1− λ)[F (x2, y1)− F (x1, y1)] + λF
(
x2, y2 + α

(
D̃(x2, y2)− y2

))
+α2L1λ(1− λ)‖D̃(x2, y2)− y2‖2 + L1λ(1− λ)‖y2 − y1‖2 ≤ L2‖x2 − x1‖

+λF
(
x2, y2 + α

(
D̃(x2, y2)− y2

))
+ α2L1λ(1− λ)‖D̃(x2, y2)− y2‖2 + L1λ(1− λ)‖y2 − y1‖2

≤ L2‖x1 − x2‖ − λγ1 + L1λ(1− λ)‖y2 − y1‖2 ≤ L2‖x1 − x2‖ − λ(γ1 − L1ε
2).

(1.8)

Выберем число ε > 0 так, что γ1 > L1ε
2. Затем выберем λ > 0 так, чтобы правая

часть неравенства (1.8) стала равной нулю. Для значения λ получим

λ =
L2

γ2

‖x1 − x2‖, где γ2 = γ1 − L1ε
2. (1.9)
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Рассмотрим теперь второй случай, т. е. пусть (x1, y1) ∈ graf(a) и (x1, y1) /∈ (graf(A))∆/2.

Так как для некоторого положительного числа τ > 0 имеет место неравенство

F (x, y) ≤ −τ ∀(x, y) ∈ graf(a), (x, y) /∈ (graf(A))∆/2,

то F (x1, y1) < −τ. Проводя для этого случая те же рассуждения, что при выводе нера-
венства (1.8), получаем

F (x2, (1− λ)y1 + λ
(
y2 + α

(
D̃(x2, y2)− y2

))
≤ L2‖x2 − x1‖+ λF

(
x2, y2 + α(D̃(x2, y2)− y2)

)
+ α2L1λ(1− λ)‖D̃(x2, y2)− y2‖2

+ L1λ(1− λ)‖y2 − y1‖2 + (1− λ)F (x1, y1).

Поскольку число λ определяется по формуле (1.9) и F (x1, y1) < −τ < 0, для точки x2,

достаточно близкой к x1, правая часть полученного неравенства будет отрицательной.
Положим

ỹ2 = y1 +
L2

γ2

‖x1 − x2‖
(
y2 + α

(
D̃(x2, y2)− y2

)
− y1

)
. (1.10)

Таким образом, любой точке y1 ∈ a(x1) можно поставить в соответствие точку ỹ2 ∈
a(x2) по формуле (1.10). Для этих точек выполнено

‖y1 − ỹ2‖ ≤
2L2

γ2

diam(Y )‖x1 − x2‖ = L3‖x1 − x2‖, где L3 =
2L2

γ2

diam(Y ).

Отметим, что если величина ‖x1 − x2‖ достаточно малa, то λ ∈ [0, 1], и поэтому
приведенные выше выкладки корректны.

Итак, отображение a локально липшицево на достаточно малых окрестностях всех
точек из X с одной и той же константой. Следовательно, оно липшицево на всем компакте
X. Поэтому согласно теореме Д.18 из [14, c. 329] через любую точку y0 ∈ a(x0) проходит
липшицева селекция многозначного отображения a.

Следующий пример показывает существенность условия 4) теоремы 1.1.

П р и м е р 1.2. Пусть X = [−1, 1]; Y ⊂ R2 — квадрат с вершинами (−1,−1),

(1,−1), (1, 1), (−1, 1);

f(x, y1, y2) ≡ x1y2y2, x ∈ X, (y1, y2) ∈ Y ;

a(x) ≡
{
y ∈ Y | f(x, y1, y2) ≤ 0

}
.

Очевидно, a(0) = Y. А если x > 0, то множество a(x) является пересечением второй и
четвертой четвертей плоскости с квадратом Y. При x < 0 множества a(x) есть пересе-
чение первой и третьей четвертей с квадратом Y. Так как f ′y1(0, y1, y2) = f ′y2(0, y1, y2) = 0,

то условие 4) теоремы 1.1 не выполняется в точках (0, y1, y2) ∈ graf(a).

Заключая рассмотрение этого примера, заметим, что
1) отображение a не является непрерывным в нуле;
2) множества a(x) при x 6= 0 не являются проксимально гладкими;
3) через любую точку (y0

1, y
0
2) ∈ a(0) (точка (y0

1, y
0
2) не принадлежит координатным

осям) не проходят непрерывные селекции отображения a.
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Теорема 1.2 (2-я теорема о липшицевой селекции). Пусть

1) X — отрезок числовой прямой, Y ⊂ Rn — выпуклый компакт;

2) для любого фиксированного x ∈ X функция F (x, y) является проксимально гладкой
по y с константой L1 на Y ;

3) для любого x ∈ X существует z ∈ Y такой, что

F (x, z) +
L1

2
(diam(Y ))2 < 0;

4) существует число L2 > 0 такое, что

‖F (x1, y)− F (x2, y)‖ ≤ L2‖x1 − x2‖ ∀x1, x2 ∈ X ∀y ∈ Y.

Тогда через любую точку (x0, y0) ∈ graf(a) =
{

(x, y) ∈ X × Y | F (x, y) ≤ 0
}

проходит
липшицева селекция отображения a.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала отметим, что существует непрерывное отображе-
ние D : X → Y такое, что

F (x,D(x)) < −L1

2
(diam(Y ))2 ∀x ∈ X.

Это неравенство можно получить, повторив доказательство леммы 1.4 с использованием
неравенства (1.3).

Далее, если y1 ∈ a(x1), т. е. F (x1, y1) ≤ 0, то при λ ∈ [0, 1] получаем

F
(
x2, (1− λ)y1 + λD(x2)

)
≤ (1− λ)F (x2, y1) + λF (x2, D(x2)) + λ(1− λ)

L1

2
‖D(x2)− y1‖2

= (1− λ)F (x1, y1) + (1− λ)[F (x2, y1)− F (x1, y1)]

+λ
[
F (x2, D(x2)) + (1− λ)

L1

2
‖D(x2)− y1‖2

]
≤ L2‖x1 − x2‖+ λγ,

где γ = maxx∈X F (x,D(x)) + L1

2
(diam(Y ))2 < 0. Положим

λ = −L2

γ
‖x1 − x2‖

и выберем x2 так, чтобы норма ‖x1 − x2‖ была настолько малой, что λ < 1. Таким
образом, любой точке y1 ∈ a(x1) можно поставить в соответствие точку y2 ∈ a(x2) по
следующей формуле

y2 = y1 +
L2

γ
‖x1 − x2‖

(
D(x2)− y1

)
.

Отсюда, для некоторого L3 получим

‖y2 − y1‖ ≤
L2

−γ
‖D(x2)− y1‖‖x1 − x2‖ ≤ L3‖x1 − x2‖.

Таким образом, отображение a локально липшицево на достаточно малых окрестно-
стях всех точек из X с одной и той же константой. Следовательно, это отображение
липшицево на всем компакте X. Согласно теореме Д.18 из [14, c. 329] через любую точку
y0 ∈ a(x0) проходит липшицева селекция отображения a.
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Следствие 1.1. Пусть
1) X — отрезок числовой прямой, Y ⊂ Rn — выпуклый компакт;
2) при любом фиксированном x ∈ X функция g(x, y) непрерывна и выпукла по y на

выпуклом компакте Y ;

3) существует число L2 такое, что

‖g(x1, y)− g(x2, y)‖ ≤ L2‖x1 − x2‖ ∀y ∈ Y ∀x1, x2 ∈ X.

При любом β > 0 определим функцию

f(x, y) = g(x, y)− β

2
‖y‖2

и для произвольного ε > 0 зададим множество точек ε -минимума функции f(x, ·) на
Y формулой

aε(x) =
{
y ∈ Y | f(x, y) ≤ min

y∈Y
f(x, y) + ε

}
.

Тогда для достаточно малых β > 0 через любую точку графика отображения aε про-
ходит липшицева селекция этого отображения.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любого фиксированного x ∈ X функция

Q(x, y) ≡ f(x, y)−min
y∈Y

f(x, y)− ε

слабо выпукла с константой β. Очевидно, для любого x ∈ X существует точка z ∈ Y

такая, что Q(x, z) ≤ −ε. Поэтому для достаточно малых β > 0 имеем

Q(x, z) < −β
2

(diam(Y ))2.

Функция V (x) ≡ miny∈Y f(x, y) липшицева и, следовательно, относительно функции
Q выполнены предположения вышеуказанной теоремы Д.18 из [14, c. 329]. Таким образом,
утверждение данного следствия непосредственно вытекает из этой теоремы.

2. Непрерывные селекции многозначного отображения a

Имеет место следующий результат.

Лемма 2.1. Пусть выполнены предположения 1)–3) леммы 1.3. Тогда многозначное
отображение a непрерывно в точке x0.

Доказательство этого факта аналогично доказательству леммы 1.3.

Теорема 2.1 (1-я теорема о непрерывной селекции). Пусть

1) X ⊂ Rm, Y ⊂ Rn — выпуклые компакты;

2) функции fi(x, y), i ∈ I, заданы на X×Rn, и существует компакт Ω ⊂ Rn такой,
что при всех i ∈ I для множества ai(x) ≡ {y ∈ Rn | fi(x, y) ≤ 0} выполнено
bdry(ai(x)) ⊂ Ω ∀x ∈ X;
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3) градиенты f ′iy(x, y), i ∈ I непрерывны по совокупности переменных на X × Rn

и удовлетворяют условию Липшица по y на множестве Y равномерно относи-
тельно x ∈ X, т. е. существует число L1 > 0 такое, что

‖f ′iy(x, y1)− f ′iy(x, y2)‖ ≤ L1‖y1 − y2‖ ∀x ∈ X ∀y1, y2 ∈ Y, i ∈ I,

причем f ′iy(x, y) 6= 0, x ∈ X, y ∈ bdry(ai(x));

4) для любых (x, y) ∈ graf(A), где отображение A определено соотношениями (1.6),
существует z ∈ Y такой, что(

f ′iy(x, y), z − y
)
< 0, i ∈ I(x, y).

Тогда при всех x ∈ X множества a(x) слабо выпуклы с одной и той же константой
и через любую точку (x0, y0) ∈ graf(a) проходит непрерывная селекция многозначного
отображения a.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала покажем, что множества ai(x), x ∈ X, i ∈ I,

являются слабо выпуклыми с одной и той же константой.
Согласно условию 2) доказываемой теоремы множества ai(x) являются телесными,

т. е. cl
(
int(ai(x)

)
= cl

(
ai(x)

)
. Для доказательства слабой выпуклости множества a(x)

достаточно доказать, что существует L > 0 такое, что для любых векторов y1, y2 ∈
bdry

(
ai(x)

)
, p1 ∈ N(ai(x))(y1), p2 ∈ N(ai(x))(y2) таких, что ‖p1‖ = ‖p2‖ = 1 выполнено

неравенство
‖p1 − p2‖ ≤ L‖y1 − y2‖. (2.1)

(см. [4, теорема 1.10.2, c. 85]). Здесь N(ai(x))(yj) ( j = 1, 2 ) — нормальный конус Булигана
к множеству ai(x) в точке yj. В нашем случае

pj =
f ′iy(x, yj)

‖f ′iy(x, yj)‖
, j = 1, 2.

Проверим выполнение условия (2.1). Имеем

‖p1 − p2‖ = ‖
f ′iy(x, y1)

‖f ′iy(x, y1)
−

f ′iy(x, y2)

‖f ′iy(x, y2)‖
‖ = ‖

‖f ′iy(x, y2)‖f ′iy(x, y1)− ‖f ′iy(x, y1)‖f ′iy(x, y2)

‖f ′iy(x, y1)‖‖f ′iy(x, y2)‖
‖

≤ 1

m2
(‖f ′iy(x, y2)‖‖f ′iy(x, y1)− f ′iy(x, y2)‖+ ‖f ′iy(x, y1)‖‖f ′iy(x, y1)− f ′iy(x, y2)‖

≤ C1L1

m2
‖y1 − y2‖,

где
C1 = max

(x,y)∈X×Ω, i∈I
‖f ′iy(x, y)‖, m = min

(x,y)∈X×Ω, i∈I
‖f ′iy(x, y)‖ > 0.

Следовательно, коэффициент L в условии (2.1) можно принять равным L = C1L1/m
2.

Для того, чтобы проверить, что множества a(x), x ∈ X, являются проксимально
гладкими с некоторой константой R > 0, достаточно показать (см. [15, теорема 2.1]),
что для любых y1, y2 ∈ a(x) и для любых y∗1 ∈ Na(x)(y1), y∗2 ∈ Na(x)(y2), имеет место
неравенство (

y∗1 − y∗2, y1 − y2

)
≥ −1

2

(‖y∗1‖
R

+
‖y∗2‖
R

)
‖y1 − y2‖2. (2.2)
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В условиях теоремы любой вектор y∗ ∈ Na(x)(y) представим в виде

y∗ =
∑
i∈I

λif
′
iy(x, y) + z∗, λi ≥ 0, z∗ ∈ NY (y),

причем λi = 0, если i /∈ I(x, y). Отсюда, если p(x, y) ∈ Na(x)(y), ‖p(x, y)‖ = 1, то
существуют числа λi(x, y) ≥ 0, i ∈ I, и вектор y∗(x, y) ∈ NY (y) такие, что

p(x, y) =
∑
i∈I

λi(x, y)f ′iy(x, y) + y∗(x, y). (2.3)

Покажем, что существует число M > 0 такое, что

h(x, y) ≡
∑
i∈I

λi(x, y) + ‖y∗(x, y)‖ ≤M ∀(x, y) ∈ graf(a).

Предположим противное, т. е. существует последовательность
{

(xk, yk)
}
⊂ graf(a) такая,

что h(xk, yk)→ +∞. Определим

αi(xk, yk) =
λi(xk, yk)

h(xk, yk)
, i ∈ I, и e∗(xk, yk) =

y∗k
‖y∗k‖

,
(
y∗k = y∗(xk, yk)

)
.

Из (2.3) получаем

p(xk, yk)

h(xk, yk)
=
∑
i∈I

αi(xk, yk)f
′
iy(xk, yk) +

‖y∗k‖
h(xk, yk)

e∗(xk, yk). (2.4)

Так как graf(a) — компакт и
∑

i∈I αi(xk, yk) +
‖y∗k‖

h(xk,yk)
= 1, то можно утверждать, что

(xk, yk)→ (x, y), αi(xk, yk)→ αi ≥ 0,
‖y∗k‖

h(xk, yk)
→ β ≥ 0, e∗(xk, yk)→ e,

∑
i∈I

αi + β = 1.

Далее, для достаточно больших k выполнено I(xk, yk) ⊂ I(x, y), и поэтому αi = 0, если
i /∈ I(x, y). Отсюда, переходя к пределу в соотношении (2.4), получаем∑

i∈I(x,y)

αif
′
iy(x, y) + βe = 0

(
‖e‖ = 1

)
,

что противоречит предположению 4) теоремы.
Теперь покажем, что множества a(x) являются слабо выпуклыми. Поскольку множе-

ства ai(x), i ∈ I, и Y слабо выпуклы с константой 1
L
, то из (2.2) следует, что для любых

y1, y2 ∈ ai(x), i ∈ I выполнено(
λi(x, y1)f ′iy(x, y1)− λi(x, y2)f ′iy(x, y2), y1 − y2

)
≥ −1

2

(λi(x, y1)‖f ′iy(x, y1)‖
L

+
λi(x, y2)‖f ′iy(x, y2)‖

L

)
‖y1 − y2‖2,

(
y∗(x, y1)− y∗(x, y2), y1 − y2

)
≥ −1

2

(‖y∗(x, y1)‖
L

+
‖y∗(x, y2)‖

L

)
.
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Складывая эти неравенства, получаем(
p(x, y1)− p(x, y2), y1 − y2

)
≥ − 1

2L

(∑
i∈I

λi(x, y1)‖f ′iy(x, y1)‖+ ‖y∗(x, y1)‖

+
∑
i∈I

λi(x, y2)‖f ′iy(x, y2)‖+ ‖y∗(x, y2)‖
)
‖y1 − y2‖2 ≥ − 1

L
MM̃‖y1 − y2‖2,

где
M̃ = max

{
max

(x,y)∈graf(a), i∈I
‖f ′iy(x, y)‖, 1

}
.

Согласно [4, теорема 1.9.2], отсюда следует, что множества a(x) являются слабо выпук-
лыми с константой R = L/(MM̃).

Далее, согласно лемме 2.1 многозначное отображение a с компактными значениями
непрерывно в любой точке x ∈ X. А так как множество X компактно, оно равномерно
непрерывно по Хаусдорфу на X. Так что выполнены все предположения теоремы 0.1,
согласно которой через любую точку (x0, y0) ∈ graf(a) проходит непрерывная селекция
отображения a.

Приведем пример многозначного отображения, удовлетворяющий условиям теоремы 2.1.

П р и м е р 2.1. Пусть X = [0, 1/4], Y ⊂ R2 — квадрат с вершинами (0, 0), (1, 0),

(0, 1), (1, 1). Рассмотрим функции

f1(x, y1, y2) ≡ −(y1−x)2−y2
2 +1, f2(x, y1, y2) ≡ −(y1−x−1)2−y2

2 +1, x ∈ X, (y1, y2) ∈ Y.

Нетрудно проверить, что для этих функций многозначное отображение

a(x) ≡
{
y = (y1, y2) ∈ Y | f1(x, y1, y2) ≤ 0, f2(x, y1, y2) ≤ 0

}
удовлетворяет всем условиям теоремы 2.1.

Теорема 2.2 (2-я теорема о непрерывной селекции). Пусть

1) X ⊂ Rm — компакт, Y ⊂ Rn — выпуклый компакт, Ω ⊂ Rn — открытое мно-
жество;

2) функции fi(x, y), i ∈ I, заданы на X × Ω ⊂ Rn+m;

3) градиенты f ′iy(x, y), i ∈ I, непрерывны по совокупности переменных (x, y) ∈ X×Ω,

и существует число L1 > 0 такое, что

‖f ′iy(x, y1)− f ′iy(x, y2)‖ ≤ L1‖y1 − y2‖ ∀x ∈ X, ∀y1, y2 ∈ Y, i ∈ I;

4) для любого x ∈ X существует z ∈ Y такой, что

fi(x, z) < −
L1

2
(diam(Y ))2, i ∈ I. (2.5)

Тогда через любую точку (x0, y0) ∈ graf(a) проходит непрерывная селекция многознач-
ного отображения a.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (2.5), учитывая неравенство (1.1), получим, что для лю-
бых x ∈ X, y ∈ Y найдется вектор z ∈ Y такой, что

fi(x, y) +
(
f ′iy(x, y), z − y

)
< 0, i ∈ I. (2.6)

Теперь, применяя рассуждения, аналогичные используемым в доказательстве леммы 1.4,
установим, что существует непрерывное отображение G : X × Y → Y такое, что

fi(x, y) +
(
f ′iy(x, y), G(x, y)− y

)
< 0, i ∈ I.

Отсюда непосредственно следует, что

max
x∈X, y∈Y

{
fi(x, y) +

(
f ′iy(x, y), G(x, y)− y

)}
≡ −γ < 0, i ∈ I. (2.7)

Свяжем с каждой точкой (x, y) ∈ X × Y следующую задачу квадратичного програм-
мирования:

min
p

{1

2
‖p‖2 |

(
f ′iy(x, y), p

)
+ fi(x, y) ≤ 0, p ∈ (Y − y), i ∈ I

}
. (2.8)

Положим

A(x, y) =
{
p |
(
f ′iy(x, y), p

)
+ fi(x, y) ≤ 0, i ∈ I}, B(y) = Y − y, C(x, y) = A(x, y) ∩B(y).

Во-первых, заметим, что задача (2.8) имеет единственное решение, поскольку множество
C(x, y) решений ограничений этой задачи является непустым выпуклым и замкнутым.
Обозначим это решение через p(x, y). Во-вторых, многозначные отображения A и B, как
уже указано выше, имеют выпуклые замкнутые значения и являются полунепрерывными
снизу, и кроме того, согласно условию (2.6),

intA(x, y) ∩B(y) 6= ∅.

Отсюда, в силу теоремы 1.3.9 из [11, c. 46] (о пересечении двух полунепрерывных снизу
многозначных отображений) отображение C также будет полунепрерывным снизу. Из
этих двух отмеченных фактов немедленно следует, что однозначное отображение p(x, y)

непрерывно по совокупности переменных (x, y).

Пусть ui(x, y), i ∈ I, множители Лагранжа задачи (2.8). Покажем, что существует
число N > 0 такое, что ∑

i∈I

ui(x, y) ≤ N ∀x ∈ X ∀y ∈ Y. (2.9)

Действительно, согласно теории необходимых условий экстремума в задаче (2.8) должно
выполняться следующее неравенство:

1

2
‖p(x, y)‖2 ≤ 1

2
‖p‖2 +

∑
i∈I

ui(x, y)
[(
f ′iy(x, y), p

)
+ fi(x, y)

]
, y + p ∈ Y. (2.10)

Отсюда и из (2.7) для p = G(x, y)− y получаем∑
i∈I

ui(x, y) ≤ 1

2γ
‖p‖2 ≤ 1

2γ
(diam(Y ))2.
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В неравенство (2.10) подставим p = 0 и, учитывая неравенство (2.9), получим

‖p(x, y)‖2 ≤ 2NF (x, y), (2.11)

где
F (x, y) = max

i∈I

{
0, fi(x, y)

}
.

Пусть ε ∈ (0, 1). Определим функциональную последовательность {yk(x)} следующим
рекуррентным соотношением:

yk+1(x) = yk(x) + αpk(x), y0(x) ≡ y0,

где

pk(x) ≡ p(x, yk(x)), α = min
{

1,
(1− ε)
2L1N

}
.

Нетрудно заметить, что yk(x) ∈ Y при всех k. Принимая во внимание неравенство (1.1)
и тот факт, что pk(x) удовлетворяет ограничениям задачи (2.8), для α ∈ [0, 1] получаем

fi
(
x, yk(x) + αpk(x)

)
≤ (1− α)fi

(
x, yk(x)

)
+ α2L1‖pk(x)‖2.

Отсюда и из (2.6) следует, что

F
(
x, yk(x)+αpk(x)

)
≤ (1−α)F

(
x, yk(x)

)
+α2L1

2
NF

(
x, yk(x)

)
= [1−α+2α2L1N ]F

(
x, yk(x)

)
.

Поэтому при α = α имеет место неравенство

F
(
x, yk+1(x)

)
≤ (1− αε)F

(
x, yk(x)

)
.

Следовательно,
F (x, yk(x)) ≤ (1− αε)kF (x, y0) ≤ (1− αε)kC, (2.12)

где C = maxx∈X F (x, y0). Отсюда и из (2.11) получаем неравенство

‖pk(x)‖2 ≤ NC(1− αε)k ∀x ∈ X.

Следовательно, ряд
∑∞

k=1 pk(x) равномерно сходится. А так как

yk(x) = y0 + α
(
p0(x) + p1(x) + . . .+ pk−1(x)

)
(k ≥ 2),

то последовательность {yk(x)} также равномерно сходится к некоторой функции y(x).

Заметим, что все члены yk(x) этой последовательности непрерывны и yk(x0) = y0. Значит,
отображение y(x) также непрерывно и y(x0) = y0.

Таким образом, из (2.12) следует, что F (x, y(x)) = 0, т. е.

fi(x, y(x)) ≤ 0 и y(x) ∈ Y ∀x ∈ X, i ∈ I,

и отображение y(x) является непрерывной селекцией отображения a.
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Следствие 2.1. Пусть функции gi(x, y), i ∈ I, являются выпуклыми по y и удо-
влетворяют условиям 1)–3) теоремы 2.2. Допустим также, что для любого x ∈ X,

существует z ∈ Y такой, что

gi(x, z) < 0, i ∈ I. (2.13)

Пусть

fi(x, y) = gi(x, y)− β

2
‖y‖2, aβ(x) =

{
y ∈ Y | fi(x, y) ≤ 0, i ∈ I}.

Тогда существует число δ > 0 такое, что при β ∈ [0, δ) многозначное отображение
aβ(x) имеет непрерывный селектор, проходящий через любою точку его графика.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как отмечено выше, функции fi(x, ·), i ∈ I, слабо выпуклы
с константой β на выпуклом множестве Y. Это означает, что для любых y1, y2 ∈ Y,

λ ∈ [0, 1] выполнено

fi
(
x, λy1 + (1− λ)y2

)
≤ λfi(x, y1) + (1− λ)fi(x, y2) + λ(1− λ)

β

2
‖y1 − y2‖2.

Преобразуя эту формулу, а затем пользуясь дифференцируемостью fi по y в точке y2,

получаем

fi(x, y1)− fi(x, y2) +
β

2
λ(1− λ)‖y1 − y2‖2 ≥ fi(x, y2 + λ(y1 − y2)− fi(x, y2)

λ

= (f ′iy(x, y2), y1 − y2) +
o(λ)

λ
.

Переходя к пределу при λ→ 0, получаем

fi(x, y2) +
(
f ′iy(x, y2), y1 − y2

)
≤ fi(x, y1) +

β

2
‖y1 − y2‖2. (2.14)

Из (2.13) следует, что существует отображение D1 : X × Y → Y и число γ > 0 такие,
что gi(x,D1(x, y)) ≤ −γ, i ∈ I (см. доказательство леммы 1.4). Отсюда

fi(x,D1(x, y)) +
β

2
(diam(Y ))2 = gi(x,D1(x, y))− β

2
‖D1(x, y)‖2 +

β

2
(diam(Y ))2. (2.15)

Так как gi(x,D1(x, y)) ≤ −γ, то выберем число β настолько малым, что правая часть
неравенства (2.15) будет меньше нуля. Это означает, что для таких β выполняется усло-
вие (2.5) теоремы 2.2. Теперь, повторяя доказательство теоремы 2.2 (с использованием
неравенства (2.14)) получаем, что через любую точку (x0, y0) ∈ graf(aβ) проходит непре-
рывная селекция отображения a.

Следствие 2.2. Пусть

1) X ⊂ Rm — компакт, Y ⊂ Rn — выпуклый компакт;

2) функция g(x, y) непрерывна по совокупности переменных (x, y) и выпукла по y на
множестве Y ;
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3) градиент g′y(x, y) непрерывен по совокупности переменных, и существует число
L > 0 такое, что

‖g′y(x, y1)− g′y(x, y2)‖ ≤ L‖y1 − y2‖ ∀x ∈ X ∀y1, y2 ∈ Y.

Для любых ε > 0, β > 0 положим

f(x, y) = g(x, y)− β

2
‖y‖2; aε(x) =

{
y ∈ Y | f(x, y) ≤ min

y∈Y
f(x, y) + ε

}
.

Тогда для достаточно малых β > 0 через любую точку графика отображения aε про-
ходит непрерывная селекция этого отображения.

В [16] подробно рассмотрен вопрос существования непрерывного селектора отображе-
ния aε, когда функция f(x, y) выпукла по y.

Приведем пример многозначного отображения, удовлетворяющего условиям теоремы 2.2.

П р и м е р 2.2. Пусть X ≡ [0, 3π
2
− 1.7] ∪ [2π, 7π

2
− 1.7], Y ⊂ R2 — прямоугольник c

вершинами (3π
2
− 1.7, 0), (3π

2
, 0), (3π

2
− 1.7, 1), (3π

2
, 1). Рассмотрим функцию

f(x, y) ≡ sin(y1 + x)− y2, x ∈ X, y = (y1, y2) ∈ R2.

Очевидно, что градиент f ′y =
(
cos(x + y1),−1

)
удовлетворяет условию Липшица с

константой L = 1. Проверим условие 4) теоремы 2.2. Имеем (diam(Y ))2 = 1+(1.7)2 = 3.89.

Для любого x ∈ X выберем точку z = (z1, z2) ∈ Y следующим образом

z1 =
3π

2
− x, z2 = 1.

Очевидно, что f(x, z) = −2. Итак,

−f(x, z) = 2 >
L

2
(diam(Y ))2 = 1.945,

т. е. выполнено условие 4) теоремы 2.2.
Заметим, что в этом примере множество X не выпукло, множества a(x) являются

проксимально гладкими.

Теперь приведем пример, иллюстрирующий существенность условия (2.5).

П р и м е р 2.3. Пусть f(x, y) = 1 + cos(x+ y). Рассмотрим множество

aε(x) =
{
y ∈ Y | f(x, y) ≤ min

y∈Y
f(x, y) + ε

}
, ε ∈ (0, 1),

ε -оптимальных точек функции f(x, ·) на множестве Y = [0, 2π].

Пусть X = [0, arccos(ε − 1)]. Очевидно, что miny∈Y f(x, y) = 0 при любом x ∈ X.

Поэтому
aε(x) =

{
y ∈ Y | cos(x+ y) ≤ ε− 1

}
.

Следовательно,

aε(x) =

{[
arccos(ε− 1)− x, 2π − arccos(ε− 1)− x

]
, если x ∈ [0, arccos(ε− 1))[

0, 2π − 2arccos(ε− 1)
]
∪ {2π}, если x = arcccos(ε− 1).
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Очевидно, что рассматриваемое отображение aε не имеет непрерывного селектора, про-
ходящего через точку (arccos(ε− 1), 2π).

Так как для любого x ∈ X функция cos(x+ y) слабо выпукла с константой L = 1 и
diam(Y ) = 2π, условие (2.5) явно не имеет места.

Автор благодарен Максиму Викторовичу Балашову за полезные дискуссии о слабо
выпуклых множествах.
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