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Аннотация. Обсуждается остающийся до сих пор не решенным поставленный в [S. Reich,
Some Fixed Point Problems, Atti Accad. Naz. Lincei Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. Natur., 57:8
(1974), 194–198] вопрос о существовании в полном метрическом пространстве X непо-
движной точки обобщенно сжимающего многозначного отображения Φ : X ⇒ X, имею-
щего замкнутые значения Φ(x) ⊂ X при всех x ∈ X. Обобщенное сжатие понимается как
естественное распространение определения Браудера–Красносельского этого свойства на
многозначные отображения:

∀x, u ∈ X h
(
ϕ(x), ϕ(u)

)
≤ η

(
ρ(x, u)

)
,

где функция η : R+ → R+ возрастает, непрерывна справа и для всех d > 0 выполнено
η(d) < d (символом h(·, ·) обозначено расстояние по Хаусдорфу между множествами в
пространстве X). Приводится описание полученных в литературе утверждений, решаю-
щих проблему С. Райха при дополнительных требованиях на обобщенное сжатие Φ. В про-
стейшем случае, когда многозначное обобщенно сжимающее отображение Φ действует в
R, без каких-либо дополнительных условий доказано существование у этого отображения
неподвижной точки.
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Abstract. We discuss the still unresolved question, posed in [S. Reich, Some Fixed Point
Problems, Atti Accad. Naz. Lincei Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. Natur., 57:8 (1974), 194–198], of
existence in a complete metric space X of a fixed point for a generalized contracting multivalued
map Φ : X ⇒ X having closed values Φ(x) ⊂ X for all x ∈ X. Generalized contraction is
understood as a natural extension of the Browder–Krasnoselsky definition of this property to
multivalued maps:

∀x, u ∈ X h
(
ϕ(x), ϕ(u)

)
≤ η

(
ρ(x, u)

)
,

where the function η : R+ → R+ is increasing, right continuous, and for all d > 0,

η(d) < d ( h(·, ·) denotes the Hausdorff distance between sets in the space X). We give an
outline of the statements obtained in the literature that solve the S. Reich problem with
additional requirements on the generalized contraction Φ. In the simplest case, when the
multivalued generalized contraction map Φ acts in R, without any additional conditions,
we prove the existence of a fixed point for this map.
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Введение

В 2022 году исполнится 100 лет опубликования С. Банахом [1] теоремы существования
в полном метрическом пространстве неподвижной точки сжимающего оператора (данный
результат был получен С. Банахом двумя годами раньше в его диссертации). Эта теорема,
получившая название принципа Банаха, остается одним из самых широко используемых в
различных разделах математики инструментов анализа, продолжает являться источником
многочисленных исследований (см., например, работу [2] о связи полноты метрического и
обобщенно метрических пространств с существованием в них неподвижной точки сжатий,
а также работы из обширного списка литературы к этой статье).

Напомним, что отображение ϕ метрического пространства (X, ρ) называют сжатием,
если существует β ∈ [0, 1) такое, что при всех x, u ∈ X выполнено неравенство

ρ
(
ϕ(x), ϕ(u)

)
≤ βρ(x, u), (0.1)

отображение ϕ в этом случае также называют β -сжимающим или β -сжатием. Согласно
принципу Банаха всякое β -сжатие ϕ полного метрического пространства имеет един-
ственную неподвижную точку — элемент ξ ∈ X такой, что

ξ = ϕ(ξ),

к этой точке сходятся итерации xi+1 = ϕ(xi) с любым начальным элементом x0, и вы-
полнено неравенство

ρ(x0, ξ) ≤
1

1− β
ρ
(
x0, ϕ(x0)

)
. (0.2)

Многозначный аналог этого утверждения получен в 1969 г. С.Б. Надлером (см. [3]).
Многозначное отображение Φ : X ⇒ X называют β -сжатием, β ∈ [0, 1), если при всех
x, u ∈ X выполнено неравенство

h
(
Φ(x),Φ(u)

)
≤ βρ(x, u), (0.3)

где символом h(·, ·) обозначено расстояние по Хаусдорфу между множествами в X. Для
β -сжимающего многозначного отображения Φ полного метрического пространства X и
такого, что множество Φ(x) ⊂ X замкнуто при любом x ∈ X, теорема Надлера утвержда-
ет существование неподвижной точки — элемента ξ ∈ X, удовлетворяющего включению

ξ ∈ Φ(ξ).

Более того, для любого x0 ∈ X и любого ε > 0 может быть определена последователь-
ность итераций xi+1 ∈ Φ(xi), которая сходится к некоторой неподвижной точке ξ, причем

ρ(x0, ξ) ≤
1 + ε

1− β
dist

(
x0,Φ(x0)

)
, (0.4)

где dist(·, ·) — расстояние от точки до множества, определяемое формулой

∀x ∈ X ∀U ⊂ X dist(x, U) = inf
u∈U

ρ(x, u).

Если значения многозначного отображения компактны, то оценка (0.4) справедлива при
ε = 0. В отличие от однозначных отображений, многозначные отображения могут иметь
более одной неподвижной точки (см. утверждения о мощности множества неподвижных
точек и точек совпадения в [4], а также [5, теорема 2.1.3]).
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1. Некоторые обобщения теоремы Банаха и теоремы Надлера

Несмотря на то, что теорема Банаха известна уже 100 лет, а теорема Надлера — бо-
лее 50 лет, не утихают попытки исследователей усилить и обобщить эти утверждения,
ослабить предположения сжатия или аксиомы метрики. Содержательные результаты по
теории неподвижной точки можно найти в монографии [6]); этой тематике целиком по-
священы несколько известных научных журналов, в том числе: Journal of Fixed Point
Theory and Applications (см. сайт), Fixed Point Theory (см. сайт), Fixed Point Theory And
Algorithms For Sciences And Engineering — Fixed Point Theory And Applications до 2020
года (см. сайт). Коротко остановимся только на работах, имеющих непосредственное от-
ношение к рассматриваемой здесь задаче об обобщенном сжатии.

Среди многочисленных распространений теорем Банаха и и Надлера на пространства
с «ослабленными» метриками выделим статьи [7–10]), в которых исследовались сжатия
в различных классах квазиметрических пространств, и работу [11], в которой получены
аналоги теорем Банаха и Надлера в пространствах с векторными метриками и (см. также
библиографии перечисленных здесь работ).

Многочисленные работы посвящены вопросу о существовании неподвижных точек при
менее ограничительных, чем (0.1) и (0.3) условиях сжатия (см., например, [6, 12,13]). Об-
судим некоторые обобщения свойства сжатия. Для однозначных отображений наиболее
известны результаты, полученные Ф.Э. Браудером [12] и в 1969 г. М.А. Красносель-
ским [13, теорема 3.4]. Отображение ϕ : X → X называется обобщенным сжатием по
Браудеру, если

∀x, u ∈ X ρ
(
ϕ(x), ϕ(u)

)
≤ η

(
ρ(x, u)

)
,

где функция η : R+ → R+ (здесь и ниже R+ = [0,∞) ) удовлетворяет условию
(B) функция η возрастает, непрерывна справа и при всех d > 0 выполнено η(d) < d.

Отображение ϕ : X → X называется обобщенным сжатием по Красносельскому, если для
некоторой функции γ : (0,∞)× (0,∞)→ [0, 1) справедливо соотношение

∀R′ ≥ R > 0 ∀x, u ∈ X R ≤ ρ(x, u) ≤ R′ ⇒ ρ
(
ϕ(x), ϕ(u)

)
≤ γ(R,R′)ρ(x, u).

Определенные таким образом обобщенные сжатия согласно теоремам Браудера и Крас-
носельского имеют единственную неподвижную точку, и к ней сходятся итерации с лю-
бым начальным элементом. В [14, теорема 8] показано, что понятия обобщенного сжатия
Браудера и Красносельского эквивалентны, а соответствующие теоремы о существовании
неподвижной точки равносильны. Примерно одновременно с работами Ф.Э. Браудера и
М.А. Красносельского аналогичную теорему о неподвижной точке обобщенного сжатия
получили Д.В. Бойд и Дж.С.В. Вонг в [15].

Отметим, что в этих утверждениях не была предъявлена оценка отклонения непо-
движной точки от произвольного x0 ∈ X. Соответствующая оценка, совпадающая для
«классического» сжатия с неравенством (0.2), получена в [16]. Распространению теорем
Браудера и Красносельского на пространства с обобщенными метриками посвящены ра-
боты [17–19]. Теорема об обобщенном сжатии в f -квазиметрических пространствах, т. е.
в пространствах с наименее ограничительными требованиями на расстояние, получена
в [18].

Проблема распространения теорем об обобщенных сжатиях на многозначные отобра-
жения метрических пространств была рассмотрена С. Райхом в работах [20–22]. Много-

https://www.springer.com/journal/11784/?error=cookies_not_supported&code=9c471d71-675e-4ecf-a883-f604090fc940
http://www.math.ubbcluj.ro/~nodeacj/sfptcj.htm
https://fixedpointtheoryandapplications.springeropen.com/
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значное отображение Φ : X ⇒ X называется обобщенным сжатием, если

∀x, u ∈ X h
(
ϕ(x), ϕ(u)

)
≤ η

(
ρ(x, u)

)
,

где функция η : R+ → R+ удовлетворяет условию (B). В [20] показано, что если обоб-
щенно сжимающее многозначное отображение Φ полного метрического пространства X

имеет компактные значения Φ(x) при любом x ∈ X, то неподвижная точка существует.
В [21, 22] С. Райхом поставлен вопрос о существовании неподвижной точки отображения
Φ, если его значения замкнуты. В [23] существование неподвижной точки замкнутознач-
ного отображения доказано при дополнительном условии на функцию η, в [24] также
используются более обременительные условия на функцию η, а значения Φ(x) предпола-
гаются замкнутыми и ограниченными. Полностью данная проблема до сих пор не решена,
т.е. в общем случае не доказана и не опровергнута гипотеза о существовании в полном
метрическом пространстве неподвижной точки обобщенно сжимающего отображения с
замкнутыми значениями.

Ниже дается положительный ответ на вопрос, поставленный С. Райхом, в простейшей
ситуации, когда X = R, но без дополнительных ограничений на функцию η и для случая
замкнутости значений многозначного отображения. Также целью данной статьи является
привлечение исследователей к решению задачи об обобщенном многозначном сжатии в
общей постановке.

2. Существование неподвижной точки обобщенно сжимающего
многозначного отображения в R

Приведем вначале необходимое для исследования одно простое свойство функций
η : R+ → R+, удовлетворяющих условию (B) (уточним, что в этом условии возраста-
ние понимается в широком смысле: η(d) ≥ η(r) при d > r ). Обозначим через CR(R+)

совокупность таких функций.

С в о й с т в о 2.1. Для произвольной функции η ∈ CR(R+) и любых R′ ≥ R > 0

существует неотрицательное β < 1, при котором для всех r ∈ [R,R′] справедливо
неравенство

η(r)

r
≤ β.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть утверждение не верно. Тогда для некоторой последо-
вательности {ri} ⊂ [R,R′] выполнено

η(ri)

ri
>
i− 1

i
.

Из этой последовательности можно извлечь сходящуюся монотонную подпоследователь-
ность, которую обозначим как и исходную последовательность {ri}. Пусть эта последо-
вательность возрастает и сходится к r. Тогда в силу возрастания функции η имеем

η(r)

r
≥ η(ri)

r
=
η(ri)

ri

ri
r
>
i− 1

i

ri
r
⇒ η(r)

r
≥ 1,

что противоречит неравенству η(r) < r. Теперь пусть последовательность {ri} убывает
и сходится к r. Тогда в силу непрерывности справа функции η имеем

η(r)

r
= lim

i→∞

η(ri)

ri
= 1.
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Снова получено противоречие с условием η(r) < r. �

Пусть задано многозначное отображение Φ : R ⇒ R. Предполагаем, что при любом
x ∈ R множество Φ(x) ⊂ R не пусто и замкнуто.

О п р е д е л е н и е 2.1. Отображение Φ : R ⇒ R называют обобщенно сжимающим
(или обобщенным сжатием), если существует функция η ∈ CR(R+) такая, что

∀x, y ∈ R h
(
Φ(x),Φ(y)

)
≤ η

(
|x− y|

)
([здесь через h(·, ·) обозначено расстояние по Хаусдорфу в R ).

Теорема 2.1. Пусть отображение Φ : R ⇒ R является обобщенным сжатием.
Тогда это отображение имеет неподвижную точку.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем предполагать, что Φ не имеет неподвижной точки.
Определим для каждого x ∈ R

ϕ∗(x) = sup{y ∈ Φ(x) | y < x}, ϕ∗(x) = inf{y ∈ Φ(x) | y > x}.

Очевидно, при любом x ∈ R выполнено −∞ ≤ ϕ∗(x) < x < ϕ∗(x) ≤ ∞, по крайней мере,
одно из значений ϕ∗(x), ϕ∗(x) конечно и

ϕ∗(x) > −∞ ⇒ ϕ∗(x) ∈ Φ(x), ϕ∗(x) <∞ ⇒ ϕ∗(x) ∈ Φ(x).

Далее мы рассмотрим отображения ϕ∗, ϕ
∗ : R → [−∞,∞] и из предположения, что

Φ не имеет неподвижной точки, установим свойства этих отображений, противоречащие
определению значений ϕ∗(x), ϕ∗(x).

Обозначим R = [−∞,∞] и определим на R «обычное» расстояние ρ(x, y) = |y − x|,
где операции с символами −∞,∞ определены соотношениями

∀x ∈ R −∞− x = −∞, ∞− x =∞, x−∞ = −∞,
∞− (−∞) =∞, −∞−∞ = −∞, −∞− (−∞) = 0, ∞−∞ = 0, | −∞| =∞.

Вначале покажем, что отображения ϕ∗, ϕ
∗ : R → R непрерывны. Для произвольного

x ∈ R положим
δ∗(x) =

ϕ∗(x)− x
2

.

Для любых δ ∈ (0, δ∗(x)], u ∈ (x, x + δ] выполнено h(Φ(u),Φ(x)) ≤ η(δ) < δ. Следова-
тельно множество Φ(u) должно содержать по крайней мере одну точку y∗ такую, что
|y∗ − ϕ∗(x)| ≤ η(δ), и для этой точки выполнено

y∗ ≤ ϕ∗(x) + η(δ) < x+ η(δ) < x+ δ ≤ u.

Далее, множество Φ(u) должно содержать по крайней мере одну точку y∗ такую, что
|y∗ − ϕ∗(x)| ≤ η(δ), и для этой точки выполнено

y∗ ≥ ϕ∗(x)− η(δ) > ϕ∗(x)− δ ≥ ϕ∗(x)− δ∗(x) = x+ δ∗(x) ≥ u.

Очевидно, что в множестве Φ(u) нет точек из интервала
(
ϕ∗(x)+η(δ), ϕ∗(x)−η(δ)

)
. Таким

образом, установлено, что

|ϕ∗(u)− ϕ∗(x)| ≤ η(δ), |ϕ∗(u)− ϕ∗(x)| ≤ η(δ). (2.1)
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Если теперь определить

δ∗(x) =
x− ϕ∗(x)

2
,

то аналогично устанавливается, что для любых δ ∈ (0, δ∗(x)], u ∈ [x− δ, x) выполнено

|ϕ∗(u)− ϕ∗(x)| ≤ η(δ), |ϕ∗(u)− ϕ∗(x)| ≤ η(δ). (2.2)

Если в случае u > x положить δ = u − x, а при u < x положить δ = x − u, то
неравенства (2.1), (2.2) можно записать в виде

x−δ∗(x) ≤ u ≤ x+δ∗(x) ⇒ |ϕ∗(u)−ϕ∗(x)| ≤ η(|x−u|), |ϕ∗(u)−ϕ∗(x)| ≤ η(|x−u|). (2.3)

Из неравенств (2.3) прямо следует непрерывность отображений ϕ∗, ϕ
∗ : R→ R.

Сформулируем еще некоторые свойства отображений ϕ∗, ϕ
∗, необходимые для доказа-

тельства. В силу непрерывности этих отображений замечаем, что если в некоторой точке
x0 ∈ R выполнено ϕ∗(x0) =∞, то ϕ∗(x) =∞ при любом x ∈ R, а в случае ϕ∗(x0) = −∞
выполнено ϕ∗(x) = −∞ при любом x ∈ R.

Определим отображения f ∗, f∗ : R→ (0,∞] формулами

f ∗(x) = ϕ∗(x)− x, f∗(x) = x− ϕ∗(x).

Из соотношений (2.3) следует, что отображение f ∗ убывает. Действительно, для любых
x, u таких, что u > x и u− x ≤ δ(x), имеем

f ∗(u)− f ∗(x) = ϕ∗(u)− ϕ∗(x)− (u− x) ≤ η(u− x)− (u− x) < 0.

Аналогично легко проверить, что отображение f∗ возрастает.
Теперь рассмотрим две ситуации:

(I) только одно из отображений ϕ∗, ϕ
∗ принимает конечные значения,

(II) оба отображения ϕ∗ и ϕ∗ конечны.
(I). Пусть только одно из отображений ϕ∗, ϕ

∗ принимает конечные значения. Для
определенности полагаем ϕ∗(x) ≡ −∞ и ϕ∗(x) < ∞ при всех x. В этом случае для
любых x, u ∈ R выполнено

h(Φ(x),Φ(u)) ≥
∣∣ϕ∗(x)− ϕ∗(u)

∣∣.
Поэтому функция ϕ∗ : R→ R является обобщенным сжатием. Согласно теореме Браудэра
эта функция имеет неподвижную точку.

(II). Пусть −∞ < ϕ∗(x) < ϕ∗(x) <∞ при любом x ∈ R. Определим итерации

u0 = 0, ui =
1

2

(
ui−1 + ϕ∗(ui−1)

)
, i = 1, 2, . . . .

Из соотношений
ui − ui−1 =

1

2

(
ϕ∗(ui−1)− ui−1

)
=

1

2
f ∗(ui−1) > 0

следует, что последовательность {ui} возрастает, а последовательность {ui − ui−1} убы-
вает.
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Покажем, что ui−ui−1 → 0 при i→∞. В противном случае, существует c > 0 такое,
что ui − ui−1 ≥ c. В то же время

ui − ui−1 < u1 − u0 =
1

2
f ∗(0).

Определим функцию η : R+ → R+ равенством

η(r) =
1

2

(
r + η(r)

)
.

Функция η непрерывна справа, возрастает и η(r) < r при любом r > 0, т. е. η ∈ CR(R+).

Согласно свойству 2.1 существует β ∈ [0, 1), при котором для всех r ∈ [c, 2−1f ∗(0)] спра-
ведливо неравенство

η(r)

r
≤ β.

В силу соотношений (2.3) получаем

ui − ui−1 =
1

2

(
ui−1 − ui−2 + ϕ∗(ui−1)− ϕ∗(ui−2)

)
≤ 1

2

(
ui−1 − ui−2 + η(ui−1 − ui−2)

)
= η(ui−1 − ui−2) ≤ β(ui−1 − ui−2).

Таким образом,

ui − ui−1 ≤ βi−1(u1 − u0) =
βi−1

2
f ∗(0),

следовательно, ui − ui−1 → 0 при i→∞.
Итак, определена возрастающая последовательность {ui}, для которой ϕ∗(ui)−ui → 0.

Если эта последовательность ограничена, то она сходится ui → u, а вследствие непрерыв-
ности функции ϕ∗ для ее предела выполнено ϕ∗(u) = limi→∞ ϕ

∗(ui) = limi→∞ ui = u.

Пусть последовательность {ui} является неограниченной. В силу ее возрастания по-
следовательность {f∗(ui)} также возрастает. Следовательно, f∗(ui) ≥ f∗(0). Определим
положительные числа

d =
1

2
f∗(0), ε0 = d− η(d).

Существует натуральное i0, при котором выполнено ϕ∗(ui0) − ui0 ≤ ε0. Для аргумента
x = ui0 + d множество Φ(x) должно содержать точку y такую, что

|y − ϕ∗(ui0)| ≤ η(d) (2.4)

(это прямое следствие обобщенного сжатия многозначного отображения Φ ). Из неравен-
ства (2.4) получаем

y ≤ ϕ∗(ui0) + η(d) ≤ ui0 + ε0 + η(d) = ui0 + d = x;

y ≥ ϕ∗(ui0)− η(d) ≥ ui0 − η(d) = ui0 + d− d− η(d) = x− d− η(d) = x− 2d− ε0.

Следовательно, для некоторого y ∈ Φ(x) выполнено

x ≥ y > x− f∗(0) ≥ x− f∗(x) = ϕ∗(x),

но существование такого y противоречит определению значения ϕ∗(x). �
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