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Аннотация. В работе исследуются вещественнозначные функции, определенные на ква-
зиметрических пространствах. Для них получено обобщение вариационного принципа Эк-
ланда и аналогичного утверждения из статьи [S. Cobzas, “Completeness in quasi-metric
spaces and Ekeland Variational Principle”, Topology and its Applications, vol. 158, no. 8,
pp. 1073–1084, 2011]. Приведенная здесь модификация вариационного принципа примени-
ма, в частности, к широкому классу неограниченных снизу функций. Полученный резуль-
тат применен к исследованию минимумов функций, определенных на квазиметрических
пространствах. Сформулировано условие типа Каристи для сопряженно-полных квази-
метрических пространств. Показано, что предложенное условие типа Каристи является
достаточным условием существования минимума для полунепрерывных снизу функций,
действующих в сопряженно-полных квазиметрических пространствах.
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Введение

Напомним понятия метрического и квазиметрического пространств. Пусть задано не-
пустое множество X и функция ρ : X × X → R+. Здесь R+ — это множество неот-
рицательных чисел. Как известно, функция ρ называется метрикой, а пара (X, ρ) —
метрическим пространством, если имеют место следующие аксиомы:

1. ρ(x, y) = 0⇔ x = y (аксиома тождества);

2. ρ(x, y) = ρ(y, x) ∀x, y ∈ X (аксиома симметрии);

3. ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) ∀x, y, z ∈ X (неравенство треугольника).
Функцию ρ называют квазиметрикой, а пару (X, ρ) — квазиметрическим пространством,
если для ρ выполняются аксиома тождества и неравенство треугольника (см., например,
[1]).

Пусть заданы числа q1 ≥ 1 и q2 ≥ 1. Рассмотрим еще одну аксиому для функции ρ

3′. ρ(x, z) ≤ q1ρ(x, y) + q2ρ(y, z) ∀x, y, z ∈ X.

Функцию ρ называют (q1, q2) -квазиметрикой, а пару (X, ρ) — (q1, q2) -квазиметричес-
ким пространством, если для ρX выполняются аксиомы 1 и 3′ (см., например, [1, с. 527]).
Очевидно, что (1, 1) -квазиметрика является квазиметрикой, а (1, 1) -квазиметрическое
пространство является квазиметрическим пространством.

Понятия фундаментальности и сходимости последовательностей, а также полноты про-
странства, хорошо известны для метрических пространств. Поэтому здесь они не приво-
дятся. Определения этих понятий для квазиметрических пространств вводятся в следую-
щем параграфе.

Важную роль в анализе играет вариационный принцип Экланда — утверждение о
свойствах функций на метрических пространствах. Напомним его. Пусть (X, ρ) — полное
метрическое пространство, U : X → R ∪ {+∞} собственный функционал, т. е.

{x ∈ X : U(x) 6= +∞} 6= ∅.

Предположим, что функционал U полунепрерывен снизу и ограничен снизу.

Теорема 0.1. Для любых ε > 0, λ > 0 и для любого x0 ∈ X такого, что U(x0) ≤
ε+ inf

x∈X
U(x), существует точка x̄ ∈ X, удовлетворяющая неравенствам

U(x̄) ≤ U(x0), ρ(x̄, x0) ≤ λ,

U(x̄) < U(x) +
ε

λ
ρ(x, x̄) ∀x ∈ X \ {x̄}.

Результаты, связанные с поиском минимумов функций и решений уравнений в мет-
рических пространствах, имеют широкий спектр применений в различных областях ана-
лиза, включая нелинейный анализ (см., например, [2, гл. II, X] и [3]), оптимизацию (см.,
например, [4,5]), оптимальное управление (см., например, [6–8]), теорию дифференциаль-
ных включений (см., например, [7]), теорию точек совпадения и накрывающих отображе-
ний [5, 9–13]) и математическую экономику (см., например, [14]). Существует множество
обобщений и модификаций вариационных принципов, которые позволяют получить вы-
шеупомянутые результаты (см., например, [15–19]).
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Приведенная теорема имеет разные обобщения (см., например, [15,17,20]), однако оста-
ется еще много интересных и важных пространств и классов функций, для которых ана-
логи вариационного принципа еще не получены. Настоящая работа посвящена обобщению
вариационного принципа Экланда для функций, которые определены на квазиметриче-
ском пространстве, без априорного предположения ограниченности функций снизу. Для
метрических пространств аналогичный результат был получен в [19].

1. Предварительные сведения

Пусть (X, ρ) — это заданное квазиметрическое пространство. Напомним ряд опреде-
лений, связанных с этим понятием. Функция

ρ(x, y) := ρ(y, x), x, y ∈ X

называется сопряженной квазиметрикой к квазиметрике ρ(x, y).

О п р е д е л е н и е 1.1. Последовательность {xi} ⊂ X называется сходящейся к
точке x ∈ X, если

∀ ε > 0 ∃N ∈ N : ρX(x, xi) < ε ∀ i > N.

О п р е д е л е н и е 1.2. Последовательность {xi} ⊂ X называется фундаменталь-
ной, если

∀ ε > 0 ∃N ∈ N : ρX(xj, xi) < ε ∀ i > j > N.

О п р е д е л е н и е 1.3. Квазиметрическое простанство (X, ρ) называется полным,
если любая фундаментальная последовательность в нем сходится.

О п р е д е л е н и е 1.4. Квазиметрическое простанство (X, ρ) называется сопряжен-
но-полным, если любая фундаментальная относительно квазиметрики ρ последователь-
ность сходится относительно метрики ρ.

Понятие сопряженной полноты возникает во многих случаях. Приведем пример ква-
зиметрического пространства, которое является сопряженно-полным, но не является пол-
ным.

П р и м е р 1.1. Рассмотрим квазиметрику Зоргенфрея на X = R+,

ρ(x, y) =

{
|x− y|, x ≤ y,

1, x > y.

Проверим, что пространство является сопряженно-полным. Пусть xn сопряженно-
фундаментальная последовательность. Тогда для любого ε > 0 существует N такой,
что для любого n > N выполняется ρ(xj, xi) < ε для любых j > i > N. По опре-
делению квазиметрики Зоргенфрея, это означает, что существует номер N такой, что
последовательность {xN , xN+1, ...} является монотонно убывающей и ограниченная сни-
зу. Несложно проверить, что точная нижняя граница этой последовательности является ее
пределом (относительно квазиметрики ρ ). Следовательно, пространство (X, ρ) является
сопряженно-полным.

Рассмотрим теперь последовательность yn = 1 − 1
n
, n = 1, 2, . . . . Она является фун-

даментальной относительно квазиметрики ρ, она не является фундаментальной отно-
сительно квазиметрики ρ и не сходится относительно квазиметрики ρ. Следовательно,
пространство (X, ρ) не является полным.
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Пусть x0 ∈ X и r ∈ R+. Определим замкнутый и открытый шары как

B(x0, r) := {x ∈ X : ρ(x0, x) ≤ r}, O(x0, r) := {x ∈ X : ρ(x0, x) < r}.

Аналогично определим сопряженные шары:

B(x0, r) := {x ∈ X : ρ(x0, x) ≤ r}, O(x0, r) := {x ∈ X : ρ(x0, x) < r}.

Пусть теперь (X, ρ) — сопряженно-полное квазиметрическое пространство. Для любой
функции U : X → R ∪ {+∞} положим

γ(A) := inf
x∈A

U(x), A ⊂ X, A 6= ∅.

Будем предполагать, что γ(A) может принимать значения −∞ или +∞.
Через Ω(X) будем обозначать множество всех функций U : X → R ∪ {+∞} таких,

что γ(A) > −∞ для любого непустого ограниченного множества A ⊂ X. Для U ∈ Ω(X),

положим domU := {x ∈ X : U(x) < +∞}. Отметим, что любая ограниченная снизу
функция U лежит в Ω(X).

В [20] было получено следующее обобщение вариационного принципа Экланда.

Теорема 1.1. Пусть пространство (X, ρ) сопряженно-полно, а функция U : X →
R∪{+∞} является собственной ограниченной снизу и полунепрерывной снизу. Тогда для
любого ε > 0 и для любого x0 ∈ X, для которых

f(x0) ≤ inf
x∈X

U(x) + ε,

существует точка x̄ ∈ X такая, что

U(x̄) ≤ U(x0), ρ(x̄, x0) ≤ λ, (1.1)

U(x̄) < U(x) +
ε

λ
ρ(x, x̄) ∀x ∈ X \ {x̄}.

З а м е ч а н и е 1.1. В статье [20] сопряженную полноту называют правой ρ − K -
полнотой (right ρ − K -completeness). Также подчеркнуто, что топология, порожденная
квазиметрикой, удовлетворяет аксиоме отделимости T1. У нас же аксиома T1 является
прямым следствием определения квазиметрики. Это объясняется тем, что в [20] понятие
квазиметрики слабее, чем здесь. А именно, в определении квазиметрики в [20] аксиома 1

заменена более слабым условием:

ρ(x, y) = ρ(y, x) = 0 =⇒ x = y ∀x, y ∈ X.

2. Основной результат

Теорема 1.1 применима только к ограниченным снизу функциям. Результат, который
мы сформулируем ниже, применим для более широкого класса функций, включающий в
себя многие функции неограниченные снизу.

Пусть (X, ρ) — это заданное квазиметрическое пространство.
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Теорема 2.1. Пусть квазиметрическое пространство (X, ρ) сопряженно-полно,
функция ρ полунепрерывна сверху по первому аргументу, функция U : X → R ∪ {+∞}
полунепрерывна снизу и U ∈ Ω(X). Тогда для любого x0 ∈ domU, для любой функции
ε : R+ → (0,+∞) такой, что

U(x0) ≤ γ(B(x0, r)) + ε(r) ∀ r > 0, (2.1)

и для любого λ > 0 существует точка x̄ ∈ X такая, что выполняется (1.1), т. е.
U(x̄) ≤ U(x0) и ρ(x0, x̄) ≤ λ, и имеет место

U(x̄) < U(x) +
ε(λ)

λ
ρ(x, x̄) ∀x ∈ X \ {x̄}. (2.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем произвольные точку x0 ∈ X, функцию ε : R+ →
(0,+∞), удовлетворяющую (2.1), и число λ > 0. Положим

Xλ :=

{
x ∈ X : U(x) +

ε(λ)

λ
ρ(x, x0) ≤ U(x0)

}
, λ > 0.

Докажем, что множество Xλ замкнуто. Возьмем произвольную последовательность
{xn} ⊂ Xλ и точку x ∈ X такую, что xn → x. Поскольку функция U полунепрерывна
снизу, для любого δ > 0 существует номер N(δ) такой, что U(x) ≤ U(xn) + δ при всех
n > N(δ). Имеем

U(x) +
ε(λ)

λ
ρ(x, x0) ≤ U(xn) + δ +

ε(λ)

λ
ρ(x, x0)

≤ U(xn) + δ +
ε(λ)

λ
ρ(x, xn) +

ε(λ)

λ
ρ(xn, x0)

для любых δ > 0, n > N(δ). Здесь первое неравенство следует из полунепрерывности сни-
зу функции U, второе следует из неравенства треугольника. Из определения множества
Xλ, полунепрерывности сверху функции ρ по первому аргументу, переходя к пределу при
n→∞, а затем переходя к пределу при δ → 0, получим

U(x) +
ε(λ)

λ
ρ(x, x0) ≤ U(x0).

Тем самым установлено, что x ∈ Xλ. Следовательно, Xλ замкнуто.
Докажем вложение Xλ ⊂ B(x0, λ). Для любого x ∈ Xλ имеем

ρ(x, x0) ≤ λ
U(x0)− U(x)

ε(λ)
≤ λ

U(x0)− γ(B(x0, λ))

ε(λ)
≤ λ.

Здесь первое неравенство следует из определения Xλ, второе неравенство следует из опре-
деления γ, третье неравенство следует из (2.1). Следовательно, Xλ ⊂ B(x0, λ).

Так как Xλ замкнуто и ограничено, (Xλ, ρ) является сопряженно-полным квазимет-
рическим пространством. Дополнительно, U ограничено снизу на Xλ числом γ(B(x0, λ)),

т. к. из включения Xλ ⊂ B(x0, λ) следует, что γ(B(x0, λ)) ≤ γ(Xλ). Применяя вариаци-
онный принцип Экланда для квазиметрических пространств для ограничения U на Xλ,

мы получим, что существует точка x̄ ∈ Xλ такая, что (1.1) выполняется и

U(x̄) < U(x) +
ε(λ)

λ
ρ(x, x̄) ∀x ∈ Xλ, x 6= x̄. (2.3)
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Осталось доказать (2.2). Возьмем произвольную точку x ∈ Xλ. Для нее неравенство
(2.2) следует из неравенства (2.3).

Возьмем теперь точку x 6∈ Xλ. Имеем

U(x) +
ε(λ)

λ
ρ(x, x̄) ≥ U(x) +

ε(λ)

λ
(ρ(x, x0)− ρ(x̄, x0)) > U(x0)−

ε(λ)

λ
ρ(x̄, x0) ≥ U(x̄).

Здесь первое неравенство следует из неравенства треугольника; второе неравенство сле-
дует из определения Xλ, поскольку x 6∈ Xλ; а третье неравенство следует из определения
Xλ, т. к. x̄ ∈ Xλ. Следовательно, для x 6∈ Xλ неравенство (2.2) также справедливо.

Приведем пример функции, для которой не применима теорема 1.1, но применима
теорема 2.1.

П р и м е р 2.1. Пусть U(x) = −
√
|x|, x ∈ R. Так как функция неограничена снизу,

к ней невозможно применить теорему 1.1, но она удовлетворяет всем требованиям теоремы
2.1. Применим эту теорему в точке x0 = 0. Положим ε(r) =

√
r. Тогда предположение

(2.1) выполняется. Поэтому по теореме 2.1 существует точка x̄ такая, что |x̄| ≤ λ и√
|x̄| <

√
|x|+

√
λ

λ
|x− x̄| ∀x 6= x̄.

Обсудим теперь применение теоремы 2.1. Пусть далее функция U : X → R ограничена
снизу. Положим

γ := inf
x∈X

U(x).

О п р е д е л е н и е 2.1. Будем говорить, что функция U удовлетворяет сопряжен-
ному условию типа Кариста с константой k > 0, если

∀x ∈ X : U(x) > γ ∃x′ ∈ X : U(x′) + kρ̄(x, x′) ≤ U(x).

Сформулируем следствие к теореме 2.1, которое является достаточным условием су-
ществования минимума для полунепрерывных снизу функций.

Следствие 2.1. Пусть пространство (X, ρ) сопряженно-полно, квазиметрика ρ по-
лунепрерывна сверху по первому аргументу, а функция U : X → R ∩ {+∞} полунепре-
рывна снизу. Если функция U удовлетворяет сопряженному условию типа Каристи с
константой k, то для любого x0 ∈ domU существует x̄ ∈ X такой, что

U(x̄) = γ, ρ(x̄, x0) ≤
U(x0)− U(x̄)

k
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Без ограничения общности предположим, что выполнено
γ = 0 и U(x0) > 0. Положим ε(r) := U(x0), а λ = U(x0)

k
. Применяя теорему 2.1, по-

лучим, что существует x̄ ∈ X такой, что

U(x̄) ≤ U(x0), ρ(x̄, x0) ≤ λ,

U(x̄) < U(x) +
ε(λ)

λ
ρ(x, x̄) ∀x ∈ X \ {x̄}. (2.4)

Покажем, что точка x̄ является искомой. Достаточно доказать, что U(x̄) = 0.

Предположим противное, пусть U(x̄) > 0. Тогда, по сопряженному условию Каристи,
существует такой x′ ∈ X, x′ 6= x̄, что

U(x′) + kρ̄(x̄, x′) ≤ U(x̄).

Получили противоречие со строгим неравенством (2.4).
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