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Аннотация. Рассматривается начально-краевая задача для системы уравнений в част-
ных производных третьего порядка. Уравнениями и системами уравнений со старшей
смешанной третьей производной описывается теплообмен в почве, осложненный дви-
жением почвенной влаги, квазистационарные процессы в двухкомпонентной полупро-
водной плазме и т. д. Система сводится к дифференциальному уравнению с вырож-
денным оператором при старшей производной по выделенной переменной в банаховом
пространстве. Этот оператор обладает свойством иметь число 0 нормальным собствен-
ным числом, позволяющим расщеплять исходное уравнение на уравнения в подпро-
странствах. Получены условия, при которых решение задачи существует, единственно;
найдена аналитическая формула.
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Abstract. An initial-boundary value problem for a system of third-order partial differential
equations is considered. Equations and systems of equations with the highest mixed third
derivative describe heat exchange in the soil complicated by the movement of soil moisture,
quasi-stationary processes in a two-component semiconductor plasma, etc. The system is
reduced to a differential equation with a degenerate operator at the highest derivative with
respect to the distinguished variable in a Banach space. This operator has the property of
having 0 as a normal eigenvalue, which makes it possible to split the original equations into
an equation in subspaces. The conditions are obtained under which a unique solution to the
problem exists; the analytical formula is found.
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Введение

Исследуется задача:(
∂

∂x2
− γ2

)
∂u1
∂t

+

(
2α

∂

∂x

)
∂u2
∂t

= B11u1(x, t) +B12u2(x, t) + f1(x, t), (0.1)

(
2β

∂

∂x

)
∂u1
∂t

+

(
∂

∂x2
− γ2

)
∂u2
∂t

= B21u1(x, t) +B22u2(x, t) + f2(x, t), (0.2)

u1(x, 0) = g1(x), u2(x, 0) = g2(x),

g1(0) = g1(2π/γ), g2(0) = g2(2π/γ),
(0.3)

u1(0, t) = u1(2π/γ, t), u2(0, t) = u2(2π/γ, t), (0.4)

где заданы постоянные α, β, γ, γ > 0, γ2 = −αβ > 0; линейные стационарные операто-
ры Bij, i, j = 1, 2, действующие в пространстве C2(X); достаточно гладкие функции
fi(x, t), gi(x), i = 1, 2; (x, t) ∈ Π = X× T, X = [0; 2π/γ], T = [0;T ].

Под решением задачи подразумеваются функции u1(x, t), u2(x, t)

1) дважды непрерывно дифференцируемые по x при каждом t ∈ T,

2) единожды непрерывно дифференцируемые по t при каждом x ∈ X,

3) удовлетворяющие равенству
∂2v

∂x∂t
=

∂2v

∂t∂x
в Π,

4) удовлетворяющие (0.1)–(0.4) в Π.

Уравнениями и системами уравнений со старшей смешанной третьей производной
описывается теплообмен в почве, осложненный движением почвенной влаги (уравнение
Аллера) [1], квазистационарные процессы в двухкомпонентной полупроводной плазме
[2] и т. д.

Задача записывается в векторном виде с квадратом вырожденного оператора при
старшей производной по выделенной переменной t; этот оператор обладает свойством
иметь 0 нормальным собственным числом (далее, 0-NEV) [3]. Данное свойство позво-
ляет расщепить исходное уравнение на уравнения в подпространствах и решать эти
уравнения.

Уравнение, не разрешенное относительно старшей производной (далее, УНОП), на-
зывается алгебро-дифференциальным, дескрипторным. Задачи для таких уравнений с
различными видами вырожденных операторов изучаются в различных работах (см., на-
пример, [4–7]). УНОП в частных производных с выделенной производной относятся к
уравнениям соболевского типа [8]. Решению задач для таких уравнений посвящены,
например, работы [9,10].
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1. Решение линейного уравнения с вырожденным оператором

Рассмотрим уравнение
A2v = w, (1.1)

где A : E → E — линейный оператор, E — банахово пространство, A является 0-NEV
оператором, v ∈ E ∩ domA2 — искомый элемент, w ∈ E — заданный элемент.

Пространство E раскладывается в прямую сумму

E = M ⊕N,

где N — корневое подпространство оператора A, а M — инвариантное подпростран-
ство, дополнительное к N. Рассматривается случай: dim KerA = n, элементы ядра
не имеют присоединенных элементов, т.е. корневое подпространство N = KerA. Обо-
значим Q,P — проекторы на M,N соответственно, Ã — сужение оператора A на
M ∩ domA2.

Для решения уравнения (1.1) разложим элементы v, w в суммы элементов в под-
пространствах

v = Qv + Pv, (1.2)

w = Qw + Pw

и подставим их в это уравнение. Получим

A2Qv = Qw + Pw,

так как A(Pv) = 0. Условие M ∩ N = {0} и инвариантность M относительно A

приводят к следующим двум уравнениям в подпространствах M и N, соответственно:

Ã2Qv = Qw,

Pw = 0. (1.3)

Обратим первое уравнение и запишем его в виде

Qv = Hw, (1.4)

где
H = (Ã−1)2Q. (1.5)

Подставив (1.4) в (1.2), получим

v = Hw + Pv ∀Pv ∈ KerA. (1.6)

Верно и обратное: при выполнении (1.3) подстановка (1.2), (1.4) в уравнение (1.1)
обращает его в тождество.

Тем самым доказано следующее утверждение.

Лемма 1.1. Уравнение (1.1) равносильно системе (1.6), (1.3).
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Теперь разложим элемент ядра по базису e1, e2, . . . , en. В N вводится скалярное
произведение так, чтобы

< ei, ej >= δij. (1.7)

Применение функционалов < (·), ej >, j = 1, 2, . . . , n, к элементу Pw в равенстве (1.3)
позволяет переформулировать лемму 1.1 следующим образом.

Лемма 1.2. При выполнении (1.7) уравнение (1.1) равносильно системе (1.6) и
соотношениям

< Pw, ej >= 0, j = 1, 2, . . . , n.

2. О матрично-дифференциальном операторе

Рассматривается линейный оператор

A = A =

 d

dx
α

β
d

dx


с областью определения

domA = {y(x) =

(
y1(x)

y2(x)

)
: yi(x) ∈ C1(X), yi(0) = yi(2π/γ), i = 1, 2},

действующий в банаховом пространстве

E = {y(x) =

(
y1(x)

y2(x)

)
: yi(x) ∈ C(X), i = 1, 2}. (2.1)

В работе [11] установлено, что оператор A обладает свойством 0-NEV; при этом
доказано следующее утверждение.

Лемма 2.1. Элементы ядра оператора A не имеют присоединенных элементов.

В силу леммы 2.1, корневое подпространство оператора A — это

N = KerA = {c1e1(x) + c2e2(x), c1, c2 ∈ C},

e1(x) =

(
cos(γx)
γ

α
sin(γx),

)
, e2(x) =

(
sin(γx)

−γ
α

cos(γx)

)
.

Базис {e1(x), e2(x)} ортонормируется (условие (1.7)) введением в N скалярного про-
изведения

<

(
v1(x)

v2(x)

)
,

(
w1(x)

w2(x)

)
>= v1(x)w1(x) +

α2

γ2
v2(x)w2(x). (2.2)

Проектор P равен

P (x) =

 J1(x) J2(x)
β

α
J2(x) J1(x)

 ,
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где

J1(x)(·)=
γ

2π
(cos(γx)J11(·)+sin(γx)J12(·)), J2(x)(·)=− α

2π
(sin(γx)J11(·)−cos(γx)J12(·)),

J11(·) =

2π
γ∫

0

(·) cos(γs) ds, J12(·) =

2π
γ∫

0

(·) sin(γs) ds. (2.3)

Для дальнейших вычислений найдем квадрат оператора A :

A2 =

 d2

dx2
− γ2 2α

d

dx

2β
d

dx

d2

dx2
− γ2

 .

Его область определения

domA2 = {y(x) =

(
y1(x)

y2(x)

)
: yi(x) ∈ C2(X), yi(0) = yi(2π/γ), i = 1, 2}.

В силу леммы 2.1, для определяемого формулой (1.5) оператора получим представ-
ление в виде матрицы

H =

(
H11 H12

H21 H22

)
,

с элементами

H11(x) = J3(x)− γ

2π
J4(x), H12(x) =

γ

β
J5(x) +

α

2π
J6(x),

H21(x) =
β

α
H12(x), H22(x) = H11(x),

где

J3(x) =

2π/γ∫
x

2π/γ∫
s

(·) cos(γ(x− s1)) ds1 ds, J4(x) =

2π/γ∫
0

2π/γ∫
s

(·) cos(γ(x− s1))s ds1 ds,

J5(x) =

2π/γ∫
x

2π/γ∫
s

(·) sin(γ(x− s1)) ds1 ds, J6(x) =

2π/γ∫
0

2π/γ∫
s

(·) sin(γ(x− s1))s ds1 ds.

З а м е ч а н и е 2.1. Операторы P,H ограничены.

3. Разрешение дифференциального уравнения второго порядка

Рассмотрим уравнение

A2du

dt
= Bu(t) + F (t), (3.1)

где A,B : E → E — замкнутые линейные стационарные операторы, domA2 = E,

domB = E, A — 0-NEV оператор, F (t) — заданная достаточно гладкая функция со
значениями в E.
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Рассматривается случай: dim KerA = n = 2, элементы ядра не имеют присоеди-
ненных элементов.

В силу леммы 1.2 уравнение (3.1) равносильно системе

du

dt
= H(Bu(t) + F (t)) +

2∑
i=1

ci(t)ei, (3.2)

< P (Bu(t) + F (t)), ej >= 0, j = 1, 2, (3.3)

где ci(t) — непрерывно дифференцируемые функции, которые надлежит найти.

У с л о в и е 3.1. Функция F (t) непрерывно дифференцируема.

Дифференцирование соотношений (3.3) и подстановка выражения (3.2) в эти соот-
ношения при выполнении условия 3.1 приводят к системе относительно ci(t)

2∑
i=1

ci(t)dij = −KjHBx(t) + Fj(t), j = 1, 2, (3.4)

в обозначениях

Kj =< PB(·), ej >, Fj(t) = −KjHF (t)− < PF ′(t), ej >, dij = Kjei, i, j = 1, 2.

Далее определим матрицу

D =

(
d11 d21
d12 d22

)
(3.5)

и обозначим ее определитель через ∆ = detD.

У с л о в и е 3.2.
∆ 6= 0.

При выполнении условия 3.2 система (3.4) однозначно разрешима. Подстановка ее
решения в уравнение (3.2) приводит к уравнению

du

dt
= Ru(t) + Φ(t) (3.6)

в обозначениях

R(·) = HB(·) +
2∑
i=1

Ri(·)ei, Φ(t) = HF (t) +
2∑
i=1

Φi(t)ei,

R1(·) = −∆−1 det

(
K1HB(·) d21
K2HB(·) d22,

)
, R2(·) = ∆−1 det

(
K1HB(·) d11
K2HB(·) d12

)
,

Φ1(t) = ∆−1 det

(
F1(t) d21
F2(t) d22

)
, Φ2(t) = −∆−1 det

(
F1(t) d11
F2(t) d12

)
.

(3.7)

Таким образом получено следующее утверждение.

Лемма 3.1. Пусть выполнены условия 3.1 и 3.2. Тогда уравнение (3.1) равносильно
системе (3.6), (3.7) и (3.3).
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4. Решение задачи Коши для уравнения (3.1)

Рассмотрим задачу Коши для уравнения (3.1) на T :

u(0) = u0 ∈ E. (4.1)

У с л о в и е 4.1. Операторы PB, HB ограничены.

У с л о в и е 4.2. Функции PF ′(t), HF (t) ограничены.

При выполнении этих условий, применяя неравенство треугольника и неравенство
Коши–Буняковского на элементах v(x) ∈ E (формулы (3.7), (2.2), ‖ei‖ = 1 ), получаем
следующие оценки:

|KjHBv(x)| 6 ‖PB‖‖HB‖‖v‖, |Rjv(x)| 6 µj+2‖PB‖‖HB‖‖v‖, |Φj(t)| 6 µjµ5, j = 1, 2,

в обозначениях

µ1 = |∆−1|(|d21|+ |d22|) > 0, µ2 = |∆−1|(|d11|+ |d12|) > 0,

µ3 = µ1‖PB‖‖HB‖ > 0, µ4 = µ2‖PB‖‖HB‖ > 0,

µ5 = ‖PB‖‖HF (t)‖+ ‖PF ′(t)‖ > 0, µ6 = ‖HB‖+ µ1 + µ2 > 0,

влекущие искомые оценки

‖Rv‖ 6 µ6‖v‖, ‖Φ(t)‖ 6 ‖HF (t)‖+ µ5(µ1 + µ2).

Таким образом, справедливо следующее утверждение.

Лемма 4.1. Функционал R и функция Φ(t) ограничены.

Применение лемм 3.1, 4.1 и результатов монографии [12] приводит к следующему
результату.

Теорема 4.1. Пусть выполнены условия 3.1, 3.2, 4.1, 4.2. Тогда решение задачи
(3.1), (4.1) существует при выполнении условий

< P (Bu0 + F (0)), ej >= 0, j = 1, 2. (4.2)

Это решение единственно и определяется формулой

u(t) = exp(tR)u0 +

t∫
0

exp((t− τ)R)Φ(τ)dτ. (4.3)

Оно обладает свойством

< P (Bu(t) + F (t)), ej >≡ 0, j = 1, 2, t ∈ T.
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5. Решение задачи (0.1)–(0.4)

Задачу (0.1)–(0.4) относительно искомой функции u(x, t) =

(
u1(x, t)

u2(x, t)

)
, можно за-

писать в виде задачи Коши (3.1), (4.1) с операторами A2 = A2, B =

(
B11 B12

B21 B22

)
,

начальной функцией u0(x) =

(
g1(x)

g2(x)

)
и заданной функцией f(x, t) =

(
f1(x, t)

f2(x, t)

)
.

Применим к ней результаты, полученные выше.
Обозначим

ϕ
(1)
ij (x) = Bij(cos(γx)), ϕ

(2)
ij (x) = Bij(sin(γx)), i, j = 1, 2,

ψ11(x) =
γ

2π
ϕ
(1)
11 (x)− β

2π
ϕ
(2)
12 (x), ψ12(x) =

α

2π
ϕ
(1)
21 (x) +

γ

2π
ϕ
(2)
22 (x),

ψ21(x) =
γ

2π
ϕ
(2)
11 (x) +

β

2π
ϕ
(1)
12 (x), ψ22(x) =

α

2π
ϕ
(2)
21 (x)− γ

2π
ϕ
(1)
22 (x).

Определим матрицы

J =

(
J11 J12
J12 −J11

)
, Ψ(x) =

(
ψ11(x) ψ21(x)

ψ12(x) ψ22(x)

)
,

где Jij, i, j = 1, 2, заданы формулами (2.3). Определим также матрицу D (см. (3.5))
соотношением

D(x) = JΨ(x). (5.1)

Используя обозначения hi(x) =
2∑
j=1

Bijgj(x), f̃i(x, t) = hi(x) + fi(x, t), i = 1, 2, запи-

шем равенства (4.2) в виде

2π/γ∫
0

γf̃1(s, 0)

(
cos(γs)

sin(γs)

)
+ αf̃2(s, 0)

(
sin(γs)

− cos(γs)

)
ds = 0. (5.2)

Таким образом получено следующее утверждение.

Теорема 5.1. Пусть определитель матрицы, определенной формулой (5.1), отли-
чен от нуля. Пусть функции ϕ

(1)
ij (x), ϕ

(2)
ij (x), i, j = 1, 2, непрерывны в X, функции

f1(x, t), f2(x, t) непрерывны по x в X и непрерывно дифференцируемы в Π. Тогда
при выполнении условия (5.2) решение задачи (0.1)–(0.4) существует, единственно,
определяется формулой (4.3) и удовлетворяет условию (4.1).
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