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Аннотация. Рассматриваются модели однородных и структурированных популяций, за-
данные дифференциальными уравнениями, зависящими от случайных параметров. По-
пуляция называется однородной, если она состоит только из одного вида животных или
растений, и структурированной, если она содержит n > 2 различных видов или возраст-
ных классов. Предполагаем, что при отсутствии эксплуатации динамика популяции задана
системой дифференциальных уравнений

ẋ = g(x), x ∈ Rn+
.
=
{
x ∈ Rn : x1 > 0, . . . , xn > 0

}
.

В моменты времени τk = kd, где d > 0, k = 1, 2, . . . , из этой популяции извлекаются слу-
чайные доли ресурса ωik, i = 1, . . . , n. Если ωik оказывается больше некоторого значения
uik ∈ [0, 1), то сбор ресурса i -го вида в момент τk прекращается, и доля извлеченного ре-
сурса получается равной `ik = min(ωik, u

i
k). Пусть Ci > 0 — стоимость ресурса i -го вида,

Xi
k = xi(kd − 0) — количество ресурса i -го вида в момент времени τk до сбора; тогда

величина дохода в данный момент равна Zk
.
=

n∑
i=1

CiXi
k`
i
k. Исследуются свойства харак-

теристики суммарного дохода, которая определяется как сумма ряда из величин дохода в
момент времени τk с учетом показателя дисконтирования α > 0 :

Hα

(
`, x0

)
=

∞∑
k=1

Zke
−αk =

∞∑
k=1

e−αk
n∑
i=1

CiXi
k`
i
k,

где `
.
= (`1, . . . , `k, . . .), x0 — начальный размер популяции. Значение показателя α ука-

зывает на то, что стоимость позднее получаемого дохода снижается. Получены оценки
суммарного дохода с учетом дисконтирования, выполненные с вероятностью единица.
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for probabilistic models of population dynamics
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Abstract. Models of homogeneous and structured populations given by differential equations
depending on random parameters are considered. A population is called homogeneous if it
consists of only one animal or plant species, and structured if it contains n > 2 different
species or age classes. We assume that in the absence of exploitation, the dynamics of the
population is given by the system of differential equations

ẋ = g(x), x ∈ Rn+
.
=
{
x ∈ Rn : x1 > 0, . . . , xn > 0

}
.

At times τk = kd, where d > 0, k = 1, 2, . . . , random shares of the resource ωk = (ω1
k, . . . , ω

n
k )∈

Ω ⊆ [0, 1]n are extracted from this population. If ωik is greater than some value uik ∈ [0, 1),

then the collection of the resource of the i -th type stops at the moment τk and the share of
the extracted resource turns out to be equal to `ik

.
= min(ωik, u

i
k). Let Ci > 0 be the cost of

the resource of the i -th type, i = 1, . . . , n, Xi
k = xi(kd − 0) the quantity of the i -th type

of resource at the time τk before collection; then the amount of income at the moment equals

Zk
.
=

n∑
i=1

CiXi
k`
i
k. The properties of the characteristic of the total income, which is defined

as the sum of the series of income values at the time τk, taking into account the discounting
factor α > 0 are investigated:

Hα

(
`, x0

)
=

∞∑
k=1

Zke
−αk =

∞∑
k=1

e−αk
n∑
i=1

CiXi
k`
i
k,

where `
.
= (`1, . . . , `k, . . .), x0 is the initial population size. The value of α indicates that the

value of the income received later decreases. Estimates of the total income, taking into account
discounting, made with probability one are obtained.
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Начиная с прошлого века многие авторы занимались исследованием вопросов опти-
мальной эксплуатации популяций, заданных различными динамическими системами
(см., например, [1]). В настоящее время ведутся активные работы по изучению опти-
мального промысла и его влияния на характер динамики и состав структурированных
популяций (см. [2–4]). Существует также множество работ, посвященных задачам пери-
одического импульсного сбора возобновляемого ресурса и задачам оптимальной эксплу-
атации популяции с диффузией, исследованию максимальной эффективности сбора ре-
сурса (см. [5, 6]), получению наибольшей выгоды от эксплуатации популяции, заданной
разностными уравнениями (см. [7,8]). Оценки средней временной выгоды для популяций,
заданных дифференциальными уравнениями со случайными параметрами, получены в
работах [9,10]. Понятие суммарного дохода с учетом дисконтирования введено в [11]. От-
личие данной статьи от публикаций [9,10] состоит в том, что здесь рассматривается иная
характеристика сбора возобновляемого ресурса — суммарный доход с учетом дисконтиро-
вания. Кроме того, в работах [10,11] рассматриваются только однородные популяции, а в
настоящей статье — как однородные, так и структурированные, то есть популяции, раз-
деленные на возрастные группы или отдельные виды. Для данных популяций доказаны
теоремы об оценках суммарного дохода с учетом дисконтирования, которые выполнены с
вероятностью единица.

1. Основные понятия

Рассмотрим популяцию, развитие которой при отсутствии эксплуатации задано систе-
мой дифференциальных уравнений

ẋ = g(x), x ∈ Rn
+
.
=
{
x ∈ Rn : x1 > 0, . . . , xn > 0

}
; (1.1)

здесь g(x) — вектор-столбец, координатами которого являются непрерывно дифферен-
цируемые функции g1(x), . . . , gn(x). При n = 1 популяция однородная, то есть состоит
только из одного вида животных или растений. Если n > 2, то популяцию назовем струк-
турированной, в этом случае она содержит n различных видов или возрастных классов.

Предполагаем, что в моменты времени τk = kd, где d > 0, k = 1, 2, . . . из популяции
извлекаются некоторые случайные доли ресурса ωk = (ω1

k, . . . , ω
n
k ) ∈ Ω ⊆ [0, 1]n. Если

доля добываемого ресурса ωik оказывается больше некоторого значения uik ∈ [0, 1), то
сбор ресурса i -го вида в момент τk останавливается; поэтому доля ресурса данного вида,
извлекаемого из популяции в момент времени τk, равна

`ik
.
= min(ωik, u

i
k), i = 1, . . . , n, k = 1, 2, . . . .

Пусть `k
.
= (`1k, . . . , `

n
k), xi(kd − 0) и xi(kd) — количество ресурса i -го вида в момент

τk = kd до и после сбора соответственно, (1 − `k)x(kd − 0) — вектор с координатами
(1 − `1k)x

1(kd − 0), . . . , (1 − `nk)xn(kd − 0). Тогда динамику эксплуатируемой популяции
можно описать управляемой системой с импульсным воздействием

ẋ = g(x), t 6= kd, (1.2)

x(kd) = (1− `k)x(kd− 0), k = 1, 2, . . . . (1.3)

Полагаем, что решения системы ẋ = g(x) неотрицательны при любых неотрицательных
начальных условиях, для этого необходимо и достаточно, чтобы функции g1(x), . . . , gn(x)

удовлетворяли условию квазиположительности (см. [12, с. 28]).
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Пусть Ci > 0 — стоимость ресурса i -го вида, i = 1, . . . , n, X i
k = xi(kd − 0) — коли-

чество ресурса i -го вида в момент времени τk до сбора; тогда величина дохода в данный

момент равна Zk
.
=

n∑
i=1

CiX i
k`
i
k, k = 1, 2, . . . .

О п р е д е л е н и е 1.1. (см. [11]). Суммарным доходом с учетом дисконтирования
называется функция

Hα

(
`, x0

)
=
∞∑
k=1

Zke
−αk =

∞∑
k=1

e−αk
n∑
i=1

CiX i
k`
i
k,

где `
.
= (`1, . . . , `k, . . .), x0 — начальный размер популяции, α > 0 — показатель дискон-

тирования. Значение показателя α указывает на то, что стоимость позднее получаемого
дохода снижается.

З а м е ч а н и е 1.1. В данной статье применяем вероятностную модель (Σ,A, µ),

описанную в работах [9, 10]. Приведем краткое описание данной модели. Пусть задано
вероятностное пространство

(
Ω, Ã, µ̃

)
, где Ω ⊆ [0, 1]n, Ã — сигма-алгебра подмножеств,

на которой задана вероятностная мера µ̃. Определим множество последовательностей
Σ

.
= {σ : σ = (ω1, . . . , ωk, . . .)} , где ωk ∈ Ω. Обозначим через A наименьшую сигма-

алгебру, порожденную цилиндрическими множествами

Ek
.
= {σ ∈ Σ : σ = (ω1 ∈ A1, . . . , ωk ∈ Ak)} , где Aj ∈ Ã, j = 1, 2, . . . , k,

и определим меру µ̃(Ek) = µ̃(A1) · . . . · µ̃(Ak). Тогда в силу теоремы А.Н. Колмогорова
[13, с. 43] на измеримом пространстве (Σ,A) существует единственная вероятностная ме-
ра µ, которая является продолжением меры µ̃ на сигма-алгебру A.

2. Оценка суммарного дохода с учетом дисконтирования
для модели однородной популяции

Рассмотрим однородную популяцию, которая при отсутствии эксплуатации задана
дифференциальным уравнением

ẋ = g(x), x ∈ [0,+∞),

и обозначим через ϕ(t, x) решение данного уравнения, удовлетворяющее начальному усло-
вию ϕ(0, x) = x. Если uk = u ∈ [0, 1] для всех k = 1, 2, . . . , то Xk = x(kd−0) — количество
ресурса до сбора, удовлетворяет следующему разностному уравнению:

Xk+1 = ϕ
(
d, (1− u)Xk

)
, k = 1, 2, . . . , (2.1)

где X1 = ϕ(d, x0). Отметим, что при n = 1 можем предположить, что стоимость ресурса
C1 = 1, поэтому суммарный доходом с учетом дисконтирования равен

Hα

(
`, x0

)
=
∞∑
k=1

Xk`ke
−αk, где α > 0.

У с л о в и е 2.1. Предположим, что уравнение (1.1) имеет решения ϕ(t, A) ≡ A > 0

и ϕ(t, 0) ≡ 0.
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Напомним, что X(u) называется неподвижной точкой уравнения (2.1), если имеет
место соотношение X(u) = ϕ

(
d, (1− u)X(u)

)
. В статье [14] доказаны следующие условия

существования положительной неподвижной точки уравнения (2.1):

Лемма 2.1. Пусть выполнено условие 2.1 и неравенство

(1− u)ϕ′x (d, 0) > 1. (2.2)

Тогда уравнение (2.1) имеет неподвижную точку X(u) такую, что 0 < X(u) 6 A.

Если уравнение (2.1) имеет неподвижную точку X(u) > 0, то определим x(u)
.
=

(1− u)X(u). Обозначим U
.
= {u : u = (u1, . . . , uk, . . .)}, где uk ∈ [0, 1], k = 1, 2, . . . .

Лемма 2.2. Предположим, что выполнено условие 2.1 и неравенство (2.2). Тогда
для любого x0 ∈ [x(u), A] существует управление u ∈ U такое, что для всех σ ∈ Σ

имеет место неравенство

X(u)
∞∑
k=1

`ke
−αk 6 Hα(`, x0) 6 A

∞∑
k=1

`ke
−αk. (2.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из леммы 2.1 следует, что при выполнении неравенства(2.2)
существует неподвижная точка X(u) уравнения (2.1) и 0 < X(u) 6 A. Тогда 0 < x(u) 6

X(u) 6 A. Выберем управления uk = 1 − x(u)

X(u)
для всех k ∈ N. Поскольку функция

ϕ(d, x) возрастает (см. [14]), то для x0 ∈ [x(u), A] имеем

X(u) = ϕ(d, x(u)) 6 ϕ(d, x0) = X1 6 ϕ(d,A) = A.

Таким образом, если u1 = 1 − x(u)

X(u)
, то X(u) 6 X1 6 A. Поэтому, так как `1 =

min(ω1, u) 6 u, имеем

x(u) = X(u)(1− u) 6 X1(1− `1) = x1 6 A,

то есть x1 ∈ [x(u), A]. Аналогично получаем, что при uk = 1 − x(u)

X(u)
, k = 1, 2, . . . ,

выполнены неравенства
X(u) 6 Xk 6 A, k = 1, 2, . . . . (2.4)

Из предыдущего неравенства и определения суммарного дохода следует, что для всех
σ ∈ Σ выполнено (2.3).

Предположим, что в разных опытах появились различные случайные последователь-
ности σ(p) .= {ω(p)

1 , . . . , ω
(p)
k , . . .}, также определим `

(p) .
=
(
`
(p)
1 , . . . , `

(p)
k , . . .

)
, где p = 1, 2, . . . .

Для каждой последовательности `
(p) реализуется свое значение суммарного дохода, ко-

торое равно

Hα

(
`
(p)
, x0
) .

=
∞∑
k=1

X
(p)
k `

(p)
k e−αk, p = 1, 2, . . . .

Обозначим черезM`(u) математическое ожидание случайных величин `k=min{ωk, uk},

где uk = 1− x(u)

X(u)
, k = 1, 2, . . . .
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Теорема 2.1. Пусть выполнено условие 2.1. Тогда для любого x0 ∈ [x(u), A] суще-
ствует управление u ∈ U такое, что для почти всех σ ∈ Σ справедливо неравенство

X(u)M`(u)

eα − 1
6 lim

m→∞

1

m

m∑
p=1

Hα

(
`
(p)
, x0
)
6
AM`(u)

eα − 1
. (2.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как случайные величины ωpk, p = 1, 2, . . . , независимы
и одинаково распределены, то и случайные величины `

(p)
k = `(ωpk, u), p = 1, 2, . . . , для

каждого k ∈ N также независимы и имеют одинаковое распределение. Поэтому из уси-
ленного закона больших чисел Колмогорова [12, с. 418] следует, что для почти всех σ ∈ Σ

выполнено следующее равенство

lim
m→∞

1

m

m∑
p=1

`
(p)
k = M`(u), k = 1, 2, . . . ,

из которого получаем, что для почти всех σ ∈ Σ

lim
m→∞

1

m

m∑
p=1

∞∑
k=1

`
(p)
k e−αk =

M`(u)

eα − 1
. (2.6)

Из неравенства (2.4) следует, что

X(u) lim
m→∞

1

m

m∑
p=1

∞∑
k=1

`
(p)
k e−αk 6 lim

m→∞

1

m

m∑
p=1

Hα

(
`
(p)
, x0
)
6 A lim

m→∞

1

m

m∑
p=1

∞∑
k=1

`
(p)
k e−αk. (2.7)

Таким образом, из (2.6) и (2.7) получаем, что неравенство (2.5) выполнено для почти
всех σ ∈ Σ.

П р и м е р 2.1. Рассмотрим задачу нахождения максимальной оценки снизу для сум-
марного дохода с учетом дисконтирования. Предположим, что развитие популяции задано
логистическим уравнением

ẋ = (a− bx)x, (2.8)

где a > 0, b > 0 являются показателями роста популяции и внутривидовой конкуренции
соответственно.

Найдем решение (2.8), удовлетворяющее начальному условию ϕ(0, x0) = x0 :

ϕ(t, x0) =
ax0e

at

a+ bx0(eat − 1)
,

и выпишем разностное уравнение (2.1) для логистического уравнения (2.8):

Xk+1 =
a(1− u)Xke

ad

a+ b(1− u)Xk(ead − 1)
, k = 1, 2, . . . .

Очевидно, что одной из неподвижных точек данного уравнения является X(u) = 0, вто-
рой неподвижной точкой является

X(u) =
a(1− u)ead − a
b(1− u)(ead − 1)

.
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Отметим, что X(u) > 0, если (1− u)ead > 1.

Найдем математическое ожидание M`(ω, u), где ω1, ω2, . . . — независимые случайные
величины, имеющие равномерное распределение на [0, 1], а `(ω, u) = min(ω, u). Тогда
M`(ω, u) можно найти как интеграл Лебега, то есть

M(ω, u) =

∫ 1

0

`(ω, u) dω =

∫ u

0

ω dω +

∫ 1

u

u dω =
u2

2
+ u(1− u) = u− u2

2
.

Подставим полученные результаты в неравенство (2.5), тогда

a
(
(1− u)ead − 1

)
(2u− u2)

2b(1− u)(ead − 1)(eα − 1)
6 lim

m→∞

1

m

m∑
p=1

Hα

(
`
(p)
, x0
)
6
a(2u− u2)
2b(eα − 1)

. (2.9)

Пусть a = 1, b = 1, d = ln 25, α = ln 2, тогда (2.9) принимает следующий вид:

(24− 25u)(2u− u2)
48(1− u)

6 lim
m→∞

1

m

m∑
p=1

Hα

(
`
(p)
, x0
)
6

2u− u2

2
. (2.10)

При помощи стандартных вычислений можно показать, что в последнем неравенстве оцен-
ка снизу максимальная при u = u∗ ≈ 0, 722. Подставляя данное значение u∗ в (2.10),
получим приближенную оценку снизу и сверху, которая выполнена с вероятностью еди-
ница:

0, 411 6 lim
m→∞

1

m

m∑
p=1

Hα

(
`
(p)
, x0
)
6 0, 461. (2.11)

Таким образом, для уравнения (2.8) оценка суммарного дохода с учетом дисконтирования
удовлетворяет (2.11).

3. Теорема об оценке суммарного дохода с учетом дисконтирования для
моделей структурированных популяций

Рассмотрим структурированную популяцию, особи которой разделены на n > 2 воз-
растных групп или отдельных видов. Пусть количество особей i -го вида равно xi,

i = 1, . . . , n. Обозначим через X(u) = (X1(u), . . . , Xn(u)) неподвижную точку систе-
мы (2.1) (если она существует), пусть

x(u) = (x1(u), . . . , xn(u)), где xi(u)
.
= (1− u)X i(u), i = 1, . . . , n. (3.1)

Для x0 = (x10, . . . , x
n
0 ) включение x0 ∈ [a, b] будем понимать следующим образом: xi0 ∈

[ai, bi], i = 1, . . . , n.

В данном разделе будем предполагать, что выполнено следующее условие.

У с л о в и е 3.1. Если xi0 > xi для всех i = 1, . . . , n, то ϕi(d, x(0)) > ϕi(d, x),

i = 1, . . . , n.

Отметим, что условие 3.1 можно записать в сокращенным виде: если x(0) > x, то
ϕ(d, x(0)) > ϕ(d, x). Обозначим через M`ik математическое ожидание случайных величин
`ik, i = 1, . . . , n, k = 1, 2, . . . .
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Лемма 3.1. Пусть система (1.2), (1.3) имеет стационарную точку A > 0, и су-
ществует неподвижная точка X(u) системы (2.1) такая, что X(u) ∈ (0, A]. Тогда
для любого x0 ∈ [x(u), A] найдется управление u ∈ U, при котором для всех σ ∈ Σ

выполнены неравенства
∞∑
k=1

e−αk
n∑
i=1

CiX i(u)`ik 6 Hα(`, x0) 6
∞∑
k=1

e−αk
n∑
i=1

CiAi`ik. (3.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку x0 ∈ [x(u), A], то из условия (3.1) следует, что

X i(u) = ϕi(d, x(u)) 6 ϕ(d, x0) = X i
1 6 ϕi(d,A) = Ai, i = 1, . . . , n.

Выберем управления uk =
(

1 − x1(u)

X1(u)
, . . . , 1 − xn(u)

Xn(u)

)
для всех k = 1, 2, . . . и отметим,

что `k = min{ωk, uk} 6 uk, тогда

xi1 = (1− `i1)X i
1 > (1− uk)X i

k =
xi(u)X i

1

X i
1

= xi(u).

Аналогично при выбранных управлениях получаем

X i(u) 6 X i
k 6 Ai, k = 1, 2, . . . , i = 1, . . . , n. (3.3)

Из (3.3) и определения суммарного дохода следует, что для всех σ ∈ Σ выполнены нера-
венства (3.2).

Для каждой последовательности `
(p) выпишем значение суммарного дохода

Hα

(
`
(p)
, x0
)

=
n∑
i=1

∞∑
k=1

CiX
i(p)
k `

i(p)
k e−αk, где α > 0, p = 1, 2, . . . .

Теорема 3.1. Пусть система (1.2), (1.3) имеет стационарную точку A > 0, и су-
ществует неподвижная точка X(u) системы (2.1) такая, что X(u) ∈ (0, A]. Тогда для
любого x0 ∈ [x(u), A] найдется управление ū ∈ U, при котором для почти всех σ ∈ Σ

выполнены неравенства
n∑
i=1

CiX i(u)M`i(u)

eα − 1
6 lim

m→∞

1

m

m∑
p=1

Hα(`
(p)
, x0) 6

n∑
i=1

CiAiM`i(u)

eα − 1
. (3.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Случайные величины `
i(p)
1 , `

i(p)
2 , . . . удовлетворяют условиям

усиленного закона больших чисел Колмогорова, поэтому для почти всех σ ∈ Σ имеет
место равенство

lim
m→∞

1

m

m∑
p=1

n∑
i=1

CiX i(u)`
i(p)
k e−αk =

n∑
i=1

CiX i(u)M`i(u)e−αk. (3.5)

Из (3.3) и (3.5) следует, что для каждого k = 1, 2, . . . выполнено
n∑
i=1

CiX i(u)M`i(u)e−αk 6 lim
m→∞

1

m

m∑
p=1

n∑
i=1

CiX
i(p)
k `

i(p)
k e−αk. (3.6)

Суммируя (3.6) по всем k = 1, 2, . . . , получаем левую часть (3.4). Аналогично доказыва-
ется неравенство в правой части (3.4).
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