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Аннотация. Рассматривается задача граничного управления колебаниями однородной
струны, для которой наряду с классическими краевыми (начальным и конечным) усло-
виями заданы значения функции прогиба в промежуточные моменты времени. Задача
управления смещением одного конца струны при закрепленном другом конце сведена
к задаче управления с нулевыми граничными условиями. Предложен конструктивный
метод построения граничного управления процессом колебаний струны с заданными
значениями функции прогиба в промежуточные моменты времени. Проведен вычисли-
тельный эксперимент и построены соответствующие графики, которые подтверждают
полученные результаты.
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Abstract. We consider the boundary control problem for the homogeneous string vibration
equation with given the classical boundary (initial and final) conditions and with given values
of the deflection function at intermediate times. The control is performed by displacement
of the left end of the string when the right end is fixed. The problem is reduced to the
control problem with zero boundary conditions. We propose the constructive method for
constructing the boundary control of the process of string vibrations with given values of
the deflection function at intermediate times. We present the results of numerical experiments
and the corresponding graphs confirm the validity of the results.
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Введение

Волновыми уравнениями моделируется широкий спектр физических процессов, ко-
торые связаны с колебаниями. Управляемые колебательные системы широко распро-
странены в промышленности, технике, механике и других теоретических и прикладных
областях науки. Одной из актуальных прикладных задач управления колебаниями яв-
ляется генерация заранее заданной «желаемой» формы колебаний.

В связи с многочисленными приложениями и важным теоретическим значением во-
просы управления колебательными процессами с различными типами граничных усло-
вий достаточно давно интересуют исследователей и им посвящена многочисленная ли-
тература (см., например, монографии [1–3] и их библиографию). Приведем ссылки на
некоторые работы, наиболее близко относящиеся к настоящей статье. В [3] для зада-
чи управления упругими колебаниями, описываемыми одномерным волновым уравне-
нием, предложены способы нахождения граничных управлений. Проблема граничного
управления и оптимального управления волновыми процессами в классе обобщенных
решений рассмотрена в [4,5]. Отметим, что в [5] изучена классическая задача гранично-
го управления колебаниями струны, которое осуществляется за период времени мень-
ше критического, получены необходимые и достаточные условия существования един-
ственного управления. В работах [6–9] даны различные постановки задач граничного
и распределенного управления, а также оптимального управления колебаниями стру-
ны с заданными промежуточными состояниями. В [10] рассмотрена задача граничного
управления, а в [11] — оптимального граничного управления смещениями на двух кон-
цах процессом вынужденных колебаний струны. В работе [12] предложен метод при-
ближенного построения оптимального управления процессом колебаний струны за счет
задания режима колебаний ее концов. В работах [13,14] рассматривается граничная за-
дача для уравнения колебания струны с заданной в некоторый момент времени скоро-
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стью и строится ее решение. Управление системами, динамика которых моделируется
дифференциальными уравнениями с промежуточными условиями, является актуаль-
ным и активно развиваемым направлением современной теории управления.

В настоящей работе исследуются колебания однородной струны с заданными функ-
циями прогиба в некоторые фиксированные моменты времени. Предложен конструк-
тивный метод построения граничного управляющего воздействия. Построено граничное
управление, под воздействием которого функция прогиба струны принимает в проме-
жуточные моменты времени заданные (или близкие к заданным) значения. Проведен
вычислительный эксперимент и построены соответствующие графики, которые под-
тверждают полученные результаты.

1. Постановка задачи

Пусть состояние распределенной колебательной системы (малые поперечные колеба-
ния натянутой струны), т. е. отклонение от состояния равновесия, описывается функ-
цией Q(x, t), 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T, которая подчиняется при 0 < x < l и t > 0

волновому уравнению
∂2Q

∂t2
= a2

∂2Q

∂x2
(1.1)

с начальными условиями

Q(x, 0) = ϕ0(x),
∂Q

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ0(x), 0 ≤ x ≤ l, (1.2)

и граничными условиями

Q(0, t) = u(t), Q(l, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T. (1.3)

Здесь функция u (t) — граничное управление. В уравнении (1.1) коэффициент опреде-
ляется формулой a2 = T0/ρ, где T0 — натяжение струны, ρ — плотность однородной
струны. Предполагается, что Q(x, t) ∈ C2(ΩT ), где ΩT = {(x, t) : x ∈ [0, l], t ∈ [0, T ]}.

Пусть в некоторые моменты времени tk, k = 1,m, такие что

0 = t0 < t1 < ... < tm < tm+1 = T,

заданы значения состояния

Q(x, ti) = ϕi(x), 0 ≤ x ≤ l, i = 1, m. (1.4)

Задача граничного управления колебаниями струны с заданными значениями функ-
ции прогиба в промежуточные моменты времени ставится следующим образом: среди
возможных управлений u (t) , 0 ≤ t ≤ T, требуется найти управление, переводящее
систему из заданного начального состояния (1.2) через промежуточные состояния (1.4)
в конечное состояние

Q(x, T ) = ϕT (x) ≡ ϕm+1(x),
∂Q

∂t

∣∣∣∣
t=T

= ψT (x), 0 ≤ x ≤ l. (1.5)

Будем предполагать, что функции ϕi(x), i = 0, m+ 1, принадлежат пространству
C2[0, l], а функции ψ0(x) и ψT (x) — пространству C1[0, l]. Функция u (t) ∈ C2 [0, T ]

называется допустимым управлением. Предполагается также, что все функции таковы,
что выполняются условия согласования (см. раздел 2).
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2. Сведение задачи к задаче с нулевыми граничными условиями

Так как граничные условия (1.3) неоднородны, решение поставленной задачи сводим
к задаче с нулевыми граничными условиями (см. [15]). Решение уравнения (1.1) ищем
в виде суммы

Q(x, t) = V (x, t) +W (x, t), (2.1)

где V (x, t) — неизвестная функция, удовлетворяющая уравнению (1.1) с однородными
граничными условиями

V (0, t) = V (l, t) = 0, (2.2)

а W (x, t) — решение уравнения (1.1) с неоднородными граничными условиями

W (0, t) = u (t) , W (l, t) = 0.

Функция W (x, t) имеет вид

W (x, t) =
(

1− x

l

)
u (t) . (2.3)

Подставив (2.1) в (1.1) и учитывая (2.3), получим

∂2V

∂t2
= a2

∂2V

∂x2
+ F (x, t), (2.4)

где
F (x, t) =

(x
l
− 1
)
u′′ (t) . (2.5)

В силу начальных, промежуточных и граничных условий, соответственно (1.2), (1.4)
и (1.5), функция V (x, t) должна удовлетворять начальным условиям

V (x, 0) = ϕ0(x) +
(x
l
− 1
)
u(0),

∂V

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ0(x) +
(x
l
− 1
)
u′(0), (2.6)

промежуточным условиям

V (x, ti) = ϕi(x) +
(x
l
− 1
)
u(ti), i = 1, m, (2.7)

и конечным условиям

V (x, T ) = ϕT (x) +
(x
l
− 1
)
u (T ) ,

∂V

∂t

∣∣∣∣
t=T

= ψT (x) +
(x
l
− 1
)
u′ (T ) . (2.8)

Из условия (2.2) следует

V (0, ti) = V (l, ti) = 0,
∂V (0, t)

∂t

∣∣∣∣
t=ti

=
∂V (l, t)

∂t

∣∣∣∣
t=ti

= 0, i = 0, m+ 1. (2.9)

Из условий (2.6), (2.7) и (2.8) с учетом (2.9) получим следующие условия согласования:

u (0) = ϕ0 (0) , u′ (0) = ψ0 (0) , ϕ0 (l) = ψ0 (l) = 0, (2.10)

u(ti) = ϕi(0), ϕi(l) = 0, i = 1, m, (2.11)
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u (T ) = ϕT (0) , u′ (T ) = ψT (0) , ϕT (l) = ψT (l) = 0. (2.12)

С учетом условий (2.10)–(2.12), условия (2.6)–(2.8) запишутся следующим образом:

V (x, 0) = ϕ0(x) +
(x
l
− 1
)
ϕ0(0),

∂V

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ0(x) +
(x
l
− 1
)
ψ0(0), (2.13)

V (x, ti) = ϕi(x) +
(x
l
− 1
)
ϕi(0), i = 1, m, (2.14)

V (x, T ) = ϕT (x) +
(x
l
− 1
)
ϕT (0) ,

∂V

∂t

∣∣∣∣
t=T

= ψT (x) +
(x
l
− 1
)
ψT (0) . (2.15)

Таким образом, решение задачи граничного управления колебаниями струны с за-
данными значениями функции прогиба в промежуточные моменты времени сведена к
задаче управления (2.4), (2.5) с граничными условиями (2.2), которая формулируется
следующим образом: требуется найти граничное управление u (t) при 0 ≤ t ≤ T, пе-
реводящее колебание, описываемое уравнением (2.4) с граничными условиями (2.2), из
заданного начального состояния (2.13) через промежуточные состояния (2.14) в конеч-
ное состояние (2.15).

3. Решение задачи

Учитывая, что граничные условия (2.2) однородны, выполнены условия согласован-
ности и принадлежности функций указанным пространствам, решение уравнения (2.4)
будем искать в виде

V (x, t) =
∞∑
k=1

Vk(t) sin
πk

l
x. (3.1)

Представим функции F (x, t), ϕi(x) (i = 0, m+ 1), ψ0(x) и ψT (x) в виде рядов
Фурье и, подставив их значения вместе с V (x, t) в уравнения (2.4), (2.5) и в условия
(2.13)–(2.15), получим

V̈k(t) + λ2kVk(t) = Fk(t), λ
2
k =

(
aπk

l

)2

, (3.2)

Vk(0) = ϕ
(0)
k −

2a

λkl
ϕ0(0), V̇k(0) = ψ

(0)
k −

2a

λkl
ψ0(0), (3.3)

Vk(ti) = ϕ
(i)
k −

2a

λkl
ϕi(0), i = 1, m, (3.4)

Vk(T ) = ϕ
(T )
k −

2a

λkl
ϕT (0), V̇k(T ) = ψ

(T )
k −

2a

λkl
ψT (0), (3.5)

где

Fk(t) = − 2a

λkl
u′′(t), (3.6)

а через ϕ
(i)
k (i = 0, m+ 1), ψ

(0)
k и ψ

(T )
k обозначены соответственно коэффициенты

Фурье функций ϕi(x) (i = 0, m+ 1), ψ0(x) и ψT (x).
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Общее решение уравнения (3.2) с начальными условиями (3.3) и его производная
имеют вид

Vk(t) = Vk(0) cosλkt+
1

λk
V̇k(0) sinλkt+

1

λk

∫ t

0

Fk(τ) sinλk(t− τ)dτ,

V̇k(t) = −λkVk(0) sinλkt+ V̇k(0) cosλkt+

∫ t

0

Fk(τ) cosλk(t− τ)dτ.

(3.7)

Теперь используем подходы и преобразования, приведенные в работах [16,17]. Учи-
тывая промежуточные (3.4) и конечные (3.5) условия, из (3.7) получим, что функции
Fk(τ) для каждого k должны удовлетворять следующей системе:∫ T

0

Fk(τ) sinλk(T − τ)dτ = C̃1k(T ),∫ T

0

Fk(τ) cosλk(T − τ)dτ = C̃2k(T ),∫ tj

0

Fk(τ) sinλk(tj − τ) dτ = C̃1k(tj), j = 1, m,

(3.8)

где

C̃1k(T ) = λkVk(T )− λkVk(0) cosλkT − V̇k(0) sinλkT,

C̃2k(T ) = V̇k(T ) + λkVk(0) sinλkT − V̇k(0) cosλkT,

C̃1k(tj) = λkVk(tj)− λkVk(0) cosλktj − V̇k(0) sinλktj.

(3.9)

Подставляя выражение (3.6) функции Fk(t) в (3.8) и интегрируя по частям с учетом
условий (2.10)–(2.12), получим∫ T

0

u(τ) sinλk (T − τ) dτ = C1k(T ),

∫ T

0

u(τ) cosλk (T − τ) dτ = C2k(T ),∫ T

0

u(τ)h
(1)
k (τ) dτ = C1k(t1), . . . ,

∫ T

0

u(τ)h
(m)
k (τ) dτ = C1k(tm),

(3.10)

где

C1k(T ) =
1

λ2k

[
λkl

2a
C̃1k(T ) +X1k

]
,

C2k(T ) =
1

λ2k

[
λkl

2a
C̃2k(T ) +X2k

]
,

C1k(tj) =
1

λ2k

[
λkl

2a
C̃1k(tj) +X

(j)
1k

]
, j = 1, m,

(3.11)

X1k = λkϕT (0)− ψ0(0) sinλkT − λkϕ0(0) cosλkT,

X2k = ψT (0)− ψ0(0) cosλkT + λkϕ0(0) sinλkT,

X
(j)
1k = λkϕj(0)− ψ0(0) sinλktj − λkϕ0(0) cosλktj,

h
(j)
k (τ) =

{
sinλk(tj − τ), 0 ≤ τ ≤ tj,

0, tj < τ ≤ T, j = 1, m.
(3.12)
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Введем следующие обозначения:

H̄k(τ) =


sinλk (T − τ)

cosλk (T − τ)

h
(1)
k (τ)

. . .

h
(m)
k (τ)

 , Ck(t1, ..., tm, T ) =


C1k(T )

C2k(T )

C1k(t1)
...

C1k(tm)

 . (3.13)

Тогда соотношение (3.10) запишется следующим образом:∫ T

0

H̄k(τ)u(τ)dτ = Ck(t1, ..., tm, T ), k = 1, 2, ... . (3.14)

Таким образом, для нахождения функции u (τ) , τ ∈ [0, T ] , получили бесконечные
интегральные соотношения (3.14). На практике на основе модального метода выби-
раются несколько первых n гармоник упругих колебаний и решается задача синтеза
управления, используя методы теории управления конечномерными системами [16,17].
Следуя модальному методу, для первых n гармоник введем следующие обозначения
блочных матриц:

Hn(τ) =


H̄1(τ)

H̄2(τ)
...

H̄n(τ)

 , ηn =


C1(t1, ..., tm, T )

C2(t1, ..., tm, T )
...

Cn(t1, ..., tm, T )

 , (3.15)

имеющих одинаковые размерности, равные n(m+ 2)× 1.

Для первых n гармоник с учетом (3.15) из (3.14) будем иметь∫ T

0

Hn(τ)un(τ)dτ = ηn (3.16)

(здесь и далее обозначение в нижнем индексе буквы n будет означать «для первых n

гармоник»).
На основе вышеприведенного, для произвольных чисел первых гармоник граничное

управляющее воздействие un(t), удовлетворяющее интегральному соотношению (3.16),
построено в виде [16–18]

un(t) = HT
n (t)S−1n ηn + fn(t), (3.17)

где HT
n (t) — транспонированная матрица, fn(t) — некоторая вектор-функция, такие

что ∫ T

0

Hn(t)fn(t)dt = 0, Sn =

∫ T

0

Hn (t)HT
n (t) dt. (3.18)

Здесь Hn (t)HT
n (t) — внешнее произведение, Sn — известная матрица размерности

n (m+ 2)× n (m+ 2) , относительно которой предполагается, что detSn 6= 0.

Из (3.16) следует, что первые n гармоник системы (3.2) с условиями (3.3)–(3.5)
вполне управляемы тогда и только тогда, когда для любого вектора ηn из (3.15) можно
найти управление un(t), t ∈ [0, T ] , удовлетворяющее условию (3.17).

Подставляя (3.17) в (3.6), а полученное для Fk(t) выражение — в (3.7), получим
функцию Vk (t) , t ∈ [0, T ] . Далее, из формулы (3.1) будем иметь V (x, t), а согласно
(2.1), получим функцию Q(x, t) прогиба струны для первых n гармоник.



138 В.Р. Барсегян, С.В. Солодуша

4. Случай m = 1

Рассмотрим случай m = 1, т. е. когда в одном промежуточном моменте времени t1
( 0 < t1 < T ) задано состояние точек струны: Q(x, t1) = ϕ1(x), 0 ≤ x ≤ l.

В этом случае, согласно формулам (3.10)–(3.12), будем иметь следующие интеграль-
ные соотношения:∫ T

0

u(τ) sinλk(T − τ)dτ = C1k(T ),

∫ T

0

u(τ) cosλk(T − τ)dτ = C2k(T ),∫ T

0

u(τ)h
(1)
k (τ) dτ = C1k(t1), k = 1, 2, ... .

Следовательно, согласно (3.13),

H̄k(τ) =

 sinλk(T − τ)

cosλk(T − τ)

h
(1)
k (τ)

 , Ck(t1, T ) =

 C1k(T )

C2k(T )

C1k(t1)

 , k = 1, 2, ... .

Для простоты построим функцию граничного управления un(t) при n = 1 (следо-
вательно, k = 1 ). Тогда, согласно (3.15), будем иметь H1(τ) = H̄1(τ), η1 = C1(t1, T ), а
из (3.18) получим

S1 =

∫ T

0

H1(τ)HT
1 (τ)dτ =

 s11 s12 s13
s21 s22 s23
s31 s32 s33

 =

=

∫ T

0


sin2 λ1 (T − τ) 1

2
sin 2λ1 (T − τ) h

(1)
1 (τ) sinλ1 (T − τ)

1
2

sin 2λ1 (T − τ) cos2 λ1 (T − τ) h
(1)
1 (τ) cosλ1 (T − τ)

h
(1)
1 (τ) sinλ1 (T − τ) h

(1)
1 (τ) cosλ1 (T − τ) (h

(1)
1 (τ))2

 dτ.

Элементы матрицы S1, согласно обозначениям (3.12), имеют следующий вид:

s11 =
T

2
− 1

4λ1
sin 2λ1T, s12 = s21 =

1

2λ1
sin2 λ1T, s22 =

T

2
+

1

4λ1
sin 2λ1T,

s13 = s31 =

∫ t1

0

sinλ1 (t1 − τ) sinλ1 (T − τ) dτ =
t1
2

cosλ1 (T − t1)−
1

2λ1
sinλ1t1 cosλ1T,

s23 = s32 =

∫ t1

0

sinλ1 (t1 − τ) cosλ1 (T − τ) dτ =
1

2λ1
sinλ1t1 sinλ1T −

t1
2

sinλ1 (T − t1) ,

s33 =

∫ t1

0

sin2 λ1 (t1 − τ) dτ =
t1
2
− 1

4λ1
sin 2λ1t1,

при этом ∆ = detS1 6= 0.

Пусть ŝij ( i, j = 1, 3 ) — элементы матрицы S−11 , так что

S−11 =

 ŝ11 ŝ12 ŝ13
ŝ21 ŝ22 ŝ23
ŝ31 ŝ32 ŝ33

 ,
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где

ŝ11 =
1

∆

[(
T

2
+

1

4λ1
sin 2λ1T

)(
t1
2
− 1

4λ1
sin 2λ1t1

)
−

−
(

1

2λ1
sinλ1t1 sinλ1T −

t1
2

sinλ1 (T − t1)
)2
]
,

ŝ12 = ŝ21 =
1

∆

[(
t1
2

cosλ1 (T − t1)−
1

2λ1
sinλ1t1 cosλ1T

)(
1

2λ1
sinλ1t1 sinλ1T−

− t1
2

sinλ1 (T − t1)
)
− 1

2λ1
sin2 λ1T

(
t1
2
− 1

4λ1
sin 2λ1t1

)]
,

ŝ13 = ŝ31 =
1

∆

[
1

2λ1
sin2 λ1T

(
1

2λ1
sinλ1t1 sinλ1T −

t1
2

sinλ1 (T − t1)
)
−

−
(
t1
2

cosλ1 (T − t1)−
1

2λ1
sinλ1t1 cosλ1T

) (
T

2
+

1

4λ1
sin 2λ1T

)]
,

ŝ22 =
1

∆

[(
T

2
− 1

4λ1
sin 2λ1T

)(
t1
2
− 1

4λ1
sin 2λ1t1

)
−

−
(
t1
2

cosλ1 (T − t1)−
1

2λ1
sinλ1t1 cosλ1T

)2
]
,

ŝ23 = ŝ32 =
1

∆

[
1

2λ1
sin2 λ1T

(
t1
2

cosλ1 (T − t1)−
1

2λ1
sinλ1t1 cosλ1T

)
−

−
(
T

2
− 1

4λ1
sin 2λ1T

) (
1

2λ1
sinλ1t1 sinλ1T −

t1
2

sinλ1 (T − t1)
)]

,

ŝ33 =
1

∆

[
T 2

4
−
(

1

4λ1
sin 2λ1T

)2

−
(

1

2λ1
sin2 λ1T

)2
]
.

Из формулы (3.17) следует, что

u1(τ) = HT
1 (τ)S−11 η1 + f1(τ).

Предполагая, что f1(τ) = 0, получим:

u1(τ) = sinλ1 (T − τ) [ŝ11C11(T ) + ŝ12C21(T ) + ŝ13C11(t1)] +

+ cosλ1 (T − τ) [ŝ21C11(T ) + ŝ22C21(T ) + ŝ23C11(t1)] +

+ sinλ1 (t1 − τ) [ŝ31C11(T ) + ŝ32C21(T ) + ŝ33C11(t1)] при τ ∈ [0, t1],

u1(τ) = sinλ1 (T − τ) [ŝ11C11(T ) + ŝ12C21(T ) + ŝ13C11(t1)] +

+ cosλ1 (T − τ) [ŝ21C11(T ) + ŝ22C21(T ) + ŝ23C11(t1)] при τ ∈ (t1, T ].

Отметим, что по аналогии с приведенными в конце раздела 3 формулами можно выпи-
сать выражение для функции Q(x, t) при n = 1.



140 В.Р. Барсегян, С.В. Солодуша

5. Пример с вычислительным экспериментом

Предположим, что t1 = l/a, T = 2l/a. Тогда с учетом λ1 = aπ/l получим t1λ1 = π,

Tλ1 = 2π, λ1(T − t1) = π. Для матриц S1 и S−11 будем иметь:

S1 =

 π
λ1

0 − t1
2

0 π
λ1

0

− t1
2

0 t1
2

 , S−11 =

 2λ1
π

0 2λ1
π

0 λ1
π

0
2λ1
π

0 4
t1

 .

Отметим, что detS1 = π2t1/(4λ
2
1). Из формул (3.9) и (3.11) получим

C11(T ) =
l

2a
(V1(T )− V1(0)) +

ϕT (0)− ϕ0(0)

λ1
,

C21(T ) =
l

2aλ1

(
V̇1(T )− V̇1(0)

)
+
ψT (0)− ψ0(0)

λ21
,

C11(t1) =
l

2a
(V1(t1) + V1(0)) +

ϕ1(0) + ϕ0(0)

λ1
,

а для управления получим

u1(τ) = cosλ1τ

(
V̇1(T )− V̇1(0)

2λ1
+
ψT (0)− ψ0(0)

λ1 π

)
+

+ sinλ1τ

(
V1(t1) + V1(0) +

2

π
(ϕ1(0) + ϕ0(0))

)
при τ ∈ [0, t1] ,

u1(τ) = cosλ1τ

(
V̇1(T )− V̇1(0)

2λ1
+
ψT (0)− ψ0(0)

λ1 π

)
−

− sinλ1τ

(
V1(T ) + V1(t1) +

2

π
(ϕT (0) + ϕ1(0))

)
при τ ∈ (t1, T ] .

Теперь предположим, что a = 1/3, l = 1, тогда t1 = 3, T = 6. Из формулы (3.7) с
учетом, что F1(t) = −2a u′′1(t)/(λ1l), получим

V1(t) =

(
V1(0)− t (V1(0) + V1(3))

3

)
cos

π

3
t+

+

3 V̇1(0)

π
+
V1(0) + V1(3)

π
+
t
(
V̇1(6)− V̇1(0)

)
2π

 sin
π

3
t при t ∈ [0, 3] ,

V1(t) =

(
t (V1(6) + V1(3))

3
− (2V1(3) + V1(6))

)
cos

π

3
t+

+

3 V̇1(0)

π
− V1(3) + V1(6)

π
+
t
(
V̇1(6)− V̇1(0)

)
2π

 sin
π

3
t при t ∈ (3, 6] .

Из формул (2.1), (2.3) и (3.1) имеем

Q1(x, t) = V1(t) sin
π

l
x +

(
1− x

l

)
u1 (t) .
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Здесь через Q1(x, t) обозначена функция, которая получается из формулы (2.1) при
подстановке первого слагаемого ряда (3.1).

Пусть при t = 0

ϕ0(x) = −2x3

3
+ 2x2 − 4x

3
, ψ0(x) = −x

2

3
+
x

3
,

промежуточное состояние при t = t1 = 3

ϕ1(x) = x3 − 3x2 + 2x,

конечное состояние при t = T = 6

ϕT (x) = 0, ψT (x) = 0.

Коэффициенты рядов Фурье функций ϕ0, ψ0, ϕ1, ϕT , ψT соответственно равны:

ϕ
(0)
1 = − 8

π3
, ψ

(0)
1 =

8

3π3
, ϕ

(1)
1 =

12

π3
, ϕ

(T )
1 = 0, ψ

(T )
1 = 0.

Значения этих функций на краях струны следующие:

ϕ0(0) = ϕT (0) = ϕ1(0) = ψT (0) = ψ0(0) = ϕ0(1) = ϕT (1) = ϕ1(1) = ψT (1) = ψ0(1) = 0.

Из (3.3)–(3.5) получаем

V1(0) = − 8

π3
, V̇1(0) =

8

3π3
, V1(3) =

12

π3
, V1(6) = V̇1(6) = 0.

Следовательно, для функций u1(t) и V1(t) при t ∈ [0, 3] имеем:

u1(t) = − 4

π4
cos

π

3
t+

4

π3
sin

π

3
t, V1(t) =

(
− 8

π3
− 4t

3π3

)
cos

π

3
t+

(
12

π4
− 4t

3π4

)
sin

π

3
t,

а при t ∈ (3, 6] имеем:

u1(t) = − 4

π4
cos

π

3
t− 12

π3
sin

π

3
t, V1(t) =

(
−24

π3
+

4t

π3

)
cos

π

3
t−
(

4

π4
+

4t

3π4

)
sin

π

3
t.

Значение функции u1(t) в конечный момент первого промежутка совпадает со значе-
нием в начале второго промежутка и u1(3) = 4/π4. Отметим, что для функции u1(t)

получается следующая оценка:

max
t∈[0,6]

|u1(t)| =
4

π4

√
1 + 9π2 ≈ 0,3892.

График поведения функции u1(t) приведен на рис. 1.

Рис. 1. График функции u1(t)
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Для функции прогиба Q1(x, t) имеем следующие явные выражения:

Q1(x, t) =

[(
− 8

π3
− 4t

3π3

)
cos

π

3
t+

(
12

π4
− 4t

3π4

)
sin

π

3
t

]
sinπx+

+

(
− 4

π4
cos

π

3
t+

4

π3
sin

π

3
t

)
(1− x) при t ∈ [0, 3] ,

Q1(x, t) =

[(
−24

π3
+

4t

π3

)
cos

π

3
t−
(

4

π4
+

4t

3π4

)
sin

π

3
t

]
sin πx+

+

(
− 4

π4
cos

π

3
t− 12

π3
sin

π

3
t

)
(1− x) при t ∈ (3, 6] .

Можно проверить, что выражение функции прогиба Q1(x, 3) в конечный момент
первого промежутка совпадает с выражением в начале второго промежутка и имеет
следующий вид:

Q1(x, 3) =
12

π3
sin πx+

4

π4
(1− x).

Функция прогиба струны в момент времени t = 0 имеет вид:

Q1(x, 0) = − 8

π3
sin πx+

4

π4
(x− 1).

Сравнивая построенную функцию Q1(x, 0) с заданной функцией ϕ0(x), получим, что

max
x∈[0,1]

|Q1(x, 0)− ϕ0(x)| ≈ 0, 0411.

Небольшое расхождение в поведении этих функций иллюстрируется на графике (рис. 2).

Рис. 2. Графики функций Q1(x, 0) (сплошная линия) и ϕ0(x) (пунктирная линия)

Вычислим
∂Q1(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= Q̇1(x, 0) =
8

3π3
sin πx+

4

3π2
(1− x)

и сравним Q̇1(x, 0) с заданной функцией ψ0(x). Получим, что

max
x∈[0,1]

∣∣∣Q̇1(x, 0)− ψ0(x)
∣∣∣ ≈ 0,1351.

Графики этих функций приведены на рис. 3.

Рис. 3. Графики функций Q̇1(x, 0) (сплошная линия) и ψ0(x) (пунктирная линия)
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Сравнивая построенную функцию Q1(x, 3) с заданной функцией ϕ1(x), получим, что

max
x∈[0,1]

|Q1(x, 3)− ϕ1(x)| ≈ 0,0527.

Небольшое расхождение между этими функциями иллюстрирует рис. 4, на котором
представлены их графики.

Рис. 4. Графики функций Q1(x, 3) (сплошная линия) и ϕ1(x) (пунктирная линия)

Функция прогиба и ее производная в момент времени t = 6 определяются форму-
лами:

Q1(x, 6) =
4

π4
(x− 1),

∂Q1(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=6

= Q̇1(x, 6) =
4

π2
(x− 1).

Оценивая отклонение этих функций соответственно от заданных функций ϕT (x) и
ψT (x), получим

max
x∈[0,1]

|Q1(x, 6)− ϕT (x)| = 4

π4
≈ 0, 0411, max

x∈[0,1]

∣∣∣Q̇1(x, 6)− ψT (x)
∣∣∣ =

4

π2
≈ 0,4053.

Графики функций Q1(x, 6) и Q̇1(x, 6) приведены на рис. 5 и 6 соответственно.

Рис. 5. График функции Q1(x, 6) Рис. 6. График функции Q̇1(x, 6)

На рис. 7 приводится графическая иллюстрация динамики поведения состояния коле-
бательной системы — функции Q1(x, t) при t = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.
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Рис. 7. График функции Q1(x, t) в фиксированные моменты времени t :
а) Q1(x, 0), б) Q1(x, 1), в) Q1(x, 2), г) Q1(x, 3), д) Q1(x, 4), е) Q1(x, 5), ж) Q1(x, 6)

Таким образом, полученные результаты (даже при n = 1 ) показывают, что под
воздействием построенного граничного управления u1(t) поведение функции Q1(x, t)

достаточно близко к заданным исходным функциям.

Заключение

Предложен конструктивный метод построения граничного управления процессом
колебаний однородной струны с заданными значениями функции прогиба в промежу-
точные моменты времени. Предложенный для волнового уравнения подход допускает
распространение на другие неодномерные системы. Вычислительный эксперимент по-
казал, что под воздействием построенного граничного управления поведение функции
прогиба струны достаточно близко к заданным исходным функциям. Полученные ре-
зультаты могут быть использованы при проектировании граничного управления про-
цессами колебаний в физических и технологических системах.
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