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Аннотация. Рассматривается задача оптимальной добычи ресурса из структурирован-
ной популяции, состоящей из отдельных видов, либо разделенной на возрастные группы.
Динамика популяции при отсутствии эксплуатации задана системой обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, и в определенные моменты времени из популяции извлекается
часть ресурса. В частности, можно предполагать, что производится добыча различных ви-
дов рыбы, каждый из которых имеет определенную стоимость; кроме того, между этими
видами существуют взаимодействия типа «хищник-жертва» или отношения конкуренции
за пищу и места обитания. Исследуются свойства средней временной выгоды, которая
равна пределу от средней стоимости ресурса при неограниченном увеличении моментов
изъятия. Получены условия, при которых средняя временная выгода равна бесконечности,
и указан способ построения управления для достижения этого значения. Показано, что для
некоторых моделей взаимодействия двух видов такой способ добычи ресурса может при-
вести к полному уничтожению одного из видов и неограниченному росту второго. Поэто-
му представляется целесообразным исследовать представленную здесь задачу построения
управления для достижения фиксированного конечного значения средней временной вы-
годы. Полученные результаты проиллюстрированы на примерах модели «хищник-жертва»
и модели конкуренции двух видов и могут быть применены к другим всевозможным мо-
делям динамики популяций.
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Abstract. The problem of optimal extraction of a resource from the structured population
consisting of individual species or divided into age groups, is considered. Population dynamics,
in the absence of exploitation, is given by a system of ordinary differential equations and at
certain time moments, part of the population, is extracted. In particular, it can be assumed that
we extract various types of fish, each of which has a certain value. Moreover, there exist predator-
prey interactions or competition relationships for food and habitat between these species. We
study the properties of the average time benefit which is equal to the limit of the average cost of
the resource with an unlimited increase in times of withdrawals. Conditions are obtained under
which the average time benefit goes to infinity and a method for constructing a control system
to achieve this value is indicated. We show that for some models of interaction between two
species, this method of extracting a resource can lead to the complete extinction of one of the
species and unlimited growth to the other. Therefore, it seems appropriate to study the task
of constructing a control to achieve a fixed final value of the average time benefit. The results
obtained here are illustrated with examples of predator-prey models and models of competition
of two species and can be applied to other various models of population dynamics.
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Введение

Многие ученые, начиная с прошлого века, занимались исследованием оптимальной
эксплуатации популяций, заданных различными динамическими системами (см. [1, 2]).
В настоящее время ведутся активные работы по изучению оптимального промысла и его
влияния на характер динамики и состав структурированных популяций [3–5]. Множе-
ство работ также посвящено задачам периодического импульсного сбора возобновляемого
ресурса, задачам оптимальной эксплуатации популяции с диффузией, исследованию мак-
симальной эффективности сбора ресурса [6,7], получению наибольшей выгоды от эксплу-
атации популяции, заданной разностными уравнениями [8, 9].

В работе [10] получены оценки средней временной выгоды для популяций, заданных
обыкновенными дифференциальными уравнениями; рассматриваются как однородные по-
пуляции, не разделенные на группы, так и структурированные, состоящие из n > 2 групп.
Описан способ добычи ресурса для режима сбора в долгосрочной перспективе, при кото-
ром постоянно сохраняется некоторая часть популяции, необходимая для ее дальнейше-
го восстановления, и достигается максимальная средняя временная выгода. В продолже-
ние [10] в данной статье мы исследуем условия, при которых средняя временная выгода
равна бесконечности, и строим управления для достижения этого значения. Показано, что
данные условия, в частности, выполняются для модели «хищник-жертва», но такой способ
добычи ресурса может привести к полному уничтожению «хищников» и неограниченно-
му росту «жертв». Поэтому представляется целесообразным исследовать представленную
здесь задачу построения управления для достижения фиксированного конечного значения
средней временной выгоды. Полученные результаты проиллюстрированы на примере мо-
дели конкуренции двух видов и могут быть применены к другим всевозможным моделям
динамики популяций.

1. Основные определения и обозначения

Рассмотрим модель популяции, динамика которой при отсутствии эксплуатации задана
системой дифференциальных уравнений

ẋ = f(x), где x ∈ Rn
+
.
= {x ∈ Rn : x1 > 0, . . . , xn > 0}.

Предполагаем, что в моменты времени τ(k) = kd, где d > 0, из популяции извлекается
некоторая доля возобновляемого ресурса

u(k) =
(
u1(k), . . . , un(k)

)
∈ [0, 1]n, k = 1, 2, . . . ,

что приводит к мгновенному уменьшению его количества. Если n = 1, то популяцию
называют однородной. При n > 2 популяция является структурированной, то есть либо
состоит из отдельных видов x1, . . . , xn, либо разделена на n возрастных групп. В част-
ности, можно считать, что мы рассматриваем добычу n различных видов рыб, между
которыми существуют отношения конкуренции за пищу или места обитания, или сре-
ди этих видов могут быть хищные. Отметим, что в скобках мы обозначаем временные, а
нижними индексами — пространственные параметры; например, через ui(k) обозначается
доля ресурса i -го вида, извлеченного из популяции в момент kd.
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Таким образом, мы исследуем эксплуатируемую популяцию, динамика которой задана
управляемой системой с импульсным воздействием

ẋi = fi(x), t 6= kd,

xi(kd) =
(
1− ui(k)

)
· xi(kd− 0),

(1.1)

где xi(kd − 0) и xi(kd) — количество ресурса i -го вида до и после сбора в момент kd

соответственно, i = 1, . . . , n, k = 1, 2, . . . . Предполагаем, что решения данной системы
непрерывны справа, функции f1(x), . . . , fn(x) определены и непрерывно дифференцируе-
мы для всех x ∈ Rn

+, решения системы уравнений ẋ = f(x) существуют при всех t ∈ [0, d].

Обозначим через ϕ(t, x) =
(
ϕ1(t, x), . . . , ϕn(t, x)

)
решение системы ẋ = f(x) (без им-

пульсного воздействия), удовлетворяющее начальному условию ϕ(0, x) = x, где t ∈ R+,

x ∈ Rn
+. Всюду в данной работе полагаем, что решение ϕ(t, x) является неотрицатель-

ным при любых неотрицательных начальных условиях. Чтобы данное условие выполня-
лось, необходимо и достаточно, чтобы функции f1(x), . . . , fn(x) удовлетворяли следующе-
му условию квазиположительности (см. [11, с. 34]):

fi(x1, x2, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) > 0, i = 1, . . . , n.

Из равенств xi(kd) =
(
1 − ui(k)

)
· xi(kd − 0) в (1.1) следует, что решение системы (1.1)

при выполнении условия квазиположительности также неотрицательное при любых неот-
рицательных начальных условиях.

Пусть Xi(k) = xi(kd − 0) — количество ресурса i -го вида до сбора в момент kd,

k = 1, 2, . . . , зависящее от долей ресурса u(1), . . . , u(k − 1), собранного в предыдущие
моменты времени и начального количества x(0); Ci > 0 — стоимость ресурса i -го вида
(в предположении, что Ci одновременно не равны нулю). Тогда общая стоимость собран-

ного ресурса в момент kd равна Y (k) =
n∑
i=1

CiXi(k)ui(k).

О п р е д е л е н и е 1.1. Пусть u
.
=
(
u(1), . . . , u(k), . . .

)
∈ [0, 1]∞. Средней временной

выгодой от извлечения ресурса называется функция

H∗
(
u, x(0)

) .
= lim

k→∞

1

k

k∑
j=1

Y (j) = lim
k→∞

1

k

k∑
j=1

n∑
i=1

CiXi(j)ui(j) .

Аналогично, с заменой нижнего предела на верхний, определим функцию H∗
(
u, x(0)

)
и,

если выполнено равенство H∗
(
u, x(0)

)
= H∗

(
u, x(0)

)
, то определим предел

H
(
u, x(0)

) .
= lim

k→∞

1

k

k∑
j=1

Y (j) = lim
k→∞

1

k

k∑
j=1

n∑
i=1

CiXi(j)ui(j) . (1.2)

2. Построение управления, при котором средняя временная выгода
бесконечная

Рассмотрим популяцию, динамика которой задана системой (1.1). Введем в рассмот-

рение функцию D(x)
.
=

n∑
i=1

Ci
(
ϕi(d, x)− xi

)
.
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Теорема 2.1. Предположим, что существует x̂ ∈ R+
n такое, что

(1) ϕi(d, x̂) 6= 0 для всех i = 1, . . . , n;

(2) последовательности
{
ϕi(kd, x̂)

}+∞
k=1

, i = 1, . . . , n возрастают;
(3) D

(
ϕ(kd, x̂)

)
→ +∞ при k → +∞.

Тогда, если для x(0) ∈ R+
n выполнены неравенства

x̂i 6 ϕi(d, x(0)) 6= 0, i = 1, . . . , n, (2.1)

то существует режим эксплуатации u, при котором H
(
u, x(0)

)
= +∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Укажем один из способов эксплуатации популяции u, при
котором можно достичь бесконечной средней временной выгоды. При k = 1 выберем
управление

u(1) =
(
u1(1), . . . , un(1)

)
=
(
1− x̂1

ϕ1(d, x(0))
, . . . , 1− x̂n

ϕn(d, x(0))

)
.

Из условия квазиположительности и (2.1) следует, что u(1) ∈ [0, 1]n. Тогда в момент
времени t = d количество собранного ресурса каждого вида равно

Xi(1)ui(1) = ϕi(d, x(0))
(
1− x̂i

ϕi(d, x(0))

)
= ϕi(d, x(0))− x̂i, (2.2)

а количество оставшегося ресурса равно

xi(d) = (1− ui(1))ϕi(d, x(0)) = x̂i, i = 1, . . . , n.

Таким образом, x(d) = x̂. Найдем X(2) = ϕ(d, x(d)) = ϕ(d, x̂).

Дальнейшие управления полагаем равными u(2k) = (0, . . . , 0),

u(2k + 1) =
(
1− ϕ1(kd, x̂)

ϕ1((k + 1)d, x̂)
, . . . , 1− ϕn(kd, x̂)

ϕn((k + 1)d, x̂)

)
, k = 1, 2, . . . .

Из условия квазиположительности и условия (2) теоремы следует, что u(2k + 1) ∈ [0, 1]n.

Найдем x(2d) = X(2) = ϕ(d, x̂), X(3) = ϕ(d, x(2d)) = ϕ(2d, x̂),

x(3d) = (1− u(3))X(3) =
ϕ(d, x̂)

ϕ(2d, x̂)
X(3) = ϕ(d, x̂).

Аналогично находим, что x(2kd) = x((2k + 1)d) = ϕ(kd, x̂),

X(2k) = ϕ(kd, x̂), X(2k + 1) = ϕ((k + 1)d, x̂), k = 1, 2, . . . .

Отметим, что при данном способе эксплуатации в моменты времени t=2kd, k=1, 2, . . .

ресурс не извлекался; количество ресурса, извлеченного в момент t=d, определено в (2.2);
а количество ресурса, добытого в момент t = (2k + 1)d, k = 1, 2, . . . , составляет

X(2k + 1)u(2k + 1) =
(
ϕ1((k + 1)d, x̂)− ϕ1(kd, x̂), . . . , ϕn((k + 1)d, x̂)− ϕn(kd, x̂)

)
.

Стоимость ресурса, собранного в момент t = d, равна
n∑
i=1

Ci
(
Xi(1)−x̂i

)
, и для t = (2k+1)d,

k = 1, 2, . . . , данная стоимость равна
n∑
i=1

Ci
(
ϕi((k + 1)d, x̂)− ϕi(kd, x̂)

)
= D(ϕ(kd, x̂)). (2.3)
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Поэтому общая стоимость ресурса, извлеченного в моменты t = d, 3d, . . . , (2k−1)d, равна

k∑
j=1

n∑
i=1

CiXi(2j − 1)ui(2j − 1) =
n∑
i=1

Ci
(
Xi(1)− x̂i

)
+

k∑
j=2

D(ϕ(jd, x̂)).

Найдем среднюю временную выгоду

H
(
u, x(0)

) .
= lim

k→∞

1

2k

2k∑
j=1

n∑
i=1

CiXi(j)ui(j) = lim
k→∞

1

2k

k∑
`=1

n∑
i=1

CiXi(2`− 1)ui(2`− 1)

= lim
k→∞

1

2k

n∑
i=1

Ci
(
Xi(1)− x̂i

)
+ lim

k→∞

1

2k

k∑
`=2

D(ϕ(`d, x̂)) = lim
k→∞

1

2k

k∑
`=2

D(ϕ(`d, x̂)) . (2.4)

По свойству предела от среднего арифметического, из условия (3) теоремы следует, что
H
(
u, x(0)

)
= +∞. �

Следствие 2.1. Предположим, что существует x̂ ∈ R+
n , такое, что

(1) ϕi(d, x̂) 6= 0 для всех i = 1, . . . , n;

(2) последовательности
{
ϕi(kd, x̂)

}+∞
k=1

, i = 1, . . . , n возрастают;

(3) lim
k→∞

1

k

n∑
i=1

Ciϕi(kd, x̂) = +∞.

Тогда, если для x(0) ∈ R+
n выполнено (2.1), то существует режим эксплуатации u, при

котором H
(
u, x(0)

)
= +∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Режим эксплуатации u выберем так же, как в доказатель-
стве теоремы 2.1. Тогда из (2.3) следует, что суммарная стоимость ресурса, извлеченного
в моменты времени t = 3d, . . . , (2k − 1)d, равна

k∑
`=2

D(ϕ(`d, x̂)) =
k∑
`=2

n∑
i=1

Ci
(
ϕi((`+ 1)d, x̂)− ϕi(`d, x̂)

)
=

n∑
i=1

Ci
(
ϕi((k + 1)d, x̂)− ϕi(2d, x̂)

)
.

Таким образом, из условия (3) следствия получаем

H
(
u, x(0)

)
= lim

k→∞

1

2k

k∑
`=2

D(ϕ(`d, x̂)) = lim
k→∞

1

2k

n∑
i=1

Ciϕi((k + 1)d, x̂) = +∞.

�

Теорема 2.2. Пусть существуют x̂ ∈ R+
n и непустое подмножество I ⊆ {1, . . . , n}

такие, что:
(1) ϕi(d, x̂) 6= 0 для всех i ∈ I;
(2) последовательности

{
ϕi(kd, x̂)

}+∞
k=1

, i ∈ I возрастают;
(3) ϕi(kd, x̂) = 0 для всех i 6∈ I, k = 1, 2, . . . ;

(4) D
(
ϕ(kd, x̂)

)
=
∑
i∈I
Ci
(
ϕi((k + 1)d, x̂)− ϕi(kd, x̂)

)
→ +∞ при k →∞.

Тогда, если для x(0) ∈ R+
n выполнены неравенства

x̂i 6 ϕi(d, x(0)), i = 1, . . . , n; ϕi(d, x(0)) 6= 0, i ∈ I, (2.5)

то существует режим эксплуатации u, при котором H
(
u, x(0)

)
= +∞.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Отметим сначала, что если множество J
.
= {1, . . . , n} \ I

пустое, то доказательство теоремы повторяет доказательство теоремы 2.1.
Далее будем предполагать, что множество J непусто. Для всех i∈J положим ui(k)=0,

k = 1, 2, . . . . Для i ∈ I определим ui(k), как в теореме 2.1, то есть

ui(1) = 1− x̂i
ϕi(d, x(0))

; ui(2k) = 0, ui(2k + 1) = 1− ϕi(kd, x̂)

ϕi((k + 1)d, x̂)
, k = 1, 2, . . . .

Аналогично (2.4) получаем, что

H
(
u, x(0)

)
= lim

k→∞

1

2k

k∑
j=2

D(ϕ(jd, x̂)) = lim
k→∞

1

2k

k∑
j=2

∑
i∈I

Ci
(
ϕi((j + 1)d, x̂)− ϕi(jd, x̂)

)
.

Таким образом, если D
(
ϕ(kd, x̂)

)
→ +∞ при k →∞, то H

(
u, x(0)

)
= +∞. �

З а м е ч а н и е 2.1. Утверждение теоремы останется верным, если условие (4) заме-
нить следующим условием:

lim
k→∞

1

k

∑
i∈I

Ciϕi(kd, x̂) = +∞.

Это доказывается так же, как в следствии 2.1.

П р и м е р 2.1. Покажем, что для модели «хищник-жертва» средняя временная вы-
года может быть бесконечной, и найдем управления, при которых она достигается. Рас-
сматриваем модель, заданную системой уравнений{

ẋ1 = (α− βx2)x1,
ẋ2 = (−γ + δx1)x2.

(2.6)

Здесь x1 и x2 — размеры популяций жертв и хищников соответственно, все коэффици-
енты системы положительные (свойства решений системы (2.6) описаны в [12]).

Пусть x̂1 — произвольное положительное число, x̂ = (x̂1, 0), I = {1}. Найдем
ϕ1(kd, x̂) = x̂1e

αkd, ϕ2(kd, x̂) = 0, где k = 1, 2, . . . . Очевидно, что последовательность{
ϕ1(kd, x̂)

}+∞
k=1

возрастает и

D
(
ϕ(kd, x̂)

)
= C1

(
ϕ1

(
(k + 1)d, x̂

)
− ϕ1(kd, x̂)

)
= C1x̂1(e

αd − 1)eαkd → +∞, k →∞.

Таким образом, выполнены все условия теоремы 2.2, поэтому H
(
u, x(0)

)
= +∞.

Укажем один из способов управления, при котором H
(
u, x(0)

)
= +∞. Из доказатель-

ства теоремы 2.2 следует, что для начальной точки x(0), такой, что ϕi(d, x(0)) > x̂i,

i = 1, 2, можно выбрать следующие управления:

u(1) =
(
1− x̂1

ϕ1(d, x(0))
, 1
)
, u(2k) = (0, 0), u(2k + 1) =

(
1− e−αd, 0

)
, k = 1, 2, . . . .

Здесь в момент t = d производится отлов части «жертв» и всех «хищников», что со-
здает благоприятные условия для «жертв». Бесконечное значение H

(
u, x(0)

)
достигается

только за счет популяции «жертв».
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3. Построение управления для достижения фиксированной средней
временной выгоды

Достижение бесконечной средней временной выгоды не всегда экономически оправдано
и, как показано в примере 2.1, может привести к уничтожению одного из видов. Рассмот-
рим задачу построения управления для достижения фиксированной средней временной
выгоды, которая будет ограничена максимальным значением функции

D(x) =
n∑
i=1

Ci
(
ϕi(d, x)− xi

)
,

или может равняться любому положительному числу, если D(x) не ограничена сверху.
В [10] показано, что если D(x) достигает максимального значения в единственной точке
x∗ ∈ Rn

+, такой, что x∗i 6 ϕi(d, x
∗) 6= 0 и ϕi(d, x(0)) > x∗i для всех i = 1, . . . , n, то

наибольшее значение функции H
(
u, x(0)

)
равно D(x∗) =

n∑
i=1

Ci
(
ϕi(d, x

∗)− x∗i
)
.

Обозначим через E(D) множество значений функции D(x).

Теорема 3.1. Пусть h ∈ E(D) ∩ [0,+∞) фиксировано, и существует точка x̂ ∈ Rn
+

такая, что D(x̂) = h и x̂i 6 ϕi(d, x̂) 6= 0 для всех i = 1, . . . , n. Тогда для любого
x(0) ∈ Rn

+ такого, что ϕi(d, x(0)) > x̂i, i = 1, . . . , n, функция H
(
u, x(0)

)
достигает

значения h при следующем режиме эксплуатации:

u(1) =
(
1− x̂1

X1(1)
, . . . , 1− x̂n

Xn(1)

)
; u(k) =

(
1− x̂1

ϕ1(d, x̂)
, . . . , 1− x̂n

ϕn(d, x̂)

)
, k > 2. (3.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку ϕi(d, x(0)) > 0 и Xi(1) = ϕi(d, x(0)) > x̂i,

i = 1, . . . , n, то u(1) ∈ [0, 1]n. Из условия x̂i 6 ϕi(d, x̂) 6= 0, i = 1, . . . , n следует, что
u(k) ∈ [0, 1]n, k > 2. При управлениях u =

(
u(1), . . . , u(k), . . .

)
, указанных в (3.1), найдем

x(d) = (1− u(1))X(1) =
x̂

X(1)
X(1) = x̂,

X(2) = ϕ(d, x(1)) = ϕ(d, x̂), x(2d) = (1− u(2))X(2) =
x̂

ϕ(d, x̂)
ϕ(d, x̂) = x̂.

Аналогично,
x(kd) = x̂, X(k) = ϕ(d, x̂), для всех k > 2. (3.2)

Далее, из (1.2) и (3.2) следует, что

H
(
u, x(0)

) .
= lim

k→∞

1

k

k∑
j=1

n∑
i=1

CiXi(j)ui(j)

= lim
k→∞

1

k

(
n∑
i=1

CiXi(1)ui(1) +
k∑
j=2

n∑
i=1

Ciϕi(d, x̂)
(
1− x̂i

ϕi(d, x̂)

))

= 0 + lim
k→∞

1

k

k∑
j=2

n∑
i=1

Ci
(
ϕi(d, x̂)− x̂i

)
= lim

k→∞

k − 1

k
·D(x̂) = h.

Таким образом, при режиме эксплуатации (3.1) выполнено H
(
u, x(0)

)
= h. �

Отметим, что при некоторых значениях h точку x̂ можно выбрать только так, что
у нее будет равна нулю одна из координат. Управления, при которых H

(
u, x(0)

)
дости-

гает данного значения h, приведены в следующем утверждении, которое доказывается
аналогично теореме 3.1.
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Теорема 3.2. Пусть h ∈ E(D)∩[0,+∞) фиксировано. Предположим, что существу-
ют точка x̂ ∈ Rn

+ и непустое подмножество I ⊆ {1, . . . , n} такие, что:
(1) D(x̂) = h;

(2) x̂i 6 ϕi(d, x̂) 6= 0 для всех i ∈ I;
(3) ϕi(kd, x̂) = 0 для всех i 6∈ I, k = 1, 2, . . . .

Тогда, если для x(0) ∈ Rn
+ выполнены неравенства (2.5), то функция H

(
u, x(0)

)
до-

стигает значения h при следующем режиме эксплуатации:

если i ∈ I, то ui(1) = 1− x̂i
ϕi(d, x(0))

и ui(k) = 1− x̂i
ϕi(d, x̂)

при k > 2;

если i 6∈ I, то ui(1) = 1 и ui(k) = 0 при k > 2.

П р и м е р 3.2. Рассмотрим модель конкуренции двух видов x1 и x2, которая опи-
сана в [12, с. 147]: {

ẋ1 = (c− ax1 − bx2)x1,
ẋ2 = (c− ax2 − bx1)x2.

(3.3)

Предполагаем, что все коэффициенты системы положительные и a 6 b. Следующее
утверждение доказано в [10] при C1 6 C2; случай C1 > C2 рассматривается аналогично.

П р е д л о ж е н и е 3.1. Пусть в системе (3.3) a 6 b и C1 6 C2. Тогда для любого
x(0) ∈ R2

+ такого, что ϕ2(d, x(0)) > x∗2 =
c

a(ecd/2 + 1)
, функция H∗

(
u, x(0)

)
достигает

наибольшего значения

H
(
u∗, x(0)

)
= D(0, x∗2) =

cC2(e
cd/2 − 1)

a(ecd/2 + 1)

при следующем режиме эксплуатации:

u∗(1) =
(
1, 1− x∗2

ϕ2(d, x(0))

)
; u∗(k) =

(
0, 1− e−cd/2

)
, k > 2.

Следовательно, для достижения наибольшей средней временной выгоды нужно извле-
кать только один вид ресурса — тот, который имеет большую стоимость.

Из теоремы 3.1 и предложения 3.1 получаем, что для модели (3.3) можно достичь фик-
сированной средней временной выгоды H

(
u, x(0)

)
= h ∈ [0, D(0, x∗2)] и нельзя добиться

значения H
(
u, x(0)

)
, большего, чем D(0, x∗2).
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