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Аннотация. В статье рассматривается уравнение в частных производных вида
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относительно неизвестной функции u, определенной в области D пространственных пе-
ременных x, y и при t ≥ 0. Предлагается метод нахождения приближенного решения.
Рассматриваемое уравнение заменяется приближенным за счет введения оператора сдви-
га S : D → D, позволяющего заменить на каждом шаге вычислений неизвестные значения
функции u(x, y, t) в правой части значениями u(S(x, y), t), полученными на предыдущем
шаге. Идея предлагаемого метода восходит к идее метода Тонелли, известного для диф-
ференциальных уравнений относительно функций одной переменной (с обычными, а не
частными производными). Достоинствами предлагаемого метода являются простота по-
лучаемого итерационного соотношения и возможности применений к широкому классу
уравнений и краевых условий. В статье получены итерационные формулы решения кра-
евой задачи с условием Дирихле по пространственным переменным и с начальным или
с краевым условием по переменной t. На основании предложенного метода получено при-
ближенное решение конкретной начально-краевой задачи для уравнения теплопроводно-
сти в квадратной области.
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Abstract. The article considers a partial differential equation of the form
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with respect to an unknown function u, defined in a domain D of spatial variables x, y and
for t ≥ 0. A method for finding an approximate solution is proposed. The equation under
consideration is replaced by an approximate one by introducing the shift operator S : D → D,

which allows replacing at each step of the calculations the unknown values of the function
u(x, y, t) on the right side with the values u(S(x, y), t), obtained at the previous step. The
idea of the proposed method goes back to the idea of the Tonelli method, known for differential
equations with respect to functions of one variable (with ordinary, not partial derivatives).
The advantages of the proposed method are the simplicity of the obtained iteration relation
and the possibility of application to a wide class of equations and boundary conditions. In the
article, iteration formulas are obtained for solving a boundary value problem with the Dirichlet
condition for spatial variables and with an initial or boundary condition for the variable t. Based
on the proposed method, an approximate solution is obtained for a specific initial-boundary
value problem for the heat conductivity equation in a square domain.
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Введение

Краевыми задачами для дифференциальных уравнений в частных производных опи-
сываются многие физические процессы, в том числе процессы теплопроводности, диф-
фузии, механики сплошных сред и другие процессы с распределенными параметрами
(см. [1]). Точные аналитические решения таких задач возможны лишь для ограниченного
класса уравнений и граничных условий. Приближенное определение решений уравнений
в частных производных является более сложной проблемой, чем соответствующая задача
для обыкновенных дифференциальных уравнений. Очевидно, что определить функцию
нескольких переменных сложнее, чем функцию одного аргумента. Но, кроме этой очевид-
ной трудности, приближенное нахождение решений уравнений в частных производных
осложнено еще и некорректностью ряда задач математической физики (см. [2]).

Основы аналитических и численных методов решения дифференциальных уравнений
в частных производных заложены в известной монографии Л.В. Канторовича и В.И. Кры-
лова [3]. За прошедшие со времени издания этой книги годы приближенным решениям
уравнений в частных производных были посвящены многочисленные работы. Значитель-
ные успехи достигнуты в развитии теории А.Н. Тихонова [4] решения некорректных задач
(см., например, работы [5, 6] и их библиографические списки). В приложениях наиболее
популярными являются различные сеточные методы (см., например, монографию [7] и ра-
боту [8]), методы представления решений в виде рядов (см., например, [9, главы X, XIII,
XVII], методы сведения к дифференциально-разностным уравнениям (см., например, [10]).

Мы предлагаем метод иного типа, приводящий заданное уравнение к приближенному,
аналитическое решение которого выписывается в явном виде. К достоинствам предлагае-
мого метода можно отнести простоту итерационного соотношения, а также возможности
применений к широкому классу уравнений и краевых условий. Например, по переменной
времени можно рассматривать не только начальную, но и краевые задачи.

Идея предлагаемого метода восходит к идее метода Тонелли (см., например, [11]), из-
вестного для дифференциальных и функционально-дифференциальных уравнений отно-
сительно функций одной переменной (с обычными, а не частными производными). Для
получения методом Тонелли приближенного решения уравнения

ẋ(t) = f(t, x(t)), t > 0,

при заданном начальном условии x(0) = α0, это уравнение заменяют уравнением

ẋ(t) = f(t, x(t− τ)), t > 0, x(s) = α(s), s ∈ (−τ, 0], (0.1)

с достаточно малым запаздыванием τ > 0. Здесь α — некоторая определенная на (−τ, 0]

функция такая, что α(0) = α0. Решение такого уравнения определяется последовательно
на каждом полуинтервале Jn = (tn−1, tn], где t0 = 0, tn = nτ, n = 1, 2, . . . , следующими
соотношениями. Положим x0(t) = α(t), t ∈ (−τ, 0] и обозначим через xn : Jn → R ре-
шение рассматриваемой задачи Коши для уравнения (0.1) на полуинтервале Jn,

n = 1, 2, . . . . Тогда решением на следующем полуинтервале Jn+1 будет функция

xn+1(t) = xn(tn) +

∫ t

tn

f
(
s, xn(s− τ)

)
ds, t ∈ Jn+1.

Для получения приближений к уравнению в частных производных мы предлагаем
введение аналогов запаздывания — малого параметра не по переменной времени t, а по
пространственным переменным.
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1. Метод приближенного решения начально-краевой задачи

Для простоты будем рассматривать уравнение, содержащее частную производную пер-
вого порядка по времени t и частные производные не выше второго порядка по двум
пространственным переменным x, y.

Будем обозначать через |M |R2 норму вектора M ∈ R2, через µ(A) меру (площадь)
множества A ⊂ R2 и через A замыкание этого множества в R2.

Пусть задана область D на плоскости R2, имеющая границу Γ0. Положим D = D∪Γ0.

В области D рассмотрим следующую начально-краевую задачу

∂u

∂t
= f

(
t, x, y, u,
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,
∂u

∂y
,
∂2u

∂x2
,
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,
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, t > 0, (x, y) ∈ D, (1.1)

u
∣∣
t=0

= ϑ(x, y), (x, y) ∈ D, (1.2)

u
∣∣
(x,y)∈Γ0

= ϕ0(t), t > 0. (1.3)

Здесь f, ϑ, ϕ0 — заданные непрерывные функции.
Пусть задано τ > 0. Определим отображение Sτ : D → D, удовлетворяющее нижепе-

речисленным условиям:
• отображение Sτ : D → D инъективно;
• для любой точки M ∈ D выполнено |SτM −M |R2 ≤ τ ;

• при любом n = 1, 2, . . . множество Snτ (D) является областью с границей Snτ (Γ0);

• при любом n = 1, 2, . . . выполнено

Sn+1
τ (D) $ Snτ (D), Sn+1

τ (Γ0) ∩ Snτ (Γ0) = ∅ и µ
( ∞⋂
n=1

Snτ (D)
)

= 0.

Обозначим D0 = D, Dn = Snτ (D), Γn = Snτ (Γ0), n = 1, 2, . . . . В силу принятых
предположений отображение Snτ : Dn−1 → Dn биективно. Определим обратное к Sτ :

D0 → D1 отображение Λτ = S−1
τ : D1 → D0.

Рассмотрим примеры множеств D и отображений Sτ , обладающих перечисленными
свойствами.

П р и м е р 1.1. Пусть область D ⊂ R2 ограничена, то есть

∃r > 0 ∀M ∈ D |M |R2 ≤ r,

а кроме того, еще выпукла и 0 ∈ D. Выберем k ∈ (0, 1) так, чтобы (1−k)r < τ. Положим
λ = 1

k
. Очевидно, тогда λ > 1 и (λ − 1) r

λ
< τ. Определим операторы Sτ , Λτ = S−1

τ

соотношениями
∀M ∈ D SτM = kM, ∀M ′ ∈ D1 ΛτM

′ = λM ′.

Очевидно, при таком определении области D1 = Sτ (D) и D подобны, и для отображения

Sτ выполнены все требуемые условия. В частности, имеем
∞⋂
n=1

Snτ (D) = {0}.

П р и м е р 1.2. Пусть r > 0, D = {M = (x, y) ∈ R2 : |y| < r}. Рассматриваемая
область D представляет собой полосу на плоскости, а ее граница представляет собой две
прямые: Γ0 = {M = (x, y) : y = ±r}. Выберем k ∈ (0, 1) так, чтобы (1 − k)r < τ, и
положим λ = 1

k
. Определим операторы Sτ , Λτ = S−1

τ соотношениями

∀M = (x, y) ∈ D SτM = (x, ky), ∀M ′ = (x′, y′) ∈ D1 ΛτM
′ = (x′, λy′).
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Очевидно, при таком определении выполнены все требуемые условия. В частности, Dn =

{M = (x, y) : |y| ≤ rkn}, Γn = {M = (x, y) : y = ±rkn}, а множество
∞⋂
n=1

Snτ (D) — это

прямая {M = (x, y) : y = 0}, плоская мера которой равна нулю.

П р и м е р 1.3. Пусть снова задано r > 0. Определим область D ⊂ R2 соотношением
D = {M = (x, y) ∈ R2 : |y| < r, x > 0}. Ее граница — это множество Γ0 = {M = (x, y) :

x = 0, y ∈ [−r, r] или x > 0, y = ±r}. Выберем k ∈ (0, 1) так, чтобы (1 − k)r < τ,

и положим λ = 1
k
. Определим треугольники ∆ = {M = (x, y) ∈ D : 1 − x ≥ |y|} и

∆′ = {M ′ = (x′, y′) ∈ D1 : 1−x′ ≥ |y′|} и зададим операторы Sτ , Λτ = S−1
τ соотношениями

∀M = (x, y) ∈ D SτM =

{ (
x+ 1− k, ky

)
, если M ∈∆,(

x+ 1−k
x+1

, ky
)
, если M ∈ D \∆,

∀M ′=(x′, y′)∈D1 SτM
′=

{ (
x′ − 1 + k, λy′

)
, если M ∈ ∆,(

1
2
(x′ − 1 +

√
(x′ + 1)2 − 4(1− k)), λy

)
, если M ′ ∈ D1 \∆′.

Очевидно, при таком определении выполнены все требуемые условия. В частности, Dn =

{M = (x, y) : x > (1 − k)n, |y| ≤ knr}, Γn = {M = (x, y) : x = (1 − k)n, y ∈ (−knr, knr)
или x > (1−k)n, y = ±knr}, а множество

∞⋂
n=1

Snτ (D) — это луч {M = (x, y) : x ≥ 1, y = 0},
плоская мера которой равна нулю.

Теперь определим приближенное к (1.1) уравнение. Поскольку τ далее считаем неиз-
менным, будем опускать соответствующий индекс в обозначениях отображений, то есть
далее Sτ = S, Λτ = Λ. Пусть на (R2 \D)×R+ задана функция ϕ такая, что при любом
t ∈ R+ функция ϕ(·, t) дважды дифференцируема и ϕ

∣∣
(x,y)∈Γ0

= ϕ0(t). Будем предпола-
гать, что отображение Λ : D1 → D продолжено на все множество D таким образом, что
Λ(D \D1) ⊂ R2 \D. При t > 0, M = (x, y) ∈ D рассмотрим уравнение

∂u

∂t
(M, t)

= f
(
t,M, u(ΛM, t),

∂u

∂x
(ΛM, t),

∂u

∂y
(ΛM, t),

∂2u

∂x2
(ΛM, t),

∂2u

∂y2
(ΛM, t),

∂2u

∂x∂y
(ΛM, t)

)
, (1.4)

u(N, t) = ϕ(N, t), N ∈ R2 \D, t > 0.

Решение приближенного уравнения (1.4) с начально-краевыми условиями (1.2), (1.3)
определяется при любом t > 0 последовательно на каждом множестве Dn = Dn−1 \ Dn,

n = 1, 2, . . . , следующими соотношениями. Положим u0(M, t) = ϕ(M, t), M ∈ R2 \ D0,

t > 0, и обозначим через un(M, t) решение задачи (1.4), (1.2), (1.3) при M ∈ Dn, n =

1, 2, . . . , t > 0. Тогда решение при M ∈ Dn+1, t > 0 будет определяться формулой

un+1(M, t) = ϑ(M)

+

∫ t

0

f
(
s,M, un(ΛM,s),

∂un
∂x

(ΛM,s),
∂un
∂y

(ΛM,s),
∂2un
∂x2

(ΛM,s),
∂2un
∂y2

(ΛM,s),
∂2un
∂x∂y

(ΛM,s)
)
ds.

Из этой формулы следует, что решение u(M, t) в граничных точках M ∈ Γn областей
Dn, n = 1, 2, . . . , определяется следующими рекуррентными соотношениями

u(M, t)
∣∣
M∈Γn+1

= ϑ(M)

+

∫ t

0

f
(
s,M, u(ΛM,s),

∂u

∂x
(ΛM,s),

∂u

∂y
(ΛM,s),

∂2u

∂x2
(ΛM,s),

∂2u

∂y2
(ΛM,s),

∂2u

∂x∂y
(ΛM,s)

)∣∣
ΛM∈Γn

ds.
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2. Приближенное решение уравнения теплопроводности

Проиллюстрируем предлагаемый метод на примере решения начально-краевой задачи
для уравнения теплопроводности.

Пусть D = (−π, π) × (−π, π) ⊂ R2. Границей этого квадрата является множество
Γ0 = {M = (x, y) : x = ±π, y ∈ [−π, π] или x ∈ (−π, π), y = ±π}. Рассмотрим уравнение

∂u

∂t
(x, y, t) =

1

2

(∂2u

∂x2
(x, y, t) +

∂2u

∂y2
(x, y, t)

)
, (x, y) ∈ D, t > 0, (2.1)

при условиях
u
∣∣
t=0

= sin(x) sin(y), u
∣∣
(x,y)∈Γ0

= 0. (2.2)

Заметим, что «точным» решением этой задачи является функция

u = sin(x) sin(y)e−t.

Построим приближенное решение. Будем использовать операторы S, Λ из примера 1.1.
Выберем коэффициент «подобия» k ∈ (0, 1), положим λ = 1

k
. Теперь заменим рассмат-

риваемое уравнение (2.1) приближенным уравнением

∂u

∂t
(x, y, t) =

1

2

(∂2u

∂x2
(λx, λy, t) +

∂2u

∂y2
(λx, λy, t)

)
. (2.3)

Решение приближенной задачи (2.3), (2.2) будем находить последовательно на грани-
цах Γn, n = 1, 2, . . . , квадратов Dn. Для этих границ имеют место следующие равно-
сильные соотношения

Γn+1 = kΓn ⇔ Γn = λΓn+1.

Сначала определим решение u в точках линии Γ1 через известные заданные значения
функции u в точках линии Γ0. Затем определим u в точках Γ2 через уже найденные ее
значения в точках линии Γ1, и т. д. Таким образом, при каждом n = 1, 2, . . . получаем
следующее соотношение для нахождения приближенного решения

∂u

∂t
(x, y, t)

∣∣
(x,y)∈Γn+1

=
1

2

(∂2u

∂x2
(λx, λy, t) +

∂2u

∂y2
(λx, λy, t)

)∣∣
(λx,λy)∈Γn

.

Следовательно,

u(x, y, t)
∣∣
(x,y)∈Γn+1

= u(x, y, 0)
∣∣
(x,y)∈Γn+1

+
1

2

∫ t

0

(∂2u

∂x2
(λx, λy, s) +

∂2u

∂y2
(λx, λy, s)

)∣∣
(x,y)∈Γn

ds. (2.4)

Приведем результаты четырех шагов вычислений по итерационной формуле (2.4).
1) При (x, y) ∈ Γ1 имеем (λx, λy) ∈ Γ0, и в силу (2.2) выполнено u(λx, λy, t) = 0.

Поэтому по формуле (2.4) здесь получаем

u = sin(x) sin(y) при (x, y) ∈ Γ1, t > 0.

2) При (x, y) ∈ Γ2 имеем (λx, λy) ∈ Γ1. Воспользуемся значениями решения, найден-
ными на предыдущем шаге. Получим 1

2

(
∂2u
∂x2

(λx, λy, t) + ∂2u
∂y2

(λx, λy, t)
)

= − sin(λx) sin(λy).

Теперь по формуле (2.4) получаем

u = sin(x) sin(y)−
∫ t

0

sin(λx) sin(λy)ds = sin(x) sin(y)− sin(λx) sin(λy)t.
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3) Теперь пусть (x, y) ∈ Γ3 и поэтому (λx, λy) ∈ Γ2. Тогда

1

2

(∂2u

∂x2
(λx, λy, t) +

∂2u

∂y2
(λx, λy, t)

)
= − sin(λx) sin(λy) + λ2 sin(λ2x) sin(λ2y)t,

и после подстановки этого выражения в (2.4) получаем

u = sin(x) sin(y) +

∫ t

0

(
− sin(λx) sin(λy) + λ2 sin(λ2x) sin(λ2y)s

)
ds

= sin(x) sin(y)− sin(λx) sin(λy)t+
1

2
λ2 sin(λ2x) sin(λ2y)t2.

4) Пусть (x, y) ∈ Γ4 и, соответственно, (λx, λy) ∈ Γ3. В этом случае имеем

1

2

(∂2u

∂x2
(λx, λy, t) +

∂2u

∂y2
(λx, λy, t)

)
= − sin(λx) sin(λy) + λ2 sin(λ2x) sin(λ2y)t− 1

2
λ6 sin(λ3x) sin(λ3y)t2.

Поэтому согласно формуле (2.4) получаем

u = sin(x) sin(y)+

∫ t

0

(
− sin(λx) sin(λy)+ λ2sin(λ2x) sin(λ2y)s− 1

2
λ6 sin(λ3x) sin(λ3y)s2

)
ds

= sin(x) sin(y)− sin(λx) sin(λy)t+
1

2
λ2 sin(λ2x) sin(λ2y)t2 − 1

6
λ6 sin(λ3x) sin(λ3y)t3.

Несложно заметить и показать (методом математической индукции), что на каждом
n -м шаге решение определяется формулой

u = sin(x) sin(y) +
n−1∑
i=1

(−1)i

i!
λi

2−i sin(λix) sin(λiy)ti, (x, y) ∈ Γn, t > 0. (2.5)

В следующих таблицах приведены результаты расчетов по формуле (2.5) для k = 0, 99,

λ = 1
0,99
∼= 1, 0101, n = 10 и, для сравнения, значения при же аргументах точного решения.

Табл. 1. (x, y) ∈ Γ1, x = 0, 99π, y ∈ [−0, 99π, 0, 99π].

время точное решение приближенное решение
t 0, 03141 sin(y)e−t 0, 03141 sin(y)

0 0, 03141 sin(y) 0, 03141 sin(y)

1 0, 01156 sin(y) 0, 03141 sin(y)

Табл. 2. (x, y) ∈ Γ2, x = 0, 9801π, y ∈ [−0, 9801π, 0, 9801π].

время точное решение приближенное решение
t 0, 062477 sin(y)e−t 0, 062477 sin(y)− 0, 031414 sin(1, 010101y)t

0 0, 062477 sin(y) 0, 062477 sin(y)

1 0, 022984 sin(y) 0, 062477 sin(y)− 0, 031414 sin(1, 010101y)
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Табл. 3. (x, y) ∈ Γ3, x = 0, 9703π, y ∈ [−0, 9703π, 0, 9703π].

время точное решение приближенное решение

t 0, 093173 sin(y)e−t
0, 093173 sin(y)− 0, 06248 sin(1, 010101y)t

+0, 016027 sin(1, 020302y)t2

0 0, 093173 sin(y) 0, 093173 sin(y)

1 0, 034276 sin(y)
0, 093173 sin(y)− 0, 06248 sin(1, 010101y)

+0, 016027 sin(1, 020302y)

Табл. 4. (x, y) ∈ Γ4, x = 0, 9606π, y ∈ [−0, 9606π, 0, 9606π].

время точное решение приближенное решение

t 0, 123475 sin(y)e−t
0, 123475 sin(y)− 0, 093176 sin(1, 010101y)t

+0, 031876 sin(1, 020302y)t2 − 0, 005562 sin(1, 030607y)t3

0 0, 123475 sin(y) 0, 123475 sin(y)

1 0, 045424 sin(y)
0, 123475 sin(y)− 0, 093176 sin(1, 010101y)

+0, 031876 sin(1, 020302y)− 0, 005562 sin(1, 030607y)

Табл. 5. (x, y) ∈ Γ5, x = 0, 9510π, y ∈ [−0, 9510π, 0, 9510π].

время точное решение приближенное решение

t 0, 153362 sin(y)e−t
0, 153362 sin(y)− 0, 123478 sin(1, 010101y)t

+0, 047535 sin(1, 020302y)t2 − 0, 011062 sin(1, 030607y)t3

+0, 001477 sin(1, 041016y)t4.

0 0, 153362 sin(y) 0, 153362 sin(y)

1 0, 056419 sin(y)

0, 153362 sin(y)− 0, 123478 sin(1, 010101y)

+0, 047535 sin(1, 020302y)− 0, 011062 sin(1, 030607y)

+ 0, 001477 sin(1, 041016y)

Табл. 6. (x, y) ∈ Γ6, x = 0, 9415π, y ∈ [−0, 9415π, 0, 9415π].

время точное решение приближенное решение

t 0, 182812 sin(y)e−t
0, 182812 sin(y)− 0, 153365 sin(1, 010101y)t

+0, 062994 sin(1, 020302y)t2 − 0, 016496 sin(1, 030607y)t3

+0, 002937 sin(1, 041016y)t4 − 0, 00032 sin(1, 05153y)t5.

0 0, 182812 sin(y) 0, 182812 sin(y)

1 0, 067253 sin(y)

0, 182812 sin(y)− 0, 153365 sin(1, 010101y)

+0, 062994 sin(1, 020302y)− 0, 016496 sin(1, 030607y)

+0, 002937 sin(1, 041016y)− 0, 00032 sin(1, 05153y).

Табл. 7. (x, y) ∈ Γ7, x = 0, 9321π, y ∈ [−0, 9321π, 0, 9321π].

время точное решение приближенное решение

t 0, 211806 sin(y)e−t

0, 211806 sin(y)− 0, 182815 sin(1, 010101y)t

+0, 078241 sin(1, 020302y)t2 − 0, 02186 sin(1, 030607y)t3

+0, 00438 sin(1, 041016y)t4 − 0, 000637 sin(1, 05153y)t5

+0, 000059 sin(1, 062151y)t6.

0 0, 211806 sin(y) 0, 211806 sin(y)

1 0, 077919 sin(y)

0, 211806 sin(y)− 0, 182815 sin(1, 010101y)

+0, 078241 sin(1, 020302y)− 0, 02186 sin(1, 030607y)

+0, 00438 sin(1, 041016y)− 0, 000637 sin(1, 05153y)

+0, 000059 sin(1, 062151y).
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Табл. 8. (x, y) ∈ Γ8, x = 0, 9227π, y ∈ [−0, 9227π, 0, 9227π].

время точное решение приближенное решение

t 0, 240329 sin(y)e−t

0, 240329 sin(y)− 0, 211809 sin(1, 010101y)t

+0, 093265 sin(1, 020302y)t2 − 0, 02715 sin(1, 030607y)t3

+0, 005805 sin(1, 041016y)t4 − 0, 000949 sin(1, 05153y)t5

+0, 000117 sin(1, 062151y)t6 − 0, 00001 sin(1, 072879y)t7.

0 0, 240329 sin(y) 0, 240329 sin(y)

1 0, 088412 sin(y)

0, 240329 sin(y)− 0, 211809 sin(1, 010101y)

+0, 093265 sin(1, 020302y)− 0, 02715 sin(1, 030607y)

+0, 005805 sin(1, 041016y)− 0, 000949 sin(1, 05153y)

+0, 000117 sin(1, 062151y)− 0, 00001 sin(1, 072879y).

Табл. 9. (x, y) ∈ Γ9, x = 0, 9135π, y ∈ [−0, 9135π, 0, 9135π].

время точное решение приближенное решение

t 0, 268363 sin(y)e−t

0, 268363 sin(y)− 0, 240332 sin(1, 010101y)t

+0, 108056 sin(1, 020302y)t2 − 0, 032364 sin(1, 030607y)t3

+0, 00721 sin(1, 041016y)t4 − 0, 001258 sin(1, 05153y)t5

+0, 000175 sin(1, 062151y)t6 − 0, 000019 sin(1, 072879y)t7

+0, 000001 sin(1, 083715y)t8.

0 0, 268363 sin(y) 0, 268363 sin(y)

1 0, 098725 sin(y)

0, 268363 sin(y)− 0, 240332 sin(1, 010101y)

+0, 108056 sin(1, 020302y)− 0, 032364 sin(1, 030607y)

+0, 00721 sin(1, 041016y)− 0, 001258 sin(1, 05153y)

+0, 000175 sin(1, 062151y)− 0, 000019 sin(1, 072879y)

+0, 000001 sin(1, 083715y).

Табл. 10. (x, y) ∈ Γ10, x = 0, 9044π, y ∈ [−0, 9044π, 0, 9044π].

время точное решение приближенное решение

t 0, 295895 sin(y)e−t

0, 295895 sin(y)− 0, 268366 sin(1, 010101y)t

+0, 122607 sin(1, 020302y)t2 − 0, 037497 sin(1, 030607y)t3

+0, 008594 sin(1, 041016y)t4 − 0, 001563 sin(1, 05153y)t5

+0, 000232 sin(1, 062151y)t6 − 0, 000028 sin(1, 072879y)t7

+0, 000003 sin(1, 083715y)t8 − 0, 0000002 sin(1, 0946602y)t9.

0 0, 295895 sin(y) 0, 295895 sin(y)

1 0, 108854 sin(y)

0, 295895 sin(y)− 0, 268366 sin(1, 010101y)

+0, 122607 sin(1, 020302y)− 0, 037497 sin(1, 030607y)

+0, 008594 sin(1, 041016y)− 0, 001563 sin(1, 05153y)

+0, 000232 sin(1, 062151y)− 0, 000028 sin(1, 072879y)

+0, 000003 sin(1, 083715y)− 0, 0000002 sin(1, 0946602y).

3. Некоторые обобщения

Предложенный выше метод решения уравнений в частных производных достаточно
универсален. Он без каких-либо значимых изменений распространяется на область D,

принадлежащую пространству Rn при любом n ≥ 2. Также метод применим к уравне-
нию, полученному из (1.1) заменой в левой части производной ∂u

∂t
линейным дифферен-
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циальным оператором первого порядка

Ltu =
∂u

∂t
+ Pu,

где P — некоторая функция, определенная на D × R+. Также может рассматриваться
и линейный дифференциальный оператор более высокого порядка. Кроме того, вместо
начального условия (1.2) можно рассматривать краевое условие.

Для сокращения записи по-прежнему полагаем область D плоской. Рассмотрим кра-
евую задачу вида

Ltu = f
(
t, x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂2u

∂x2
,
∂2u

∂y2
,
∂2u

∂x∂y

)
, t ∈ [0, 1], (x, y) ∈ D, (3.1)

Au(x, y, 0) + Bu(x, y, 1) = ϑ(x, y), (x, y) ∈ D, (3.2)
u
∣∣
(x,y)∈Γ0

= ϕ0(t), t ∈ [0, 1]. (3.3)

Здесь f, ϑ, ϕ0 — заданные непрерывные функции, A,B — заданные числа, из которых
хотя бы одно отлично от нуля.

Будем предполагать, что при всех (x, y) ∈ D выполнено неравенство

A+ Be
∫ 1
0 P(x,y,s)ds 6= 0,

которое необходимо и достаточно для однозначной разрешимости краевой задачи c усло-
вием (3.2) для уравнения

∂u

∂t
+ P(x, y, t)u = f(x, y, t). (3.4)

В этом случае решение задачи (3.4), (3.2) определяется формулой

u(t, x, y) = U(t, x, y)ϑ(x, y) +

∫ 1

0

G(x, y, t, s)f(x, y, s)ds,

где

U(t, x, y) =
e
∫ t
0 P(x,y,s)ds

A+ Be
∫ 1
0 P(x,y,s)ds

, G(x, y, t, s) =


Ae

∫ t
s P(x,y,s)ds

A+ Be
∫ 1
0 P(x,y,s)ds

, 0 ≤ s ≤ t ≤ 1,

− Be
∫ t
s P(x,y,s)ds

A+ Be
∫ 1
0 P(x,y,s)ds

, 0 ≤ t < s ≤ 1,

это, соответственно, фундаментальное решение однородного уравнения и функция Грина
краевой задачи.

Заменим уравнение (3.1) приближенным уравнением

Ltu(M, t)

= f
(
t,M, u(ΛM, t),

∂u

∂x
(ΛM, t),

∂u

∂y
(ΛM, t),

∂2u

∂x2
(ΛM, t),

∂2u

∂y2
(ΛM, t),

∂2u

∂x∂y
(ΛM, t)

)
, (3.5)

u(N, t) = ϕ(N, t), N ∈ R2 \D, t > 0.
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Здесь функция ϕ определена на (R2 \ D) × R+ так, что при любом t ∈ R+ она, как
функция первого аргумента ϕ(·, t), дважды дифференцируема и ϕ

∣∣
(x,y)∈Γ0

= ϕ0(t). Реше-
ние приближенного уравнения (3.5) с краевыми условиями (3.2), (3.3) определяется при
любом t ∈ [0, 1] последовательно на каждом множестве Dn = Dn−1 \ Dn, n = 1, 2, . . . ,

следующими соотношениями. Положим u0(M, t) = ϕ(M, t), M ∈ R2 \ D0, t > 0, и обо-
значим через un(M, t) решение задачи (1.4), (1.2), (1.3) при M ∈ Dn, n = 1, 2, . . . , t > 0.

Тогда решение при M ∈ Dn+1, t > 0 будет определяться формулой

un+1(M, t) = U(M, t)ϑ(M) +

∫ t

0

G(M, t, s)

·f
(
s,M, un(ΛM,s),

∂un
∂x

(ΛM,s),
∂un
∂y

(ΛM,s),
∂2un
∂x2

(ΛM,s),
∂2un
∂y2

(ΛM,s),
∂2un
∂x∂y

(ΛM,s)
)
ds.

Соответственно, решение u(M, t) в граничных точках M ∈ Γn областей Dn, n = 1, 2, . . . ,

определяется следующими рекуррентными соотношениями

u(M, t)
∣∣
M∈Γn+1

= U(M, t)ϑ(M) +

∫ t

0

G(M, t, s)

·f
(
s,M, u(ΛM,s),

∂u

∂x
(ΛM,s),

∂u

∂y
(ΛM,s),

∂2u

∂x2
(ΛM,s),

∂2u

∂y2
(ΛM,s),

∂2u

∂x∂y
(ΛM,s)

)∣∣
ΛM∈Γn

ds.
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