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Арифметики Бюхи BAn, , являются расширениями арифметики Пресбургера унарным функ-
циональным символом , обозначающим наибольшую степень n, делящую x. Определимость
множества в BAn эквивалентна распознаванию его конечным автоматом, принимающим числа в
n-ичной записи. Мы рассматриваем интерпретации арифметики Пресбургера в стандартной
модели BAn и показываем, что для всякой такой интерпретации внутренняя модель изоморфна
стандартной. Это дает ответ на вопрос А. Виссера, касающийся интерпретаций некоторых слабых
арифметических теорий в себя.

Ключевые слова: формальные арифметики, интерпретации, автоматные структуры, автоматные абе-
левы группы
DOI: 10.31857/S2686954322600641, EDN: XHJOFS

≥ 2n
( )nV x

1. ВВЕДЕНИЕ

Арифметической теорией называется первопо-
рядковая теория, моделью которой служат нату-
ральные числа  с некоторыми операциями над
ними.

Согласно первой теореме Гёделя о неполноте,
арифметика Пеано PA, язык которой содержит
как сложение, так и умножение, является непол-
ной и неразрешимой теорией. В связи с этим
представляет интерес изучение арифметических
теорий с менее выразительным языком, для кото-
рых устанавливаются полнота и разрешимость.
Такие теории называют слабыми арифметиками.
В частности, в литературе рассматриваются ариф-
метика Пресбургера  [6] и ариф-
метика Сколема .

Арифметики Бюхи являются важным классом
расширений арифметики Пресбургера, посколь-
ку сохраняют свойство разрешимости и находят
применение в описании множеств, принимаемых
конечными автоматами.

Определение 1. Арифметикой Бюхи BAn, ,
называется элементарная теория ,
где Vn – унарный функциональный символ такой,

N

= +N( ;=, )PrA Th
⋅N( ;=, )Th

≥ 2n
+N( ,=, , )nVTh

что  – наибольшая степень n, делящая x. Для
определенности полагаем .

Серия теорий BAn была предложена Ю. Бюхи
[1] в качестве инструмента для описания распо-
знаваемости подмножеств  в конечных автома-
тах на арифметическом языке. Эта связь явно
устанавливается посредством следующего клас-
сического результата В. Брюйер [2, 3]:

Теорема 1.1. Пусть  – формула в язы-
ке BAn. Тогда существует и эффективно строится
автомат  такой, что  принимается 
тогда и только тогда, когда .

Наоборот, пусть  – конечный автомат, обра-
батывающий -кортежи -ичных натуральных
чисел. Тогда существует и эффективно строится
формула  в языке BAn такая, что

, ..., am) тогда и только тогда, когда (a1, ...,
am) принимается .

Здесь подразумевается, что автомат  получа-
ет на вход -кортежи натуральных чисел в виде
последовательных -кортежей последних, затем
предпоследних и т.д. цифр их n-ичной записи.
Теорема Кобхэма-Семёнова [4, 5] утверждает, что
для мультипликативно независимых натуральных
чисел  (пара чисел  называется мультипли-
кативно независимой, если уравнение  = ml не
имеет решений в целых числах, кроме  = 0),
всякое множество, определимое в BAn и BAm, на

( )nV x
(0) = 0nV

N

ϕ 1( , , )mx x

! 1( , , )ma a !
ϕ N  1( , , )ma a

!
m n

ϕ 1( , , )mx x
ϕ 1(aN 

!

!
m

m

,n m ,n m
kn
=k l
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ЗАПРЯГАЕВ

самом деле определимо в арифметике Пресбурге-
ра PrA.

Мы рассматриваем интерпретации BAn в себя.
А. Виссер поставил следующий вопрос: если дана
слабая арифметическая теория , верно ли, что
всякая интерпретация (одномерная или многомер-
ная)  в себя изоморфна тождественной, и если
так, то всегда ли возникающий изоморфизм выра-
зим формулой ? Этот вопрос был положительно
разрешен в случае арифметики Пресбургера PrA в
работе автора с Ф. Пахомовым [7]. Поскольку
арифметики Бюхи являются консервативными
расширениями PrA с добавлением нового функ-
ционального символа, они являются естествен-
ным классом теорий для дальнейшего рассмотре-
ния.

В настоящей работе мы доказываем, что даже
для всякой интерпретации PrA в BAn внутренняя
модель изоморфна стандартной, что дает частич-
ный положительный ответ на вопрос Виссера.
Остается открытым вопросом, обязательно ли
этот изоморфизм является BAn-определимым.

Можно показать, что для всякой -мерной
интерпретации  некоторой структуры A в BAn, су-
ществует одномерная интерпретация , изоморф-
ная , но не обязательно определимо. Тем самым,
в многомерном случае вопрос наличия изомор-
физма (но не его BAn-определимости) также раз-
решен положительно.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Мы рассматриваем одномерные непараметри-
ческие интерпретации арифметик Бюхи согласно
[8, с. 20–21]. Интерпретацией  языка первого по-
рядка  в структуре  языка  называют следу-
ющую совокупность формул в языке :

1. , задающая множество  (область
определения);

2.  для всякого предикатного сим-
вола  из ;

3.  для всякого функционального
символа  из .

Здесь от всех  требуется, чтобы они задавали
график некоторой функции (по модулю интер-
претации предиката равенства).

Естественным образом  и  задают модель 
языка  с носителем , где отношение экви-
валентности  задается .  называют
внутренней моделью .

T

T

T

m
ι

ι'
ι

ι
_ B +

+

ι( )D y ι ⊆ BD

ι 1( , , )nP x x
1( , , )nP x x _

ι 1( , , , )nf x x y
1( , , )nf x x _

ιf

ι B A
_ ι ι/D

ι ι 1 2= ( , )x x A
_

Если к тому же , то  называют интерпре-
тацией теории  в . Если для теории первого
порядка U интерпретация  является интерпрета-
цией  вне зависимости от выбора , то  на-
зывают интерпретацией теории  в U.

Мы будем рассматривать интерпретации BAn в
себя. Поскольку BAn является элементарной тео-
рией , это эквивалентно рассмотрению
интерпретаций в стандартной модели BAn, т.е. .
Наша задача состоит в установлении, для всякой
ли интерпретации  теории BAn получающаяся
внутренняя модель изоморфна стандартной. Тем
самым требуется определить, интерпретируема
ли какая-либо нестандартная модель BAn в ариф-
метике Бюхи. Порядковые типы нестандартных
моделей BAn описывает следующий стандартный
результат.

Теорема 2.1. Всякая нестандартная модель
 имеет порядковый тип , где

 – некоторый плотный линейный порядок без
первой и последней точек. В частности, всякая
счетная нестандартная модель BAn имеет поряд-
ковый тип .

Забывая о , становится возможным рас-
сматривать интерпретацию нестандартной моде-
ли BAn в арифметике Бюхи как интерпретацию
одного сложения (т.е., интерпретацию арифме-
тики Пресбургера PrA). Согласно теореме 1.1, вся-
кая интерпретация произвольной структуры A в
BAn является ее автоматным представлением; в
частности, интерпретация  индуцирует
автоматный моноид в качестве своей внутренней
модели.

Следующее необходимое условие для автомат-
ных групп установили Браун и Штрюнгманн [9,
теорема 10].

Теорема 2.2. Пусть  – автоматная абелева
группа без кручения. Тогда в  существует подгруп-
па , изоморфная  для некоторого  такая, что
факторгруппа  является прямой суммой
конечного числа групп вида . В частности, по-
рядки элементов  могут делиться лишь на конеч-
ный список различных простых .

Понятно, что внутренняя модель, индуцируе-
мая интерпретацией PrA, является не абелевой
группой, а лишь моноидом, поскольку ни один из
элементов, кроме нуля, не наделен аддитивным
обратным. Однако это легко исправить, введя от-
рицательные числа отдельно и определив поком-
понентное сложение. Тем самым, всякая интер-
претация PrA в BAn на самом деле порождает ин-
терпретацию соответствующей абелевой группы.

A  T ι
T B

ι
T B  U ι

T

+N( ;=, , )nV
N

ι

!  nBA + ⋅N Z A
 ,<AA

+ ⋅N Z Q
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A

B Z
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= /C A B
∞

Z( )p
C
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Лемма 2.1. Пусть PrA интерпретируется в BAn
посредством интерпретации . Тогда она продол-
жается до интерпретации упорядоченной абелевой
группы таким образом, что интерпретация PrA со-
ответствует неотрицательным целым числам.

3. ТЕОРЕМА И ДОКАЗАТЕЛЬСТВО

Лемма 3.1. Пусть  – интерпретация PrA в
стандартной модели  арифметики Бюхи BAn. То-
гда внутренняя модель , индуцированная , изо-
морфна тождественной.

Доказательство. Предположим противное.
Пусть  – такая интерпретация PrA, что внутрен-
няя модель нестандартна. Поскольку  счетна, по
теореме 2.1 получаем, что порядковый тип внут-
ренней модели равен .

Применяя лемму 2.1, можем перейти к интерпре-
тации  упорядоченной абелевой группы , поряд-
ковый тип которой изоморфен  =
= .

Поскольку порядковый тип упорядоченной
абелевой группы  равен , можно рассмат-
ривать галактики, т.е. множества вида

 стандартное натуральное
число}. В частности, стандартные целые числа яв-
ляются одной из галактик, а именно содержащей
нуль (нейтральный элемент ). Стандартным об-
разом, по аналогии с доказательством теоремы
2.1, устанавливается следующая

Лемма 3.1. Сложение на галактиках [c + d] :=

:= , а также порядок [c] < ,
корректно определены.

Иными словами, на множестве , где  –
стандартные целые числа, индуцируется структу-
ра группы, упорядоченной в соответствии с инду-
цированным порядком. Более того, выполнена
следующая лемма:

Лемма 3.2.  содержит подгруппу Q, изо-
морфную .

Доказательство. Зафиксируем произвольную
положительную нестандартную галактику . Мы
определим изоморфизм  следующим
образом. Для всякого  положим .
Согласно лемме 3.1, это корректно определенное
вложение  в .

Пусть теперь k/l – рациональное число. Зададим
 как такую галактику [x], что  + t для

некоторого стандартного t. Поскольку в арифме-
тике Пресбургера ровно одно из чисел kc, kc + 1,

ι

ι
N

! ι

ι
N

+ ⋅N Z Q

ι' @
⋅ + + ⋅Z Q Z Z Q

⋅Z Q

@ ⋅Z Q

∈ | −−@[ ] := {c d c d

@

+[ ] [ ]c d < ∧ ≠
def

[ ] [ ] [ ]=d c d c d

Z@/ 

Z@/
+Q( , )

[ ]c
ϕ →Q Z@: /
∈ Zn ϕ( ) := [ ]n nc

Z Z@/

ϕ( / )k l ⋅ =l x kc

...,  всегда делится , такие t и  всегда
возможно подобрать. Теперь покажем, что опре-
деление  корректно.

Класс [x] не зависит от выбора t. В самом деле,
пусть t и  – разные стандартные числа, и lx =
= , . Тогда  –
стандартное число. Поэтому  стандартно,
откуда .

Класс  не зависит от представления
. Пусть , т.е., , и  =

= [xi], . Это означает, что .
Поэтому

Поскольку  стандартно,  тоже стан-
дартно, и .

Сложение согласовано со сложением на .
Пусть , и , . В 
мы имеем . Пусть y –
такой элемент , что для некоторого t выпол-
нено . Требуется показать,
что . Запишем . Умно-
жая равенства на  и  соответственно и склады-
вая, получаем

Следовательно, , что
является стандартным числом ϕ инъективно.
Пусть , , i = 1, 2. Нужно
показать, что . Предположим, что  =
= [x2]. Тогда  стандартно. Но в таком случае

, где  –
ненулевое рациональное число. По определению
это означает, что  для некото-
рого t. Но t – стандартно, а  – нет, по-
этому указанное равенство невозможно. Доказа-
тельство леммы завершено.

Вернемся к доказательству Теоремы 3.1 и по-
кажем, что  не может быть автоматной. Предпо-
ложим противное: пусть  автоматна. Тогда она
удовлетворяет условиям Теоремы 2.2. Таким об-
разом, в  существует подгруппа , изоморфная

, такая, что  – группа кручения, и по-
рядки всех ее элементов делятся только на про-
стые из списка . Мы покажем, что это
противоречит лемме 3.2 о существовании под-
группы , изоморфной . Далее под 
понимается конкретная подгруппа стандартных
целых чисел в .

+ − 1kc l l x
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ЗАПРЯГАЕВ

Пусть  – подгруппа , порожденная 
и , и  – естественный сюръектив-
ный гомоморфизм, переводящий всякий из классов
эквивалентности в содержащий его класс из .
Рассмотрев цепочку сюръективных гомоморфиз-
мов , мы видим, что

, откуда .
Теперь установим образ Q под действием .

В общем случае, если имеется сюръективный го-
моморфизм между группами  и S – под-
группа A, то выполнено .
В самом деле, два элемента  попадают в
один и тот же класс  тогда и только
тогда, когда , что эквивалентно

. В нашем случае, находим, что

Группа  конечно порождена как фактор-
группа конечно порожденной. Она не обязатель-
но свободна, но, согласно теореме о классифика-
ции конечно порожденных абелевых групп, мо-
жет быть представлена в виде прямой суммы 
для некоторого r и компонента кручения

. Поскольку , имеем

. Следующая лемма показы-
вает, что  изоморфно  для некоторого
рационального :

Лемма 3.3. Множество, порожденное в 
набором элементов

изоморфно  и может быть порождено единствен-
ным , где d := ,
l1l2...kr).

Доказательство. Приведем дроби к общему
знаменателю:

Для d из формулировки леммы согласно алгорит-
му Евклида существует представление в виде ли-
нейной комбинации a1 · k1l2l3...lr + a2 · l1k2l3...lr + ... +
+  = d, причем любая линейная комби-
нация с другими коэффициентами равна кратно-
му d. Поэтому ,
и всякая прочая линейная комбинация равна
кратному .

Итак, , где  найде-
но в доказательстве Леммы 3.3. Пусть  – про-
стое, отсутствующее в списке . Тогда эле-
мент  имеет в точности
порядок q. Однако, поскольку  является
группой кручения с ограничением на порядки
элементов, это же выполнено и для , где
отождествлено больше элементов. Следователь-

но, мы указали элемент  с порядком, разло-
жение которого не ограничено . Противо-
речие с Теоремой 2.2.
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ON INTERPRETATIONS OF PRESBURGER ARITHMETIC
IN BÜCHI ARITHMETICS

A. A. Zapryagaeva

a National Research University “Higher School of Economics”, Moscow, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS L.D. Beklemishev

Büchi arithmetics BAn, , are extensions of Presburger arithmetic with an unary functional symbol 
denoting the largest power of n that divides x. Definability of a set in BAn is equivalent to its recognizability
by a finite automaton receiving numbers in their n-ary expansion. We consider the interpretations of Pres-
burger Arithmetic in the standard model of BAn and show that each such interpretation has an internal model
isomorphic to the standard one. This answers a question by A. Visser on the interpretations of certain weak
arithmetical theories in themselves.

Keywords: formal arithmetics, interpretations, automatic structures, automatic abelian groups
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Пусть QPL – предложенный в [8] двусортный вероятностный язык, который расширяет хорошо из-
вестный “полиномиальный” язык, описанный в [3, раздел 6], посредством добавления кванторов
по событиям. Мы показываем, что все безатомные пространства имеют одну и ту же QPL-теорию и
эта теория разрешима. Также мы вводим понятие элементарного инварианта для QPL и используем
его для получения точных верхних оценок на сложность некоторых интересных вероятностных
теорий.

Ключевые слова: вероятностная логика, квантификация по событиям, элементарные инварианты,
сложность
DOI: 10.31857/S2686954323600040, EDN: XHTJMV

1. ВВЕДЕНИЕ
Нас будет интересовать двусортный вероят-

ностный язык QPL, предложенный в [8]. Можно
думать о  как о естественной комбинации
элементарного языка булевых алгебр и языка упо-
рядоченных полей. Его фрагмент, содержащий
только кванторы по вещественным числам (но не
по событиям), является вариантом хорошо из-
вестного “полиномиального” языка, описанного
в [3, раздел 6].

Несколько важных сложностных результатов о
QPL было получено в [8]. Мы знаем, что если  –
класс вероятностных пространств, который со-
держит все бесконечные дискретные простран-
ства, то его QPL-теория имеет как минимум ту же
сложность, что и полная арифметика второго по-
рядка. QPL-теория конечных вероятностных
пространств намного проще, но по-прежнему не-
разрешима; точнее, она имеет ту же сложность,
что и дополнение проблемы остановки. Кроме
того, эти результаты остаются справедливы, если
мы исключим кванторы по вещественным чис-
лам. С другой стороны, для каждого положитель-
ного целого числа n QPL-теория пространств с
ровно n элементами является разрешимой. Мож-
но задаться вопросом, существуют ли какие-ни-
будь другие естественные примеры разрешимых

QPL

_

вероятностных теорий. Мы отвечаем на этот во-
прос утвердительно, показывая, что все безатом-
ные пространства имеют одну и ту же QPL-тео-
рию и эта теория разрешима.

Другая интересная проблема, возникающая в
кванторной вероятностной логике, касается
верхних оценок сложности. А именно, вероят-
ностные пространства не могут быть непосред-
ственно закодированы в языке арифметики выс-
ших порядков, что затрудняет получение верхних
оценок сложности для многих вероятностных
теорий. Чтобы преодолеть эту трудность, мы раз-
рабатываем теорию элементарных инвариантов
для QPL. В отличие от вероятностных про-
странств, их инварианты могут быть легко зако-
дированы как множества натуральных чисел, что
позволяет нам доказать, что для любого “анали-
тического” класса вероятностных пространств
его QPL-теория имеет как максимум ту же слож-
ность, что и полная арифметика второго порядка.
Это решает одну из главных проблем, заявленных
в [8].

Настоящую работу можно рассматривать как
исследование по элементарным теориям классов
вероятностных пространств; ср. [2] и [7].

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Поскольку многие сложностные результаты о
кванторной вероятностной логике формулиру-
ются, используя арифметику второго порядка,

УДК 510.647+510.5
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мы начнем с описания языка последней и лишь
затем перейдем к определению QPL.

2.1. Арифметика второго порядка

Напомним, что в арифметике второго порядка
имеются: (i) индивидные переменные , , , …, ко-
торые предназначены пробегать ; (ii) для каждо-
го положительного целого числа k переменные по
множествам Xk, Yk, Zk, … типа k, которые предна-
значены пробегать подмножества . Обозначим
через  стандартную модель арифметики и через

 – ее сигнатуру. Для удобства мы будем считать,
что  содержит символ для любой вычислимой
функции или отношения. -Формулы второго по-
рядка строятся из первопорядковых атомарных -
формул и выражений вида

где k – положительное целое число, Xk – перемен-
ная по множествам типа k и , …,  – -термы,
обычным образом. В дальнейшем под -формулой
мы будем понимать -формулу второго порядка.

Пусть  – положительное целое число. Напом-
ним, что -формула лежит в , если она имеет
вид

где , , …,  суть кортежи переменных по мно-
жествам и  не содержит кванторов по множествам.
Подмножество  называется: (a) -ограниченным,
если оно определимо в  посредством - -форму-
лы; (b) -трудным, если к нему -сводимо любое

-ограниченное подмножество ; (c) -полным,
если оно одновременно -ограничено и -труд-
но. Традиционно -ограниченные множества
называются -множествами. Хорошо известно,
что -полные множества существуют. В частно-
сти, совокупность всех - -предложений, ис-
тинных в , оказывается -полной. Аналогично
для подмножеств ,  и т.д.

Теорема 2.1 (см. [9]). Пусть  обозначает .
Тогда любое -подмножество  может быть
определено в  посредством -формулы вида

x y z
N
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где , , …,  суть переменные по множествам
типа 1 и  не содержит переменных по множе-
ствам.

Давайте называть - -формулу специальной,
если она имеет вид ( ).

Следствие 2.2 (см. [9]). Совокупность всех спе-
циальных - -предложений, истинных в , яв-
ляется -полной.

Главный (и единственный) результат в [5] три-
виальным образом следует из следствия выше.
В [1] и [10] он был использован для получения не-
которых интересных результатов о нижних оцен-
ках сложности для языков, предложенных в [4] и
[11] соответственно.

2.2. Кванторная вероятностная логика
Под вероятностным пространстваом мы по-

нимаем пару , где  – булева алгебра, в ко-
торой у всякого счетного множества элементов
есть супремум (а потому и инфимум), и P – веро-
ятностная мера на , т.е. функция из  в [0, 1]
такая, что для любого счетного множества S по-
парно непересекающихся элементов ,

и к тому же , где  обозначает наиболь-
ший элемент .

Поскольку само наше определение вероят-
ностной меры подразумевает два различных рода
объектов, нам нужны два сорта переменных: (a)
булевы переменные X, Y, Z, …, которые предназна-
чены бегать по событиям; (b) переменные по полю

, , , …, которые предназначены бегать по ве-
щественным числам. Это, в свою очередь, приво-
дит к расмотрению двух множеств символов:

а именно функциональных символов языка буле-
вых алгебр и символов языка упорядоченных по-
лей (где  соответствует одноместной операции).
Для обозначения данной меры будет использо-
ваться cпециальный символ .

Булевы термы строятся из ,  и булевых пере-
менных с использованием ,  и  следующим
образом: если  и  – булевы термы, то таковы и

,  и . Они представляют буле-
вы комбинации событий. Под атомарной -
формулой мы понимаем выражение вида

где f и g суть полиномы с целыми коэффициента-
ми,  и  – кортежи переменных по полю и , …,

 – булевы термы.

1
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СПЕРАНСКИЙ

Мы будем использовать ,  и  для обозначе-
ния не только булевых операций, но также и
обычных логических связок. Поскольку их буле-
вы версии не будут встречаться вне области дей-
ствия , интерпретации ,  and  будут всегда
ясны из контекста. В качестве наших кванторных
символов возьмем  и . Тогда QPL-формулы
строятся из атомарных -формул с использова-
нием символов логических связок и кванторов –
связывающих булевы переменные или перемен-
ные по полю – обычным образом. Мы сокращаем

 как  и  – как
. Кроме того, = и < трактуются как опре-

деленные в терминах .
Отношение выполнимости  для  может

быть определено очевидным образом, и оно ведет
себя так, как можно ожидать. Например, рас-
смотрим

Пусть  – вероятностное пространство.
Тогда , если и только если для каждого

 существует  такое, что .
Замечание 2.3. Фрагмент , содержащий

только кванторы по вещественным числам (но не по
событиям), можно воспринимать как “полиноми-
альную” логику, описанную ранее в [3], разделе 6.
В этой логике булевы переменные трактуются как
константные символы и называются “пропозицио-
нальными переменными”; поэтому булевы термы
становятся “пропозициональными формулами”.

Пусть  – класс вероятностных пространств.
Под QPL-теорией , обозначаемой , мы
понимаем совокупность всех QPL-предложений,
истинных в любом пространстве из . Мы ис-
пользуем  для обозначения множества
предложений из , которые не содержат
кванторов по вещественным числам. Мы будем
часто писать  и  вместо  и

 соответственно. Два пространства  и
 называются элементарно эквивалентными, ес-

ли их QPL-теории совпадают, т.е.  и  не раз-
личимы посредством QPL-предложений.

Используя следствие 2.2, можно получить сле-
дующее.

Теорема 2.4 (см. [8]). Пусть  – класс вероят-
ностных пространств, который содержит все бес-
конечные дискретные пространства. Тогда теория
второго порядка  -сводима к .

3. ФАКТОР-ПРОСТРАНСТВА
Пусть  – вероятностное простран-

ство. Рассмотрим формулу

∧ ∨ ¬
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Φ ↔ Ψ

≤
 QPL

( )( )Θ ∀ ≤ ≤ → ∃ μ:= 0 1 = .x x Y Y x

 3 != ,P
Θ3 

[ ]∈ 0,1r ∈ !E ( )P =E r
QPL

_
_ ( )_Th

_

( )_eTh
( )_Th

( )3Th ( )3eTh { }( )3Th

{ }( )3eTh 31

32

31 32

_

N m ( )_eTh
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Она определеляет весьма естественное отноше-
ние эквивалентности на , а именно

Для каждого  обозначим через  класс
эквивалентности E по . Теперь возмем  рав-
ным совокупности всех таких классов эквива-
лентности и определим функцию  из  в [0, 1]
посредством

Нетрудно проверить, что  является
вероятностным пространством, которое называ-
ется фактор-пространством  по модулю . Более
того, -теории  и  совпадают.

Замечание 3.1. Что касается языков из [4], мы
не можем безопасно переходить от структур к их
фактор-структурам по модулю событий меры
ноль, поскольку теория данной структуры может
отличаться от теории ее фактор-структуры (см.
дискуссию в [8]).

Напомним, что  является атомом , ес-
ли  (где  обозначает наименьший элемент

) и для каждого  мы имеем  или
. Рассмотрим формулу

Очевидно,  тогда и только тогда, когда
 является атомом . Мы называем  без-

атомным, если . Например, про-
странство Лебега на [0, 1] является безатомным.
Разумеется, существуют альтернативные опреде-
ления безатомности, но приведенное выше – в
духе булевых алгебр; ср. [6].

Теорема 3.2. Любые два безатомных вероят-
ностных пространства элементарно эквивалент-
ны. Кроме того, QPL-теория безатомных вероят-
ностных пространств разрешима.

Это наводит на мысль, что хорошая “элемен-
тарная” классификация вероятностных про-
странств должна основываться на понятии атома
(ср. [6]). Вместе с тем теорема выше обобщает ре-
зультат Тарского о том, что первопорядковая тео-
рия упорядоченного поля вещественных чисел
является разрешимой; см. [12].

4. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ИНВАРИАНТЫ

Пусть  – вероятностное простран-
ство. Возьмем  равным совокупности всех ато-
мов . Под элементарным инвариантом  мы

( ) ( )( )≈ μ ∧ ¬ ∨ ∧ ¬:= = 0.X Y X Y Y X
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понимаем функцию  из  в , заданную
посредством

Значит, в частности,  является безатомным, ес-
ли и только если  – функция, тождественно рав-
ная нулю.

Поскольку дискретные пространства состоят
из атомов, их элементарные инварианты могут
рассматривать как их абстрактные представле-
ния. К примеру, рассмотрим дискретное распре-
деление g на , заданное посредством

Пусть  – соответствующее вероятност-
ное пространство. Значит,  – совокупность всех
подмножеств  и для каждого  мы имеем

Тогда  и для любого положитель-
ного ,

Таким образом,  очень похож на g. Как было по-
казано в [8],  и  обе m-эквивалентны
теории второго порядка .

Теорема 4.1. Для любых вероятностных про-
странств  и ,

Другими словами, два пространства имеют
один и тот же инвариант, если и только если они
элементарно эквивалентны.

Замечание 4.2. Аналогичные формулировки воз-
никают в метаматематике булевых алгебр; ср. [6].
Хотя эти два направления исследований явно связа-
ны, они в некотором смысле несравнимы, поскольку
QPL имеет дело с мерами на булевых алгебрах спе-
циального рода.

Для наших текущих целей мы можем отожде-
ствить каждое пространство с его элементарным
инвариантом. Отметим, что такие инварианты
могут быть легко закодированы как подмноже-
ства . Назовем класс пространств  аналитиче-
ским, если  определимо в  (как мно-
жество подмножетсв ).

Теорема 4.3. Пусть  – аналитический класс
пространств. Тогда  m-сводима к теории
второго порядка .

Это приводит к следующему.

Следствие 4.4. Пусть  – аналитический класс
пространств, который содержит все бесконечные
дискретные пространства. Тогда  m-экви-
валентна теории второго порядка .

Доказательство. Непосредственно из Теорем 2.4
и 4.3.

В частности, Следствие 4.4 применимо к клас-
су всех пространств и классу всех бесконечных
пространств. Это решает одну из главных про-
блем, заявленных в [8].
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ELEMENTARY INVARIANTS 
FOR QUANTIFIED PROBABILITY LOGIC

S. O. Speranskia
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Let QPL be the two-sorted probabilistic language proposed in [8], which expands the well-known ‘polyno-
mial’ language described in [3, Section 6] by adding quantifiers over events. We show that all atomless spaces
have the same QPL-theory, and this theory is decidable. Also we introduce the notion of elementary invariant
for QPL and use it for obtaining exact complexity upper bounds for some interesting probabilistic theories.
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Получены новые результаты о сильной разрешимости в пространствах Соболева линейной началь-
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Задача Вентцеля, впервые введенная в [1],
представляет собой наиболее общую краевую за-
дачу для эллиптического оператора второго по-
рядка, которая порождает генератор марковского
процесса. Эта задача, а также ее параболический
аналог, возникают в различных приложениях (см.
например, ссылки в [2] и [3]).

Практически все имеющиеся работы о разре-
шимости и регулярности решений задачи Вент-
целя предполагают непрерывность старших ко-
эффициентов как оператора в области, так и опе-
ратора в граничном условии. В недавней статье
авторов [3] регулярность и сильная разрешимость
в пространствах Соболева впервые были получе-
ны для стационарных задач Вентцеля в случае,
когда и оператор в области, и граничный опера-
тор имеют разрывные старшие коэффициенты из
класса VMO. Отметим, что соответствующие ре-

зультаты для краевых задач Дирихле, Неймана и
Робена в эллиптическом и параболическом слу-
чаях были установлены ранее, см. [4–7].

Важно отметить, что в статье [3] ограничения
на младшие коэффициенты операторов в области
и на границе оптимальны в терминах пространств
Лебега и Орлича. Вывод коэрцитивных оценок
для решений линейной эллиптической задачи
Вентцеля при этих ограничениях потребовал тон-
кой аналитической техники, включающей теоре-
мы вложения для соболевских пространств, зави-
сящие от соотношения показателей суммируемо-
сти в области и на границе, а также оценки норм
специальных операторов продолжения.

В настоящей статье мы переносим результаты [3]
на параболические задачи Вентцеля в композитных
пространствах Соболева . При
этом предполагается, что старшие коэффициен-
ты как в уравнении, так и в граничном условии,
принадлежат пространству VMO по переменным ,
но только измеримы относительно переменной .
Младшие же коэффициенты принадлежат про-
странствам Лебега или Орлича, причем ограниче-
ния на них оптимальны (неулучшаемы) в этих
шкалах.

Для непрерывных старших коэффициентов
аналогичные результаты были получены в [8], од-
нако требования на младшие коэффициенты в
этой статье далеки от оптимальных.

Наши результаты могут быть обобщены на
случай анизотропных пространств Соболева ,

∩ Γ2,1 2,1( ) ( )p T q TW W4

x
t

2,1
,p rW
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но в этом сообщении мы ограничиваемся изо-
тропным случаем.

В статье используются следующие обозначе-
ния:

, ; |x| – евклидова норма
x; .

 – гладкая ограниченная область в ;  – ее
замыкание,  – граница.

 – единичный вектор
внешней нормали к  в точке x.

 – цилиндр в ; ΓT =
=  – его боковая поверхность.

 – открытый шар в  с центром в x0 и ра-

диусом ρ,  – стан-
дартный параболический цилиндр.

Для измеримого множества E обозначим через
|E| меру Лебега соответствующей размерности, а
через  – стандартное пространство Лебега с
нормой . Далее, , а среднее
значение функции f на E записывается как

Всюду в работе индексы i, j изменяются от 1 до
n. По повторяющимся индексам предполагается
суммирование.

Di,  – операторы дифференцирования по пере-
менным xi и t соответственно; Du =  –
градиент функции u.

di – касательный дифференциальный опера-
тор на :

 – касательный градиент u на .

 и  – параболические про-
странства Соболева с нормами

Мы будем обозначать через  =

=  пространство всех -

функций, имеющих след из ; норма в нем
определяется формулой

 – пространство функций, имеющих липшице-
вы первые производные. Далее, условие 
означает, что существует такой радиус , что

∈ R1= ( , , ) n
nx x x ≥ 2n

+∈ R
1( ; ) nx t

Ω R
n Ω

∂Ω
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#1,1
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ℜ0 > 0

для любой точки  множество 
в подходящей декартовой системе координат есть
график  функции . Выра-
жение “константа зависит от свойств ” означа-
ет зависимость от , от -норм диффеомор-
физмов, используемых при локальном распрям-
лении  и от площади .

Различные положительные постоянные обо-
значаются через C и N с индексами или без них.

Следуя [6], для локально интегрируемой функ-
ции  определим среднюю осцилляцию
по пространственным переменным в цилиндре

 формулой:

(1)

и положим

Говорят, что , если  ограничена рав-

номерно по R > 0, и , если  = 0

(при этом  называется -модулем непре-
рывности функции a).

Для цилиндра  пространства  и
 вводятся аналогично, с заменой в (1)

интегрирования по  на  и 

на . Пространства  и
 (в случае гладкой поверхности )

определяются соответственно через поверхност-
ные интегралы по  для .

В отличие от пространства Джона–Ниренбер-
га BMO (см. [9]) и класса Сарасона VMO (см. [10]),
которые требуют, соответственно, “ограничен-
ности в среднем” и “непрерывности в среднем”
по всем переменным , пространства  и

 требуют этих свойств лишь по простран-
ственным переменным x, допуская функции,
лишь измеримые по t. В частности, если  не
зависит от x, то  автоматически, но во-
обще говоря, .

Следующее утверждение является обобщени-
ем теоремы 6.1 [8].

Теорема 1. Пусть  и пусть показатели
p и q удовлетворяют условиям

Тогда существует оператор продолжения

∈ ∂Ω0x ∂Ω ∩ R0

0( )B x

−1 1= ( , , )n ny f y y ∈ #1,1f
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такой, что

(2)

где N0 зависит только от p, q и свойств .
Доказательство базируется на применении

теорем вложения [11, теорема 18.12] и продолже-
ния [11, теорема 18.13] в пространствах Соболева и
Бесова, а также на локальном распрямлении гра-
ницы и склеивании полученных оценок с помо-
щью подходящего разбиения единицы.

Пусть показатели q и p удовлетворяют услови-
ям (см. рис. 1)

(3)

Рассмотрим линейный равномерно параболи-
ческий оператор ,

(4)

(L1)

(L2)

и линейный равномерно параболический гра-
ничный оператор ,

(5)

(B1)

(B2)

Обозначим  и пред-
положим, что младшие коэффициенты оператора 
удовлетворяют следующим условиям:

(L3)

и

(L4)
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Далее, обозначим ,
введем нормальную и касательную компоненты
вектора 

и предположим, что

(B3)

(B4)

(B5)

Теперь мы готовы сформулировать основной
результат работы.

Теорема 2. Пусть  и выполнены условия
(3), (L1)–(L4) и (B1)–(B5).

Тогда для любых  и  началь-
но-краевая задача
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Рис. 1. Допустимые показатели p и q.
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с начальным условием  в  имеет един-
ственное решение , и справедлива оцен-
ка

(8)

где C зависит только от , , p, q, , T, свойств
 и от -модулей непрерывности коэффициен-

тов  и , а также от модулей абсолют-
ной непрерывности функций |b|, , ,  и  в соот-
ветствующих функциональных пространствах,
определенных условиями (L3)–(L4) и (B3)–(B5).

Набросок доказательства. Стандартное рас-
суждение, основанное на продолжении по пара-
метру, сводит доказательство теоремы к выводу
априорной оценки (8) для решений задачи (6)–(7) с
однородным начальным условием.

Для получения этой оценки мы используем
прием Мюнхаузена (ср. [3, теорема 3.1], см. также
[8, теорема 2.2]). При введенных условиях на млад-
шие коэффициенты, используя анизотропные
теоремы вложения (см. [11, §§ 10.2–10.6]), мы по-
лучаем оценки на младшие члены в уравнениях
(6) и (7), которые позволяют рассматривать их
как компактные операторы из  в  и

 соответственно. Вместе с теоремой 1 и тео-
ремой о разрешимости задачи Дирихле для пара-
болических уравнений со старшими коэффици-
ентами из пространства VMOx [7, Theorem 6] это
дает оценку

(9)

а затем позволяет оценить слагаемое  через
само себя:

с произвольным . Положим  и подставим в

(9) очевидное неравенство  + .
При достаточно малом T это дает (8). В общем
случае следует разбить  на цилиндры малой
высоты и получить в них оценки последова-
тельно.

Замечание 3. При  условие (L3) может
быть ослаблено в терминах параболических про-
странств Морри с помощью теоремы 4.1 из [12] сле-
дующим образом:
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для некоторого p p n

Аналогичным образом можно ослабить условия (L4)

(при ), (B3) (при ) и (B5) (при ).

Отметим также, что условия  и

 можно заменить на условия доста-

точной малости величин  и  при малых
R, см. [7].
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Теоремы переноса Хинчина и Дайсона можно легко вывести из теоремы переноса Малера. В муль-
типликативной же постановке возникает препятствие, не позволяющее получить мультипликатив-
ную теорему переноса непосредственно из теоремы Малера. Требуются некоторые дополнительные
соображения, например, индукция по размерности. В данной работе мы предлагаем аналог теоремы
Малера, из которого мультипликативная теорема переноса следует мгновенно.

Ключевые слова: мультипликативные диофантовы приближения, мультипликативные диофантовы
экспоненты, принцип переноса, теорема Малера
DOI: 10.31857/S2686954323600015, EDN: XHRKPY

1. ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим матрицу

и систему линейных уравнений

с переменными , y = .
Одним из основных вопросов теории диофанто-
вых приближений является вопрос о том, на-
сколько малым может быть вектор  при x и
y пробегающих независимо друг от друга  и

 соответственно. Существует несколько клас-
сических способов измерения “величины” векто-
ра. Можно выбрать норму, например, sup-норму,
можно ее несколько видоизменить, превратив ее
в так называемую взвешенную норму, или можно
рассмотреть произведение модулей координат
вектора. Для каждой подобной постановки задачи
существуют теоремы переноса – утверждения, от-
ражающие связь аппроксимационных свойств

θ θ 
 Θ = θ ∈ + ≥  θ θ 


  


R

11 1

1

, , 3,
m

ij

n nm

m n

Θ =x y

= ∈1( , , ) m
mx xx R ∈1( , , ) n

ny y R

Θ −x y
Z \{ }m 0

Z
n

матрицы  и матрицы . Они обычно формули-
руются в терминах диофантовых экспонент, кото-
рые являются, возможно, простейшими количе-
ственными характеристиками, отвечающими за
аппроксимационные свойства.

Для каждого натурального k и z = (z1, ...,

 положим

Определение 1. Супремум вещественных чисел ,
таких что существует сколь угодно большое t, при
котором система неравенств

(1)

имеет решение  с ненулевым x, на-
зывается диофантовой экспонентой матрицы  и
обозначается .

Определение 2. Супремум вещественных чисел ,
таких что существует сколь угодно большое t, при
котором система неравенств

(2)

имеет решение  с ненулевым x, на-
зывается мультипликативной диофантовой экспо-
нентой матрицы  и обозначается .
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Для каждого  справедливо

а для каждого  справедливо

Стало быть,

(3)

где первое неравенство следует из теоремы Мин-
ковского о выпуклом теле.

Неравенства (3) можно назвать тривиальны-
ми. Теоремы переноса, упомянутые выше, дают
следующие нетривиальные неравенства:

(4)

и

(5)

Неравенство (4) принадлежит Дайсону [1], нера-
венство (5) было доказано автором в работе [2].
Можно заметить, что эти неравенства выглядят
одинаково, однако, в их доказательствах имеется
существенное отличие. Неравенство Дайсона
следует непосредственно из теоремы переноса
Малера (см. [3, 4], а также [5, 6]), тогда как нера-
венство для мультипликативных экспонент, на-
ряду с теоремой Малера, требует привлечения
индукции по n. Грубо говоря, причина заключа-
ется в том, что функционалы  и  отлича-
ются друг от друга.

Цель данной работы – найти аналог теоремы
переноса Малера, из которого неравенство (5)
выводится столь же непосредственно, как из
классической теоремы Малера выводится (4).

Оставшаяся часть статьи организована следу-
ющим образом. В параграфе 2 мы формулируем
теорему Малера и показываем, как из нее выво-
дится неравенство Дайсона. В параграфе 3 мы
формулируем и доказываем основной результат
данной статьи. В параграфе 4 мы выводим из на-
шего результата неравенство (5).

2. ТЕОРЕМА МАЛЕРА
И НЕРАВЕНСТВО ДАЙСОНА

Положим

В своей оригинальной работе [7] Малер сформу-
лировал свою знаменитую теорему в терминах
билинейных форм с целыми коэффициентами
(см. также [3] и [6])). В работе [6] теорема Малера
проинтерпретирована в терминах псевдоприсо-

∈ R
kz
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− ω Θ +

 ( ) 1( ) .
( 1) ( )

n n
m m

Π ⋅( ) Π ⋅'( )

+= .d m n

единенных параллелепипедов и двойственных
решеток. Нам представляется, что эта интерпре-
тация более удобна для приложений. Псевдопри-
соединенный параллелепипед – понятие, пред-
ложенное в книге Шмидта [4], оно является неко-
торым упрощением того, что Малер в своих
работах [8, 9] называет (d – 1)-м присоединенным
телом для параллелепипеда.

Определение 3. Пусть заданы положительные
вещественные числа . Рассмотрим парал-
лелепипед

(6)

Параллелепипед

называется псевдоприсоединенным для .
Напомним, что, если  – решетка полного

ранга в , ее двойственная решетка  определя-
ется как

где  обозначает скалярное произведение.
Следующая версия теоремы переноса Малера

предложена в работе [6].
Теорема 1. Пусть  – решетка полного ранга в
 с определителем 1. Пусть  – параллелепипед с

центром в начале координат и гранями, параллель-
ными координатным плоскостям. Тогда

где .
Теорема 1 на самом деле является некоторым

усилением оригинальной теоремы Малера. Ма-
лер формулировал свою теорему с константой

 вместо c. Отметим, однако, что с точки зре-
ния диофантовых экспонент годится любая кон-
станта (зависящая лишь от d).

Покажем, как неравенство (4) выводится из
Теоремы 1. Напомним, что .

Рассмотрим решетки

(7)

Ясно, что решетка  является двойственной к Λ.
Далее, для каждых положительных , , ,  опре-
делим параллелепипеды

η η1, , d
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(8)

(9)

Тогда

(10)

Если , , ,  связаны соотношениями

(11)

то параллелепипед  является псевдоприсо-
единенным для , т.е. . По
Теореме 1 получаем, что

Стало быть, ввиду (10),

Таким образом,

Меняя тройку  на , приходим к
неравенству (4).

3. АНАЛОГ ТЕОРЕМЫ МАЛЕРА
Для каждого набора (λ, μ) = (λ1, ..., λm,

 определим параллелепипед 
как

(12)

Положим также

(13)

Очевидно, что тогда . Нако-
нец, определим набор  следующим
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образом. Упорядочим элементы λ по возраста-
нию: . Если , положим .
Если же , обозначим через p наибольший
индекс, такой что , и определим

 как

(14)

Следующая теорема является главным резуль-
татом данной работы.

Теорема 2. Пусть решетки  и  заданы соот-
ношениями (7). Рассмотрим произвольные наборы

 и . Пусть

(15)

Пусть наборы ,  определены соотношениями
(13), а набор  – соотношениями (14). Тогда

(16)

и

(17)

где .
Доказательство. Не ограничивая общности,

будем считать, что

Если , то , (16) очевидно, а (17) следует
из теоремы 1 ввиду того, что . Предположим,
что . Тогда p корректно определено и ,
поскольку справедливо (15). Отсюда немедленно
следует (16).

Рассмотрим укороченные наборы

Тогда

где . Поскольку , спра-
ведливо

(18)
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Рассмотрим также матрицу

полученную из матрицы Θ удалением первых p
столбцов, и решетки

Сделаем два ключевых наблюдения: во-первых,
множество

является подрешеткой решетки ; во-вторых,
множество

является ортогональной проекцией решетки Λ*
на плоскость координат . Отсюда полу-
чаем, что

(19)

Наконец, по Теореме 1

(20)

где . Собирая вместе (18)–(20)
и учитывая тот факт, что , получаем следу-
ющую цепочку импликаций:

откуда и следует (17).

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
МУЛЬТИПЛИКАТИВНОГО
НЕРАВЕНСТВА ПЕРЕНОСА

Покажем, как вывести неравенство (5) из Тео-
ремы 2. Для каждых положительных , , , 
определим следующие два семейства параллеле-
пипедов:

Каждый параллелепипед , удовлетворяю-
щий условиям

+

↓

+

θ θ 
 Θ =  
 θ θ 


  


1 1 1

1

,
p m

n p nm

− − −− ↓
↓ ↓

↓

 Θ Λ = Λ =   −Θ   
Z Z



*, .m p d p d pm p

n n

I I
I I

+ + ↓∈ ∈ Λ  R1 1{(0, ,0, , , ) |( , , ) }d
p d p dz z z z

Λ

+ + ↓∈ ∈ Λ  R1 1 *{(0, ,0, , , ) |( , , ) }d
p d p dz z z z

+ 1, ,p dz z

↓ ↓

↓ ↓

∩ Λ ≠  ∩ Λ ≠
∩ Λ ≠  ∩ Λ ≠

3 3

3 3

λ μ λ μ

λ μ λ μ

* *( *, *) * { } ( , *) { },
ˆ ˆ( , ) { } ( , ) { }.

0 0

0 0

↓ ↓ ↓ ↓∩ Λ ≠  ∩ Λ ≠3 3λ μ λ μ2
ˆ ˆ*( , )* { } ( , ) { },c0 0

− −− 1/( 1)
2 = ( ) d pc d p

≤2 1c c

↓ ↓

↓ ↓

∩ Λ ≠  ∩ Λ ≠ 

 ∩ Λ ≠ 

3 3

3

λ μ λ μ

λ μ

* *( *, *) * { } ( , *) { }
ˆ *( , )* { }

0 0

0

↓ ↓ ∩ Λ ≠ 

 ∩ Λ ≠  ∩ Λ ≠
3

3 3

λ μ

λ μ λ μ
2

2 1

ˆ( , ) { }
ˆ ˆ( , ) { } ( , ) { },

c

c c

0

0 0

t γ s δ

−γ
≤≤

γ Π Π λ ≥^ 3 λ μ λ μ
1

( , ) = { ( , ) | ( ) = , ( ) = , 1},min jj m
t t t

−δ
≤ ≤

δ Π Π μ ≥& 3 λ μ λ μ
1

( , ) = { ( , ) | ( ) = , ( ) = , 1}.min ii n
s s s

3 λ μ( , )

(21)

содержится в некотором параллелепипеде из се-
мейства . Наоборот, каждый параллелепи-
пед  из семейства  удовлетворяет
условиям (21). Аналогично, каждый параллеле-
пипед , удовлетворяющий условиям

(22)

содержится в некотором параллелепипеде из се-
мейства . И наоборот, каждый параллеле-
пипед  из семейства  удовлетворяет
условиям (22). Таким образом, для мультиплика-
тивных экспонент справедлив следующий аналог
равенств (10):

(23)

Предположим опять, что , , ,  связаны соот-
ношениями (11). Рассмотрим произвольный па-
раллелепипед , такой что .
Тогда

Мы не можем гарантировать, что в наборе λ нет
компонент, строго меньших 1, поэтому, вообще го-
воря, неверно, что . Тем не менее,
если , по теореме 2 справедливо 
и, более того,

Стало быть, ввиду (23)

Таким образом,

Меняя тройку  на , приходим к
неравенству (5).
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Khintchine’s and Dyson’s transference theorems can be very easily deduced from Mahler’s transference the-
orem. In the multiplicative setting an obstacle appears, which does not allow deducing the multiplicative
transference theorem immediately from Mahler’s theorem. Some extra considerations are required, for in-
stance, induction by the dimension. In this paper we propose an analogue of Mahler’s theorem which implies
the multiplicative transference theorem immediately.
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Ранее авторами были предложены две экономико-математические модели, описывающие динами-
ку темпов развития экономики и прогнозные темпы инфляции. События, сложившиеся после фев-
раля 2022 г., внесли элемент существенной турбулентности в процессы макроэкономической дина-
мики России, что потребовало некоторой коррекции предложенных ранее моделей. Это и отражено
в данной статье. Смоделированные на основе уточненных моделей процессы показывают, что для
восстановления экономического роста и снижения инфляции в среднесрочной перспективе требу-
ются существенное снижение процентной ставки и равномерное увеличение денежной массы. По-
казано, что в происходящую эпоху геополитических перемен и крушения многих либеральных ры-
ночных догм возрастает роль государства и планирования в управлении экономическими процес-
сами.
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В статьях [1] и [2] разработаны две экономико-
математические модели:
модель динамики темпов экономического роста
(спада):

(1)

и модель прогнозных темпов инфляции:

(2)

( )α  μ μ = + ρ − − α μ   

 
1

1
Y Y

k dq q r
d d

μπ = μ + − −
μ

 .Y
d q
d

Здесь α, ρ, κ – постоянные коэффициенты;

 – темпы роста денежной базы, М – денеж-

ная база;  – темпы роста ВВП,  – равно-

весный потенциальный уровень темпов роста
ВВП в среднесрочном периоде, Y – объем ВВП;
d – дефицит госбюджета (в долях ВВП); r – реаль-
ная процентная ставка; π – инфляция.

Замечание 1. В статье [3] рассматривается мо-
дифицированная модель динамики темпов эко-
номического роста (спада):

(*)

Здесь ξ, γ – постоянные коэффициенты;

 – ожидаемые темпы роста валютного

курса, Ee – ожидаемый валютный курс. В случае
ξ = 1, γ = 0 формула (*) совпадает с формулой (1).

Замечание 2. В работе [3] предполагается, что
часть дефицита госбюджета, финансируемая за счет
денежной эмиссии, равна , а остальная часть де-
фицита  покрывается за счет резервного фон-
да. Поскольку отсутствуют статистические дан-

μ =
M

M

=


Y
Yq
Y Yq

α
ξ
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САДОВНИЧИЙ и др.

ные о величине дефицита госбюджета, финанси-
руемого за счет денежной эмиссии, то корректная
оценка значения ξ весьма проблематична. Об
этом свидетельствует ошибочный результат, по-
лученный в статье [3], в которой приближенными
методами найдено значение ξ = 0.02. Но посколь-
ку дефицит госбюджета выражается в долях к
ВВП, то d < 1 и, следовательно, . Тогда по-
лучается отрицательный объем дефицита, покры-
ваемый за счет резервного фонда

что является ошибкой. Поэтому полагаем ξ = 1.
Замечание 3. В настоящее время целесообраз-

но считать γ = 0. Это обусловлено рядом объек-
тивных факторов.

Во-первых, колебания валютного курса уже
учтены и включены в показателе фактической
инфляции.

Во-вторых, учитывая происходящие геополи-
тические перемены и ослабление роли глобализ-
ма, Центробанк России продолжит контролиро-
вать валютный курс и не допустит высокой вола-
тильности национальной валюты.

В-третьих, наблюдается постепенная дедолла-
ризация российской экономики и происходит
неуклонный рост импортозамещения.

В-четвертых, высока вероятность того, что че-
рез несколько лет доллар США перестанет быть
мировой резервной валютой.

В-пятых, в статье [3] указано, что для динами-
ки валютного курса существенно ослабевает за-
висимость от нефтяного рынка при высоких це-
нах на нефть. По мнению абсолютного большин-
ства экспертов, высокие цены на энергоресурсы
сохранятся в ближайшие годы.

В-шестых, нет сомнений, что в ближайшей
перспективе Россия вслед за газом будет прода-
вать за рубли и нефть, тем самым, исключая зави-
симость национальной валюты от нефтяных цен.

В силу перечисленных замечаний мы будем
оперировать формулами (1) и (2). Параметры α, ρ,
κ,  вычислим на основе фактических ежеквар-
тальных статистических данных [4, 5] за период с
2015 г. по 1-е полугодие 2022 г.

Для нахождения численных значений ρ и 
воспользуемся полученным в [1] и [2] уравнением

где  – ожидаемая инфляция.

Поскольку в ретроспективной зоне , то,
используя идею метода наименьших квадратов
для реальных статистических данных, получаем
экстремальную задачу для нахождения искомых
параметров ρ и :

<0.98 1d

− = − <0.02 0.02 0.98 1( ) 0,d d d d

Yq

Yq

= + ρπ ,e
Y Yq q

πe

π = π e

Yq

(3)

В целях вычисления  сперва на основании по-
квартальных статистических данных [4] была получе-
на кубическая аппроксимация (t –
‒ T)3 +  – , для
которой наблюдается высокая корреляционная
связь с фактическими значениями инфляции
(коэффициент корреляции равен 0,93). Отсюда

 и  + 0.0332(t –
‒ T) – 0.4914, где Т = 1 квартал 2015 г.

Так как , то на основании поквар-
тальных статистических данных по ВВП [4] была
найдена аппроксимирующая линия  = 0.0279(t –
– T)4 –  –  +
+ 21480, у которой высокая корреляционная
связь с фактическими значениями ВВП (коэф-
фициент корреляции составляет 0.86). Отсюда

 и  – 5.0904(t – T)2 +
+ .

Решив экстремальную задачу (3) на основании
фактических ежеквартальных статистических
данных [4] за период с 2015 г. по 1-е полугодие
2022 г., получили значения

Поскольку равновесный уровень квартальных
темпов роста ВВП получился равным 0.3%
( ), то годовой равновесный уровень
темпов роста ВВП равен 1.2% (  и является
довольно низким (отчасти это обусловлено коро-
навирусной пандемией), что недостаточно для
эффективного развития российской экономики.
Из формулы (1) видно, что для роста ВВП следует
увеличивать денежную базу, а также снижать про-
центную ставку и дефицит госбюджета. Эти меры
позволят повысить покупательную способность
населения, увеличат покупательный спрос, поз-
волят предприятиям активно кредитоваться, бу-
дут способствовать притоку внутренних инвести-
ций в российскую экономику. При этом в силу
формулы (2) будет снижаться инфляция.

Для нахождения численных значений α и κ
воспользуемся полученным в [1] и [2] уравнением

(4)
Прологарифмировав это уравнение, получаем

Отсюда в результате дифференцирования имеем

( ) ( )[ ]
=

+ ρπ − →  2

1

min.
N

YY
i

q i q i

π

π = −# 0.0000125
( )− 20.0166 t T ( )− +0.4914 4.1805t T

π ≅ π# ( )π ≅ π = − −  2
# 0.0000375 t T

= /Yq Y Y

#Y
− + −3 21.6968( ) 32.961( )t T t T −141.94( )t T

≅#Y Y ≅ = −  3
# 0.1116( )Y Y t T

− −65.922( ) 141.94t T

ρ = =0.49661; 0.00304.Yq

= 0.00304Yq
4 * )Yq

−αμ + π =( ) .ek r d

+ μ − α + π =( ) .elnk ln ln r lnd

μ + π− = α
μ + π
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Рис. 1. Фактические и смоделированные ставки процента.
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Поскольку в ретроспективной зоне  и
, то, используя идею метода наименьших

квадратов для реальных статистических данных,
получаем экстремальную задачу для нахождения
искомого параметра α:

(5)

В целях описания динамики денежной массы
мы на основании поквартальных статистических
данных [5] использовали квадратичную аппрок-
симацию  +  +
+ 7877.5, для которой коэффициент корреляции с
фактическими значениями денежной массы со-
ставил 0.98. Отсюда  и

. Тогда для моделирования динамики
денежной базы имеем  и .

Для процентной ставки на основании поквар-
тальных статистических данных [5] была найдена
кубическая аппроксимация  –

–  + , для ко-
торой коэффициент корреляции с фактическими
значениями ключевой ставки ЦБ составил 0.73.
Отсюда  –  +
+ 0.0157.

π = πe

π = π e

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )=

 μ + π− − α → μ + π 


   2

1

min.
N

i

i d i r i i
i d i r i i

= − 25.7125( )M t T −86.626( )t T

( )= − + 11.425 86.626M t T
= 11.425M

μ =  /M M μ = − μ 2/M M

( )= − 30.00475r t T

( )− 20.0144 t T ( )− +0.0157 2.9715t T

( )= − 20.001425r t T −0.0288( )t T

Для дефицита госбюджета на основании
поквартальных статистических данных [5] была
получена аппроксимирующая линия d =
=  +  +
+ , для которой коэффициент
корреляции с фактическими значениями дефи-
цита госбюджета составил 0.93. Отсюда  =
=  +  +
+ 1.457.

Решив экстремальную задачу (5) на основании
фактических статистических данных [4] и [5] за
период с 2015 г. по 1-е полугодие 2022 г., получили
значение:

В силу формулы (4), используя идею метода
наименьших квадратов для реальных статистиче-
ских данных, получаем экстремальную задачу для
нахождения искомого параметра k :

Решив эту экстремальную задачу на основа-
нии фактических статистических данных [4] и [5]
за период с 2015 г. по 1-е полугодие 2022 г., полу-
чили значение:

− − 40.00016( )t T − − −3 20.0112( ) 0.2408( )t T t T
( )− +1.457 1.6591t T

d
− − 30.00064( )t T − − −20.0336( ) 0.4816( )t T t T

α = 0.1465.

( )−

=
μ + π − → 0.1465 2

1

( ) ( ) ( ) ( )  min.[ ]
N

i

k i r i i d i

κ = 0.1181.

Таблица 1

Показатели, % 2022 2023 2024

Среднегодовая инфляция 13.8–14.7 4.3–7.5 4.1–4.9
Ключевая ставка 10.5–10.8 6.5–6.8 6.0–7.0
Динамика ВВП –6.0–4.0 –4.0–1.0 1.5–2.5
Динамика денежной массы 12–17 11–16 8–13
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Согласно прогнозу Центробанка РФ [6] на
2022–2024 гг. ожидаются следующие макроэко-
номические показатели:

Прогнозы Центрального банка РФ довольно
пессимистичные. Очевидно, что такое развитие
российской экономики является малоприемле-
мым.

С помощью моделей (1) и (2) построим средне-
срочный сценарий снижения инфляции и восста-
новления экономического роста. Как видно из
формул (1) и (2), этого можно добиться за счет
увеличения денежной базы, а также снижения
процентной ставки и дефицита госбюджета.

Сценарий снижения процентной ставки с уче-
том резкого ее повышения Центробанком до 20%
годовых в первом полугодии 2022 г. (что было
обусловлено антироссийскими санкциями запад-
ных стран) мы описали следующей функцией

Здесь   
   t0 – 1 квартал

2022 г., t1 – 2 квартал 2022 г. Для среднегодовой
ставки процента фактические и сценарные значе-
ния представлены на рис. 1.

Предполагая экспоненциальный закон для
темпа роста денежной массы , в силу фор-

( )
( )

( )

−

− −

 + ≤ ≤= 
+ >

1 0

2 0

1 1 0 1

2 2 1

 ; 

 ; 

b t t

b t t

c a e t t t
r t

c a e t t

=1 0.01, a =1 1.6094,b = −1 0.003,c
=2 0.0579,a =2 0.1477,b = −2 0.003,c

μ = btae

мулы  получаем сценарий роста денежной

базы

Здесь a = 0.025 , b = –0.0048,  – де-
нежная база 1 квартала 2022 г., t0 – 1 квартал 2022 г.
Для среднегодовой денежной базы фактические и
сценарные значения представлены на рис. 2.

По оценке министра финансов А. Силуанова
[7], в 2022 г. дефицит госбюджета РФ составит
2% ВВП. Федеральный бюджет на 2023 г. свер-
стан с дефицитом 2% ВВП [8]. Такой уровень де-
фицита является вполне приемлемым для разви-
тия экономики. В ближайшие годы вряд ли дефи-
цит госбюджета будет снижаться, поскольку
сложная международная обстановка потребует
увеличения военных расходов. В этой связи вы-
бор сценария постоянного дефицита d = 0.02 яв-
ляется вполне целесообразным.

Для выбранного сценария полученные по
формулам (1) и (2) результаты прогнозных расче-
тов динамики темпов инфляции и экономиче-
ского роста (спада) показаны на рис. 3 и 4.

В табл. 2 приведены результаты сценарного
моделирования.

Согласно официальным статистическим дан-
ным [4, 5], за период 2015–2021 гг. в России средне-

μ =
M

M

( )−
= = 0

0
0 0 .

t
bt bt bt

t

aae dt e e
bM M e M e

=0 14947M

Рис. 2. Фактические и смоделированные объемы денежной базы.
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Таблица 2

Показатели 2022 2023 2024 2025 2026

Денежная масса (темпы роста) 10.03% 10.33% 10.13% 9.92% 9.73%
Процентная ставка 12.8% 9.2% 4.6% 2.0% 0.6%
Дефицит госбюджета (% ВВП) 2.00% 2.00% 2.00% 2.00% 2.00%
Инфляция 11.00% 5.84% 5.99% 6.00% 5.93%
ВВП (темпы роста) –2.99% 1.98% 1.64% 1.45% 1.35%
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годовая инфляция составила 6.16%, а среднегодо-
вой рост ВВВ составил 1.48%. Смоделированные
процессы показывают, что для восстановления
экономического роста и снижения инфляции в
среднесрочной перспективе требуются суще-
ственное снижение процентной ставки и равно-
мерное увеличение денежной массы.

Модели (1) и (2) требуют тонкой настройки
путем тщательного подбора параметров на основе
фактических статистических данных.

В происходящую эпоху геополитических пере-
мен и крушения многих либеральных рыночных
догм возрастает роль государства и планирования
в управлении экономическими процессами.

Модели (1) и (2) позволяют прогнозировать и
анализировать экономические последствия раз-
личных сценариев в кредитно-денежной и бюд-
жетной политике монетарных властей.
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Рис. 3. Смоделированные темпы роста инфляции.
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Previously, the authors proposed two mathematical models that describe the dynamics of economic develop-
ment rates and forecasting inflation rates. The events that took place after February 2022 introduced an ele-
ment of significant turbulence into the processes of macroeconomic dynamics in Russia, which required
some correction of the previous models. This is reflected in this article. The processes simulated on the basis
of new models show that in order to restore economic growth and reduce inflation in the medium term, a sig-
nificant reduction in the interest rate and a steady increase in the money supply are required. It is shown that
in the current era of geopolitical changes and the collapse of many liberal market dogmas, the role of the state
and planning in managing economic processes is increasing.
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Устанавливается, что если  – полиадические числа Лиувилля, а число  – натуральное или

Ξ – полиадическое число Лиувилля и если Ψ0(z) = , Ψ1(z) = ,

то существует бесконечное множество простых чисел p таких, что в поле p – адических чисел хотя
бы одно из чисел   (соответственно,   – трансцендентное.

Ключевые слова: полиадические числа Лиувилля, трансцендентные p – адические числа
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Рассмотрим формальные обобщенные гипер-
геометрические ряды

где символ Похгаммера (γ)n определяется равен-
ствами   при 
Имеет место очевидное формальное тождество

(1)

из которого следует, что если все числа 
 и число  – алгебраические и если ряды

  – сходятся, то либо оба числа 
 являются алгебраическими, либо оба они 

трансцендентные числа. Если же число 

является трансцендентным и  то из соот-
ношения (1) следует, что хотя бы одно из чисел

  – трансцендентное. Эти замечания
относятся как к случаю поля комплексных чисел,
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так и к любому алгебраическому расширению
любого поля p – адических чисел. Таким образом,
если в поле p – адических чисел удастся доказать,
что  то из соотношения (1) следует, что
хотя бы одно из чисел   – трансцен-
дентное p – адическое число.

В работе рассматриваются ряды

(2)

и с использованием результатов из [1] устанавли-
вается, что если  – полиадические числа
Лиувилля, а число  – натуральное или  – по-
лиадическое число, то существует бесконечное
множество простых чисел p таких, что в поле p –
адических чисел хотя бы одно из чисел 

 (соответственно,   – транс-
цендентное.

Следует отметить, что исследование арифме-
тической природы значений гипергеометриче-
ских рядов в комплексной области является клас-
сической задачей и в этом направлении получено
большое количество результатов (см., например,
[2–8]). Однако в p – адических областях ситуация
иная. Ранее удавалось лишь доказать бесконечную
трансцендентность или бесконечную линейную не-
зависимость значений таких рядов (см. [9–14]).
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Бесконечная трансцендентность ряда означала,
что для любого ненулевого многочлена P(x) с це-
лыми коэффициентами существует бесконечное
множество простых чисел p таких, что при под-
становке в этот многочлен значения рассматри-
ваемого ряда в поле p – адических чисел, полу-
чится отличное от нуля p – адическое число. Это
не означает даже иррациональности значения
этого ряда в конкретном поле p – адических чи-
сел. Так что доказываемые ниже теоремы, по-ви-
димому, представляют собой первый результат о
трансцендентности значений обобщенных ги-
пергеометрических рядов в поле p – адических
чисел.

Перейдем к точным формулировкам. Резуль-
тат является следствием теорем, доказанных в [1]
с использованием аппроксимаций Эрмита-Паде
из работы [15], поэтому напомним использован-
ные обозначения и основные определения.

Кольцом целых полиадических чисел называет-
ся прямое произведение колец целых p – адических
чисел по всем простым числам p. Каноническое
представление элемента  кольца целых полиади-

ческих чисел имеет вид ряда θ = ,

. Этот ряд сходится по всех полях p –
адических чисел. Поэтому его можно рассматри-
вать как бесконечномерный вектор, координаты
которого в соответствующем кольце целых p –
адических чисел обозначаем  Основы теории
полиадических чисел изложены в [16].

Будем обозначать символом  степень, в
которой простое число p входит в разложение ра-
ционального числа a на простые множители и по-
лагаем .

Будем называть полиадическое число  полиа-
дическим числом Лиувилля ( или лиувиллевым по-
лиадическим числом), если для любых чисел  и

существует натуральное число  такое, что для
всех простых чисел p, удовлетворяющих неравен-
ству , выполнено неравенство .
Полиадическое число Лиувилля является транс-
цендентным элементом любого поля p – адиче-
ских чисел .

Пусть  – произвольное натуральное число.
Положим . Пусть  – произволь-
ное натуральное число, удовлетворяющее усло-
вию: для любого простого числа  вы-
полняется неравенство  и пусть

.

При  пусть  – произвольное нату-
ральное число, удовлетворяющее условию: для
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любого простого числа  выполняется
неравенство

(3)

и пусть

(4)

Пусть  – натуральные числа. Пусть
для любых  , числа  – неотрица-
тельные целые и удовлетворяют неравенству

(5)

Пусть , . Если при некото-

ром k для всех  выполняются равенства
, то  – натуральное число. В любом дру-

гом случае этот ряд представляет собой полиади-
ческое число Лиувилля и пусть хотя бы одно из
чисел  является полиадическим чис-
лом Лиувилля.

Пусть M – натуральное число. Рассмотрим
приведенную систему вычетов по  Как
обычно, число элементов этой системы обознача-
ется , где  функция Эйлера. Пусть
произвольным образом выбраны  различных
элементов , …,  этой приведенной системы
вычетов. Будем обозначать  множества
натуральных значений, принимаемых прогресси-
ями  + , . Используя стандартное обо-
значение P для множества простых чисел, будем
обозначать  множество простых чисел,
входящих в объединение множеств .
Пусть .

Теорема 1. Пусть  – натуральные числа.
Пусть  > . Тогда для любого нату-
рального числа ξ существует бесконечное множе-
ство простых чисел p из множества 
таких, что в поле  хотя бы одно из чисел 

 – трансцендентное.

Пусть натуральные числа  удовлетворяют
при любом k неравенству .

Пусть Ξ = .

Теорема 2. Пусть  – натуральные числа.
Пусть  > . Тогда существует бес-
конечное множество простых чисел  из множе-
ства  таких, что в поле  хотя бы одно
из чисел   – трансцендентное.
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Доказательства обеих теорем практически
одинаковы. В работе [1] рассмотрены ряды

В обозначениях (2) настоящей работы имеем:
, . Равенство (1) при-

нимает вид

Приведем формулировку теоремы 1 из [1]:
Пусть  – натуральные числа. Пусть  >
> . Тогда для любых целых чисел  не
равных нулю одновременно и любого натурального
числа  существует бесконечное множество про-
стых чисел p из множества  таких, что
в поле  выполняется неравенство

(Теорема 2 из [1] вполне аналогична; она отно-
сится к случаю точки Ξ.)

Из теорем 1 и 2 работы [1] следует, что как для
точки  так и для точки Ξ существует бесконеч-
ное множество простых чисел p таких, что в поле

 выполнено неравенство  (соответ-
ственно, ). Действительно, достаточно
рассмотреть линейную форму (соот-
ветственно, ) и применить вышеупо-
мянутые теоремы.

Согласно сделанным выше замечаниям, оста-
лось только доказать, что число  (соот-
ветственно, ) является полиадическим
числом Лиувилля. Для этого рассмотрим нату-
ральные числа

(6)

Пусть . Тогда

Поскольку все числа    – це-
лые p – адические,

(7)
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α …α ξ − α …α ξ ≤ α − α1 1, , ,1, ,

max .m k m k i i kp pi m

Для заданных чисел n, P выберем число K0 так,
чтобы при выполнялись неравенства

(8)

Тогда для любого простого числа p с условием
 согласно (3) имеем:

(9)

В свою очередь, из (4), (5), (6) следует, что

Поэтому

(10)

Из (7)–(10) следует доказываемое неравенство

Рассуждения для числа  вполне анало-
гичны.

В заключение еще раз заметим, что проверка
неравенства  (соответственно, )
для конкретного простого числа p позволяет
утверждать, что хотя бы одно из чисел 

 (соответственно,   – транс-
цендентное p – адическое. Целью работы было
доказательство того, что таких простых чисел бес-
конечное множество.
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It is established that if  are polyadic Liouville numbers, and the number  is a positive integer or Ξ

is a polyadic Liouville number and if  ,

then there are infinitely many primes p such that the at least one of the p-adic integers   (re-
spectively,   is transcendental.

Keywords: polyadic Liouville numbers, transcendental p-adic numbers
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В работе устанавливается существование слабого решения начально-краевой задачи для уравнений
движения вязкоупругой жидкости в многосвязной области с памятью вдоль траекторий поля скоро-
стей и неоднородным граничным условием. Исследование предполагает аппроксимацию исходной
задачи приближениями галеркинского типа с последующим предельным переходом на основе
априорных оценок. Для исследования поведения траекторий негладкого поля скоростей использу-
ется теория регулярных лагранжевых потоков.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В , где , N = 2, 3 – огра-
ниченная область с гладкой многосвязной грани-
цей  рассматривается движение вязкоупругой
жидкости типа Олдройда (см. [1]), описываемое
начально-краевой задачей
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Относительно области Ω предполагается, что
она получается удалением из ограниченной обла-
сти  попарно непересекающихся множеств ,

, где области . Таким образом,
. При этом граница 

области Ω такова, что поверхность  огра-
ничивает область  извне, а остальные связные
компоненты , , ее границы ( )
заключены внутри этой поверхности.

В (1)–(4)  =  и  –
искомые векторная и скалярная функции, озна-
чающие скорость движения и давление среды,

 – плотность внешних сил,  =  –
тензор скоростей деформаций, т.е. матрица с ко-

эффициентами . Ди-

вергенция  матрицы определяется как
вектор с компонентами – дивергенциями строк,

, ,  – константы, характеризую-
щие вязкоупругие свойства жидкости, u0 и  – за-
данные начальное и граничное значения функ-
ции u. Вектор-функция  определяется как
решение задачи Коши (4).

В условиях однозначной разрешимости задачи
Коши (4) функция  определяется как

. Множе-
ство γ(t, x) =  опре-
деляет траекторию движения по  частицы жид-
кости, которая в момент времени t находится в
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ЗВЯГИН, ОРЛОВ

точке . Если , то движение данной
частицы по траектории  начинается с нуле-
вого момента времени. Если , то в этот
момент времени частица занимает положение

, и  означает момент
вхождения данной частицы в  через  извне.
Заметим, что наличие интеграла в (1) означает
(см. [2, гл. 7]) наличие памяти среды вдоль траек-
торий поля скоростей.

В случае односвязной границы  и однород-
ного граничного условия ( , ) в (1),
нелокальные теоремы существования и един-
ственности слабых и сильных решений для си-
стем вида (1)–(4) устанавливались в [3–6].

Уже для систем уравнений Навье–Стокса
( ) случай многосвязной границы  явля-
ется существенно более сложным по сравнению
со случаем односвязной границы и достаточно
полно исследован с точки зрения разрешимости
для стационарной задачи в плоском случае.

Вследствие условия  функция α долж-
на удовлетворять соотношению

(5)

Здесь  – вектор внешней

нормали к  в точке , ,

. Принципиальные трудности возни-
кают в случае, когда не все потоки  равны нулю
(т.е. задачи протекания) (см., напр., [7–12] и име-
ющуюся там библиографию).

Нелокальная слабая разрешимость задаче про-
текания для системы уравнений Навье–Стокса
(как 2-D, так 3-D) в случае многосвязной границы
установлена при различных условиях на гранич-
ную функцию (см., напр., [7, 10, 11] и имеющуюся
там библиографию).

В настоящей работе мы устанавливаем слабую
разрешимость задачи (1)–(4) в классе функций

 в случае многосвязной грани-
цы  при  и неравенства нулю потоков 
(т.е. задачи протекания). При этом вопрос об од-
нозначной разрешимости задачи Коши (4) стано-
вится нетривиальным и понимается в смысле
теории регулярных лагранжевых потоков (РЛП).
Чтобы избежать неоправданных сложностей в до-
казательствах, мы считаем границу области и гра-
ничную функцию достаточно гладкими, хотя ос-
новные результаты справедливы и при более сла-
бых ограничениях.
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2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

2.1. Функциональные пространства

Нам понадобятся гильбертовы пространства V
и  (см. [13], раздел III.1.4) соленоидальных
функций. Символом  обозначается мно-
жество бесконечно дифференцируемых отобра-
жений  в , , с компактным носителем
в . Пусть . Обо-
значим через  и V замыкание  в нормах про-
странств  и  соответственно. Через

 обозначим пространство, сопряженное к V.
Обозначим через  действие функционала  f
из сопряженного к V пространства  на функцию

 из V. Отождествление гильбертова пространства H
с его сопряженным  и теорема Рисса приводят к
непрерывным вложениям .

При этом для  и  справедливо соот-
ношение  со скалярным произведе-
нием в H.

Через  обозначается скалярное произведение
в гильбертовых пространствах , H, ,

, в каких именно – ясно из контекста.

2.2. Граничная функция

Будем предполагать, что граница  задается
уравнением  = 0, где гладкая функция

 такова, что  < 0 при  и  > 0
при .

Относительно граничной функции  будем
предполагать, что она является следом непрерыв-
но дифференцируемой на  функции a, солено-
идальной на . При этом предполагается, что на
внешней компоненте  границы  выполняется
условие , так что . Для внутренних
компонент границы , , предполагается,
что при  выполняется неравенство ,
при  выполняется неравенство 

, а при  справедливо

. Выполнение последних условий озна-
чает, что при неравенстве нулю потоков ,

, компоненты границы , 
являются либо участками втекания жидкости в 
из  ( ), либо участками вытекания жидко-
сти ( ).

H
∞ Ω0 ( )NC
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Ω ∞∈ Ωv v v9 0= { : ( ) , div = 0}NC
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α
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Γ0 Γ
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0
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0
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< 0iF Γα ⋅ | < 0
i

n

Γ

 
α ⋅  

 
= ( ) ( )

i

iF x n x dx = 0iF

Γα( )| = 0
i

x
iF

= 1,...,i K Γi = 1,...,i K
Ω

Ωi < 0iF
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2.3. Задача Коши

В случае , вообще говоря,
не существует классического решения задачи Ко-
ши (4), и ее разрешимость будем понимать в сле-
дующем смысле. Положим ,

. Очевидно, что .
Продолжив функцию  нулем из  в  и обозна-
чив продолжение через , имеем . То-
гда очевидно, что  в ,  в  и

. Наряду с задачей (4) рас-
смотрим задачу Коши

(6)

Так как , то суще-
ствует единственный РЛП, порожденный функ-
цией  (см. [14, 15]). В частности, это
означает, что задача Коши (6) имеет абсолютно
непрерывное по  решение  при п.в. .
Обозначим через  оператор, ставящий в соот-
ветствие функции  порожденный функцией

 РЛП, так что . Ниже, го-
воря о решении  задачи Коши (4), мы бу-
дем иметь в виду  при п.в. 
(сужение  на ).

3. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ
Для формулировки основного результата нам

будет удобно, полагая , переписать зада-
чу (1)–(4) в виде

(7)

(8)

(9)

∈ Ω1
2 2(0, ; ( ) )Nu L T W

+v( , ) = ( , ) ( )u t x t x a x
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t

z t x x a s z s t x ds

t T x

+ ∈ Ω


v
2

2 1 0* (0, ; ( ) )Na L T W

+v* = *u a
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]
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t
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T

s t a

s s t x ds t x Q

Ω

∈
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vdiv ( , ) = 0, ( , ) ;
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Tt x t x Q

p t x dx t T

∈ Ω
∈ ∈ ∂Ω

v v v
0(0, ) = ( ), ; ( , ) = 0,

[0, ], .
x x x t x

t T x

Здесь τ(t, x) = ,

.
Введем пространство W1 = ,

. Здесь  означает производную по

t функции  как функции со значениями в .

Пусть , .

Определение 1. Пусть , .
Слабым решением задачи (7)–(9) называется функ-
ция , удовлетворяющая условиям (9) и тож-
деству

(10)

при любой  и п.в. . Здесь  –
РЛП, порожденный .

Замечание. Так как слабое решение  зада-
чи (7)–(9) принадлежит пространству , то (см.
[13], лемма III.1.4),  слабо непрерывна по t
как функция со значениями в H, поэтому началь-
ное условие (9) имеет смысл.

Сформулируем основной результат.

Теорема 1. Пусть , .
Пусть для α выполняются условия раздела 2.2. То-
гда существует слабое решение задачи (7)–(9).

4. СХЕМА ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМЫ 1
Ниже для простоты изложения опускаем не-

принципиальный множитель  в (10).
Обозначим через A действующий в H оператор с об-

ластью определения ,
определенный дифференциальным выражением

, где  – ортопроектор  на
H. Оператор A является положительно опреде-
ленным самосопряженным оператором (см. [13,
c. 40], [16, 2.4]). Ортонормированная система соб-
ственных векторов  с собственными значе-
ниями  образует базис в H.

Зафиксируем натуральное число n. Обозначим
через  оператор ортогонального проектирова-

τ ∈Ω ∈ τinf{ : ( )( ; , ) при [ , ]}s t x s tv]

−v
0 0= u a

∈ 2{ : (0, ; )L T Vv v
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ния в H на подпространство , порожденное
элементами . В силу плотности множе-
ства гладких функций в , аппроксими-
руем f последовательностью гладких функций

, так что .

Будем искать галеркинские приближения  в

виде  как решение тожде-

ства

(11)

при любой  и п.в. ,  =

= , .

Здесь , а
 – решение задачи Коши

(12)

При этом мы считаем, что функции  продол-
жены нулем из  в , так что и функции 
считаем равными нулю при .

Сведем задачу нахождения функции  к зада-
че нахождения функций gi.

Полагая в (11) , получим соответствую-
щую интегро-дифференциальную систему для
определения функций g и :

(13)

nH
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Здесь , ,

,  и ki – некоторые
числа.

Решение системы (13)–(14) определяется как
пара функций 
и , удовлетворяю-
щих (13)–(14).

Лемма 1. Система (13)–(14) имеет решение. 
Приведем схему доказательства Леммы 1.

Пусть . Введем оператор
Z, ставящий в соответствие функции  опреде-
ленную на  функцию  –

решение задачи Коши (14) при  =

= , так что  = z. Пусть S(R) =
= , где R > 0, – произвольный шар

в . Оператор  оказыва-
ется равномерно непрерывным на S(R), а Z : S(R) →
→ , Z : S(R) → C1([0, T] ×
×  ограниченными.

Пусть , , является решением
задачи Коши (14), а τ(t, x) = inf{s :
: z . Введем оператор , ставя-
щий в соответствие функции g(t), определяющей
функцию , функцию , так что

. Оператор  оказы-
вается непрерывным. 

Пусть в системе (13)–(14) функция 
считается заданной. Тогда, как и в [13], раздел
III.3.2, показывается, что эта система ОДУ одно-
значно разрешима и справедлива оценка

.

Введем оператор G, ставящий в соответствие
функции w решение g системы уравнений (13),
так что . Оператор 
является непрерывным на произвольном шаре

, причем множество

B(R) =  компактно в .
Поставим в соответствие произвольной функ-

ции  функцию , затем поста-
вим в соответствие g функцию z = Z(g) = ,
затем поставим в соответствие  функцию

. Обозначим Ξ(w) =  и

τ

τ + +
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. Тогда из (13) подстановкой в
левую часть первого уравнения , zn = ,

 получаем операторное уравнение w =
= K(w). С помощью принципа Шаудера доказы-
вается

Лемма 2. Существует неподвижная точка w
оператора .

Пусть w – неподвижная точка оператора . По-
ложим , , .

Тогда пара  и  является реше-
нием системы (13)–(14).

Лемма 1 доказана.
Из Леммы 1 следует

Лемма 3. Пусть пара ,
 является решением системы (13)–(14). То-

гда для функции  выполня-
ется интегральное тождество (11), и справедлива
равномерная по n оценка

(15)

Из оценки (15) и того, что  при

, следует слабая в  и

сильная в  сходимость  к неко-

торой  ( с точностью до под-
последовательности) при . Отсюда следу-
ет (см. [14, 15]), что последовательность 
сходится по  мере к РЛП , порожден-

ному  равномерно по t. Тогда

существует подпоследовательность , ко-
торая при п.в  сходится к  равно-
мерно по t. Отсюда и из свойств α выводится, что
с точностью до подпоследовательности 
сходится к  при  при п.в. .

Установленные утверждения о сходимости ,
 и  позволяют перейти к пределу в (11) и полу-

чить тождество (10) и включение .

Таким образом,  является слабым решением
задачи задачи (7)–(9). Теорема 1 доказана.
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THE PROBLEM OF THE FLOW OF ONE TYPE OF NON-NEWTONIAN FLUID 
THROUGH THE BOUNDARY OF A MULTI-CONNECTED DOMAIN

V. G. Zvyagina and V. P. Orlova

a Voronezh State University, Voronezh, Russian Federation
Presented by Acadimician of the RAS B.S. Kashin

In this paper, the existence of a weak solution of the initial boundary value problem for the equations of mo-
tion of a viscoelastic non-newtonian fluid in a multi-connected domain with memory along the trajectories
of a non-smooth velocity field and an inhomogeneous boundary condition. The study assumes the approxi-
mation of the original problem by Galerkin-type approximations followed by a passage to the limit based on
a priori estimates. The theory of regular Lagrangian flows is used to study the behavior of trajectories of a
non-smooth velocity field.

Keywords: viscoelastic continuous medium, multi-connected domain, inhomogeneous boundary condition,
a priori estimates, weak solution, regular Lagrangian f low
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нием , 

Здесь и далее , q = q(x) – комплекс-
нозначная функция, принимающая значения при
всех достаточно больших  в открытом
секторе

Введем максимальную область:
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Сам оператор LU  будем рассматривать на обла-
сти DU, состоящей из таких , для которых

, где он действует как 
В общем случае рассматриваемый оператор не
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компактности резольвенты LU. Если при 
определенный случай реализуется всегда, то при
неограниченной снизу вещественной части по-
тенциала приходится прибегать к дополнитель-
ным условиям, например, условиям типа Сирса
[2, 4].

Наличие ВКБ асимптотик решений (1) не-
сколько упрощает исследование спектральных
свойств LU.

На этом пути были получены классические ре-
зультаты Наймарка [6]. Недавно с помощью ме-
тода ВКБ были получены результаты Ишкиным
[7] для несекториального оператора Штурма–
Лиувилля. Стоит отметить, что случай несектори-
ального оператора мало изучен, о чем более по-
дробно сказано в [7].

Для существования ВКБ асимптотик доста-
точно, чтобы  и

см., например, [5], что обременительно и с точки
зрения гладкости потенциала, и с точки зрения
оценки роста его производных. Поэтому нас заин-
тересовал случай менее гладких q, когда решения
(1), вообще говоря, таких асимптотик не имеют.

Договоримся через C обозначать произволь-
ные положительные константы, возможно, раз-
личные в соседних формулах.

Введем условие на потенциал q, центральное
для настоящей работы. Скажем, что q удовлетво-
ряет условию A при , если:

• потенциал ;

• образ , ;

• при  имеет место оценка

(2)

где , а ветвь корня выбрана так, что-
бы  при .

Проясним наш интерес к (2): как легко заме-
тить, в случаях, рассмотренных Наймарком и
Ишкиным, когда , , ,
при , выполняется не только (2), но и да-
же более сильная оценка при :

(3)
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Положим

В ряде наших утверждений ρ, ,  участву-
ют в определении весовых L2-пространств. Отме-
тим, что (3) дает возможность получить оценки:

а в итоге:

что позволяет перейти от весов , ,  к бо-
лее понятным , , .

Заметим, что дополнительное условие 
безотносительно к (2) или (3) приводит к нера-
венству при :

что вместе с (3) позволяет перейти уже к весам
, , .

Определим множество  тех , при кото-
рых условие A выполнено для  при всех

 (для каждого  возможно свое ).
Лемма 1. Пусть для q условие A выполнено при

всех . Тогда

Множество  открыто [и не пусто] в .

Условия  и  при  экви-
валентны.

В формулировках результатов штрихом обо-
значаем дифференцирование по x.

Теорема 1. Пусть , тогда реализуется

определенный случай: .
Пусть  – область. Существует функция

 ( , ) нетривиальная при всех
 со следующими свойствами:

• обе функции  и  непрерывны по
совокупности аргументов ;

• при каждом  функции  и 
однозначные аналитические в Ω как функции ;

• при любом  функция  как
функция x, является единственным нетривиальным
решением уравнения

(4)
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в классе решений из  с точностью до посто-
янного множителя (не зависящего от x, но, возмож-
но, зависящего от λ);

Спектр LU в  дискретный (собственные про-
странства одномерны, корневые – конечномерны),
собственные значения определяются условием  =
= 0, где

а размерности корневых подпространств – крат-
ностями нулей .

Вне точек спектра в  формула для резольвенты
LU имеет вид:

где , а  и  –
решения задачи Коши для уравнения (4) с начальны-
ми условиями

Функцию  мы называем решением Вейля
однородного уравнения (4).

Следствие. Пусть для q условие A выполнено при
всех , и  при . Тогда
спектр  дискретный.

Отметим, что в условиях Следствия мы утвер-
ждаем только дискретность спектра. Более силь-
ное условие – компактность резольвенты – дает-
ся следующей Теоремой:

Теорема 2. Пусть для q условие A выполнено при
всех , и  при . Тогда резоль-
вента  оператора LU – вполне непрерывный опе-
ратор при .

Следующая Теорема может быть полезной при
исследовании полноты системы СПФ оператора
LU (см., например, [8]).

Теорема 3. Пусть ,  при
, пусть  и для некоторого  при

всех :

Тогда

• спектр  дискретный, а резольвента 
оператора LU – вполне непрерывный оператор при

.
• функция , доставляемая Теоремой 1, це-

лая по  при каждом , и является замкнутым
ядром в смысле Левина [9], т.е. если для некоторой

 при всех 

то .
При (2) справедливо вложение весовых про-

странств: , в этой связи инте-
рес представляет следующая

Теорема 4. Пусть для q условие A выполнено при
всех , тогда  – ограниченный опера-
тор из  в , а  (действую-
щий как ) – ограниченный оператор
из  в .

Следствие. Пусть для q условие A выполнено при
всех , тогда для любой  следует, что

, .
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ON ONE CONDITION FOR THE DISCRETENESS OF THE SPECTRUM
AND THE COMPACTNESS OF THE RESOLVENT OF A NONSECTORIAL 

STURM–LIOUVILLE OPERATOR ON THE SEMIAXIS
S. N. Tumanova
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The spectral properties of the Sturm–Liouville operator on the semi-axis with the complex-valued potential
with the range exceeding the half-plane, has been little studied. The operator in this case can be non-sectorial,
the numerical range can coincide with the entire complex plane. In this situation we propose the conditions
ensuring the discreteness of the spectrum and the compactness of the resolvent.
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Приведены результаты расчета газодинамических ударных волн, возникающих при решении задачи
Коши с гладкими периодическими начальными данными, по трем вариантам DG (Discontinuous
Galerkin) метода, в котором решение ищется в виде кусочно-линейной разрывной функции. Пока-
зано, что DG методы, для монотонизации которых используется ограничитель Кокбурна, имеют
приблизительно одинаковую точность в областях влияния ударных волн, в то время как немонотон-
ный DG метод, в котором этот ограничитель не применяется, имеет в этих областях существенно
более высокую точность, что позволяет использовать его в качестве базисного метода при построе-
нии комбинированной схемы, которая монотонно локализует фронты ударных волн и сохраняет
повышенную точность в областях их влияния.
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1. Поскольку в классической работе [1] было
показано, что среди двухслойных по времени ли-
нейных численных схем нет монотонных схем
повышенного порядка аппроксимации, то разви-
тие теории схем сквозного счета для квазилиней-
ных гиперболических систем законов сохранения
в значительной степени было направлено на раз-
работку численных схем, в которых повышенный
порядок аппроксимации на гладких решениях и
монотонность достигались за счет нелинейной
коррекции потоков, приводящей к нелинейности
этих схем при аппроксимации линейных гипер-
болических систем. Следующие работы лежат в
основе целых классов NFC (Nonlinear Flux Cor-
rection) схем: MUSCL [2], TVD [3], WENO [4], DG
[5], CABARET [6]. К NFC схемам относятся так-
же гибридные схемы [7], в которых численное ре-

шение монотонизируется с помощью специаль-
ного численного алгоритма в окрестностях боль-
ших градиентов точного решения. Различные
методы построения NFC схем и результаты их
применения при решении прикладных задач при-
водятся в [8–13]. Основное достоинство этих схем
заключается в том, что они с высокой точностью
локализуют ударные волны при отсутствии суще-
ственных нефизических осцилляций.

В [14] для исследования точности численных
схем сквозного счета, аппроксимирующих систе-
му законов сохранения теории мелкой воды [15],
была предложена специальная задача Коши с
гладкими периодическими начальными данны-
ми, в которых один инвариант аппроксимируе-
мой системы является постоянным, а другой ин-
вариант представляет собой синусоидальную
функцию пространственной координаты; для
этой задачи будем использовать аббревиатуру
PCPW (Periodic Cauchy Problem for shallow Water).
В точном решении задачи PCPW в некоторый мо-
мент времени формируется последовательность
изолированных ударных волн, которые распро-
страняются друг за другом с одинаковыми скоро-
стями, в силу чего расстояние между соседними
ударными волнами остается постоянным и рав-
ным длине периода. Выбор такой тестовой задачи
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был обусловлен тем, чтобы на первом этапе изу-
чения сходимости схем сквозного счета избежать
проблем, связанных с сохранением повышенной
точности этих схем при взаимодействии ударных
волн, а также при аппроксимации разрывных на-
чальных и граничных условий.

В [14, 16–21] приводятся результаты числен-
ного решения задачи PCPW по различным схе-
мам сквозного счета и изучается сходимость этих
схем в негативной интегральной норме на интер-
валах, одна или обе границы которых находятся в
областях влияния ударных волн; для такой сходи-
мости будем использовать аббревиатуру NINSID
(Negative Integral Norm Shock Influence Domain).
Показано, что при расчете задачи PCPW по NFC
схемам повышенной точности эти схемы, незави-
симо от порядка аппроксимации на гладких ре-
шениях, имеют лишь первый порядок NINSID
сходимости, что приводит к соответствующему
снижению точности NFC схем в областях влия-
ния ударных волн.

2. Схемы, которые не относятся к классу NFC
и являются линейными при аппроксимации ли-
нейного приближения квазилинейной гипербо-
лической системы, будем называть QL (Quasi-
Linear) схемами. В [14, 17–19] показано, что неко-
торые QL схемы повышенного порядка аппрок-
симации, в частности, схемы Русанова из [22],
CWA (Compact Weak Approximation) из [23] и DG1
из [5], при численном решении задачи PCPW
имеют второй порядок NINSID сходимости, и,
как следствие, в отличие от NFC схем, сохраняют
повышенную точность в областях влияния удар-
ных волн, несмотря на заметные схемные осцил-
ляции на их фронтах. В обзорной работе [24] для
таких QL схем введена специальная аббревиатура
HASIA (High Accuracy Shock Influence Area) схе-
мы. Обусловлено это тем, что при расчете задачи
PCPW некоторые QL схемы повышенного поряд-
ка аппроксимации, в частности, схема Лакса-
Вендроффа [25], а также QL схемы, получаемые
при единичных весовых параметрах из схем
WENO3 и WENO5 [4], подобно NFC схемам,
имеют первый порядок NINSID сходимости, в
силу чего теряют повышенную точность в обла-
стях влияния ударных волн.

Существование HASIA схем предопределило
возможность построения для системы уравнений
мелкой воды комбинированных схем сквозного
счета [17–19, 24], которые монотонно локализуют
фронты ударных волн и одновременно сохраняют
повышенную точность в областях их влияния. В
комбинированной схеме применяется базисная
немонотонная HASIA схема, по которой разност-
ное решение строится во всей расчетной области.
В окрестностях больших градиентов, где это ре-
шение имеет нефизические осцилляции, оно
корректируется путем численного решения внут-

ренних начально-краевых задач по одной из NFC
схем. Причем внутренняя NFC схема (в отличие
от случая гибридных схем [7]) не влияет на реше-
ние, получаемое по базисной схеме, что позволя-
ет комбинированной схеме сохранять повышен-
ную точность в областях влияния ударных волн.

При построении первых комбинированных
схем [17, 18] в качестве базисных HASIA схем при-
менялись CWA схема [23] и схема Русанова [22], а в
качестве внутренней NFC схемы – монотонная мо-
дификация схемы CABARET [6]. В дальнейшем
были разработаны согласованные комбиниро-
ванные схемы, в которых базисная HASIA схема и
внутренняя NFC схема являются однотипными, в
частности, DG схемами [5]. Предложенная в [19]
комбинированная DG схема, для которой введе-
на аббревиатура CDG (Combined Discontinuous
Galerkin), построена на основе метода Галеркина,
в котором численное решение ищется в виде ку-
сочно-линейной разрывной функции; в качестве
базисной схемы DG1 применяется алгоритм это-
го метода без ограничителя Кокбурна [5], а в ка-
честве внутренней схемы DG1A1 используется
алгоритм этого метода с ограничителем Кокбур-
на, в котором параметр монотонизации A = 1.

3. В настоящей работе изучается точность раз-
рывного метода Галеркина при численном моде-
лировании разрывных решений системы законов
сохранения неизоэнтропической газовой дина-
мики [8], которая, в отличие от системы уравне-
ний теории мелкой воды, имеет вырожденное ха-
рактеристическое поле, приводящее к формиро-
ванию контактных разрывов, и в общем случае не
допускает записи в форме инвариантов. Прове-
ден сравнительный анализ точности HASIA схе-
мы DG1 с двумя NFC схемами DG1A1 и DG1A2
(алгоритмы этих схем приведены в [19]) при рас-
чете специальной задачи Коши с гладкими пери-
одическими начальными данными. При решении
этой задачи (так же, как при решении задачи
PCPW) внутри расчетной области формируется
последовательность изолированных ударных
волн, распространяющихся с постоянными ско-
ростями на одинаковом расстоянии друг от друга.
Для такой газодинамической задачи Коши будем
использовать аббревиатуру PCPG (Periodic Cau-
chy Problem for Gas dynamics).

Численные расчеты показали, что при расчете
задачи PCPG в гладких частях точного решения
вне областей влияния ударных волн схема DG1A1
(в которой схемная вязкость больше, чем в схеме
DG1A2) является существенно менее точной, чем
схемы DG1 и DG1A2. В то же время внутри обла-
стей влияния ударных волн точность NFC схем
DG1A1 и DG1A2 становится сравнимой и суще-
ственно более низкой, чем точность HASIA схе-
мы DG1, имеющей заметные нефизические ос-
цилляции за фронтами ударных волн. Это служит
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основанием для эффективного применения при
расчете задачи PCPG комбинированной схемы
CDG.

4. Рассмотрим квазилинейную гиперболиче-
скую систему законов сохранения [8]

(1)

где  – искомая, а f(u) – заданная гладкие
вектор-функции. Поставим для системы (1) зада-
чу Коши с гладкими периодическими начальны-
ми данными

(2)

Предположим, что задача (1), (2) при t > 0 имеет
единственное ограниченное обобщенное реше-
ние , в котором с течением времени форми-
руется последовательность изолированных удар-
ных волн.

Численные схемы разрывного метода Галер-
кина, аппроксимирующие задачу (1), (2), будем
строить на равномерной прямоугольной сетке

(3)

где  – шаг сетки по пространству,  –
заданное целое положительное число,

(4)

– шаг сетки по времени, выбираемый из условия
устойчивости Куранта, в котором  – ко-
эффициент запаса,  – собственные значения
матрицы Якоби  системы (1),  –
значение численного решения  в полуце-
лом пространственном узле .

Детальное описание схем DG1, DG1A1 и
DG1A2, тестируемых в данной работе, приведено
в [19]. Приводимые далее расчеты задачи PCPG
на равномерной сетке (3) проводились при соот-
ношении , что гарантирует выполне-
ние условия устойчивости (4).

5. Поскольку в рассматриваемой тестовой за-
даче Коши (1), (2) точное решение  заранее
неизвестно, то для приближенного вычисления
ошибки численного решения  этой задачи
мы применим метод Рунге [24]. Для этого зафик-
сируем на сетке (3) некоторый узел , где

, и введем для него обозначение , где
 и . Предположим, что на

последовательности сгущающихся сеток

где , , получаемых путем сжа-
тия базисной сетки (3), численное решение

+ ( ) = 0,t xu f u

( , )x tu

≡ +0 0( ,0) = ( ) ( ).x x x Xu u u

( , )x tu

τ ≥= {( , ) : = , = , 0},j n j nS x t x jh t n n

= /h X M M

+τ λ 1/2, ,
= / | ( ( , ))|max k h j nk j n

zh x tv

∈ (0,1)z
λ ( )k u

( )uf u +1/2( , )h j nx tv
( , )h nx tv

+ +1/2 = ( 1/2)jx j h

τ/ = 0.0012h

( , )x tu

( , )h nx tv

+1/2( , )j nx t
≥ 1n ( , )x t

+ = ( 1/2)x j h τ = > 0t n

τ ≥= {( , ) : = , = , 0}, = 1,2,...,i i i i
i j n j i n iS x t x jh t n n i

−1= /3i
ih h −τ τ 1= /3i

i

 в точке  сходится к точному решению
 с порядком r. Это означает, что в точке 

с точностью  выполнено условие

(5)

где B – векторная величина, не зависящая от hi и
такая, что .

Вычитая из формулы (5) эту же формулу, в ко-
торой индекс i заменен на , получаем

(6)

Из отношения

вторых равенств (6) при  следует формула
Рунге

(7)

для приближенного определения порядков ло-
кальной сходимости численного решения к точ-
ному.

Поскольку первое уравнение (6) при i = 1 запи-
сывается в виде

то входящий в него вектор B можно представить
следующим образом

(8)

Подставляя значение (8) в формулу (5), при 
получаем
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для вектора ошибок численного решения на ба-
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6. В качестве конкретной гиперболической си-
стемы (1) выберем систему законов сохранения
неизэнтропической газовой динамики [8], для
которой

(10)

где , , p и  – плотность, скорость,
давление и удельная полная энергия,  – удель-
ная внутренняя энергия. Давление и внутренняя
энергия удовлетворяют уравнению состояния
идеального политропного газа  в ко-

ρ ρ 
  ρ ρ +     ρ ρ +   

2= , ( ) = ,
( )

u

u u p
e u e p

u f u

ρ u ε + 2= /2e u
ε

γ − ρε= ( 1) ,p

тором  – показатель адиабаты двухатомно-
го газа.

Рассмотрим для системы (1), (10) задачу Коши
с гладкими периодическими начальными данны-
ми (задача PCPG)

(11)

(12)

где X = 10 – длина периода. Начальная плотность
газа, задаваемая первой формулой (12), показана

γ = 1.4

( )π π+2( ,0) = sin ,
4

xu x
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Рис. 1. Плотность газа (а) и относительные локальные дисбалансы (б), получаемые в момент времени t = 1 при чис-
ленном решении задачи PCPG.
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на рис. 1а пунктирной линией. Из формул (11) и
(12) следует, что энтропия газа

(13)

представляющая собой инвариант  системы (1),
(10), и изоэнтропические квазиинварианты [12]
этой системы

(14)

имеют следующие начальные значения

(15)

γγ − ρ
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1
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2w

− +
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1 1
c cw u w u

( )
−
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1

3
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2( ,0) = 2 sin 10.

4
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X

Поскольку в начальный момент времени эн-
тропия газа постоянна, то во всех гладких частях
точного решения, не входящих в области влияния
ударных волн, течение газа является изоэнтропи-
ческим. Отметим, что с учетом формул (15) задача
PCPG аналогична задаче PCPW, которая изуча-
лась в [14, 16–21].

7. В точном решении задачи PCPG в момент
времени  формируется последователь-
ность изолированных ударных волн, которые
распространяются друг за другом с одинаковыми
скоростями в положительном направлении оси .
На рис. 1а, 2а, 3а и 4а в моменты времени ,
2.5, 3.5, 5, сплошными линиями изображены ква-
зиточные профили плотности, получаемые при
расчете по схеме DG1A1 на мелкой сетке (3), в ко-
торой . К моменту времени t = 1 в точ-

≈ 1.35*t

x
= 1t

= 1/1215h

Рис. 2. Плотность газа (а) и относительные локальные дисбалансы (б), получаемые в момент времени t = 2.5 при чис-
ленном решении задачи PCPG.
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ном решении начинают формироваться области
больших градиентов, но решение еще остается
гладким (рис. 1а). В момент времени  удар-
ные волны уже сформировались, но их области
влияния еще не заполняют всю расчетную об-
ласть (рис. 2а). К моменту времени  удар-
ные волны проходят расстояние, большее длины
периода , и вся расчетная область стано-
вится их областью влияния. С учетом этого силь-
ные разрывы, расположенные на линиях, приве-
денных на рис. 3а и 4а, соответствуют ударной
волне, которая сформировалась в момент време-
ни  внутри интервала .

На рис. 1–4 приведены результаты расчетов
задачи PCPG по схемам DG1 (кружки), DG1A1

= 2.5t

= 3.5t

= 10X

*t −[ ,0]X

(квадратики) и DG1A2 (точки) на равномерной
сетке (3). На верхних рисунках с индексом (а) по-
казаны значения плотности газа, получаемые при
расчете, в котором . Из этих рисунков вид-
но, что, в отличие от NFC схем DG1A1 и DG1A2,
HASIA схема DG1 имеет заметные нефизические
осцилляции в окрестностях ударных волн. На
нижних рисунках с индексом (б) приведены от-
носительные локальные дисбалансы (9), получае-
мые при расчете на базисной сетке (3), где h =
= 1/135. Значения этих дисбалансов показаны для
каждого 30-го полуцелого пространственного уз-
ла разностной сетки.

Из рис. 1б и 2б следует, что вне областей влия-
ния ударных волн схема DG1A1 имеет суще-
ственно более низкую точность, чем схемы DG1 и

= 0.2h

Рис. 3. Плотность газа (а) и относительные локальные дисбалансы (б), получаемые в момент времени t = 3.5 при чис-
ленном решении задачи PCPG.
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DG1A2, точность которых в некоторых частях
этих областей приблизительно одинаковая. Внут-
ри областей влияния ударных волн точность схе-
мы DG1A2 резко падает (рис. 2б, 3б и 4б), стано-
вится сравнимой с точностью схемы DG1A1 и су-
щественно более низкой, чем точность схемы
DG1. С течением времени преимущество в точно-
сти HASIA схемы DG1 по сравнению с NFC схе-
мами DG1A1 и DG1A2 заметно возрастает, до-
стигая к моменту времени  (рис. 4б) почти
пяти порядков на интервале (5, 8) в области глад-
кости точного решения. В результате газодина-
мическая комбинированная схема CDG при рас-
чете задачи PCPG монотонно (без заметных не-
физических осцилляций) локализует фронты
ударных волн и одновременно сохраняет повы-
шенную точность в областях их влияния. При

этом необходимо отметить, что точность всех
схем (включая схему CDG) резко падает не толь-
ко в окрестности фронта ударной волны, но и в
окрестности слабого контактного разрыва, поло-
жение которого на рис. 2–4 отмечено крестиком
на оси x.

Численные расчеты задачи PCPG так же пока-
зали, что схема DG1 (также как схемы DG1A1 и
DG1A2) имеет лишь первый порядок NINSID
сходимости, в чем заключается принципиальное
отличие от аналогичной задачи PCPW, при расче-
те которой схема DG1 (в отличие от схем DG1A1
и DG1A2) сохраняет второй порядок NINSID
сходимости [19]. Несмотря на это в областях вли-
яния ударных волн преимущество в точности схе-
мы DG1 по сравнению со схемами DG1A1 и
DG1A2 при переходе от задачи PCPW к задаче

= 5t

Рис. 4. Плотность газа (а) и относительные локальные дисбалансы (б), получаемые в момент времени t = 5 при чис-
ленном решении задачи PCPG.
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PCPG не уменьшается (что можно было ожи-
дать), а возрастает. При расчете задачи PCPW это
преимущество составляет приблизительно три
порядка, а при расчете задачи PCPG оно в неко-
торых подобластях возрастает до пяти порядков.
В дальнейшем данные численные результаты тре-
буют детального теоретического обоснования.
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ON THE ACCURACY OF DISCONTINUOUS GALERKIN METHOD 
CALCULATING GAS-DYNAMIC SHOCK WAVES

M. E. Ladonkinaa,b, O. A. Nekliudovaa,b, V. V. Ostapenkob,
and Corresponding Member of the RAS V. F. Tishkina,b

a Keldysh Institute of Applied Mathematics, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia
b Lavrentyev Institute of Hydrodynamics, Siberian Branch, Russian Academy of Sciences, Novosibirsk, Russia

The results of a numerical calculation of gas-dynamic shock waves that arise when solving the Cauchy prob-
lem with smooth periodic initial data are presented using three variants of the DG (Discontinuous Galerkin)
method, in which the solution is sought in the form of a piecewise linear discontinuous function. It is shown
that the methods DG1A1 and DG1A2, for which the Cockburn limiter with parameters A1 = 1 and A2 = 2
are used for monotonization, have approximately the same accuracy in the influence areas of shocks (arising
as a result of gradient catastrophes within the computational domain), while the nonmonotonic DG1 meth-
od, in which this limiter is not used, has a significantly higher accuracy in these areas, despite noticeable non-
physical oscillations on shocks. With this in mind, the combined scheme obtained by the joint application of
the DG1 and DG1A1 methods monotonously localizes the shocks and maintains increased accuracy in the
areas of their influence.

Keywords: gas dynamic equations, shock waves, discontinuous Galerkin method
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Предложена количественная оценка качества треугольного элемента − индекс вырождения тре-
угольника. Для применения данной оценки строится простейшая модельная триангуляция, в кото-
рой координаты узлов формируются как сумма соответствующих координат узлов некоторой задан-
ной регулярной сетки и случайных приращений к ним. Для различных значений параметров вычис-
ляется эмпирическая функция распределения индекса вырождения треугольного элемента, которая
рассматривается как количественная характеристика качества треугольных элементов в построен-
ной триангуляции.

Ключевые слова: регулярная сетка, случайный вектор, триангуляция, индекс вырождения, эмпири-
ческая функция распределения
DOI: 10.31857/S2686954323600088, EDN: XHXMGF

1. Триангуляция используется для многих це-
лей, включая геодезию, навигацию, метрологию,
астрометрию, бинокулярное зрение и т.д. В гео-
метрии триангуляция рассматривается как разбие-
ние некоторой геометрической области n-мерного
евклидова пространства на n-мерные симплексы.
В настоящей работе рассматривается классиче-
ская триангуляция на плоскости. Одним из широ-
ко используемых методов является триангуляция
Делоне, задача построения которой была впервые
поставлена в 1934 г. в работе [1]. В вычислитель-
ном аспекте необходимость триангуляции обу-
словлена потребностью решения многих задач
вычислительной математики и математической
физики, сводящихся к решению дифференциаль-
ных уравнений в частных производных в нерегу-
лярных областях и на нерегулярных сетках [2].
В частности, отметим разрывный метод Галерки-
на [3], для которого благодаря его универсально-
сти и применимости к сложным геометрическим
областям задача построения триангуляции явля-
ется весьма актуальной. К настоящему времени в
отечественных и зарубежных журналах и изда-
тельствах опубликовано большое число статей и
монографий, посвященных методам построений
триангуляций, включающих различные аспекты

[4–11]. Обратим внимание, что точность вычис-
лений может в значительной мере зависеть от то-
го, насколько близки к вырождению присутству-
ющие в триангуляции треугольные элементы.
Поэтому помимо триангуляции, использующей
заданные узлы [7–11], представляется актуаль-
ным построение некоторой модельной триангу-
ляции с контролируемым качеством треугольных
элементов, предназначенной для тестирования
алгоритмов решения различных задач. В послед-
нем случае узлы триангуляции могут не задавать-
ся априори, а генерироваться по мере необходимо-
сти. Для генерации треугольных элементов задан-
ного качества, например, имеющих углы в
определенном диапазоне значений, может ока-
заться полезным вычисление некоторого скаляр-
ного показателя, характеризующего рассматрива-
емый элемент. В связи с этим в настоящей работе
предлагается количественная оценка качества тре-
угольного элемента − индекс вырождения тре-
угольника. В процессе модельной триангуляции
этот количественный показатель может быть ис-
пользован таким образом, чтобы генерируемые
треугольные элементы имели значение индекса
вырождения не более некоторой заданной вели-
чины.

2. Для треугольника с углами α и β (α > 0, β > 0,
α + β < π) рассмотрим функцию

(1)− α β α + βα β = =
α + β + α + β

2
2

sin sin sin( )( , ) 2 ,
[sin sin sin( )]
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где S и P − площадь и периметр этого треугольни-
ка соответственно. Нетрудно убедиться в спра-
ведливости неравенства

(2)

и асимптотического неравенства при 

(3)

Следовательно, согласно неравенству (3) значе-
ние функции , когда угол α предполагается
достаточно малым и наименьшим в треугольни-
ке, является оценкой порядка малости этого наи-
меньшего угла.

В области определения ( , , )
функция (1) является строго выпуклой вверх и
достигает своего единственного максимума, рав-
ного , в точке , . Таким обра-
зом, наибольшее значение функции (1) реализуется
в случае правильного треугольника. Отмеченные
выше свойства функции  позволяют ввести
на ее основе характеристику вырожденности рас-
сматриваемого треугольника

(4)
которую назовем индексом вырождения тре-
угольника с углами α и β.

Замечание 1. Выбор основания логарифма 10 в
(4) обусловлен тем удобством интерпретации, что
при таком выборе значение индекса вырождения
характеризует порядок малости по крайней мере
одного угла треугольника. Например, значение
индекса (4), равное 2, означает, что в рассматри-

α β ≤ α β α + β1( , ) min[sin ,sin ,sin( )]
4

G

α → 0

α + α ≤ α β ≤ α + α4 31 1( ) ( , ) ( ).
8 4

O G O

α β( , )G

α > 0 β > 0 α + β < π

3/18 α = π/3 β = π/3

α β( , )G

α β = − α β( , ) lg[6 3 ( , )],I G

ваемом треугольнике есть острый угол с величи-
ной порядка 10–2 радиан.

Замечание 2. Вместо функции (1) можно было
бы выбрать другую функцию, например,

(5)

где r и R есть радиусы вписанной и описанной
окружности соответственно для рассматриваемо-
го треугольника. Область определения функции
(5) совпадает с областью определения функции
(1). Хотя функция (5) также достигает максимума
в той же самой точке , , что и функ-
ция (1), она не сохраняет направление выпукло-
сти в своей области определения. Поэтому топо-
логия линий уровня функций (1) и (4) является
более простой по сравнению с функцией (5).

Замечание 3. В качестве естественной меры вырож-
дения треугольной ячейки можно было бы рассмот-
реть число обусловленности , где
||A|| − спектральная норма матрицы A перехода от
локальных координат, связанных с треугольным
элементом, к декартовым координатам. Однако
выбор локального базиса в треугольной ячейке
может быть выполнен тремя способами, что при-
водит к трем, вообще говоря, различным значе-
ниям этого числа. Разумеется, можно выбрать
минимальное значение из трех для такой меры,
но данная мера неудобна в использовании из-за
недостаточной гладкости и своих экстремальных
свойств. Тем не менее для малых углов α

 имеет первый порядок малости по α,
что согласуется с неравенством (3). Таким обра-
зом, меры вырождения, основанные на выраже-
нии (1) и обратной величине к числу обусловлен-
ности, характеризуются тем же самым порядком
малости при  и в этом смысле эквивалентны.

Согласно выражению (4) правильный тре-
угольник среди всех треугольников является наи-
менее вырожденным (что соответствует интуи-
тивным представлениям) и имеет минимальный
индекс вырождения, равный нулю. В частности,
достаточно малые значения индекса вырождения
гарантируют отсутствие в рассматриваемом тре-
угольнике малых и тупых углов (см. рис. 1).

Так, неравенство  обеспечивает
принадлежность любого из углов треугольника
интервалу , т.е. все такие треугольники
являются остроугольными. Как это видно из рис. 1,
на котором изображены линии уровня индекса
вырождения (4) треугольника , с увели-
чением значений c соответствующая линия уров-
ня стремится приблизиться изнутри к границе
треугольника, задаваемого неравенствами ,

 и .

− α β α + βα β = =
α + β + α + β

 1 sin sin sin( )( , ) (2 ) ,
sin sin sin( )

G r R

α = π/3 β = π/3

−= ⋅1( ) || || || ||cond A A A

−1[ ( )]cond A

α → 0

α β ≤( , ) 0.0498I

π π( /5, /2)

α β =( , )I c

α > 0
β > 0 α + β < π

Рис. 1. Линии уровня , где c = 0, 0.01, 0.05,
0.10, 0.25, 0.50, 0.75, 1.00.
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Следовательно, соблюдение в алгоритмах три-
ангуляции условия не превышения заданного
верхнего порога c индекса вырождения обеспечит
требуемое качество генерируемых треугольных
элементов.

3. В тех случаях, когда необходимо протести-
ровать какой-либо численный метод, предпола-
гающий его применение в триангулированной
области, естественно воспользоваться некоторым
экономичным способом триангуляции, в кото-
ром контролируется качество производимых тре-
угольников. С этой целью удобно воспользовать-
ся регулярной сеткой на плоскости вида

(6)

где  − шаг сетки,  − угловой пара-
метр, Z – множество целых чисел.

Соединяя точки сетки (6), находящиеся на
расстоянии h или  друг от друга, отрезками
прямых, получаем некоторую триангуляцию, со-
стоящую из равнобедренных треугольников с бо-
ковыми сторонами h, основанием  и углом ϕ
между боковой стороной и основанием (см. рис. 2а).
Точки, соединенные отрезками, назовем сосед-
ними точками. Далее, в положения узлов исход-
ной сетки (6) внесем сдвиги и получим новую
возмущенную, вообще говоря, нерегулярную сет-
ку с узлами

(7)

Сохраним в новой сетке (7) отношения сосед-
ства в том смысле, что если точки  и  являют-
ся соседями, то новые точки  и  также будут
соседями, т.е. они по-прежнему считаются со-
единенными между собой отрезком прямой (см.
рис. 2б). Нетрудно проверить, что при

(8)

построенные выше отрезки не будут иметь общих
внутренних точек друг с другом и в совокупности
образуют новую триангуляцию, состоящую, во-
обще говоря, из неправильных и не равных друг
другу треугольников. Отметим, что максимально
возможное значение правой части двойного не-
равенства (8) достигается при  и составля-
ет . Триангуляцию, полученную на основе
сетки (7), естественно назвать унаследованной от
триангуляции порожденной сеткой (6) при указан-
ном выше выборе соседних точек. В случае наруше-
ния правого неравенства (8) возможно возникнове-
ние у различных отрезков общих внутренних точек,
что, вообще говоря, допускает появление вырож-
денных треугольников.

= = + ϕ
= ϕ ∈

( , ) : (2 )cos ,
sin ( , ),

mn mn n mn

n

x y x h m n
y h n m n Z

r

> 0h ϕ ∈ π(0, /2)

ϕ2 cosh

ϕ2 cosh

= + ξ + η ξ + η ≤ ε 2 2 2 2( , ) : .mn mn mn n mn mn mnx y hr

mnr ijr
mnr ijr

≤ ε < ϕ ϕ10 min(sin ,sin 2 )
2

ϕ = π/3
3/4

Рассмотрим максимальное значение индекса
вырождения треугольного элемента в унаследо-
ванной триангуляции

(9)

где максимум определяется на множестве всевоз-
можных положений вершин рассматриваемого
треугольника, определяемых правым неравен-
ством (7). Очевидно, что величина (9) соответ-
ствует случаю максимально вырожденного тре-
угольника в смысле критерия (4), допускаемого
унаследованной триангуляцией. На рис. 3 пока-
заны зависимости максимального индекса вы-
рождения (9) от ε для различных значений угло-
вого параметра ϕ в (6). Каждая из представленных
зависимостей определена в полуоткрытом интер-
вале (8) и имеет вертикальную асимптоту

(10)

Обратим внимание, что для значений 
и  (кривые 2 и 3 соответственно) верти-
кальные асимптоты совпадают и имеют уравне-
ние . Кривая 2 лежит выше кривой 3, что
свидетельствует о большей вырожденности соот-
ветствующего треугольного элемента в случае

ε ϕ = α β( , ) max ( , ),J I

ε = ϕ ϕ1 min(sin ,sin 2 ).
2

ϕ = π/6
ϕ = π5 /12

ε = 1/4

Рис. 2. Регулярная и нерегулярная триангуляции: (а)
триангуляция, порождаемая регулярной сеткой (6);
(б) триангуляция, порождаемая сеткой (7) (узел, со-
ответствующий паре индексов m и n, помечен круж-
ком). Треугольные элементы сетки (7) очерчены жир-
ными линиями. Тонкие линии соединяют соседей
сетки (6).
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 по сравнению со случаем . От-
метим, что наименее вырожденными при одном и
том же значении ε являются треугольные элемен-
ты при , когда исходная триангуляция, по-
рождаемая сеткой (6), состоит из правильных
треугольников.

4. Для оценки качества триангуляции, осно-
ванной на применении индекса вырождения (4),
построим эмпирическую функцию распределе-
ния  значений (4) на треугольных элементах
уже существующей триангуляции, сформирован-
ной тем или иным способом. Пусть некоторая
триангуляция всего содержит N треугольников,
NI из которых имеют значение индекса (4), мень-
шее I. Тогда

(11)

Для иллюстрации предлагаемого подхода вос-
пользуемся сеткой (7), выбрав значения парамет-
ров в (6) и (7) равными

(12)

Сдвиги в (7)  будем считать слу-
чайными векторами, равномерно распределенны-
ми в круге, определяемом правым неравенством (7).
Формирование соответствующей псевдослучайной
последовательности координат  осуществ-
ляется методом, описанным в монографии [12],
позволяющим генерировать псевдослучайные
числа с произвольным распределением. Для вы-
числения эмпирической функции распределения

 ограничимся рассмотрением только тех уз-
лов сетки (7), которые располагаются в единич-
ном круге . Указан-

ϕ = π/6 ϕ = π5 /12

ϕ = π/3

( )F I

−= 1( ) .IF I N N

= ε = ϕ = π π π π0.001, 0.2, /6, /4, /3,5 /12.h

Δ = ξ η( , )mn mn mnr

ξ η( , )mn mn

( )F I

+ ξ + + η ≤2 2( ) ( ) 1mn mn n mnx y

ный круг содержит N треугольных элементов, где
 для любой триангуляции, порожден-

ной сетками (6) и (7) описанным выше способом
со значениями параметров (12). Шаг дискретиза-
ции по I составляет ΔI = 0.01. Результат вычисле-
ния представлен на рис. 4.

Наименее вырожденными являются треуголь-
ники для значения углового параметра .
Соответствующая функция распределения имеет
наиболее крутой фронт по сравнению со всеми
другими представленными функциями. Второе
место по качеству треугольников занимает триан-
гуляция, отвечающая значению . Третье
место соответствует случаю . И, нако-
нец, последнее четвертое место относится к зна-
чению , что вполне понятно, так как соот-
ветствующие треугольные элементы являются
преимущественно тупоугольными.

В заключение подчеркнем, что для любой
иной триангуляции эмпирическая функция рас-
пределения (11) может быть легко построена, ес-
ли известны узлы триангуляции. Таким образом,
качество произвольной триангуляции допускает
количественную оценку на основе индекса вы-
рождения (4) с помощью вычисления соответ-
ствующей эмпирической функции распределе-
ния (11).
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функция параметра ε для фиксированных значений ϕ:
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ON ONE APPROACH TO THE ASSESSMENT 
OF A TRIANGULAR ELEMENT DEGENERATION IN A TRIANGULATION

Yu. A. Kriksina and Corresponding Member of the RAS V. F. Tishkina

a Keldysh Institute of Applied Mathematics of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia

A quantitative estimate of a triangular element quality is proposed - the triangle degeneration index. To apply
this estimate, the simplest model triangulation is constructed, in which the coordinates of the nodes are
formed as the sum of the corresponding coordinates of the nodes of some given regular grid and random in-
crements to them. For different values of the parameters, the empirical distribution function of the triangle
degeneration index is calculated, which is considered as a quantitative characteristic of the quality of triangu-
lar elements in the constructed triangulation.

Keywords: regular grid, random vector, triangulation, degeneracy index, empirical distribution function


