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Задача оптимального управления на бесконечном интервале времени с общими концевыми ограни-
чениями сводится к семейству стандартных задач на конечных интервалах, содержащих величину
условной стоимости фазового вектора в качестве терминального члена. При помощи развитого под-
хода для задачи с общим асимптотическим концевым ограничением получен новый вариант прин-
ципа максимума Понтрягина, содержащий явное описание сопряженной переменной. В случае за-
дачи со свободным правым концом данный подход приводит к варианту принципа максимума в
нормальной форме, сформулированному полностью в терминах функции условной стоимости.

Ключевые слова: оптимальное управление, бесконечный горизонт, асимптотическое концевое огра-
ничение, функция условной стоимости, принцип максимума Понтрягина
DOI: 10.31857/S2686954323700315, EDN: DDVDRJ

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть заданы непустое выпуклое открытое
множество  из , непустые замкнутые множе-
ства  и , функции

и многозначное отображение  с не-
пустыми значениями.

Предполагается, что при п.в.  произ-
водные  и  существуют для всех

, а функции , ,  и
 измеримы по Лебегу-Борелю ( -измери-

мы) по  для любого  (см. [1, Definition 6.33])
и непрерывны по x при п.в.  и всех .
График многозначного отображения , т.е.
множество graphU(·) = {(t, u) ,
предполагается -измеримым множеством в

G R
n

⊂0M G ∞ ⊂ R
nM

∞ × × →
∞ × × → ϕ →

R R

R R R
0 1 1

: [0, ) ,

: [0, ) , :

m n

m

f G

f G G

∞: [0, ) mU  R

∈ ∞[0, )t
( , , )xf t x u 0( , , )xf t x u

∈ × R( , ) mx u G ⋅ ⋅ ⋅(, , )f ⋅ ⋅ ⋅0(, , )f ⋅ ⋅ ⋅(, , )xf
⋅ ⋅ ⋅0(, , )xf LB

( , )t u ∈x G
∈ ∞[0, )t ∈ R

mu
⋅( )U

∈ ∞ × ∈[0, ) : ( )}m u U tR

LB

. Относительно функции  предполагается,
что она локально липшицева.

Рассмотрим следующую задачу :

(1)

(2)

(3)

(4)

Здесь  и u(t) = (u1(t), ...,
 – значения фазового вектора и вектора

управления соответственно в момент времени
, а  – расстояние от

точки  до непустого замкнутого множества
.

Измеримую по Лебегу функцию ,
удовлетворяющую при всех  включению (3),
будем называть управлением. Для заданного
управления  соответствующая ему траектория

 определяется, как локально абсолютно не-
прерывное решение дифференциального уравне-
ния (2), определенное в G на некотором конеч-
ном или бесконечном интервале времени ,

 (если такое решение существует). Пару

+
R

1m ϕ ⋅( )

( )P
∞

⋅ ⋅ ϕ + → 0

0

( ( ), ( )) = ( (0)) ( , ( ), ( )) max,J x u x f t x t u t dt

( ) = ( , ( ), ( )),x t f t x t u t

∈( ) ( ),u t U t

∞→∞
∈ ρ0(0) , ( ( ), ) = 0.lim inf

t
x M x t M

∈ R
1( ) = ( ( ), , ( ))n nx t x t x t

∈( ))m mu t R

≥ 0t ξ∈ρ − ξ( , ) = min || ||Ma M a

∈ na
⊂ R

nM

∞ →:[0, ) mu R

≥ 0t

⋅( )u
⋅( )x

τ[0, )
τ > 0
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АСЕЕВ

, где  – управление, а  – соответ-
ствующая ему траектория, будем называть процес-
сом, если траектория  определена в G на всем
бесконечном интервале времени . Процесс

 будем называть допустимым в , если
для траектории  выполняются концевые огра-
ничения (4), а функция  локаль-
но интегрируема на .

Оптимальность допустимого процесса ,
 будем понимать в смысле слабо обгоняющей

оптимальности (см. [4]). Именно, допустимый
процесс  будем называть слабо обгоняю-
ще оптимальным (или просто слабо обгоняющим) в
задаче (P), если для любого другого допустимого
процесса  выполняется неравенство

Заметим, что в общем случае слабо обгоняющая
оптимальность допустимого процесса , 
не подразумевает сходимость несобственного ин-
теграла в (1). Однако, даже в случае, когда несоб-
ственный интеграл в (1) сходится для процесса

, , понятие слабо обгоняющей опти-
мальности слабее стандартного понятия сильной
оптимальности [4].

Задачи оптимального управления вида (P)
естественно возникают в экономике при иссле-
довании процессов роста. Впервые задача опти-
мизации экономического роста, как вариацион-
ная задача максимизации интегрального функци-
онала на бесконечном интервале времени (с
бесконечным горизонтом), была рассмотрена в
известной работе Рамсея [2]. Данной тематике
посвящена обширная литература (см. [3–5]).
В настоящее время рассмотрение моделей эконо-
мического роста в виде задач оптимального
управления с бесконечным горизонтом является
стандартным подходом в экономике (см. [6, 7]).

Основная сложность исследования задачи (P)
связана с бесконечным интервалом планирова-
ния, на котором рассматривается процесс управ-
ления системой. Бесконечный интервал плани-
рования вносит в задачу особенность, что является
источником различных патологий в соотношени-
ях принципа максимума Понтрягина для таких
задач (подробнее см. [3, 8]). Асимптотическое
концевое ограничение в (4) вносит в задачу до-
полнительные трудности. Заметим, что данное
ограничение не предполагает, вообще говоря, су-

⋅ ⋅( ( ), ( ))x u ⋅( )u ⋅( )x

⋅( )x
∞[0, )

⋅ ⋅( ( ), ( ))x u ( )P
⋅( )x

 0( , ( ), ( ))t f t x t u t
∞[0, )

⋅( ( )*x
⋅( ))*u

⋅ ⋅( ( ), ( ))* *x u

⋅ ⋅( ( ), ( ))x u

→∞

ϕ − ϕ +


+ −



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



0

0

0

0

( (0)) ( (0))*

( , ( ), ( ))lim sup * *

( , ( ), ( )) 0.

T

T

T

x x

f t x t u t dt

f t x t u t dt

⋅( ( )*x ⋅( ))*u

⋅( ( )*x ⋅( ))*u

ществования предела у траектории  на беско-
нечности. В моделях экономического роста вы-
полнение асимптотических условий такого типа
может рассматриваться как минимальное необхо-
димое условие устойчивого развития (см. [9, 10]).

Для процесса  (не обязательно допу-
стимого) будем использовать следующее ослаб-
ленное условие регулярности (см. [1, 3, 11]).

(A1) Существуют такие непрерывная функция
 и локально интегрируемая функция

, что  для
всех  и для п.в.  выполняется неравен-
ство

Нетрудно видеть (см. [11]), что выполнение
условия  обеспечивает применимость к зада-
че Коши

(5)

стандартных теорем на конечных интервалах вре-
мени о существовании и непрерывной зависимо-
сти решения  от начальных данных 
(см. [12], § 2.5.5, теорема 1]), а также о дифферен-
цируемости решения  по начальному зна-
чению  для всех  (см. [12, § 2.5.6]). В даль-
нейшем для краткости в случае  первый ар-
гумент в записи  будет иногда опускаться и
вместо  будем писать просто .

Следующее условие роста для процесса
 было введено в [13], как обобщение

условия доминирования дисконтирующего мно-
жителя (подробнее см. [3, 14]).

(A2) Существуют такие число  и суммиру-
емая функция , что для любого ,

, решение  задачи Коши (5) c на-
чальным условием  существует в  на ин-
тервале  и

Здесь  – отрезок с вершинами  и

 из .

Для процесса  введем усиленный ва-
риант условия .

( ) Существуют такие число  и суммиру-

емая функция , что для любого :
 решение  задачи Коши (5) c на-

чальным условием  существует в  на ин-

⋅( )x
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тервале  и, кроме того, для любых ,
, i = 1, 2, выполняется неравенство

Здесь  – отрезок с вершинами
 и .

Для заданных управлений  и , и момен-
та времени  определим соответствующее со-
ставное управление  равенством

(6)

Наконец, для допустимого процесса ,
 введем условие, характеризующее его устой-

чивость относительно малых возмущений траек-
тории  вблизи множества .

(A3) Существует такое , что если для до-
пустимого процесса  в момент времени

 выполняется условие , то су-
ществует такое , что если  – ре-
шение дифференциального уравнения (2), соответ-
ствующее некоторому управлению  на интерва-
ле  в  с начальным состоянием , и
удовлетворяющее условиям 

и , то пара ,

где  составное управление, соответствующее

,  и  (см (6)), а  – соответствующая
ему траектория, является допустимым процессом
в .

Заметим, что в случае задачи  без асимпто-
тического концевого ограничения в (4) (т.е. в слу-
чае, когда ) выполнение для допустимо-
го процесса  условия  автоматиче-
ски влечет и выполнение условия .

2. ФУНКЦИЯ УСЛОВНОЙ СТОИМОСТИ

Пусть  – процесс, для которого вы-
полняется условие . Тогда любое решение

 задачи Коши (5) с начальным условием  =
= ζ, лежащим в -окрестности точки , т.е. та-
ким, что , определено в  на всем
интервале  и, следовательно, пара

 является процессом. В дальнейшем
будем считать, что процесс  фиксиро-
ван, и для любого процесса с начальным состоя-

∞[0, ) ζi

ζ − β|| (0)|| <*i x
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β (0)*x

ζ − β|| (0)|| <*x G
∞[0, )

ζ ⋅ ⋅( ( ; ), ( ))*x u
⋅ ⋅( ( ), ( ))* *x u

нием  из -окрестности точки  выполняется
условие  (для каждого процесса со своими
функциями  и ). В этом случае в силу усло-
вия  траектория  определена однозначно
(см. [15, Глава 1, теорема 2]).

Определим множество  равен-
ством

(7)

В силу условия  следующий результат не-
сложно вытекает из стандартной теоремы о суще-
ствовании и непрерывной зависимости решения
задачи Коши от начальных данных.

Лемма 1. Множество , определенное равен-
ством (7), открыто в .

Пусть  и . Определим функ-
цию мгновенной межвременной полезности 
на множестве

(8)

равенством

Содержательно, величина  есть мгно-
венная полезность, получаемая в момент  в зави-
симости от состояния системы  в предыду-
щий момент времени , при условии, что на ин-
тервале времени  траектория системы 
определяется заданным управлением  (см. (5)).

Предположим теперь, что несобственный ин-
теграл в (1) сходится на процессе . В
этом случае в силу условий  и  для любых
значений  интеграл

(9)

также сходится. Величина  имеет экономи-
ческий смысл условной стоимости фазового век-
тора  в момент времени , т.е. это агреги-
рованная межвременная полезность, получаемая
при движении системы из состояния  в момент 
на интервале  при условии, что используется
заданное управление . Функцию , опре-
деленную на множестве  равенством (9) будем
называть функцией условной стоимости. Заметим,
что функция условной стоимости была введена в
работе автора [16] в связи с вопросом об экономи-
ческой интерпретации сопряженной переменной
в соотношениях принципа максимума Понтряги-
на для задач оптимального управления с беско-
нечным горизонтом. Использование функции
условной стоимости позволяет придать экономи-
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АСЕЕВ

ческий смысл сопряженной переменной без ка-
ких-либо предположений о дифференцируемо-
сти функции оптимального значения (см. [16]).
В настоящей работе функция условной стоимости
используется для получения полного варианта
принципа максимума Понтрягина для задачи .

Для фиксированного  и процесса (x(τ,
 (см. (5)) через  будем обозначать

фундаментальное матричное решение линейной
системы

(10)

удовлетворяющее начальному условию  = I,
где I – единичная матрица размера n × n. Заме-
тим, что функция  определена на всем ин-
тервале . Если , то 
(см. (5)). В этом случае для краткости функцию

 будем обозначать через .
Следующий результат вытекает из [11,

Lemma 3.2].
Лемма 2. Пусть  – процесс, для кото-

рого выполняется условие  и для любого процес-
са с начальным состоянием  из -окрестности
точка  выполняется условие . Тогда для
любой точки  имеем

Следующий результат дает достаточные усло-
вия непрерывной дифференцируемости функции

 на множестве  (см. (8)).
Лемма 3. Пусть  – процесс, для кото-

рого выполняется условие  и несобственный ин-
теграл в (1) сходится. Пусть, кроме того, для лю-
бого процесса с начальным состоянием  из -
окрестности точки  выполняется условие

. Тогда для любого  функция 
непрерывно дифференцируема на множестве  и

(11)

Доказательство. Фиксируем произвольное
. В силу [16, теорема 2, и теорема 3], произ-

водная (Фреше)  существует для любого
 и определяется формулой (11). В силу тео-

ремы о существовании и непрерывной зависимо-
сти решения задачи Коши от начальных данных
матричная функция  непрерывна на

. Аналогично, функции  и

( )P
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ξ τ ξ τ ( , ; )Z

τG −ξ τ ξ 1[ ( , ; )]Z s

,  непрерывны на  для
любого . Следовательно, для завершения до-
казательства достаточно показать, что последний
несобственный интеграл в (11) сходится равно-
мерно по  (см. [17, §54.3, теорема 5]). В силу
леммы 2 этот факт следует из того обстоятельства,
что функция  не зависит от . 

Заметим, что в случае  равенство (11)
принимает вид

(12)

3. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Пусть  – слабо обгоняющий про-
цесс в задаче (P), для которого несобственный
интеграл в (1) сходится и выполняется условие

. Предположим также, что для любого про-
цесса  с начальным состоянием

 из -окрестности точки  выполня-
ется условие . Предположим также, что вы-
полняется условие .

Пусть  – такая возрастающая последова-
тельность положительных чисел, что 
и  = 0. В силу допустимости про-

цесса  такая последовательность  су-
ществует (см. (4)). Переходя при необходимости к
подпоследовательности будем считать, что что
для любого k = 1, 2, … выполняется условие

, где число  определено в
условии . Пусть  > 0 – число, опре-
деленное в . Уменьшая при необходимости
число  > 0, будем считать, что для каж-
дого k = 1, 2, … замкнутая -окрест-
ность точки  содержится в множестве 
(см. (8)), и для любого решения  задачи
Коши (5) с начальным условием ,

, имеем  <β.

Для k = 1, 2, … положим

В силу леммы 3 функция  не-
прерывно дифференцируема на множестве

.
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Для k = 1, 2, … рассмотрим следующую задачу
, соответствующую процессу , с

фиксированным конечным временем :

(13)

(14)

(15)

(16)

Здесь , , векторная функция
, скалярные функции , , много-

значное отображение  и множество  – те же
самые, что и в исходной задаче .

Множество всех измеримых по Лебегу функ-
ций , удовлетворяющих для любо-
го  включению (16), будем рассматривать
в качестве управлений в задаче . Соответству-
ющее управлению  абсолютно непрерывное
решение  дифференциального уравнения (14)
будем называть допустимой траекторией, если
решение  определено в G на интервале ,
удовлетворяет концевым условиям (15) и инте-
грал в (13) сходится. В этом случае пару 
будем называть допустимой в задаче . Допу-
стимая пара  является оптимальной в
задаче , если функционал (13) достигает на
ней своего максимального значения на множе-
стве всех допустимых в  пар. Нетрудно видеть,
что для любого k = 1, 2, … сужение процесса

 на интервал  является допусти-
мой парой в задаче .

Лемма 4. Для любого k = 1, 2, … сужение процесса
 на интервал  является оптималь-

ной допустимой парой в задаче .
Определим функцию Гамильтона–Понтряги-

на  и гамильтони-
ан  задачи  стан-
дартным образом

Далее через  будем обозначать предель-
ный субдифференциал локально липшицевой
функции  в точке  (см. [1], Defini-

tion 11.10), а через  – предельный нормаль-

( )kP ⋅ ⋅( ( ), ( ))* *x u

kT

⋅ ⋅ ϕ + +

+ → 0

0

( ( ), ( )) = ( (0)) ( ( ))

( , ( ), ( )) max,
k

k k k
T

J x u x W x T

f t x t u t dt

( ) = ( , ( ), ( )),x t f t x t u t

∈ ∈0(0) , ( ) ,k kx M x T M

∈( ) ( ).u t U t

∈ R
nx ∈ R

mu
⋅ ⋅ ⋅(, , )f ⋅ ⋅ ⋅0(, , )f ϕ ⋅( )

⋅( )U G
( )P

→ R: [0, ] m
ku T

∈ [0, ]kt T
( )kP

⋅( )u
⋅( )x

⋅( )x [0, ]kT

⋅ ⋅( ( ), ( ))x u
( )kP

⋅ ⋅( ( ), ( ))k kx u
( )kP

( )kP

⋅ ⋅( ( ), ( ))* *x u [0, ]kT
( )kP

⋅ ⋅( ( ), ( ))* *x u [0, ]kT
( )kP

∞ × × × × →R R R* 1 1: [0, ) nG U
∞ × × × →R R R

1 1: [0, ) nH G ( )P

ψ ψ ψ  + ψ* 0 0 0( , , , , ) = , ( , , ) ( , , ),t x u f t x u f t x u

∈
ψ ψ ψ ψ*0 0

( )
sup( , , , ) = ( , , , , ).

u U t
H t x t x u

∂ϕ( )x

ϕ → R
1:G ∈x G
 ( )AN a

ный конус к замкнутому множеству  в точ-
ке  (см. [1]).

Следующий результат дает необходимые усло-
вия оптимальности для задачи . Предваритель-
ные результаты в этом направлении получены в
работах автора [18, 19]. Другие варианты принци-
па максимума для задач с асимптотическими кон-
цевыми ограничениями при дополнительном
априорном предположении о существовании
предела у оптимальной траектории на бесконеч-
ности см. в [20, 21].

Теорема 1. Пусть  – слабо обгоняю-
щий процесс в задаче , для которого несобствен-
ный интеграл в (1) сходится и выполняются условия

 и . Предположим также, что для любого
: , для процесса 

выполняется условие . Тогда существуют та-
кие не обращающиеся одновременно в нуль число

 и вектор , что выполняются следую-
щие условия:

(i) Функция , определенная ра-
венством

(17)

локально абсолютно непрерывна и удовлетворяет
основным соотношениям принципа максиму-
ма, т.е.  является решением сопряженной
системы

(18)

и выполняется условие максимума

(19)

(ii) Выполняются включения

Здесь

а множество

⊂ R
nA

∈a A
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АСЕЕВ

– верхний топологический предел многозначно-

го отображения  при ,
удовлетворяющих условию .

Доказательство теоремы 1 основано на лемме 4,
применении к задачам , k = 1, 2, …, расширен-
ного варианта принципа максимума Понтрягина
для задач на конечных интервалах времени [1,
Theorem 22.26] и непрерывной дифференцируе-
мости функции условной стоимости (лемма 3).
Аналогичный вариант принципа максимума в
нормальной форме ( ) для задачи (P) с фик-
сированным начальным состоянием и без асимп-
тотических концевых ограничений был получен в
[11] при помощи метода игольчатых вариаций в
более общем случае, когда несобственный интеграл
в функционале (1) не обязательно сходится и при
более слабом условии  (подробнее см. [3, 11]).

В заключение приведем вытекающий из теоре-
мы 1 вариант принципа максимума для задачи (P)
в случае отсутствия асимптотических концевых
ограничений. Особенность данного варианта
принципа максимума состоит в том, что он фор-
мулируется полностью в терминах функции
условной стоимости.

Теорема 2. Предположим, что в задаче 
асимптотическое концевое ограничение в (4) от-
сутствует (т.е. ). Пусть  –
слабо обгоняюще оптимальный процесс в задаче ,
для которого несобственный интеграл в (1) сходит-
ся и выполняется условие . Предположим так-
же, что для любого : , для про-
цесса  выполняется условие . Тогда
для любого  функция  непрерывно диффе-
ренцируема на множестве  и вы-
полняются следующие условия:

(i) Функция , определенная ра-
венством

(20)

локально абсолютно непрерывна и удовлетворяет
основным соотношениям принципа максимума в
нормальной форме (18) и (19) (при ).

(ii) Выполняется условие трансверсальности

(iii) Частная производная  существу-
ет при п.в.  и

(21)

[ ]− 1( ) ( )* *t Z t N t → ∞t

∞ρ →( ( ), ) 0*x t M

( )kP

ψ0 = 1

( 2)A

( )P

∞ R= nM ⋅ ⋅( ( ), ( ))* *x u
( )P

( 2 ')A
ζ ∈ 0M ζ − β|| (0)|| <*x

ζ ⋅ ⋅( ( ; ), ( ))*x u ( 1)A
≥ 0t ⋅( , )W t

∈ ∈ Ω{ :( , ) }x G t x

ψ ∞ →: [0, ) n
R

ψ ≥( ) = ( , ( )), 0,*xt W t x t t

ψ0 = 1

ψ ∈ −∂ϕ +
0

ˆ(0) ( (0)) ( (0)),* *Mx N x

( , ( ))*tW t x t
≥ 0t

{

}
∈

+   +

+

( )

п.в.
0

( , ( )) ( , ( )), ( , ( ), )sup* * *

( , ( ), ) = 0.*

t x
u U t

W t x t W t x t f t x t u

f t x t u

Доказательство. Действительно, в силу леммы
(3) функция  непрерывно дифференцируе-
ма на множестве . В силу  в

случае  условие  выполняется авто-
матически. Для любого  имеем 

и, следовательно,  =
= 0. Таким образом, в этом случае утверждение
теоремы 1 выполняется с  и без ограничения
общности можно считать, что . При этом
равенство (20) вытекает из поточечного представ-
ления (17) и равенства (12). Таким образом, вы-
полнение условий (i) и (ii) является непосред-
ственным следствием утверждения теоремы 1.
Далее, в силу (9) частная производная 
существует при п.в. , а равенство (21) вытека-
ет из условия  и того факта, что для функции

, определенной равенством (20), выполняется
условие максимума (19) в нормальной форме. Та-
ким образом, условие (iii) также выполняется.

Заметим, что аналогичный вариант принципа
максимума для задачи (P) с фиксированным на-
чальным состоянием и без каких-либо асимптоти-
ческих ограничений был получен автором в [16].
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Infinite horizon optimal control problem with general endpoint constraints is reduced to a family of standard
problems on finite time intervals containing the value of the conditional cost of the phase vector as a terminal
term. New version of the Pontryagin maximum principle containing an explicit characterization of the ad-
joint variable is obtained for the problem with a general asymptotic endpoint constraint. In the case of the
problem with free final state this approach leads to a normal form version of the maximum principle formu-
lated completely in the terms of the conditional cost function.
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Рассматривается динамическая система с ограничениями в виде линейных дифференциальных не-
равенств. Доказано, что в общем случае при наличии таких связей движение является безударным.
Показана возможность реализации таких связей силами вязкого трения. Приведен пример неголо-
номной системы, для которой с помощью численного моделирования показано, как с увеличением
степени анизотропии происходит переход от системы с анизотропным вязким трением к системе с
односторонними дифференциальными связями.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В работе рассматриваются вопросы динамики

механических систем, на движение которых на-
ложены ограничения в виде дифференциальных
неравенств. Связи такого вида называются одно-
сторонними, или неголономными дифференци-
альными связями. Они упоминаются в работах
[1, 2], однако конкретный интерес к ним про-
явился лишь в начале текущего века [3, 4]. В ука-
занных работах предлагался вывод уравнений
движения таких систем, основанный на локаль-
ных или интегральных вариационных принципах
[5, 6], и приводился пример такой системы – од-
носторонний конек Чаплыгина. В [3] показыва-
ется безударность односторонних дифференци-
альных связей в однородном случае. В [4] ставит-
ся вопрос о реализации таких связей силами
анизотропного вязкого трения, и дается пример
такой реализации для конька Чаплыгина.

В данной работе показывается безударность
односторонних дифференциальных связей в об-
щем случае. Показывается возможность реализа-
ции таких связей силами анизотропного вязкого
трения. Для некоторых систем методами ком-
пьютерного моделирования показывается, как с

ростом анизотропности происходит предельный
переход от систем с анизотропным вязким трени-
ем к системе с односторонми дифференциальны-
ми связями.

2. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ 
И БЕЗУДАРНОСТЬ

Классический подход к теории односторонних
связей состоит в распространении понятия про-
странства виртуальных перемещений на односто-
ронние связи. В этом случае к виртуальным пере-
мещениям относятся перемещения, направлен-
ные не только по касательной к границе связей,
но и внутрь области допустимой для движения. Та-
кой подход предлагается в работах [1, 2]. Рассмот-
рим механическую систему, состоящую из  мате-
риальных точек с радиус-векторами . Объ-
единим их радиус-векторы , i =  в один
вектор .

Пусть на систему наложены  двухсторонних
дифференциальных связей ,
где  – матрица размером ,  – век-
тор. Пусть также на систему наложено  односто-
ронних дифференциальных связей

(1)

где W – матрица размером ,  – век-
тор. Здесь и далее для вектора 
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выражение  означает, что неотрицательны
все его координаты , .

Если все неравенства (1) строгие, то мы нахо-
димся внутри области, допускаемой односторон-
ними связями. В этом случае односторонние свя-
зи не влияют на движение системы. Если в мо-
мент времени  в точке фазового пространства

 хотя бы одно из неравенств (1) становится
равенством, то будем говорить, что система вы-
шла на границу односторонних связей. В этом
случае на движение системы влияют только те не-
равенства, которые стали равенствами. Отметим
особо, что в дальнейшем, при использовании
неравенств (1) в граничных точках, будет подра-
зумеваться, что в данную систему неравенств
входят только неравенства, обращающиеся в ра-
венство.

Введем пространство виртуальных перемеще-
ний как множество векторов  из

. Для заданного положения точек системы  и
заданного момента времени  вектор  на-
зывается виртуальным перемещением, если для
него выполняются равенства  а так-
же, но только для граничных точек, выполняются
неравенства  Эти неравенства озна-
чают, что виртуальные скорости сдвига вдоль
виртуального перемещения направлены внутрь
области, допускаемой для движения односторон-
ними связями, или же по касательной к границе
связей.

Касательными перемещениями будем назы-
вать виртуальные перемещения, для которых вы-
полняются строгие равенства . Каса-
тельные перемещения образуют гиперплоскость
в , которую мы будем называть плоскостью
удара.

Мы считаем, что при выходе на границу одно-
сторонних дифференциальных связей возникают
ударные реакции, импульсы которых будем обо-
значать . Связи будем назы-
вать идеальными, если ударные импульсы на-
правлены внутрь области, допускаемой для дви-
жения односторонними связями. Это значит, что
для любых виртуальных перемещений выполня-
ется неравенство

(2)
Заметим, что если  касательное перемещение,
то  тоже касательное перемещение. Поэтому
для касательных перемещений в случае идеаль-
ных связей выполнено равенство 

Сформулируем теперь принцип виртуальных
перемещений Даламбера–Лагранжа. Пусть в мо-
мент  система выходит на границу односторон-
них дифференциальных связей. Применяя прин-

≤ 0u
≤ 0iu = 1, ,i n

t
( , )x x

δ δ δ 1= ( , , )Nx r r
3NR x

t δ ∈ 3nx R

δ( , ) = 0,A x t x

δ ≤( , ) 0.W x t x

δ( , ) = 0W x t x

3NR

( ) ( ) ( )
1= ( , , )p p p

NR R R

δ ≥( )( , ) 0.pR x

δx
−δx

δ( )( , ) = 0.pR x

t

цип освобождения от связей, освободим систему
от связей, заменив их реакциями связей. В соот-
ветствии с классической теорией удара постули-
руем, что существуют пределы справа и слева ско-
ростей точек системы , .
Тогда

В соответствии с теоремой об изменении им-
пульса системы в момент выхода на границу од-
носторонних связей, изменение импульсов то-
чек системы равно ударным импульсам реакций
связей:

Здесь M – матрица масс системы.

Введя обозначение , получаем
. Тогда условие идеальности (2) мож-

но записать следующим образом
(3)

Выполнение этого соотношения для любых вир-
туальных перемещений

(4)

будем называть принципом виртуальных переме-
щений в нашем случае. Для касательных переме-
щений выполнено

(5)

В соответствии с правилом множителей
Лагранжа получаем отсюда, что найдутся векторы

,  такие, что

(6)

Здесь выражение  означает транспонирование
матрицы .

Для ,  и  имеем

Значит
(7)

Для краткости введем несколько обозначений.
Пусть  – матрица размером , состав-
ленная из строк матриц  и W, так, что сверху рас-
положены строки матрицы , а под ними – строки
матрицы W. Также введем вектор , составлен-
ный из последовательно расположенных компо-
нент векторов  и 

− −= ( 0)V x t + += ( 0)V x t

+ ++ + ≤( , ) ( , ) = 0, ( , ) ( , ) 0A x t V b x t W x t V h x t
− −+ +( , ) ( , ) = 0, ( , ) ( , ) = 0.A x t V b x t W x t V h x t

+ − + ( )= .pMV MV R

+ −Δ −=V V V
Δ( ) =pR M V

Δ δ ≥( , ) 0M V x

δ δ ≤= 0, 0A x W x

Δ δ ∀δ δ δ( , ) = 0, : = 0, = 0.M V x x A x W x

λ ∈( )p kR μ ∈( )p sR

Δ λ + μ( ) ( )= .T p T pM V A W
TB

B
+V −V ΔV

+ −+ += 0, = 0,AV b AV b
+ −+ ≤ +0, = 0.WV h WV h

Δ Δ ≤= 0, 0.A V W V

Φ × +3 ( )N k s
A

A
ν( )p

λ( )p μ( )p
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Тогда  и ,  = 0
запишутся следующим образом

Отсюда получаем систему линейных уравнений
для 

(8)
Связи, наложенные на систему будем называть

независимыми, если ранг матрицы  максимален,
т.е. равен . Матрица масс M симметрическая,
положительно определенная. Если связи независи-
мы, то матрица  также симметрическая
и положительно определенная, т.е., в частности, не-
вырожденная. В этом случае из 
следует, что  и, значит, . Это озна-
чает, что в системе с односторонними дифферен-
циальными связями удары отсутствуют.

При выводе мы пользовались постулатом, что
при нахождении на границе односторонних свя-
зей скорости точек имеют пределы слева и справа
по времени. Обоснование этого предположения
будет дано в следующих разделах.

При выходе на границу односторонних связей
помимо ударных реакций с импульсами  на
точки системы будут действовать обычные реак-
ции связей, и уравнения движения в форме урав-
нений Лагранжа первого рода будут выглядеть
следующим образом

Множители Лагранжа  отличны от нуля только
тогда, когда система находится на границе одно-
сторонних дифференциальных связей.

При лагранжевом рассмотрении движения си-
стемы интегрируемая часть двухсторонних связей
заменяется геометрическими ограничениями на
положения точек системы. При локальном рас-
смотрении на конфигурационном пространстве
вводятся обобщенные координаты .
Двухсторонние связи задаются системой  ра-
венств  где A – матрица разме-
ром ,  – вектор. Односторонние
дифференциальные связи задаются системой s
неравенств  где W – матрица
размером ,  – вектор.

Будем считать, что система натуральная

 Ψ = ν λ λ μ μ 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1= ( , , , , , ).p p p p p

k s
A

W

Δ = λ + μ( ) ( )T p T pM V A W Δ = 0A V ΔW V

Δ Φ ν ΦΔ ≤( )= , 0.T pM V V

ν( )p

−Φ Φ ν ≤1 ( ) 0.T pM

Φ
+k s

−Φ Φ ν1 ( )T pM

−Φ Φ ν ≤1 ( ) 0T pM
ν( ) = 0p Δ = 0V

p
iR

+ λ + μ = .T TMx F A W

μ

1= ( , , )nq q q
k

+( , ) ( , ) = 0,A q t q b q t
×3N k ∈ kb R

+ ≤( , ) ( , ) 0,W q t q h q t
×3N s ∈ sh R

− − ( , ) ,= = ( ).
2

M q t q qL T V V q

Тогда уравнения Лагранжа второго рода выглядят
следующим образом

(9)

Множители Лагранжа  не положительны, и от-
личны от нуля только тогда, когда система нахо-
дится на границе односторонних дифференци-
альных связей:

Пусть связи однородны, т.е. . До-
множив уравнения Лагранжа на , получим

Значит, если функция Лагранжа не зависит от
времени, то выполняется обобщенный закон со-
хранения энергии (существует интеграл Якоби)

3. РЕАЛИЗАЦИЯ ОДНОСТОРОННИХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СВЯЗЕЙ 

АНИЗОТРОПНЫМ ВЯЗКИМ ТРЕНИЕМ
Рассмотрим натуральную механическую си-

стему с лагранжианом

Считаем, что на движение системы наложены
только односторонние дифференциальные связи

.
Пусть , и  – движение системы с на-

чальными условиями  на отрезке
. Тогда оно удовлетворяет уравнениям

Лагранжа второго рода

где  некая функция времени, зависящая от
движения, и принимающая ненулевые значения
только в те моменты времени, в которые

 = 0.

Обозначим через  строку i матрицы W,
. Компоненты вектора  обозначим че-

рез , т.е. 
Введем функцию :

Пусть  принимает натуральные значения ρ = 1,
2, 3, .... Отбросим односторонние дифференци-

∂ ∂− λ + μ
∂ ∂

= .T Td L L A W
dt q q

μ

μ ≤ + μ ≡( ) 0, ( ) 0.t Wq h

= 0, = 0b h
q

 ∂ ∂− ∂ ∂ 



, = 0.d L L q

dt q q

∂ −
∂



= const.L q L
q

− −  ( ( ) , )( , ) = = ( ).
2

M q q qL q q T V V q

+ ≤( ) ( ) 0W q q h q
> 0a *( )q t

( *(0), *(0))q q
≤ ≤0 t a

∂ ∂− μ
∂ ∂

= ,Td L L W
dt q q

μ ≤( ) 0t

+( ) ( )W q q h q

iu
= 1, ,i s h

ih 1= ( , , )sh h h
ξ ∈( ),x x R

≤ξ 


0 при 0
( ) =

1 при > 0.
x

x
x

ρ
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альные связи  и добавим в систему
обобщенные силы линейного вязкого трения

Пусть , и  – движение системы с на-
чальными условиями  на отрезке

. Для движения системы выполняются
уравнения Лагранжа второго рода

(10)

Мы покажем, что для достаточно малого ,
при  решения  и скорости  равно-
мерно по t сходятся к решению  и скорости

.
В фазовом пространстве системы введем коор-

динаты  так, что , ,
. В этих координатах уравнения движе-

ния можно записать следующим образом

(11)

где  – слагаемое, отвечающее обобщенным
силам вязкого трения, а  – остаток.

Односторонние дифференциальные связи за-
даются неравенствами

где  – некие функции. Обозначим через 
множество точек фазового пространства, допус-
каемых связями

Граница  этих связей определяется как часть
объединения гиперповерхностей

Мы предполагаем, что связи не вырождены, т.е.
что матрица связей W имеет максимальный ранг,
равный . В этом случае, вблизи границы  век-
торное поле  трансверсально соответствую-
щим гиперповерхностям и направлено внутрь об-
ласти 

Для  введем множество 

По построению составляющая  для точек из 
направлена внутрь этой области. С увеличением 
составляющая  растет как . Поэтому для за-
данного  существует натуральное , та-
кое, что при всех  вектор F направлен
внутрь области . Следовательно, решение си-

+ ≤ 0Wq h

ρ −ρ ξ + ×  
=1

= ( )( , ) .
s

j j j j
j

Q u q h u q u

≠*(0) 0q ρ( )q t
( *(0), *(0))q q

≤ ≤0 t a

ρ
∂ ∂−
∂ ∂

= .d L L Q
dt q q

> 0a
ρ → +∞ ρ( )q t ρ ( )q t

∞( )q t
∞ ( )q t

1 2= ( , , )nz z z =i iz q + =i n iz q
= 1, ,i n

ρ+ = ( ) = *( ) ( ),z F z F z F z

ρ( )F z
*F

ϕ ≤ ( ) 0, = 1, , ,i z i s

ϕ ( )i z Σ0

Σ ϕ ≤ ∩ ∩ ϕ ≤0 1= { ( ) 0} { ( ) 0}.sz z

Γ0

Γ ϕ ∪ ∪ ϕ ∩ Σ0 1 0= { ( ) = 0} { ( ) = 0} .sz z

s Γ0

ρ( )F z

Σ<0

Σ ϕ ∪ ∪ ϕ<0 1= { ( ) < 0} { ( ) < 0}.sz z

ε > 0 εΣ<

εΣ ϕ ε ∪ ∪ ϕ ε< 1= { ( ) < } { ( ) < }.sz z

ρF εΣ<
ρ

ρF ρ( )O
ε > 0 ε( )N

ρ > N
εΣ<

стемы, начавшееся в области , останется в ней
во все время. При этом

Из этого выткает, что величины  ограни-
чены равномерно по  и .

Рассмотрим функции  как элементы про-

странства Соболева . Используя теорему
вложения, получаем, что  сходится равномерно
к некоторой функции , при этом производная

 также сходится, но слабо. Отсюда получаем
требуемое утверждение.

Однако можно и не использовать простран-
ства Соболева, а применить критерий Арцела к
семейству равностепенно непрерывных функ-
ций. Строгое доказательство, для краткости, при-
ведем в простом частном случае. Пусть есть обык-
новенное дифференциальное уравнение

Пусть нас интересует ограничение 
Для натурального  рассмотрим систему

(12)

Пусть  – решение системы, при , и
начальное условие  таково, что 

Надо показать, что решения  при 
равномерно сходятся к некоторой функции ,
такой, что  при всех , и которая удовле-
творяет уравнению

(13)

где , и  некоторая функция,
отличная от нуля только в те моменты времени,
для которых .

Предположим, что . Тогда при 
будет . Значит решение, начав-
шееся в области  не сможет попасть в об-

ласть .

Возьмем натуральное N достаточно большим,
и введем множество KN решений  для всех на-
туральных . Введем обозначение 
и будем рассматривать решения  как элемен-

ты пространства Соболева . По
построению множество KN ограничено в .

Поскольку  рефлексивно, и KN ограничен-
ное множество, то KN слабо компактно [7]. По-

εΣ<

−

−

ε ε
ε

1

1

( ) = ( ), или, что то же самое,

( ) = ( ).

N O

N O N

ρ ρ|| ( ( ))||F z t
t ρ

ρ( )z t
2

1 (0, )W a
ρz
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≠
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
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этому из  можно выделить последователь-
ность слабо сходящуюся к некоторой функции

. Будем нумеровать эту подпоследова-
тельность теми же индексами:  слабо в

.
По теореме вложения пространств Соболева

пространство  компактно вкладывается в
пространство . Поэтому ограниченное мно-
жество  в  отображается в предкомпактное
ограниченное множество в . Следовательно,
из последовательности  можно выбрать подпо-
следовательность, сходящуюся к  в смысле

, т.е. получаем последовательность, равно-
мерно сходящуюся на [0, a]. Оставим прежние
обозначения для этой подпоследовательности.
Таким образом

Кроме того  слабо в .
Как уже говорилось, можно и не использовать

пространства Соболева, а применить критерий
Арцела к семейству равностепенно непрерывных
функций. Поскольку функции  равномерно по t
ограничены, то в соответствии с критерием Арце-
ла из последовательности функций  можно вы-
брать равномерно сходящуюся подпоследова-
тельность. При этом можно далее выбрать подпо-
следовательность у которой также и производные

 будут сходиться, но слабо [7]. Для выбранной
подпоследовательности будет выполняться урав-
нение

ρ{ }x

∈* Nx K
→ *kx x

Ω1
2 ( )W

Ω1
2 ( )W
Ω0( )C

NK Ω1
2 ( )W

Ω0( )C
ρ{ }x

∈* Nx K

Ω0( )C

ρ≤ ≤
− → ρ → +∞

0
max || || 0 при .*t a

x x

ρ → *x x Ω2( )L

ρx

ρx

ρx

(14)

В этом уравнении  сходится равномерно, а
 – сходится слабо. Значит, и  сходится

слабо, и будет выполнено уравнение  +
+ μ(t)e.

4. ОДНОСТОРОННИЙ КОНЕК ЧАПЛЫГИНА
Пусть по горизонтальной плоскости 

скользит без трения однородный диск, положе-
ние которого определяется обобщенными коор-
динатами , где  – координаты центра
масс диска,  – угол поворота фиксированного
диаметра диска относительно оси Ox. На движе-
ние диска наложена связь

Лагранжиан системы равен

Здесь m – масса диска, J – момент инерции диска
относительно вертикальной оси, проходящей че-
рез его центр.

Уравнения движения (9) имеют вид

где  – некоторая неположительная функция,
отличная от нуля, только в моменты времени, в
которые .

Пусть в начальный момент выполняется строгое
неравенство . Тогда на началь-
ном отрезке диск будет скользить свободно, враща-

ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ

− ξ ρ

≠

 


1 1 1 1*= ( ), = ( ) ( ) ,

*= ( ), 1.i i

x f x x f x x x

x f x i

ρ*( )f x
ρx ρξ ρ1 1( )x x

 = *( )x F x

Oxy

ϕ( , , )x y ( , )x y
ϕ

ϕ − ϕ ≤ sin cos 0.x y

( )+ + ϕ 2 2 21= .
2

L mx my J

μ ϕ −μ ϕ ϕ = sin , = cos , = 0,mx my

μ( )t

ϕ − ϕ sin cos = 0x y

ϕ − ϕ sin cos < 0x y

Рис. 1. Одинаковые значения коэффициентов трения
с разных сторон.
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Рис. 2. Изменение начальных проекций скоростей ,
 и начальной угловой скорости w.
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ясь с постоянной угловой скоростью. Центр масс
будет двигаться по прямой с постоянной скоро-
стью. В какой-то момент система выйдет на ограни-
чения и будет выполнено  = 0. Тогда
конек находится в положении, направленном по
скорости движения центра. Затем движение по
касательной перейдет к обычной круговой траек-
тории диска с двухсторонним коньком.

Конек не сойдет с окружности. В самом деле,
условие того, что система не сойдет с границы,
является то, что реакция связи направлена строго
внутрь области, запрещенной неравенством свя-
зи. В данном случае реакция связи, приложенная
к центру диска, будет все время отлична от нуля и
направлена к центру круговой траектории центра
масс диска, т.е. в строну области, допустимой
связью.

Из уравнений движения для угла поворота
диска имеем

Из интеграла энергии следует, что центр диска
движется со скоростью

Из условия  получаем

Интегрируя эти уравнения, находим, что квадрат
радиуса  окружности, по которой движется
центр диска, равен

ϕ − ϕ sin cosx y

ϕ ω + ϕ ω ϕ ϕ ϕ0 0( ) = , где = (0), = (0).t t

+ 2 2 2= = const.x y V

ϕ − ϕ sin cos = 0x y

ϕ ω + ϕ
ϕ ω + ϕ




0

0

= cos = cos( ),
= sin = cos( ).

x V V t
y V V t

ρ2

+ρ
ω ϕ

 


2 22
2

2 2
(0) (0)= = .

(0)
x yV

В качестве приложения рассмотрим реализа-
цию односторонней дифференциальной связи
анизотропным вязким трением с помощью чис-
ленного моделирования. Представим движение
по горизонтальной плоскости однородного дис-
ка, к центру которого приложена сила линейного
вязкого трения, ортогональная скорости движе-
ния центра . Значение коэффициента трения
меняется в зависимости от направления проек-
ции скорости конька  следующим образом:

Получим качественное поведение конька в зави-
симости от различных значений коэффициентов
трения k и N.

u

u

− ≥ −= , 0, = , < 0.Tp TpF Nu u F ku u

Рис. 3. Изменение начальных проекций скоростей ,
 и начальной угловой скорости w.
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Рис. 4. Изменение начального угла наклона лезвия
конька относительно оси x.
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Рис. 5. Изменение параметра N.
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САЛЬНИКОВА и др.

Для начала установим одинаковые значения
коэффициентов трения с обеих сторон, чтобы
сравнить с результатами, известными для уже
изученной системы. Начальные условия:  = 0,

, ,  = 0, .
Все траектории совпали: на графике мы ви-

дим, что при маленьких значениях трения конек
не успевает выйти на окружность, но по мере уве-
личения коэффициента трения конек начинает
закручиваться в спираль, которая в пределе стре-
мится к окружности.

Рассмотрим теперь случай, когда с одной сто-
роны трение очень большое , а с другой
стороны очень маленькое , и проварьиру-
ем начальные значения скоростей.

На полученном графике видно, что наша си-
стема ведет себя как односторонний конек: спер-
ва тело движется по прямой и затем выходит на
окружность, причем радиус этой окружности
совпадает с теоретическим. При различии на-
чальной угловой скорости в 3 раза, радиусы соот-
ветствующих траекторий отличаются во столько
же раз (пунктирная и точечная траектории).

Варьируя знаки начальных проекций скоро-
стей, можно увидеть, как отклоняется траектория
конька и сокращается расстояние, которое конек
проходит по прямой (точечная и сплошная траек-
тории).

Изменение начального угла наклона лезвия
конька относительно оси  также влияет на рас-
положение окружности. Так, на точечной и сплош-
ной траекториях видно зеркальное отклонение тра-
ектории при изменении угла на  радиан.

Зафиксируем теперь значение одного из коэф-
фициентов трения: . И посмотрим, как ве-
дет себя конек при варьировании значения N.

В данном случае был рассмотрен эксперимент
со следующими начальными условиями: ,

 = –1, , , ,
. Как видно из графика, при низких зна-

чениях коэффициента N (сплошная и пунктир-

(0)u
v(0) = 1 ω(0) = 1 =(0) (0)x y ∈ [0,10]t

= 5000N
= 0.1k

х

π

= 0.1k

(0) = 0u
(0)v ω(0) = 1 (0) = (0) = 0x y = 0.1k
∈ [0,10]t

ная траектории) конек не может перейти на тра-
екторию окружности.

Начиная со значения  конек начинает
закручиваться с самого начала и траектория ста-
новится спиралевидной, стремясь к центру иде-
альной окружности. При дальнейшем увеличе-
нии N траектория, как и ожидалось, стремится к
окружности.

В таблице, представленной ниже, указаны по-
грешности траекторий конька от идеального слу-
чая, когда на конек наложена связь.  – смеще-
ние центра траектории от центра идеальной
окружности. Координаты центра в экспериментах
считались как среднее значение координат, полу-
ченных на каждом шаге интегрирования.  – от-
клонение от идеального значения – среднего зна-
чения радиуса траектории, которое высчитыва-
лось как усредненное значение расстояний от
центра траектории до каждой из точек.

Чтобы сравнить значения погрешностей, в за-
висимости от других был проведен тот же экспе-
римент со значением k = 0 и  при тех же
начальных условиях. Получившиеся значения
представлены в табл. 1.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Построена математическая модель односто-

ронних дифференциальных связей. Корректность
построенной модели обоснована реализацией при
помощи анизотропного трения. Показано, что вы-
ход на границу таких связей происходит безударно,
что согласуется с [4]. В рамках построенной модели
проведен численный анализ движения односторон-
него конька Чаплыгина на горизонтальной плоско-
сти. Подтверждена корректность предлагаемой мо-
дели анизотропнопных неголономных связей.
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A dynamical system with constraints in the form of linear differential inequalities is considered. It is proved
that in the general case, in the presence of such connections, the motion is shockless. The possibility of real-
izing such bonds by viscous friction forces is shown. An example of a nonholonomic system is given, for
which, using numerical simulation, it is shown how, with an increase in the degree of anisotropy, the transi-
tion from a system with anisotropic viscous friction to a system with one-sided differential constraints occurs.
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Рассматривается математическая модель конкурентного размещения предприятий (средств обслу-
живания) двумя соперничающими сторонами в ситуации альтернативных сценариев реализации
множества потребителей. Исследуемая задача выбора наилучших решений сторонами формулиру-
ется как дискретная задача двухуровневого математического программирования. Предлагается спо-
соб вычисления верхних границ значений целевой функции задачи на подмножествах решений для
использования в алгоритмах поиска оптимального решения рассматриваемой задачи. Основу пред-
лагаемого способа составляют построение дополнительных ограничений (отсечений) для HP-ре-
лаксации (high-point relaxation в англоязычной литературе) рассматриваемой задачи и получение в
результате более сильных оценочных задач. Предложена новая процедура генерации таких ограни-
чений, позволяющая получить наиболее сильные ограничения без использования процедур пере-
бора при их построении.

Ключевые слова: двухуровневое программирование, игра Штакельберга, конкурентное размещение
предприятий, пессимистическое оптимальное решение
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1. ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ

В [1, 2] рассматривалась математическая мо-
дель конкурентного размещения предприятий
(CompFLP), построенная на основе игры Шта-
кельберга. Разнообразие родственных постано-
вок, а также результаты, связанные с ними, ши-
роко представлены в недавних обзорах работ [3–
6]. Модель, рассматриваемая в настоящей работе,
предполагает наличие двух соперничающих сто-
рон (Лидера и Последователя), которые последо-
вательно размещают свои предприятия для об-
служивания заданного множества потребителей.
Задача Лидера состоит в выборе решения, дающе-

го максимальную прибыль при условии опти-
мального поведения Последователя, также стре-
мящегося получить наибольшую прибыль от об-
служивания “захваченных” потребителей.

Будем полагать, что Лидер при размещении
своих предприятий не обладает полной информа-
цией о множестве потребителей. Последователь,
напротив, открывает предприятия после Лидера
и имеет информацию не только о решении Лиде-
ра, но и множестве потребителей. Неопределен-
ность данных о потребителях преодолевается рас-
смотрением в модели набора возможных вариан-
тов (сценариев) множества потребителей, один из
которых будет реализован. Наилучшим считается
решение Лидера, дающее наибольшую прибыль
при наихудших для данного решения сценарии и
оптимальном решении Последователя.

Для формальной записи модели конкурентно-
го размещения предприятий с альтернативными
множествами потребителей (MSCompFLP) будут
использованы следующие обозначения. Множе-
ство  включает индексы потенциальных пред-I
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приятий, открываемых Лидером и Последовате-
лем, а множество  содержит индексы рассмат-
риваемых сценариев. Множество потребителей
при сценарии  обозначим . Предполагаем,
что  для всех , . Это
можно сделать без ограничения общности, по-
скольку потребителей, которых необходимо
включить сразу в несколько различных сценари-
ев, можно заменить требуемым количеством сво-
их дубликатов. Объединенное множество потре-
бителей из всех сценариев обозначим через

.

Фиксированные затраты, связанные с откры-
тием предприятия  Лидером и Последовате-
лем, обозначим, соответственно, через  и . Для
заданных ,  величины  и  выражают
доход, получаемый при обслуживании потреби-
теля  предприятием , открытым, соот-
ветственно, Лидером и Последователем. Кроме
того, для всякого  введем величину , выра-
жающую “дополнительный” доход Лидера в слу-
чае реализации сценария  и используемую
для корректировки влияния сценария  на реше-
ние Лидера.

В предлагаемой модели MSCompFLP мы ис-
пользуем переменные, аналогичные использо-
ванным в модели CompFLP. Бинарная перемен-
ная  равняется единице, если Лидер открывает
предприятие  и нулю в противном случае.
Бинарная переменная  равняется единице, если
Последователь открывает предприятие  при
реализации сценария , и нулю в противном
случае. Переменные  и  равняются единице,
если открытое, соответственно, Лидером и По-
следователем предприятие  назначается для
обслуживания потребителя , и нулю в про-
тивном случае.

При моделировании предполагается, что при
назначении открытого предприятия для обслу-
живания потребителя  учитываются предпо-
чтения этого потребителя, представленные отно-
шением порядка  на множестве . Для 
запись  означает  и .

С использованием введенных обозначений за-
дача выбора наилучшего решения в модели MS-
CompFLP может быть записана как следующая
задача двухуровневого математического програм-
мирования:
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Целевая функция (1) выражает величину при-
были Лидера в худшем сценарии с учетом адди-
тивных поправок ,  в величину дохода для
каждого из сценариев. Целевая функция внут-
ренней задачи (6) представляет суммарную при-
быль Последователя по всем сценариям, и ее оп-
тимизация эквивалентна оптимизации прибыли
в каждом индивидуальном сценарии. Ограниче-
ния (2) и (8) реализуют правило выбора обслужи-
вающего предприятия для каждого потребителя,
а (3) и (9) не позволяют использовать для обслу-
живания закрытые предприятия. В одном месте
не могут располагаться предприятия обеих кон-
курирующих сторон (7).

Обозначим задачу верхнего уровня (1)–(5) че-
рез , а задачу нижнего уровня (6)–(10) через .
Для задачи (1)–(10) в целом используем обозна-
чение .

Пару , , ,
где  – допустимое решение задачи верхнего
уровня, а  – оптимальное решение задачи ниж-
него уровня, назовем допустимым решением зада-
чи . Поскольку элементы решения 
определяются бинарным вектором , то ре-
шение  назовем допустимым решением, по-
рожденным вектором . Значение целевой функ-
ции задачи  на допустимом решении 
обозначим . Для модели MSCompFLP так
же, как и для модели CompFLP, ставится задача
поиска наилучшего решения среди пессимистиче-
ских допустимых решений [7]. Пессимистическое
допустимое решение, порожденное вектором ,
дает наименьшее значение целевой функции

 среди всех допустимых решений ,
порожденных вектором .

С задачей  связано семейство задач, по-
лучаемых из нее удалением всех сценариев, кроме
одного. Задача со сценарием  есть задача
CompFLP [2]. Обозначим эту задачу , а
значение ее целевой функции на допустимом ре-
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шении  – через . Для построения
пессимистического допустимого решения 
исходной задачи , порожденного заданным
бинарным вектором  необходимо построить
пессимистические допустимые решения ,
порожденные вектором  для всякого . Каж-
дое из решений ,  будет частью реше-
ния  и при этом .
Для построения пессимистического допустимого
решения задачи , порожденного задан-
ным вектором , необходимо решить две задачи
целочисленного программирования, одна из ко-
торых есть задача , а другая – вспомогательная
задача той же размерности, что и задача .

Поиск оптимального пессимистического ре-
шения может быть организован по схеме неявно-
го перебора в пространстве векторов размещения

, определяющих соответствующие им пессими-
стические допустимые решения. В своей работе
такие схемы опираются на процедуру вычисле-
ния качественных верхних оценок для значений,
принимаемых целевой функцией на подмноже-
ствах множеств допустимых решений. Разработка
такой процедуры открывает возможность точно-
го решения модели конкурентного размещения в
условиях неопределенности спроса и обсуждает-
ся в последующих разделах статьи.

2. УСИЛЕННАЯ 
ОЦЕНОЧНАЯ ЗАДАЧА

Основой для вычисления верхней границы
значений целевой функции задачи  на под-
множествах решений является ее релаксация, на-
зываемая HP-релаксацией [7]. Такая задача полу-
чается из исходной двухуровневой модели (1)–
(10) исключением из нее условия (5) и целевой
функции задачи . Кроме того, из задачи  могут
быть исключены переменные , поскольку они
не влияют на значение целевой функции полу-
ченной задачи. Таким образом, HP-релаксация
исследуемой задачи  есть задача , допол-
ненная ограничениями (7) и (10), а ее допустимое
решение  имеет вид , .
Значение целевой функции релаксированной за-
дачи на решении  обозначим .

Понятно, что оптимальное решение  ре-
лаксированной задачи имеет нулевые значения
переменных  и дает завышенную верхнюю
границу для оптимального значения целевой
функции исходной задачи . Общий подход
к улучшению верхней границы состоит в постро-
ении дополнительных ограничений, стимулиру-
ющих переменные  релаксированной задачи
принимать ненулевые значения. Если эти огра-
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ничения выполняются на пессимистических до-
пустимых решениях задачи , то HP-релак-
сация задачи , называемая усиленной оценоч-
ной задачей (SEP), может быть использована для
вычисления верхних границ.

Поскольку в задаче  оптимальные значе-
ния переменных  вычисляются независимо
для различных , то дополнительные ограни-
чения для задачи  можно искать в виде до-
полнительных ограничений для задач 
при фиксированных .

В [1, 2] предложены дополнительные ограни-
чения для усиления HP-релаксации задачи Com-
pFLP, названные c-отсечениями. При рассмотре-
нии c-отсечений задачи  используются
следующие обозначения. Пусть ,  –
непустые подмножества, и пусть . Положим

, где  для всех ;

;

;

.

Если ,  – ненулевой бинарный век-
тор, то положим также , NJ(x) =

= , где .

Пусть , , , и пусть для
множества  и 
справедливы соотношения

Тогда неравенство

(11)

выполняется на любом пессимистическом допу-
стимом решении задачи  и называется c-
отсечением, сгенерированным парой подмножеств

 и номером .

Для построения c-отсечения в [1, 2] предложе-
на переборная процедура поиска для заданного
подмножества  требуемых подмножества  и
номера .

Построение пары подмножеств , генери-
рующей с-отсечение, существенно упрощается,
если ограничиться рассмотрением пар подмно-
жеств специального вида. Пара непустых под-
множеств , ,  при  имеет
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канонический вид, если  и
.

Утверждение 1. Пусть пара подмножеств 
при  генерирует c-отсечение. Тогда су-
ществует пара подмножеств  каноническо-
го вида, которая при данном  генерирует c-отсе-
чение. При этом , и .

С использованием утверждения 1 построение
c-отсечения может быть упрощено. В отличие от
схемы перебора подмножеств , использованной
в [2], утверждение 1 открывает путь к построению
отсечений путем выбора подходящего . Для это-
го достаточно построить соответствующее мно-
жество  и проверить выполнимость неравенств

 и . В случае положи-
тельного результата проверки пара подмножеств
канонического вида может строиться на основа-
нии эвристических правил, направленных на на-
хождение наиболее сильных c-отсечений. К при-
меру, вовлекающих минимальное количество пе-
ременных.

3. ВЫЧИСЛЕНИЕ ВЕРХНИХ ГРАНИЦ

Построение алгоритмов неявного перебора
для поиска пессимистического оптимального ре-
шения задачи  предполагает вычисление
верхних границ значений целевой функции задачи
на рассматриваемых в ходе работы алгоритма под-
множествах решений. Такие подмножества зада-
ются частичными решениями , , 1,
*}, , фиксирующими значения некоторых пе-
ременных , . Пусть ,

 = 1}. Тогда элементами подмно-
жества решений задачи , заданного частич-
ным решением , будут пессимистические
допустимые решения, порождаемые векторами

, , такими, что

(12)

Задачи  и  с указанными дополни-
тельными условиями (12) в задаче верхнего уров-
ня обозначим, соответственно, через  и

, .

Если  есть бинарный вектор, то верхняя гра-
ница  целевой функции задачи  вы-
числяется точно путем нахождения значения целе-
вой функции задачи  на пессимистическом
допустимом решении, порожденном вектором .
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В общем случае, когда y не является бинарным
вектором, процедура вычисления верхней грани-
цы есть итерационный процесс, состоящий из
начальной итерации и некоторого числа одно-
типных основных итераций.

На начальной итерации строим задачу SEP для
задачи . Для этого к ограничениям HP-
релаксации задачи  добавляем ограничение
(12) и известные к данному моменту дополни-
тельные c-отсечения для задачи , .

На основной итерации рассматриваем постро-
енную на предыдущей итерации задачу SEP для
задачи  и вычисляем ее оптимальное ре-
шение , , , ,

. Далее для всякого  рассматриваем ре-
шение , которое является частью решения

 и допустимым решением подзадачи SEP,
соответствующей задаче . После этого для
задачи  строим с-отсечения, которые на-
рушаются на решении . Такие отсечения
назовем c-отсечениями решения .

Пусть ,  и пусть , если
, и  в против-

ном случае.
Утверждение 2. Неравенство (11), сгенериро-

ванное парой , нарушается на решении
 тогда и только тогда, когда  и

.
Таким образом, построение c-отсечения ре-

шения  сводится к поиску подмножества 
множества  такого, что пара

, где , генерирует c-отсечение.

Утверждение 3. При заданном  множество
 такое, что пара , где ,

генерирует c-отсечение, существует тогда и толь-
ко тогда, когда

Если для заданного  указанный
критерий существования множества  выполня-
ется, то возникает задача выбора элементов мно-
жества , из которых будет со-
ставлено . Этот выбор должен быть продикто-
ван стремлением к тому, чтобы пара , где

, генерировала наиболее сильное с-от-
сечение решения . Для построения такого
множества можно сформулировать вспомога-
тельную оптимизационную задачу, решение ко-
торой будет определять множество  с наимень-
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шим суммарным числом элементов во множе-
ствах  и . Построенное таким
образом c-отсечение назовем c-отсечением реше-
ния , сгенерированным номером .

Суммируя сказанное, получим следующую
схему вычисления на каждой основной итерации
алгоритма вычисления верхней границы .
После вычисления оптимального решения 
текущей задачи SEP для задачи  последо-
вательно для всякого  исследуем элементы

 с целью построения c-отсечений ре-
шения , сгенерированных элементом k.
Для этого для заданного  проверяем выполнение
критерия существования требуемого c-отсече-
ния. Если критерий выполняется, то вычисляем
соответствующее множество  и получаем требуе-
мое c-отсечение. Это неравенство добавляем к
ограничениям рассматриваемой задачи SEP. Если в
процессе просмотра элементов  и 
удалось построить хотя бы одно c-отсечение, то на-
чинаем следующую итерацию. В противном случае
величину верхней границы  полагаем равной
оптимальному значению  целевой функ-
ции задачи SEP и завершаем процедуру вычисле-
ния верхней границы.

Для оценки эффективности указанной проце-
дуры были сгенерированы тестовые примеры, в
которых расположение предприятий и потреби-
телей задавалось случайно размещенными на
единичном квадрате точками. Предпочтения по-
требителей определяются евклидовыми расстоя-
ниями между точками. Сценарии спроса в приме-
рах упорядочены по убыванию потенциальной
доходности, и в каждом последующем сценарии
рассматривается лишь часть множества потреби-
телей предыдущего.

В табл. 1 представлены средние по 5 примерам
каждой размерности показатели времени вычис-
ления и числа просмотренных вершин для метода
ветвей и границ, использующего описанный спо-
соб подсчета верхних границ. Отметим, что рост
размерности задачи сопровождается лишь незна-

α '( ')J x '( ')JN x

' '( , )s sX z ∈
0

( ')
sJk N x

( )UB y
( ', ')X z

+ ^( ( ), )y
∈s S

∈
0

( ')
sJk N x

' '( , )s sX z
k

'J

∈s S ∈
0

( ')
sJk N x

( )UB y
( ', ')L X z

чительным ростом числа просматриваемых вер-
шин. Это, по-видимому, объясняется способно-
стью алгоритма быстро обнаруживать оптималь-
ное решение, а также особенностью модели: в
силу существенных отличий между сценариями
спроса, число решений, способных хорошо себя
проявлять во всех сценариях, крайне ограничено,
и отклонения от оптимального решения приво-
дят к ухудшению верхних оценок, позволяющему
на начальных этапах ветвления определить по-
добные отклонения как бесперспективные. При
этом с ростом размерности задачи увеличивается
время решения задач SEP в вершинах дерева
ветвления, а также число генерируемых с-отсече-
ний, что приводит к быстрому росту общего вре-
мени работы. Несмотря на указанное обстоятель-
ство, алгоритм показывает высокую эффектив-
ность, позволяя точно решать задачи с 25 местами
возможного размещения предприятий со сред-
ним временем работы менее двух часов.
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Таблица 1. Зависимость времени вычислений и числа
просмотренных вершин в методе ветвей и границ
(среднее по 5 примерам) от количества мест возмож-
ного размещения предприятий

|I| Время, с Вершины

5 1 3
10 28 15
15 86 4
20 387 46
25 4322 55
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UPPER BOUND FOR THE COMPETITIVE FACILITY LOCATION PROBLEM 
WITH DEMAND UNCERTAINTY

V. Beresneva,b and A. Melnikova,b

aSobolev Institute of Mathematics, Novosibirsk, Russian Federation
bNovosibirsk State University, Novosibirsk, Russian Federation

Presented by Acadimician of the RAS V.G. Romanov

We consider a competitive facility location problem with two competing parties operating in a situation of un-
certain demand scenario. The problem to find the best solutions for the parties is formulated as a discrete bi-
level mathematical programming problem. In the paper, we suggest a procedure to compute an upper bound
for the objective function on subsets. The procedure could be employed in implicit enumeration schemes ca-
pable to compute an optimal solution for the problem under study. Within the procedure, additional con-
straints iteratively augment the high-point relaxation of the initial bi-level problem, what strengthens the re-
laxation and improves the upper bound’s quality. New procedure to generate such cuts allows to construct the
strongest cuts without enumerating the parameters encoding them.

Keywords: Bi-level programming, Stackelberg game, competitive facility location, pessimistic optimal
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Рассматривается так называемая модель из четырех уравнений динамики гетерогенных сжимаемых
бинарных смесей при уравнениях состояния “сжатого” газа Ноубла-Абеля. Используется ее квази-
гомогенная форма, возникающая после исключения объемных концентраций из искомых функций
и основанная на квадратном уравнении для общего давления компонент. Приводятся новые свой-
ства этого уравнения и простая формула для квадрата скорости звука, предлагается альтернативный
вывод формулы, связывающей ее с квадратом скорости звука Вуда, и формулируется уравнение ба-
ланса давления. Впервые дается регуляризация квазигазодинамического типа гетерогенной модели
(в квазигомогенной форме), строится реализующая ее явная двухслойная по времени и симметрич-
ная трехточечная по пространству разностная схема без лимитеров в 1D случае и приводятся чис-
ленные результаты.

Ключевые слова: газовая динамика, гетерогенная бинарная газовая смесь, модель с четырьмя уравне-
ниями, “сжатый” газ Ноубла-Абеля, квазигазодинамическая регуляризация, явная по времени и
симметричная по пространству схема
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Существует иерархия моделей, описывающих
динамику гетерогенных сжимаемых бинарных
смесей, см. [1, 2] и ссылки в них. Уравнения ба-
ланса массы компонент, полного импульса и пол-
ной энергии смеси в простейшей из них односко-
ростной и однотемпературной модели из четырех
уравнений имеют вид

(1)

(2)

(3)

Здесь основные искомые функции – плотность
 и объемная доля  для k-й компо-
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ненты смеси, k = 1, 2, общие скорость u =
=  и абсолютная температура  сме-
си. Они зависят от  и , где

 – область в , . Операторы  и
 берутся по x,  и .

Символы  и  обозначают тензорное и скалярное
произведения векторов, дивергенция тензора бе-
рется по его первому индексу, и ниже  – опера-
ция суммирования по индексу k = 1, 2. Дополни-
тельные соотношения таковы

(4)

где участвуют плотность  и удельная внутренняя
энергия  смеси, а также общее давление компо-
нент смеси p, давление  и удельная внут-
ренняя энергия  k-й компоненты, k =
= 1, 2. Дополнительно к уравнениям (1)–(3), пер-
вое и последнее алгебраические уравнения в (4)
позволяют найти все искомые функции.
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Берется уравнение состояния “сжатого” газа
Ноубла-Абеля (СГНА) [3] в виде

(5)

где . Также , , ,
 и  – заданные физические постоянные,

. Напомним, что , где  –
показатель адиабаты -й компоненты, и поло-
жим . При  охватывается более
простое уравнение “сжатого” газа (СГ).

Слагаемые, связанные с фазовым переходом,
опущены, но добавлен тепловой поток Фурье

 с  (следуя [4]). Напомним, что  и
Q отвечают заданным внешней силе и источнику
тепла.

В [4, 5] для уравнений состояния СГ и СГНА
было предложено перейти к другой форме модели
из четырех уравнений, включающей только аль-
тернативные плотности компонент  и 
и  как искомые функции, но не  и , ,
и с этой целью были даны нетривиальные выра-
жения  и . Поэтому эту
форму можно назвать квазигомогенной, и она ока-
зывается предпочтительнее для построения неко-
торых новых численных методов компьютерного
моделирования течений, в частности, см. [4–7].

В данном сообщении приводятся новые свой-
ства квадратного уравнения для p и простая фор-
мула для квадрата скорости звука , предлагается
новый вывод формулы, связывающей его с квад-
ратом скорости звука Вуда и формулируется урав-
нение баланса давления. Впервые выполняется
регуляризация квазигазодинамического (КГД)
типа [8, 9] гетерогенной модели (в квазигомоген-
ной форме), для ее реализации строятся явная
двухслойная по времени и симметричная трехто-
чечная по пространству схема без лимитеров в 1D
случае и приводятся численные результаты. Для
упрощенной квазигидродинамической (КГидД)
регуляризации дается уравнение баланса энтро-
пии смеси с неотрицательным ее производством.

1. Напомним переход к квазигомогенной фор-
ме и выведем некоторые существенные вспомо-
гательные формулы. Из уравнений состояния (5)
последовательно получим
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Пусть  и ρb =  =
= , тогда  и .
Так как  и , получим далее
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где  и появляются соответствующие
функции-коэффициенты такие, что

(10)

Из равенств (6), (7) и  выводим также
формулы

Умножив вторую формулу на , ис-
пользовав первую и разделив результат на

, выводим следующее рациональное
уравнение для :

(11)
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Из этого уравнения следует квадратное урав-
нение

(13)

(14)

Пусть  – дискриминант уравнения
(13). При  свойство d > 0 и правильный
выбор физического корня не очевидны и требуют
анализа.

Заметим, что уравнения (11) и (13) не полно-
стью эквивалентны. В частности, в случае
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ЗЛОТНИК, ЛОМОНОСОВ

как второе имеет дополнительный паразитиче-
ский корень .

Утверждение 1. Пусть . Верны
формулы ,  с

Как следствие, d > 0, , и эти  –
стандартные корни .

В силу этого утверждения  – физический ко-
рень, а  – паразитический. Но формула и для 
нужна для вывода ряда дополнительных свойств,
см. утверждение 3 ниже.

Теперь можно перейти к квазигомогенной фор-
ме модели из четырех уравнений, состоящей из
уравнений баланса массы компонент в виде

(15)

и полного импульса и полной энергии смеси (2),
(3). Основными искомыми функциями становят-
ся альтернативные плотности , скорость u и
удельная внутренняя энергия  смеси. Уравнения
состояния (5) не используются, и теперь p и  за-
даются как

(16)

см. формулу (9); напомним, что здесь 
(или см. альтернативную формулу в [5]), с

 и , введенными в (14),
см. также (10) и (12). Подчеркнем, что эта новая
система не содержит  и , хотя в соответствии с
формулами (6),  и  их можно вы-
числить апостериори. В простейшем случае иде-
альных газов, т.е. при , k = 1, 2, имеем

 и , k = 1,
2, и гетерогенная модель становится эквивалент-
ной гомогенной модели смеси с разными давле-
ниями компонент  и , зани-
мающих общий объем, что и объясняет успех по-
следней в [10] и связанных с ней работах.

Стандартным образом можно последователь-
но вывести уравнения баланса полной массы, ки-
нетической и внутренней энергий компонент

(17)

(18)

Утверждение 2. Верны следующие формула для
квадрата скорости звука и уравнение баланса для 

(19)

(20)

где производные  и  берутся при постоянных ,

,  в (14) как в [1, 4] и cp = γcV .

Доказательство выполняется дифференциро-
ванием уравнения (13) и с использованием утвер-
ждения 1, уравнения (18) и следующего уравне-
ния

для произвольных постоянных  и , k = 1, 2
(кроме ), при условии , по-
скольку  в силу уравнения
баланса массы компонент (15).

Сопоставим два определения квадрата скоро-
сти звука в смесях.

Утверждение 3. Верна следующая формула

(21)

где  – квадрат хорошо известной скорости зву-
ка в смесях по Вуду и

с  и k = 1, 2.

Эта формула следует из утверждения 6 в [1],
но, важно, что имеется другое замкнутое в себе и
прямое доказательство, основанное лишь на дан-
ных выше рассуждениях и двух утверждениях.
Оно состоит в последовательных преобразовани-
ях правой части  в (21):
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Детали преобразований опускаем.

Из утверждения 3 следует, что . Отме-

тим простое неравенство  для

произвольных , k = 1, 2, где равенство до-
стигается только в случае .

2. Применим к квазигомогенной модели фор-
мальную процедуру регуляризации, данную в [11]
для однокомпонентного газа и где было показано,
что она легко приводит к КГД регуляризации из
[9]. Эта процедура была недавно применена в [10]
к системе уравнений типа Эйлера динамики одно-
скоростной и однотемпературной гомогенной га-
зовой смеси. В уравнениях баланса (15), (2) и (3)
заменим соответственно  и

где  – полная энергия смеси и
 – параметр регуляризации, который может

зависеть от всех искомых функций. Также доба-
вим слагаемые  и  в правые части
уравнений (2) и (3) с тензором вязкости типа На-
вье–Стокса

с коэффициентами вязкости ,  (воз-
можно, искусственными) и единичным тензором

-го порядка .
В совокупности все эти замены ведут от исход-

ной системы типа Эйлера-Фурье (15), (2) и (3) к ее
следующей КГД регуляризации

(22)

(23)

(24)

с теми же неизвестными функциями. Эта система
содержит регуляризующие скорости

(25)

(26)

слагаемое  и регуляризующие вяз-
кое напряжение и поток тепла

где можно переписать  =  –

‒ . Вывод повторяет рассуждения из
Приложения А в [10] и отличается лишь исполь-
зованием более общего уравнения баланса давле-
ния (20) (при ) и общего слагаемого  в
выражении для .

Регуляризованная КГД-система уравнений
влечет дополнительные уравнения баланса мас-
сы, кинетической и внутренней энергий смеси

(27)

(28)

(29)

которые выводятся аналогично соответствую-
щим исходным уравнениям (17), (18).

α γ γ − + α γ γ − α  α α + α− = − =
γ − γ − θ ρ θ θ γ ρθ

2 2
2 2 1 1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

ˆ ˆˆ ˆ( 1) ( 1) ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ=
ˆˆ ˆˆ( 1)( 1)

p p k k

p p p V

c r c r R r R r
c c r r c R R r r c

^

γ α  + α + α − α  + + ρθ
=

γ + +

2
1 2 2 1 1 2

1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )( )/( )* * * *=
( )( )* *

k k Vp p p p p p p c

p p p p

[ ]−α  + α + α + α α Δ ρθ − −
γ + + γ + + ρ

2
1 2 2 1 1 2

2
1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ /( ) (1 )( ) 1* * *= = = . 0,1
( )( ) ( )( )* * * *

k V

s

p p p c bp p p
p p p p p p p p c

<
2 2
s sWc c

 ρ ρ <
2 2( / )sW k skc c

2 > 0skc
2 2

1 1 2 2=s sr c r c

ρ → ρ + τ∂ ρ( )k k t ku u u

ρ ⊗ + ∇ − ρ →
→ ρ ⊗ + τ∂ ρ ⊗ +

+ ∇ + τ∂ − ρ + τ∂ ρ

div ( )
div ( ( ))

( ) ( ) ,
t

t t

p

p p

u u f
u u u u

f

+ → + + τ∂ +
ρ ⋅ → ρ + τ∂ ρ ⋅

( ) ( ) (( ) ),
( ( )) ,

t

t

E p E p E pu u u
u f u u f

ρ + ρε2= 0.5 | |E u
τ > 0

Πdiv NS Πdiv( )NSu

( )Π μ ∇ + ∇ + λ − μ

∇ ∂

I

, =1

2= ( ( ) ) (div ) ,
3

:= { } ,

NS T

n
i j i ju

u u u

u

μ > 0 λ > 0

n I

∂ ρ + ρ −div ( ( )) = 0, = 1,2,t k k k ku w

∂ ρ + ρ − ⊗ + ∇
= Π + ρ − τ ρ

( ) div ( ( ) ) =
div ( div ( )) ,

t pu u w u
u f

τ

∂ + + −
= − − + Π + ρ − ⋅ +

div (( )( )) =

div ( ) ( )
t

F

E E p

Q

u w

q q u u w f

−

−

= τρ ρ +
τ ⋅ ∇ + ρ ∇ −

1

1

ˆ: div ( ) , = 1,2,

ˆ = (( ) ),
k k k k

p

w u u w

w u u f

ρ τ ρ ⊗ + ∇ − ρ
ρ ρ

τ= ρ +
ρ

:= = div ( ) =

ˆdiv ( ) ,

k
k pw w u u f

u u w

τΠ Π + Π= NS

τ

τ −

 − ρΠ ρ ⊗ + τ ⋅ ∇ + ρ − θ 
− τ ⋅ ρ∇ε − ρ ∇ρ −

2
2

1

(1 )ˆ:= div ,

:= ( ( ) ) ,

s
s

p

b cp c Q
c

p Q

u w u u

q u u

−ρ∇ε − ρ ∇ρ1 p ∇ ρε( )
−ρ ρε + ∇ρ1( )p

û = 0 −ρ 1 p
τ−q

∂ ρ + ρ −div ( ( )) = 0,t u w

∂ ρ + ρ − + ⋅ ∇
= Π ⋅ + ρ − τ ρ ⋅

2 20.5 ( | | ) 0.5div ( | | ( )) =
(div ) ( div ( )) ,

t pu u u w u
u u f u

τ

∂ ρε + ρε − +
= − − + + Π ∇ − ρ ⋅ +

( ) div ( ( )) div =

div ( ) : ,
t

F

p

p Q

u w u

q q w u f w



30

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 514  2023

ЗЛОТНИК, ЛОМОНОСОВ

Также остановимся на упрощенной регуляри-
зованной КГидД системе уравнений

с упрощенной регуляризущей скоростью  вме-
сто  во всех слагаемых, вязким напряжением

 вместо  и без регуляризующих
слагаемых  и . Верны и уравнения ба-
ланса типа (27)–(29) с теми же перечисленными
упрощениями.

Для k-й компоненты удельная энтропия
 определяется термодинамическими урав-

нениями  и , k = 1, 2; яв-
ное выражение для  опускаем. Удельная энтро-
пия смеси  такова, что .

Утверждение 4. Пусть . Для регуляризо-
ванной КГидД системы уравнений верно уравнение
баланса энтропии смеси с ее неотрицательным про-
изводством

где конкретные СГНА-уравнения состояния неваж-
ны и  – норма Фробениуса.

3. Обратимся к 1D случаю и введем равномер-
ные основную  и
вспомогательную  = {xi + 1/2 = –X + (i + 0.5)h;

 – 1} сетки на , с шагом
, а также неравномерную сетку

 по времени с ша-
гами . Пусть  и

.

Пусть  – пространство функций, задан-
ных на сетке . Для ,  и

, введем разностные операторы
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где ,  и . Пусть

далее .

Пусть для краткости f = 0. Дискретизируем на
 регуляризованные КГД-уравнения балан-

са (22)–(24) в 1D случае следующей явной двух-
слойной по времени и трехточечной симметрич-
ной по пространству схемой

(30)

(31)

(32)

Основные искомые функции , ,  и 
(фактически ) вместе с функциями p и  опре-
делены на основной сетке . Здесь p и 
определяются формулами (16), см. также выраже-
ния (12) и (14) для их коэффициентов; напомним,
что .

Возьмем следующие дискретизации регуляри-
зующих скоростей (25), (26) в виде

а также дискретизации вязкого напряжения и
теплового потока в виде
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Напомним, что  задается второй форму-
лой (19). Функции , , , , , ,

 и  определены на сетке , а функция 
определена на . Возьмем регуляризующий
параметр τ = , зависящий от , и ис-
кусственные коэффициенты  и

, формально как в случае одно-
компонентного газа [9], где  – параметр,

 и  – числа Шмидта и Прандтля для
смеси, используемые как настраиваемые числен-
ные параметры, и  или 1. Ниже .

Начальные значения , ,  (или эквива-
лентные им) при t = 0 задаются на . Можно
найти  и  из уравнения (30),  и затем  из
уравнения (31),  и затем  из уравне-
ния (32), все на . В вычислениях ниже берем
также граничные значения  и 
для  и .

Построенная пространственная дискретиза-
ция заметно проще энтропийно корректной в
случае гомогенной смеси идеальных газов в [10]
(она базируется на [12]). Но дискретизация урав-
нения баланса (24) в [10] основана на регуляризо-
ванной КГД многоскоростной и многотемпера-
турной модели, пока не разработанной для гете-
рогенных смесей. Также здесь используются
только стандартные усреднения .

В уравнении (32) нестандартные слагаемые c
 (близкое к среднему геометрическому для u2)

и  позволяют обеспечить более есте-
ственную форму важного дискретного уравнения
баланса внутренней энергии смеси как в [12].

Утверждение 5. Верны следующие дискретные
аналоги уравнений баланса массы, кинетической и
внутренней энергий смеси (27)–(29):

2
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ρ + ρε2ˆ ˆ0.5 u ρε

ωh

ϕ ϕ0 1= −ϕ ϕ 1=N N
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− δ δ20.25 ( )h p u

на .
Применяется автоматический выбор шага по

времени , 
(при  равенство становится неравен-
ством) с параметром  типа Куранта. Отме-
тим, что условия -диссипативности построен-
ной схемы в случае однокомпонентного идеаль-
ного газа следуют из результатов [13].

4. По построенной схеме было выполнено
большое количество успешных тестовых расче-
тов. Здесь приведем результаты только двух из
них, для краткости опустив единицы измерения
величин. Во-первых, возьмем задачу об ударной
трубе с течением воды в воздух, см. тест 4.4 в [14].
Рассматривается смесь идеального газа и воды
как СГ, с постоянными идеального газа  =
= (1.4, 288, 0) и постоянными СГ  =
= (2.8, 4186, 8.5 × 108); здесь , k = 1, 2.
Начальные данные таковы:  = (0.25, 0.2 ×
× 107, 308.15) при  и 
при . Взяты численные параметры

. Функции 
и u, p при  в качестве результатов пока-
заны на рис. 1. Кроме того, массовая концентра-
ция  кусочно-постоянна и равна примерно
0.6682 и 0.1193 слева и справа от разрыва. В дан-
ном тесте возможен и выбор , что лишь не-
много ухудшает качество вычисления . Ре-
зультаты для упрощенной схемы, отвечающей
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ρ ρ1/

= 0Sa
ρ α1,

Рис. 1. Результаты расчета течения воды в воздух на основе КГД регуляризации.
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ЗЛОТНИК, ЛОМОНОСОВ

описанной выше КГидД регуляризации, суще-
ственно хуже, хотя числа Маха малы (меньше
0.065); в целом сфера ее успешной применимости
заметно уже.

Во-вторых, промоделируем начальную стадию
течения с кавитацией в трубе, см. тест 8.2.1 в [7].
Берутся две фазы воды, а именно, 1% водяного
пара и 99% жидкой воды, и для них применяются
соответственно уравнения состояния СГ и СГНА
с параметрами  = (1.467, 0,

 и  = (1.187,

, 3610, 6.61 × 10–4). Началь-
ные данные имеют вид ,
105, 353) при . Выбраны численные пара-
метры . В дан-
ной задаче числа Маха снова малы (меньше 0.07),
и применение не только КГД, но и КГидД регуля-
ризации было успешным. Результаты при  =
= 0.003 продемонстрированы на рис. 2. На нем
функции  являются четными, а u – нечет-
ной. Кроме того, массовая концентрация 
приближенно постоянна и равна 0.6416 × 10–5.
В обоих тестах результаты хорошо согласуются с
приведенными в указанных работах.

Более подробно результаты для смесей “сжа-
тых” газов даны в [15]. Хорошо известно, что дан-
ная модель смесей довольно легко расширяется
на важный случай с фазовыми переходами [4–7];
его вычислительный анализ на основе построен-
ных регуляризаций должен стать предметом по-
следующих статей.
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REGULARIZED EQUATIONS FOR DYNAMICS
OF THE HETEROGENEOUS BINARY MIXTURES

OF THE NOBLE-ABEL STIFFENED-GASES AND THEIR APPLICATION
A. A. Zlotnika,b and T. A. Lomonosova,b

aHigher School of Economics University, Moscow, Russia
bFederal Research Center Keldysh Institute of Applied Mathematics, Russian Academy of Sciences,

Moscow, Russia
Presented by Academician of the RAS B.N. Chetverushkin

We consider the so-called four-equation model for dynamics of the heterogeneous compressible binary mix-
tures with the Noble-Abel stiffened-gas equations of state. We exploit its quasi-homogeneous form arising af-
ter excluding the volume concentrations from the sought functions and based on a quadratic equation for the
common pressure of the components. We present new properties of this equation and a simple formula for
the squared speed of sound, suggest an alternative derivation for a formula relating it to the squared Wood
speed of sound and state the pressure balance equation. For the first time, we give quasi-gasdynamic-type
regularization of the heterogeneous model (in the quasi-homogeneous form), construct explicit two-level in
time and symmetric three point in space finite-difference scheme without limiters to implement it in the 1D
case and present numerical results.

Keywords: gas dynamics, heterogeneous binary gas mixture, four-equation model, Noble-Abel stiffened-gas,
quasi-gasdynamic regularization, explicit in time and symmetric in space scheme
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В работе дается оценка устойчивости решения задачи об определении распределенного изотропно-
го источника для стационарного уравнения переноса излучения. Ранее оценки устойчивости для
этой задачи были найдены в частном случае задачи эмиссионной томографии, когда оператор рас-
сеяния отсутствует, а также в более общем случае при дополнительных, и трудных для проверки,
условиях на коэффициент абсорбции и ядро оператора рассеяния. В настоящей работе предлагается
новый и достаточно простой способ получения оценки устойчивости рассматриваемой задачи.
Уравнение переноса рассматривается внутри круга в двумерном пространстве. В прямой задаче
принимается, что входящее излучение отсутствует. В обратной задаче для определения источника
на части границы рассматриваемой области задаются данные о решении прямой задачи, отвечаю-
щие выходящему излучению. Полученный в работе результат можно использовать для оценки сум-
марной плотности распределенных источников радиации.

Ключевые слова: уравнение переноса излучения, задача об источнике, оценка устойчивости
DOI: 10.31857/S2686954323600271, EDN: CQRKFI

1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть , , ν(θ) =

= ,  – открытый круг радиуса 
с центром в начале координат, с границей

. Обозначим

Рассмотрим уравнение переноса

(1)

в котором K – оператор рассеяния,

Уравнение (1) описывает процесс переноса излу-
чения в тонкой пластине. Будем полагать, что

, , ,  – гладкие функ-

= θ( , )u u x = ∈ 2
1 2( , )x x x R

θ θ(cos ,sin ) ⊂ R
2D R

∈ R
2= { | | | = }S x x R

Ω × π π × π= [0,2 ], = [0,2 ] [0,2 ],D Q

+

−

θ ∈ ⋅ ν θ
θ ∈ ⋅ ν θ ≤
( ) = { | ( ) > 0,
( ) = { | ( ) 0}.

S x S x
S x S x

≡ ∇ ⋅ ν θ + σ − θ ∈ Ω( ) ( ) = ( ), ( , ) ,Lu u x u u f x xK

π

θ θ θ θ
2

0

= ( , , ') ( , ') ' .u K x u x dK

σ( )x ( )f x θ θ( , , ')K x θ θ θ( , , ')K x

ции ,  и , -периодиче-
ские по переменным  и, кроме того, ,

 суммируемы с квадратом по перемен-
ной . При заданных ,  и

 поставим для уравнения (1) краевую за-
дачу с нулевыми данными на :

(2)

Физически это условие означает отсутствие вхо-
дящего в область  излучения. Задача (1), (2) яв-
ляется корректной задачей теории рассеяния. Об-
ращение дифференциальной части оператора ,
с учетом данных (2), сводит ее к решению инте-
грального уравнения Фредгольма второго рода
относительно функции . Отсюда, в частно-
сти, следует, что прямая задача имеет единствен-
ное, -периодическое по переменной , обоб-
щенное решение класса , , при
условии, что , , и
норма оператора K достаточно мала. Это решение
устойчиво относительно вариаций нормы ,
гладкость его повышается при повышении глад-
кости коэффициентов ,  и ядра .

Ниже мы будем рассматривать обратную зада-
чу о восстановлении функции  при заданных
функциях  и , предполагая, что на

∈x D ∪=D D S θ ∈ π[0,2 ] π2
θ θ, ' θ θ( , , ')K x

θ θ θ( , , ')K x
θ ∈ π' [0,2 ] σ( )x ( )f x
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π2 θ
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 задано выходящее излучение для всех
. Другими словами, считается заданной

функция

(3)

требуется по ней найти .
Определение. Решением обратной задачи назо-

вем функцию , такую, что решение пря-
мой задачи (1), (2) удовлетворяет условию (3).

Заметим, что существование следа решения
задачи (1), (2) на множестве , а значит и
функции  для , следует из ска-
занного выше о принадлежности функции 
классу .

При  эта задача носит название
задачи эмиссионной томографии (см. [1]) и имеет
практические приложения в медицине. Вопросы
единственности и устойчивости ее решения изу-
чались в работах [2–4]. В статьях [5–7] получены
формулы обращения. Задача эмиссионной томо-
графии является частным случаем задачи инте-
гральной геометрии на семействе прямых линий.
При этом интегралы от функции  задаются с
экспоненциальным весом. Для стационарного и
нестационарного уравнений переноса излучения
выполнены исследования различных обратных
задач, связанных с определением функции  и
ядра оператора K. Задача об источнике для пол-
ного уравнения переноса изучалась в работах [8–
12]. В частности, в работах [11, 12] исследованы
вопросы разрешимости прямой и обратной задач
и получены оценки устойчивости в обратной зада-
че. Однако при этом на коэффициент поглощения
и ядро рассеяния наложены довольно сложные для
проверки условия, типа их принадлежности неко-
торому плотному множеству, для которого прямая
задача однозначно разрешима. Остался откры-
тым и вопрос о том, каким образом постоянная в
оценке устойчивости зависит от коэффициентов
уравнения.

В настоящей работе построена оценка устой-
чивости решения обратной задачи (1)– [3] в пред-
положении, что решение обратной задачи суще-
ствует. Эта оценка получена при определенных
ограничениях на коэффициент поглощения ,
ядро рассеяния  и функцию  , более
жестких, чем те, которые были указаны ранее (см.
теорему 1). При этих условиях найдено явное зна-
чение постоянной в оценке устойчивости.

2. ОЦЕНКА УСТОЙЧИВОСТИ

Учитывая условие (2), определим функцию
 формулой

+ θ( )S
θ ∈ π[0,2 ]

ν ϕ +ϕ θ ν ϕ ∈ θ ϕ θ ∈= ( )( , ) = | , ( ) ( ), ( , ) ,x Rh u R S Q

( )f x

∈ ( )f C D

+ θ( )S
ϕ θ( , )h ν ϕ ⋅ ν θ( ) ( ) > 0

θ( , )u x
Ω( )C

θ θ ≡( , , ') 0K x

( )f x

σ( )x

σ( )x
θ θ( , , ')K x ( )f x

ϕ θ(̂ , )h

(4)

Эта формула задает функцию  на всем мно-
жестве . В дальнейшем прини-
мается, что  и  являются гладки-
ми функциями переменных x и , -периодически-
ми по переменной  и квадратично суммируемыми
по . Обозначим

Ниже дается основной результат.

Теорема 1. Пусть , ,
, , и вы-

полнены условия

(5)

Тогда для функции  имеет место оценка

(6)

в которой функция  определена формулой (4).
Приведем схему доказательства. Из предпо-

ложений теоремы о гладкости функций , 
и  следует, что , , если

.
Непосредственные вычисления приводят к

тождеству

В случае, когда  и , это тож-
дество получено в работе [13]. Легко проверяется
еще одно тождество

ϕ θ ν ϕ ⋅ ν θϕ θ  ν ϕ ⋅ ν θ ≤

( , ), ( ) ( ) > 0,
(̂ , ) =

0, ( ) ( ) 0.
h

h

ϕ θ(̂ , )h
π × π= [0,2 ] [0,2 ]Q
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θ π2
θ

θ'

∈

θ
∈

θ θ θ θ

θ θ ϕ θ θ





2 2
0

2 2
1

= ( , , ') ',max

= ( , , ' ) ',max

x D
Q

x D
Q

K K x d d

K K x d d

σλ
− σ + − σ − σ

2
0

0 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0

4= .
1 4 (1 4 ) 8R R R

σ ∈ 2, ( )f C D ⊂supp ( )f x D
∈ Ω × π2 2( ) (0,2 )K C L θ ∈ Ω × π1 2( ) (0,2 )K C L

≤ σ ≤ σ ∈ σ ≤
+0 0

1 0

10 ( ) , ; ,
2(2 2)

2 < 1, 2 < 1.

x D R

RK RK

( )f x

ϕ θ

≤

λ + λ + + σ +≤ ×
π −

× ϕ θ + ϕ θ ϕ θ





2

2 2 4 2 2 2
0 0 0 0

2 2
1

2 2

( )

3( 1)(1 2 ( ))
4 (1 4 )

ˆ ˆ[ ( , ) ( , )] ,

D

Q

f x dx

R R R K
R K

h h d d

ϕ θ(̂ , )h

σ( )x ( )f x
θ θ( , , ')K x ∈ Ω2( )u C ∈ 2ˆ ( )h C Q

02 < 1RK

θ

θ

∂∇ θ ⋅ ν ≡
∂θ

∂≡ ∇ θ ⋅ ν ∇ θ ⋅ ν +
∂θ

0 = 2( ( , ) )

[( ( , ) )( ( , ) )]

u x Lu

u x u x

θ θ

θ θ θ

+ − + ∇ θ +
+ ∇ θ ⋅ ν σ θ −

2

2 1 1 2
( ) ( ) | ( , )|

2( ( , ) )[ ( ) ( , ) ].
x x x xu u u u u x

u x x u x uK

σ( ) = 0x θ θ( , , ') = 0K x



36

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 514  2023

РОМАНОВ

Умножая его на  и складывая с предыдущим,
находим, что

(7)

Имеют место следующие неравенства

в которых

Используя эти неравенства и убирая из (7) неот-
рицательный член, содержащий , заменим
(7) неравенством

(8)

Выберем в качестве  наименьший положитель-
ный корень уравнения

Это можно сделать при выполнении условия (5),

что . Тогда в качестве  можно

взять

θ θ

θ θ θ

θ θ

∂− ⋅ ν θ ≡ − ⋅ ν θ ν θ −
∂θ

− ⋅ ν θ ∇ ⋅ ν + − σ ⋅ ν θ +
+ ⋅ ν θ

2

2

0 = 2( ( )) div[( ( )) ( )]

2( ( )) ( ) [1 2 ( )( ( ))]
2( ( )) .

x u Lu x u

x u u x x u
x u uK

λ > 0

θ θ

θ θ

∂∇ ⋅ ν − λ ⋅ ν θ ≡
∂θ

∂≡ ∇ θ ⋅ ν ∇ θ ⋅ ν +
∂θ 2 1

0 = 2[( ) ( ( )) ]
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При этом неравенство (8) принимает вид

(9)

Проинтегрируем неравенство (9) по всем
 и по . Тогда первое слагаемое об-

ратится в нуль в силу -периодичности функ-
ций, стоящих под знаком производной по . При-
меняя к дивергентной части формулу Грина, при-
ходим к неравенству

(10)

в котором  – внешняя нормаль к S в точке
, функция  определена формулой

(4), постоянная  вычисляется по формуле

Оценим  через аналогичную норму функ-
ции . Пусть  and  точки пере-
сечения прямой  с окружностью S,

, .
Здесь
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(12)

Воспользуемся алгебраическими соотношения-
ми

справедливыми при . Тогда,
при условии, что выполнено неравенство  < 1,
из (12) следует оценка

(13)

Кроме того, из оценок (13) и (11) следует неравен-
ство

(14)

в котором

Используя неравенства (13), (14) и уравнение (1),
находим, что

(15)

Заметим, что

Полученное выше неравенство (15) приводит к
оценке (6).

Простым следствием теоремы 1 является теоре-
ма единственности решения рассматриваемой об-
ратной задачи об определении источника. В силу
линейности этой задачи, теорема единственности
может быть сформулирована в следующем виде.

Теорема 2. При выполнении условий теоремы 1,
если , то  для всех .
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РОМАНОВ

A STABILITY ESTIMATE IN THE SOURCE PROBLEM 
FOR THE RADIATIVE TRANSFER EQUATION

Academician of the RAS V. G. Romanova

aSobolev Institute of Mathematics, Novosibirsk, Russian Federation

It is given a stability estimate of a solution of a source problem for the stationary radiative transfer equation.
It is suppose that the source is an isotropic distribution. Earlier stability estimates for this problem were
known in a partial case of the emission tomography problem only, when the scattering operator vanishes, and
for the complete transfer equation under additional and difficult in checking conditions for the absorption co-
efficient and the scattering kernel. In the present work, we suggest a new and enough simple approach for ob-
taining a stability estimate for the problem under the consideration. The transfer equation is considered in a
circle of the two-dimension space. In the forward problem, it is assumed that incoming radiation is absent.
In the inverse problem for recovering the unknown source some data for solutions of the forward problem re-
lated to outgoing radiation are given. The obtained result can be used for an estimation of the summary den-
sity of distributed sources of the radiation.

Keywords: radiative transfer equation, source problem, stability estimate



39

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2023, том 514,
с. 39–43

О ПРОМЕЖУТОЧНЫХ АСИМПТОТИКАХ
БАРЕНБЛАТТА–ЗЕЛЬДОВИЧА

© 2023 г.   В. А. Костин1,*, Д. В. Костин1,2,**, А. В. Костин1,***
Представлено академиком РАН В.П. Масловым

Поступило 11.07.2023 г.
После доработки 05.09.2023 г.

Принято к публикации 18.10.2023 г.

Понятие “промежуточной асимптотики” для решения эволюционного уравнения с начальными
данными и связанного с ними решения без начальных условий введено Г.Н. Баренблаттом и
Я.Б. Зельдовичем в связи с расширением понятия “строгого детерминизма” в статистической фи-
зике и квантовой механике. Здесь, по утверждению В.П. Маслова, для аксиоматизации математи-
ческой теории надо еще знать, каким условиям должны удовлетворять начальные решения задачи.
В работе показывается, что корректная разрешимость задачи без начальных условий для дробно-
дифференциальных уравнений в банаховом пространстве является необходимым, но не достаточным
условием “промежуточной асимптотики”. Приводятся примеры “промежуточной асимптотики”.

Ключевые слова: промежуточные асимптотики, корректные задачи, задача Коши, уравнения без на-
чальных условий, сильно непрерывные полугруппы, дробные степени операторов
DOI: 10.31857/S2686954323600763, EDN: CYZJAQ

Г.Н. Баренблатт и Я.Б. Зельдович, обращая
внимание на важность задач без начальных усло-
вий, описывающих периодические и переходные
процессы так давно, что начальные данные прак-
тически не оказывают влияние на поведение ре-
шения в момент наблюдения, заключают, что это
связано с расширением понятия и “строгого де-
терминизма”, обязанного успехам статической
физики и квантовой механики в [1], для уравне-
ний квантовой механики.

В.П. Маслов, обсуждая постановку задачи Ко-
ши для уравнений квантовой механики в [5]
стр. 85, говорит, что для того чтобы аксиоматизи-
ровать математическую теорию квантовой механи-
ки, надо еще знать, каким условиям должны удо-
влетворять начальные данные решения задачи.

Таким образом, ставится постановка вопроса о
свойствах явления, которые не зависят от деталей
в начальных условиях. Но такая независимость
возможна лишь по истечении достаточного
времени.

То есть, в таком случае, можно говорить об
асимптотике решений по времени, стремящемся
к бесконечности. Поэтому в [1] такие асимптоти-
ки называют промежуточными, а соответствую-
щие задачи без начальных условий “вырожден-
ными”.

Однако для того, чтобы решение вырожден-
ной задачи являлось промежуточной асимптоти-
кой, необходимо, чтобы оно было устойчивым
относительно возмущений, т.е. такая задача
должна быть корректной в некотором классе
функций.

Установлению этого факта для некоторых
уравнений в банаховом пространстве посвящена
данная заметка.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть  – банахово пространство с нормой
 и  – линейный замкнутый оператор в

 с областью определения , плотной в .

Обозначим через  банахово простран-
ство вектор-функций , , со зна-
чениями в  с нормой

(1)

E
⋅ ⋅=

E
A

E ( )D A E

μ( , )C E R
( )f t ∈ −∞ ∞( , ) =t R

E

−μ
μ ∈
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t R
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КОСТИН и др.

Напомним, что сильно непрерывная полу-
группа линейных операторов ,  ( -по-
лугруппа) удовлетворяет условиям

1. , 
2. 
3. .
Для -полугруппы соотношением

определяется производящий оператор A с обла-
стью определения , плотный в .

Применяя дробную производную Маршо по-
рядка 

(2)

где  – гамма-функция Эйлера, рассмотрим
уравнение

(3)

Решением уравнения (3) будем называть вектор-
функцию

(4)

для которой  при всех , определе-
ны производные Маршо (2) и выполнено равен-
ство (3).

Определение 1. Будем говорить, что задача (3)–
(4) без начальных условий поставлена корректно,
если она имеет единственное решение  и для
нее выполняется оценка корректности

с константой  не зависящей от f.
Определение 2. Функцию  будем называть

решением задачи Коши с условием

(5)
если она удовлетворяет уравнению (3) и условию (5).

Определение 3. Решение  задачи (3)–(4) бу-
дем называть промежуточной асимптотикой ре-
шения  задачи (3)–(5), если выполняется со-
отношение

(6)

Определение 4. Решение задачи (3)–(4) будем
называть “условно-промежуточной” асимптоти-
кой решения  задачи (3)–(5), если выполня-
ется соотношение

(7)
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где константы  не зависят от .
Теорема 1. Если оператор A является произво-

дящим оператором -полугруппы  с
оценкой

(8)

то для любой функции  уравнение
имеет единственное решение  и для
него выполняется оценка

(9)

При этом, если в условии (5) , то решение
 является “промежуточной асимптотикой”

при любом . В случае произвольного 
 является “промежуточной асимптотикой”

только при , а при  имеет место “услов-
но-промежуточная асимптотика”.

2. ЗАДАЧА БЕЗ НАЧАЛЬНЫХ УСЛОВИЙ. 
КОРРЕКТНОСТЬ

Вводя полугруппы правых сдвигов

 = u(t – s) в представлении произ-

водной Маршо (2), получаем связь дробной про-

изводной  с дробной степенью , имею-

щей, согласно формуле Балакришнана [3],
стр. 358, представление

(10)

Полагая , и используя (10), запишем

уравнение (3) в операторной форме

(11)

Согласно [3], стр. 358 оператор –  является
производящим оператором -полугруппы

(12)

где  – функция Иосиды, об-

ладающая свойствами:  и

> 0M 0u
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(13)

(14)

где  – функция Миттаг–

Леффлера.
Кроме того, из (13) и легко проверяемого нера-

венства

(15)

следует оценка

(16)

Оценки (10) и (16) позволяют применить ре-
зультат Да Прато–Грисвальда [9] об обращении
операторной суммы, в соответствии с которым
решение уравнения (3) представимо в виде

(17)

Отсюда следует оценка корректности

(18)

3. ЗАДАЧА КОШИ

В случае  решение задачи (3)–(5) нахо-
дится аналогично решению (17) с заменой полу-

группы  на полугруппу

(19)

которая при  совпадает с полугруппой

.

В таком случае решение задачи (3)–(5) имеет
вид

(20)
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В случае f = 0, , применяя преобразо-
вание Лапласа к (3), с учетом (5), получаем изоб-
ражение решения

(21)

Здесь мы воспользовались представлением ре-
зольвенты производящего оператора через C0-по-
лугруппу.

Применяя обратное преобразование Лапласа,
получаем решение

(22)

Из (22) следует оценка

(23)

Из (20) и (22) следует, что решение задачи (3)–(5)
имеет вид

(24)

Из (5), (20) и (24) получаем

(25)

Учитывая, что при ω > 0  = 0 из (25)
следует “промежуточная асимптотика” ,
при .

Если ω = 0, то . То
есть имеет место “условно-промежуточная асимп-
тотика”.

3. О ТОЧНОСТИ ПОЛУЧЕННЫХ 
НЕРАВЕНСТВ

Пусть  – банахово пространство равномерно
непрерывных и ограниченных на  функций
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КОСТИН и др.

Оператор A зададим дифференциальным вы-

ражением  с областью определения

Определенный таким образом оператор A явля-
ется производящим оператором -полугруппы

(26)

с оценкой

(27)
Оценка (27) является точной, так как (27) пе-

реходит в равенство при  (см. [3], стр. 325).
При этом для  справедливо
равенство

(28)
В соответствии с (12), (15) и (29) задача без на-

чальных условий для уравнения

(29)

имеет решение

(30)

При этом для уравнения (29) с начальным
условием , в соответствии с (24),
имеет вид

(31)

Из (30) и (31) получаем точное представление
для разности решений

(32)

Из (32) следует, что при  имеет место
“промежуточная асимптотика”, так как при каж-
дом 

(33)

В то время как при 
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(34)

Следовательно, имеет место “условно-промежу-
точная асимптотика”.

Замечание. Если в условиях теоремы 1 ,

,

(35)

то, аналогично (27), можно показать, что раз-
ность между решением  задачи с начальным

условием  имеет вид

(36)

Отметим, что в этом случае “промежуточная
асимптотика” имеет место, когда неравенство

 выполнено хотя бы для одного .
Заключение. Теорема 1 показывает, что кор-

ректная разрешимость задачи без начальных
условий является лишь необходимым условием
для того, чтобы ее решение являлось “промежу-
точной асимптотикой”, но не является достаточ-
ным для задач с ненулевыми начальными услови-
ями. Однако гарантирует “условно-промежуточ-
ную асимптотику”, т.е. показывает “меру
близости” решений  и  при .
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ON INTERMEDIATE ASYMPTOTICS BARENBLATT–ZELDOVICH
V. A. Kostina, D. V. Kostina,b, and A. V. Kostina
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bVoronezh State Pedagogical University, Voronezh, Russia

Presented by Academician of the RAS V. P. Maslov

The concept of “intermediate asymptotics” for solving an evolution equation with initial values data and the
associated solution without initial conditions was introduced by G.N. Barenblatt and Y.B. Zeldovich in con-
nection with the expansion of the concept of “strict determinism” in statistical physics and quantum me-
chanics. Here, according to V.P. Maslov, to axiomatize a mathematical theory, one must also know what con-
ditions the initial solutions of the problem must satisfy. The paper shows that the correct solvability of the
problem without initial conditions for fractional differential equations in a Banach space is necessary but not
sufficient condition of “intermediate asymptotics”. Examples of “intermediate asymptotics” are given.

Keywords: intermediate asymptotics, well-posed problems, Cauchy problem, equations without initial condi-
tions, strongly continuous semigroups, fractional powers of operators
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На основе геометрических характеристик тетраэдра предложены количественные оценки его вы-
рождения и установлена их связь с числом обусловленности локальных базисов, порожденных реб-
рами, выходящими из одной и той же вершины. Вводится понятие индекса вырождения тетраэдра
в нескольких версиях и устанавливается их практическая эквивалентность друг другу. Для оценки
качества конкретного тетраэдрального разбиения предлагается вычислять эмпирическую функцию
распределения индекса вырождения на ее тетраэдральных элементах. Предложена нерегулярная
модельная триангуляция (тетраэдризация или тетраэдральное разбиение) трехмерного простран-
ства, зависящая от управляющего параметра, определяющего качество ее элементов. Координаты
вершин тетраэдров модельной триангуляции являются суммами соответствующих координат узлов
некоторой заданной регулярной сетки и случайных приращений к ним. Для различных значений
управляющего параметра вычисляется эмпирическая функция распределения индекса вырождения
тетраэдра, рассматриваемая как количественная характеристика качества тетраэдров в триангуля-
ции трехмерной области.

Ключевые слова: индекс вырождения, тетраэдр, триангуляция, регулярная сетка, псевдослучайный
вектор, эмпирическая функция распределения
DOI: 10.31857/S2686954323600726, EDN: ZDDSRR

1. Разбиение пространства на конечные эле-
менты широко используется в различных целях в
точных и прикладных науках, таких как класси-
ческая и вычислительная математика, физика,
геодезия, навигация, метрология, астрометрия и
т.д. В вычислительной математике разбиение на
конечные элементы необходимо для численного
решения дифференциальных уравнений в част-
ных производных в сложных нерегулярных обла-
стях соответствующими методами [1]. В числе
этих методов отметим классический и разрывный
методы Галеркина [2, 3], обладающие высокой
степенью универсальности и потенциально высо-
кой точностью, которые благодаря своей гибко-
сти могут быть адаптированы к сложным нерегу-
лярным пространственным областям и примене-
ны в частности для решения задач газовой
динамики и гидродинамики. Точность численно-
го решения во многом определяется вырождени-
ем используемых конечных элементов [4]. Одним
из важных частных случаев разбиения является

триангуляция (тетраэдризация), под которой по-
нимается разбиение заданной области n-мерного
евклидова пространства на простейшие элементы –
n-мерные симплексы. Настоящая работа посвя-
щена установлению связи между собой различ-
ных оценок степени вырождения тетраэдров, ис-
пользуемых в качестве элементов тетраэдризации
в трехмерном евклидовом пространстве. Такую
оценку естественно связать с вырожденностью
локального базиса в рассматриваемом тетраэдре,
в координатах которого записываются уравнения
метода. В связи с этим необходима удобная коли-
чественная характеристика вырождения тетраэд-
ра, которая может быть легко вычислена.

Отметим, что в настоящее время в процессе
построения триангуляции заданной области ис-
пользуются различные оценки качества тетраэд-
ров [5–8], связь которых друг с другом необходи-
мо выяснить.

Среди отечественных работ мирового уровня,
посвященных вопросам триангуляции и тетраэд-
ризации, можно выделить монографию [5], в ко-
торой рассмотрены главные направления иссле-
дований, включающие основные понятия, отно-
сящиеся к треугольным и тетраэдральным
сеткам, алгоритмы построения неструктуриро-
ванных сеток в произвольных областях, в том
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числе алгоритм построения тетраэдральной сетки
методом продвигаемого фронта, принципы мно-
гоуровневого построения сеток, локальные моди-
фикации сеток и управление их свойствами.

Зарубежные исследования по алгоритмам три-
ангуляции и тетраэдризации изложены, в частно-
сти, в известных монографиях [6–8].

В предлагаемой работе не рассматриваются ал-
горитмы построения тетраэдризации заданной
области. Акцент делается на количественном
контроле качества трехмерной триангуляции, в
которой каждому принадлежащему ей тетраэдру
сопоставляется индекс его вырождения, и произ-
водится сравнение друг с другом различных вер-
сий индекса, естественных с точки зрения авто-
ров. Для оценки качества тетраэдризации в целом
предлагается использовать эмпирическую функ-
цию распределения (ЭФР) индекса вырождения
на ее тетраэдрах. ЭФР дает представление о гра-
ницах изменения индекса и доле его значений в
заданном диапазоне чисел. С точки зрения сего-
дняшней вычислительной практики польза ЭФР
не очевидна, но развитие вычислительных техно-
логий имеет тенденцию к дальнейшему увеличе-
нию числа используемых конечных элементов.
Поэтому мы не исключаем, что в перспективе при
большом числе конечных элементов в ряде случа-
ев может быть установлена связь между профи-
лем ЭФР и его влиянием на точность численного
решения конкретной прикладной задачи.

Кроме этого для тестирования точности кон-
кретного численного метода желательно иметь
простой и экономичный способ генерации мо-
дельной тетраэдризации, обладающей заданным

качеством ее конечных элементов. С этой целью,
как и в нашей предыдущей работе [9], строится
специальная сетка, зависящая от управляющего
числового параметра ε, на основе которой гене-
рируется модельная тетраэдризация с индексом
вырождения тетраэдров, принимающим значе-
ния в заданном диапазоне. Поэтому настоящую ра-
боту следует рассматривать как распространение
подхода работы [9] на трехмерное пространство.

2. Количественная величина, выражающая
степень вырождения тетраэдра, должна быть без-
размерной и одной и той же на множестве подоб-
ных тетраэдров. С целью ее введения рассмотрим
тетраэдр OABC, являющийся элементом триангу-
ляции некоторой области трехмерного евклидова
пространства (см. рис. 1). В отличие от двумерного
случая, когда класс подобных друг другу треуголь-
ников определяется значениями двух углов [9], для
описания класса подобных друг с другу тетраэдров
необходимо задать пять параметров. В качестве
примера приведем одну из возможных парамет-
ризаций класса подобных между собой тетраэд-
ров с помощью пяти угловых параметров

(1)

где ; ; ;  >
> α; ; .

Искомая величина должна быть связана с
оценкой вырожденности локального базиса, по-
строенного на трех векторах a, b, c, (a [b c] ≠ 0),
начинающихся в одной из его вершин (на рис. 1
это точка O), концы которых находятся в сосед-
них вершинах. Положим

(2)

где  и  являются соответственно мини-
мальным и максимальным собственным значе-
нием матрицы

(3)

которые являются действительными положи-
тельными числами благодаря линейной незави-
симости векторов a, b, c.

Замечание 1. Отметим, что матрица перехода 
от координат  в базисе a, b, c к декартовым
координатам  в ортонормированном бази-
се i, j, k. связана с матрицей (2) равенством  =
= DO, поэтому  является числом обусловлен-
ности матрицы , если рассматривать ее спек-
тральную норму.
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Рис. 1. Тетраэдр, представляющий собой элемент
класса подобных тетраэдров, параметризованный со-
отношениями (1).
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Существуют четыре способа построения ло-
кального базиса в тетраэдре OABC, если не при-
нимать во внимание перестановки одних и тех же
базисных векторов между собой. Меняя ролями
все вершины O, A, B, C тетраэдра OABC на рис. 1,
т.е. выбирая каждую из них в качестве начальной
точки для векторов соответствующего локально-
го базиса, получим еще три числа ,  и ,
определяемые согласно формуле (2) с участием
соответствующих базисных векторов. Введем ве-
личины

(4)

Пусть V – объем тетраэдра OABC, S – площадь
его полной поверхности, R – радиус описанного
около него шара и r – радиус вписанного в него
шара.

Рассмотрим также безразмерные величины

(5)

Величина  и величины (5) достигают своих
максимумов на правильном тетраэдре. Соответ-
ствующие максимальные значения равны

(6)

В отличие от перечисленных в (6) величин вели-
чина  достигает своего максимального значе-
ния 1 на тетраэдре, являющемся выпуклой обо-
лочкой трех перпендикулярных друг другу ребер
куба, выходящих из одной вершины. На правиль-
ном тетраэдре она имеет значение 1/4.

Каждую из величин (4) и (5) можно рассматри-
вать как количественную оценку вырождения
рассматриваемого тетраэдра. Чем ближе к нулю
их значение, тем более вырожденным является
тетраэдр. В дальнейшем будем использовать лога-
рифмическую шкалу в отношении каждой из вве-
денных в (4) и (5) величин. Введем следующие че-
тыре версии индекса вырождения тетраэдра T,
положив соответствующие им значения равными

(7)

Выбор основания логарифма равным 10 обуслов-
лен удобством интерпретации индексов в исполь-
зуемой повсеместно десятичной системе исчисле-
ния. Наиболее легко интерпретируемым является
значение индекса , который рассматривается
далее в качестве основной оценки вырождения
тетраэдра. В самом деле, увеличение индекса 
на 1 означает дополнительную потерю точности
вычислений при переходе от локальных коорди-
нат в наиболее вырожденном из четырех возмож-

Ad Bd Cd
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minI

ных локальных базисов в тетраэдре к декартовым
координатам примерно на одну значащую цифру.

Следующей задачей является установление
взаимосвязи друг с другом между введенными ин-
дексами (7). Индексы вырождения (7) являются
функциями пяти параметров. Аналитическое ис-
следование взаимосвязи этих функций друг с дру-
гом представляет собой весьма сложную задачу.

Поставим эту задачу следующим образом. Рас-
смотрим однопараметрическое множество  тет-
раэдров T, таких что , где  обозначает
какой-либо из индексов (7). Индекс  будем
называть базовым. Обозначим через значение
любого из оставшихся индексов, введенных в (7),
и определим следующие функции

(8)

Для количественной оценки функций (8) будет
использован метод статистических испытаний
Монте-Карло [10].

3. Поскольку метод Монте-Карло подразуме-
вает приближенную оценку функций (8), следует
определить практически необходимую точность
результата. С точки зрения сложившейся вычис-
лительной практики можно условиться полагать
ошибку в пределах одной значащей цифры соот-
ветствующего десятичного разряда заданной точ-
ности искомой величины вполне приемлемой.

С учетом принятой точности выберем сетку
{Ik} числовых значений I

(9)

где , K = 12. Выберем достаточно ма-
лое по сравнению с I числовое значение 
и приблизительно оценим на ней значения функ-
ций (8).

С этой целью проведем серию следующих вы-
числительных экспериментов. Рассмотрим еди-
ничную сферу с центром в начале координат,
определяемую уравнением

(10)

Зафиксируем точку  и с помощью после-
довательности псевдослучайных векторов, рав-
номерно и независимо распределенных на сфере
(10) [11], определим три точки: ,

 и . Для построенного та-
ким способом тетраэдра OABC сфера (10) являет-
ся описанной сферой. Очевидно, множество всех
вписанных в сферу (10) тетраэдров исчерпывает
элементы класса подобных друг другу тетраэдров.
Генерацию множества тетраэдров OABC описан-
ным выше способом продолжаем для каждого уз-
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ла сетки (9)  до тех пор, пока число их, при-
надлежащих множеству , не достигнет
заданного натурального числа . В каж-
дом таком численном эксперименте для каждой
версии индекса вырождения (7) вычисляются вы-
борочные среднее  и дисперсия  [12] на
основе N значений выборки соответствующего
индекса. Для полученных таким способом сеточ-
ных функций  вычисляются коэффициенты
уравнения линейной регрессии и доверительный
интервал , нижняя и
верхняя границы которого являются соответ-
ственно приближенными оценками величин

 и  в соотношениях (8).

Результаты серии проведенных вычислитель-
ных экспериментов для индексов Imax, IVS, IrR при
выборе  представлены на рис. 2 (за исклю-
чением индекса Imin, ввиду того, что точки интер-
вала  визуально практически неот-
личимы друг от друга).

Отметим, что не менее 99% элементов выбор-
ки для каждого индекса в соответствующем узле
сетки попадают в указанный выше доверитель-
ный интервал, длина которого не превышает во
всех случаях 0.91, причем, угловой коэффициент
линейной регрессии равен 1 с точностью 10–3 для
всех версий индекса (7). Таким образом, все пря-
мые регрессий на рис. 2 отличаются друг от друга
сдвигом по вертикальной оси и имеют вид

(11)

где , , .

Также проведены расчеты в случае, когда в ка-
честве базового индекса L выбирались индексы
Imax, IVS, IrR. Полученные уравнения линейной ре-
грессии имеют единичный наклон и отличаются
от уравнений (11) сдвигом на величину не более
1% относительно точки, взятой на середине соот-
ветствующей прямой. Длина доверительного ин-
тервала не превышает 0.91, а не менее 98% эле-
ментов выборки для каждого индекса в любом уз-
ле сетки (9) попадают в соответствующий
доверительный интервал. Практическая незави-
симость уравнений линейной регрессии от спо-
соба выбора индекса вырождения в качестве ба-
зового позволяет сформулировать принцип взаим-
ности, заключающийся в том, что все индексы в
(7) можно считать эквивалентными друг другу, и
любой из введенных индексов вырождения (7)
может быть использован для оценки степени вы-
рождения тетраэдра, а уравнения линейной ре-
грессии (11) позволяют оценить значения осталь-
ных индексов.
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Рис. 2. Графическая иллюстрация связи индексов
вырождения (7) друг с другом (а) – Imax; б) – IVS; в) –
IrR), установленная в вычислительном эксперименте
методом Монте-Карло. Сплошная прямая линия ли-
нейной регрессии построена с использованием зна-
чений соответствующих выборочных средних в узлах
Ik ( ). Кружки “о” указывают положение
выборочных средних на соответствующих им линиях
регрессии. Треугольники “Δ” отмечают концы дове-
рительного интервала ,
а пунктирные линии ограничивают соответствую-
щую “доверительную полосу”. Крестики “х” отвеча-
ют экстремальным значениям индекса в рассматривае-
мом узле Ik , в соответствующей выборке объема N.
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Почти все значения любого индекса попадают
в соответствующий доверительный интервал, от-
клонение конкретного значения от линии регрес-
сии, как правило, не превышает 0.5. Конкретное
применение того или иного индекса в (7) опреде-
ляется соображениями удобства и наименьших
вычислительных затрат.

Наиболее просто и экономично вычисляется
индекс IVS, так как для его вычисления достаточ-
но найти объем V и площадь полной поверхности
S тетраэдра OABC (см. рис. 1)

(12)

Для вычисления индекса IrR необходимо допол-
нительно найти радиус R описанного около тет-
раэдра шара. Вычисление индексов Imin и Imax
предполагает нахождение спектральных норм
матриц перехода от всех четырех локальных бази-
сов, связанных с тетраэдром, в декартов базис и
обратно и требует заметно больших вычислитель-
ных затрат. Заметим, что согласно рис. 2а вырож-
дение тетраэдра может быть на практике оценено
с заданной выше точностью в 1 значащую цифру
через число обусловленности любого базиса из
четырех возможных.

4. Рассмотрим алгоритм генерации модельной
триангуляции (тетраэдрального разбиения) про-
странства E3 на основе заданной регулярной сет-
ки. С этой целью выберем некоторый базис {a, b,
c} и построим сетку с узлами

(13)

Параллелепипед, построенный на базисных век-
торах {a, b, c} (см. рис. 3), назовем базовым и разо-
бьем последний на 6 тетраэдров с вершинами из
множества вершин базового параллелепипеда та-
ким образом, что ребра тетраэдров, совпадающие
с диагоналями противоположных боковых гра-
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ней параллелепипедов, оказываются параллель-
ными друг другу. Конкретные способы разбиения
будут рассмотрены ниже. Описанное выше раз-
биение на тетраэдры распространим на каждый
параллелепипед, являющийся трансляцией базо-
вого, в соответствующий узел сетки (13). Полу-
ченную таким способом триангуляцию E3 назо-
вем базовой. Вершины, соединенные друг с дру-
гом ребрами тетраэдров, участвующих в базовой
триангуляции, назовем соседними.

Используя регулярную сетку (13), построим
возмущенную нерегулярную сетку

(14)

где отношение соседства между соответствующи-
ми узлами, введенное выше, сохраняется и для
новых узлов  с теми же самыми номерами n, что
и в сетке (13). Отрезки прямых, соединяющие со-
седние узлы сетки (14), будем по-прежнему назы-
вать ребрами. Положительный числовой пара-
метр ε предполагается достаточно малым, чтобы
между точками пересечения ребер в исходной
сетке (13) и в новой сетке (14) сохранялось взаим-
но однозначное соответствие и чтобы тетраэдры
новой триангуляции с соответствующими верши-
нами оставались невырожденными. Таким обра-
зом, базовая триангуляция E3, построенная с помо-
щью сетки (13), переносится на сетку (14) с сохране-
нием исходной топологии. Между тетраэдрами
базовой и новой триангуляции существует взаимно
однозначное соответствие по принципу сохране-
ния нумерации соответствующих вершин в соот-
ветствии с (13).

Ниже рассматриваются два конкретных спо-
соба модельной триангуляции (см. рис. 3).

На рис. 3а показан единичный куб
ABCDA1B1C1D1, выступающий в роли базового
параллелепипеда. Триангуляция куба произво-
дится путем его разбиения на шесть конгруэнт-
ных тетраэдров DAA1B1, DD1A1B1, DABB1,
DCC1B1, DD1C1B1 и DCBB1. В первом тетраэдре
попарно перпендикулярные ребра DA, AA1 и A1B1

= + ε ≤ ε > , | | 1, 0,n n n nr r u u

nr

Рис. 3. Базовый параллелепипед модельной триангуляции: базисные вектора a, b, c имеют единичную длину, начина-
ются в точке А и заканчиваются в точках B, D и A1 соответственно: а) куб (базисные вектора ортогональны друг другу);
б) ромбоэдр (базисные вектора попарно составляют друг с другом угол π/3).
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равны 1, ребра DA1 и B1A равны  и, наконец,
ребро DB1 равно . Оставшиеся тетраэдры
устроены аналогичным образом.

Второй вариант базового параллелепипеда –
ромбоэдр ABCDA1B1C1D1, изображенный на
рис. 3б, разбивается на шесть тетраэдров равного
объема A1ABD, CC1D1B1, BB1A1D1, BCDD1,
A1DD1B, и CB1BD1. Тетраэдры A1ABD и CC1D1B1
являются правильными с единичными ребрами.
В четырех тетраэдрах BB1A1D1, BCDD1, A1DD1B,
и CB1BD1 ребро , а остальные ребра рав-
ны 1.

Для того, чтобы топология базовой триангуля-
ции сохранялась в возмущенной триангуляции, а
тетраэдры в последней оставались невырожден-
ными, управляющий параметр ε должен удовле-
творять неравенству

(15)

для всех шести тетраэдров, участвующих в триан-
гуляции базового параллелепипеда, где V – объем, а

 – площадь i-й грани рассматриваемого тетраэдра.
Правая часть неравенства (15) равна половине ми-
нимальной высоты тетраэдра. В обоих случаях базо-
вого параллелепипеда, представленных на рис. 3а и
3б, управляющий параметр должен удовлетворять
неравенству ε < .

Одним из возможных вариантов оценки каче-
ства уже существующей триангуляции, является
построение ЭФР  значений индексов (7). Ес-
ли некоторая триангуляция всего содержит N тет-
раэдров, NI из которых имеют значение рассмат-

2
3

=1 2BD

ε <
1 2 3 4

3 ,
2 max( , , , )

V
S S S S

iS

≅2/4 0.3536

( )F I

риваемого индекса (7) меньшее I, то соответству-
ющая ЭФР определяется следующим образом

(16)

Сгенерируем модельные триангуляции, описан-
ные выше, на основе базовых параллелепипедов,
показанных на рис. 3, использовав в качестве  в
(14) последовательность псевдослучайных векто-
ров, равномерно распределенных в единичном
шаре с центром в начале координат [11]. Каждая
модельная триангуляция включает в себя более
1.6 × 108 тетраэдров. Построим для этих триангуля-
ций ЭФР (16) индекса  при различных значениях
управляющего параметра ε (см. рис. 4). Отметим,
что при значениях управляющего параметра ε,
близких к критическому значению ,
диапазон значений индекса  становится доста-
точно широким, на котором плохо видны детали
ЭФР исходных регулярных разбиений ( ,
сплошные кривые), поэтому для иллюстраций
были выбраны значения ε, обеспечивающие до-
статочное разрешение.

Рассмотрим сначала исходную базовую триангу-
ляцию ( ). В случае куба плотность распределе-
ния соответствующей ЭФР (кривая 1 на рис. 4а)
имеет вид

(17)

так как все тетраэдры, участвующие в триангуля-
ции, являются конгруэнтными. В отличие от куба
для ромбоэдра плотность распределения ЭФР
(кривая 1 на рис. 4б) является бимодальной и
представляет собой сумму двух слагаемых

−= 1( ) .IF I N N

nu

VSI

≅2/4 0.3536
VSI

ε = 0

ε = 0

( )= δ − + 31'( ) lg(36(1 2) ) ,
2

F I I

Рис. 4. Эмпирические функции распределения (16) индекса  при различных значениях параметра ε: а) триангуля-
ция на основе базового параллелепипеда куба (1 – , 2 – , 3 – , 4 – ); б) триангуляция на
основе базового параллелепипеда ромбоэдра (1 – , 2 – , 3 – , 4 – ).
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(18)

так как одна третья часть тетраэдров является
правильными тетраэдрами с ребром 1, а осталь-
ные две трети конгруэнтных тетраэдров имеют
каждый по пять ребер длины 1 и одно ребро дли-
ны .

Как видно из рис. 4, с увеличением значений ε,
профиль ЭФР размывается, становясь все более
пологим, а верхняя граница значений индекса 
отодвигается вправо. Такое поведение ЭФР пред-
ставляется естественным, так как соответствую-
щая триангуляция становится все более и более
нерегулярной и включает в себя тетраэдры, все
более отклоняющиеся по форме от тетраэдров ба-
зовой триангуляции и имеющие все большие зна-
чения индекса вырождения.

В заключение отметим, что вычисление ин-
декса  и построение ЭФР для любой заданной
триангуляции не составляют трудности, поскольку
в процессе решения уравнений в частных произ-
водных, как правило, объем и площадь боковых
граней тетраэдра, принадлежащего триангуляции,
вычисляются как вспомогательные величины. В то
же время следует принять во внимание, что индекс

 , как это показано в настоящей работе, практи-
чески эквивалентен мере, основанной на оценке
вырождения любого локального базиса тетраэд-
ра. В совокупности эти обстоятельства создают
предпосылки для его широкого использования в
прикладных задачах. Основной характеристикой
ЭФР, по-видимому, следует считать диапазон
значений, принимаемый индексом вырождения,
и особенно его верхнюю границу, которая опре-
деляет максимальное вырождение. Насколько
полезно использование профиля ЭФР (в предло-
женном виде или в иных версиях) в алгоритмах
триангуляции и тетраэдризации, покажут даль-
нейшие исследования.
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DEGENERATION ESTIMATION OF A TETRAHEDRAL IN A TETRAHEDRAL 
PARTITION OF THE THREE-DIMENSIONAL SPACE

Yu. A. Kriksina and Corresponding Member of the RAS V. F. Tishkina

a Keldysh Institute of Applied Mathematics of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia

Based on the geometric characteristics of the tetrahedron, quantitative estimates of its degeneracy are pro-
posed and their relationship with the condition number of local bases generated by the edges emerging from
the same vertex is established. The concept of the tetrahedron degeneracy index is introduced in several ver-
sions and their practical equivalence to each other is established. To assess the quality of a particular tetrahe-
dral partition, it is proposed to calculate the empirical distribution function of the degeneracy index on its tet-
rahedral elements. A model irregular triangulation (tetrahedralization or tetrahedral partition) of three-di-
mensional space is proposed, depending on the control parameter that determines the quality of its elements.
The coordinates of the tetrahedra vertices of the model triangulation tetrahedrons are the sums of the corre-
sponding coordinates of the nodes of some given regular grid and random increments to them. For various
values of the control parameter, the empirical distribution function of the tetrahedron degeneration index is
calculated, which is considered as a quantitative characteristic of the quality of tetrahedra in the triangulation
of a three-dimensional region.

Keywords: degeneracy index, tetrahedron, triangulation, regular mesh, pseudo-random vector, empirical dis-
tribution function
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ПОРЯДКА В СЕТОЧНО-ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ СХЕМАХ
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В настоящей работе рассматривается задача построения численного решения системы уравнений
акустики в фиксированной области пространства с границей. Физически она соответствует процес-
су распространения сейсмических волн в геологических средах при проведении сейсмической раз-
ведки месторождений углеводородов. Рассматриваемая система уравнений в частных производных
первого порядка является гиперболической. Для построения ее численного решения применяется
сеточно-характеристический метод на расширенном пространственном шаблоне. Данный подход
позволяет построить схему повышенного порядка аппроксимации во внутренних точках расчетной
области, однако требует аккуратного построения решения вблизи ее границ. В работе предложен
подход, позволяющий сохранить повышенный порядок расчетной схемы вплоть до границы вклю-
чительно. Проведена серия верификационных компьютерных расчетов.

Ключевые слова: акустические волны, математическое моделирование, сеточно-характеристиче-
ский метод, граничные условия, порядок аппроксимации
DOI: 10.31857/S2686954323600465, EDN: ANRFWD

1. ВВЕДЕНИЕ
Необходимость численного решения линей-

ных гиперболических систем уравнений в част-
ных производных первого порядка возникает при
описании широкого круга технологических про-
цессов. К ним относятся, например, процесс про-
ведения неразрушающего контроля композици-
онных материалов [1] и сейсмическая разведка
месторождений углеводородов [2]. Отличитель-
ными особенностями данных волновых задач яв-
ляются повышенные требования к точности вы-
числительных алгоритмов и отсутствию нефизи-
ческих осцилляций, в том числе на разрывных
решениях.

На сегодняшний день разработаны различные
методы, позволяющие построить численное ре-
шение системы линейных гиперболических урав-

нений с постоянными и с переменными, в том
числе, разрывными коэффициентами. К ним отно-
сятся конечно-разностные [3], конечно-элемент-
ные [4] и конечно-объемные схемы [5]. В последнее
время активно развивается сеточно-характеристи-
ческий метод [6], изначально предложенный для
задач газовой динамики [7]. Он хорошо зареко-
мендовал себя применительно к задачам сейсми-
ческой разведки при использовании акустиче-
ского [8], линейного изотропного [9] и анизо-
тропного [10] упругого, двухконтинуального [11]
и упруго-вязкопластического [12] приближений.
Значительные усилия были приложены для по-
строения конечно-разностных и спектральных
схем повышенного порядка аппроксимации [13,
14]. Подробное исследование диссипативных и
дисперсионных свойств разностных схем для ли-
нейного уравнения переноса представлено в ра-
ботах [15, 16]. Среди широкого класса сеточно-ха-
рактеристических схем наибольшее практиче-
ское применение получила схема третьего
порядка аппроксимации [17]. При этом важным
аспектом является корректная реализация гра-
ничных условий, согласованных по порядку ап-
проксимации с используемой внутри расчетной
области схемой. Яркими примерами значимых
достижений в данном направлении является по-
строение граничных условий четвертого порядка
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для конечно-разностных схем [14] и третьего по-
рядка для конечно-объемных схем [18].

В настоящей работе предложен подход, позво-
ляющий сохранить третий порядок сеточно-ха-
рактеристической расчетной схемы вплоть до
границы расчетной области включительно. Ис-
следован случай одномерной задачи о динамиче-
ском нагружении акустической среды. Представ-
лены результаты проведенных компьютерных
расчетов, подтверждающие преимущества пред-
ложенного подхода.

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
И ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД

Система уравнений акустики, использующая-
ся для описания динамического поведения геоло-
гической среды при распространении в ней сей-
смических волн, имеет вид [19]:

(1)

Система (1) рассматривается на множестве
, где  – ограниченная область в

. На кусочно-гладкой границе  задано гра-
ничное условие  , ,
где  – заданная непрерывная функция.
Вместе с начальными условиями ,

  это задает корректную по
Адамару дифференциальную начально-краевую
задачу.

Искомыми функциями пространства и време-
ни являются: p – отклонение давления от его рав-
новесного значения,  – скорость частиц среды.
Механическими параметрами среды при этом
выступают: плотность  и скорость распро-
странения волн сжатия-разрежения . При
выводе системы (1) предполагается, что в исход-
ном равновесном состоянии среда покоится как
целое, и внешние силы на систему не действуют.

Рассмотрим одномерную динамическую зада-
чу для однородной (коэффициенты задачи не за-
висят от пространственной координаты) акусти-
ческой среды. Определяющая система уравнений
в данном случае представима в матричном виде:

(2)

где нижние индексы  и  обозначают дифферен-
цирование по координате и времени соответ-
ственно. В вектор  включены все искомые функ-
ции задачи, а матрица  не зависит от координа-
ты и имеет вид:
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(3)

Исходная система уравнений (1) в частных
производных первого порядка является гипербо-
лической, что позволяет представить матрицу A в
виде произведения трех матриц , где

(4)

После перехода в инварианты Римана

( ) система уравнений (2) представ-

ляется в виде двух линейных однородных уравне-
ний переноса с постоянными коэффициентами

(5)

(6)

Используя свойства аналитических решений
данных уравнений  и

, сеточно-характеристи-
ческий подход сводит исходную дифференциаль-
ную задачу к задаче пространственной интерполя-
ции полиномом заданной степени. На практике
для сохранения достаточной точности получаемо-
го численного решения на применяемых расчет-
ных сетках используется полином третьей степе-
ни . Данная расчетная схема обладает до-
полнительным преимуществом – минимизацей
численных осцилляций на разрывных решениях.
Это обусловлено ее близостью в пространстве не-
определенных коэффициентов к области моно-
тонных по Фридрихсу схем [20, 21]. После расчета
значений обоих инвариантов на следующем вре-
менном слое, значения компонент вектора  одно-
значно восстанавливаются из соотношений (4).
Данная расчетная схема является явной, а ее об-
ласть устойчивости задается стандартным крите-

рием Куранта-Фридрихса-Леви: .

Для построения интерполянта  требуют-

ся значения вектора  в четырех точках про-
странственного шаблона для каждого из уравне-
ний (5)–(6). Для уравнения (5) это точки (xm – 2,

, для уравнения (6) – (xm – 1, xm,
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, где  – индекс узла, в котором рассчи-
тывается решение в следующий момент времени
n + 1. В том случае, если расчет производится вда-
ли от границ расчетной области, описанный алго-
ритм может быть применен впрямую.

Однако вблизи границ возникают определен-
ные ситуации, требующие аккуратного рассмот-
рения. В дальнейшем для определенности будем
рассматривать только уравнение (5) вблизи левой
границы расчетной области. Обобщение на слу-
чай уравнения (6) и правой границы расчетной
области может быть проведено полностью анало-
гично. Рассмотрим отдельно процедуру вычисле-
ния значений на следующем временном слое в уз-
ле, отстоящем на один шаг пространственной
сетки от границы (см. рис. 1а) и в узле, непосред-
ственно находящемся на границе (см. рис. 1б).

Как видно из рис. 1а, непосредственное ис-
пользование процедуры полиномиальной интер-
поляции  возможно лишь для расчета значе-

ний . При этом узел , формально необходи-
мый для расчета значения  в данной точке,
находится за границей расчетной области. Будем
рассматривать данный узел как фиктивный, значе-
ния искомого вектора  в котором должны
быть заданы каким-либо образом до начала расчета.
Построим интерполянт второй степени  по
значениям , известным в узлах , и за-
полним значения в фиктивном узле  так, чтобы

. Отметим, что данное соотноше-
ние определяет не единственным образом значе-
ние вектора  в фиктивном узле. Данная
неединственность будет снята в дальнейшем. По-
сле проделанных действий возможно формаль-
ное применение исходной схемы на полном рас-
ширенном шаблоне. При этом интерполяция с

 приведет к восстановлению того же значе-
ния в точке x* = x1 – cτ, которое было получено
при использовании  на узлах x0, x1, x2.

Перейдем теперь к рассмотрению ситуации, ко-
гда обрабатываемый узел находится непосредствен-
но на границе расчетной области (см. рис. 1б). Для
расчета значения  необходимо его значение в
узле . Применим уже использованный ранее
нами подход. Построим интерполяционный по-
лином  по значениям , известных в узлах

, и заполним значения в фиктивном узле

 так, чтобы . Одновременно
это снимает отмеченную ранее не единствен-
ность значений  в фиктивном узле. Рас-

смотрим теперь задачу расчета значения  на
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следующем временном слое. Поскольку характери-
стика, соответствующая положительному соб-
ственному значению, выходит за границу расчет-
ной области, требуется использование иного подхо-
да. Пусть на рассматриваемой границе расчетной
области задано значение давления, возможно, как
функция времени . Из соотношений (4) мож-
но записать, что

(7)

Таким образом, значение искомого инвариан-
та  может быть вычислено как

(8)

Отметим, что задание любого иного совмест-
ного граничного условия для задачи (2) приведет
к построению аналогичного соотношения, в яв-
ном виде задающего значение искомого инвари-
анта . В дальнейшем будем называть по-
строенную выше расчетную схему “схемой с
квадратичными продолжением”. В противовес
этому будем использовать термин “схема с кон-
стантным продолжением”, если неизвестное зна-
чение искомых функций на текущем временном
слое в фиктивном узле задается простой кон-
стантной экстраполяцией: .

Заметим, что предложенный подход построе-
ния вычислительного алгоритма вблизи границы
расчетной области является не единственным из
возможных. Например, в работе [22] предложен
метод аналитического продолжения решения,
обеспечивающий сохранение повышенного по-
рядка аппроксимации схемы. Преимуществом
описанного нами выше метода представляется
его простота в обобщении на случай произволь-
ных одномерных линейных гиперболических си-
стем уравнений.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

В работе была проведена эмпирическая оценка
порядка сходимости описанного вычислительного
алгоритма. Рассматривалась задача распростране-
ния акустических волн в среде протяженностью
1000 м с плотностью 1000 кг/м3 и скоростью распро-
странения волн 1500 м/с. Рассматривалась исходно
покоящаяся ненагруженная среда, на левой грани-
це которой задавалось значение давления по сле-
дующему закону

(9)
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Рис. 1. К расчету значений искомых функций в приграничных узлах.
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Данная задача решалась вплоть до момента 0.5 с
физического времени, за которое испускаемое
возмущение еще не достигало правой границы
расчетной области. Гладкое аналитическое ре-
шение данной задачи может быть записано в
виде

(10)

На рис. 2 представлено полученное численное
решение задачи (10), а также зависимость ошибок

( ) ( )
< ≤=  π − π ≤ ≤

4

0, 750 1000,
,0.5

sin 10 , 0 750.
75

x
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x x

Рис. 2. (слева) аналитическое и численное решения задачи (10); (справа) зависимость ошибки по двум нормам от мел-
кости расчетной сетки.
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по нормам  и . Для сравнения представлены
результаты, получаемые при использовании
стандартной “схемы с константным продолжени-
ем”, снижающей общий порядок расчетного ал-
горитма до первого. В табл. 1–2 представлены
значения полученной ошибки решения при рас-
чете на серии измельчающихся расчетных сеток,
а также эмпирически рассчитанный порядок схо-
димости по двум последовательным расчетам.

Анализ результатов проведенных расчетов
подтверждает сохранение построенной расчет-
ной схемой третьего порядка сходимости вплоть
до границы расчетной области включительно.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящей работе был рассмотрен процесс

построения сеточно-характеристических схем
повышенного порядка аппроксимации для ли-
нейных гиперболических систем уравнений. На
примере одномерной акустической системы
представлен вычислительный алгоритм, осно-
ванный на сведении исходной дифференциаль-
ной задачи в частных производных к задаче поли-

1L infL номиальной интерполяции. Во внутренних точ-
ках расчетной области использование широкого
шаблона позволило обеспечить третий порядок
аппроксимации. Подробно рассмотрены практи-
ческие вопросы, возникающие при расчете зна-
чений инвариантов Римана вблизи и на самой
границе расчетной области. Предложен общий
подход, основанный на однозначном задании
значений вектора искомых функций в фиктив-
ном узле, выходящем из области интегрирования.
Данная процедура позволяет далее применить ис-
ходные расчетные формулы на широком шабло-
не. Проведенная эмпирическая оценка порядка
сходимости итогового расчетного алгоритма под-
твердила сохранение третьего порядка сходимо-
сти вплоть до границы включительно.

Отметим, что преимуществом предложенного
подхода является возможность его непосред-
ственного обобщения на произвольные одномер-
ные линейные гиперболические системы уравне-
ний. Одной из них, представляющей практиче-
ский интерес для расчета задач сейсмической
разведки, является модель линейно упругой сре-
ды. При этом вопрос обобщения схемы на много-

Таблица 1. Результаты исследования сходимости “схемы с квадратичным продолжением”

Шаг сетки h Ошибка по норме L1 Ошибка по норме Linf Порядок по L1 Порядок по Linf

10 92.7889 0.3668 – –

5 32.3485 0.1389 1.5203 1.4006

2.5 5.9299 0.0286 2.4476 2.2805

1.25 0.7940 0.0039 2.9007 2.8888

0.625 0.1001 0.0005 2.9881 2.9850

0.31250 0.0125 0.0001 2.9987 2.9976

0.15625 0.0016 0.0000 3.0001 2.9997

Таблица 2. Результаты исследования сходимости “схемы с константным продолжением”

Шаг сетки h Ошибка по норме L1 Ошибка по норме Linf Порядок по L1 Порядок по Linf

10 97.0202 0.3791 – –

5 34.1853 0.1477 1.5049 1.3598

2.5 7.5925 0.0319 2.1707 2.2119

1.25 2.1471 0.0076 1.8222 2.0597

0.625 0.9755 0.0028 1.1382 1.4344

0.31250 0.4803 0.0013 1.0221 1.0946

0.15625 0.2396 0.0007 1.0036 1.0187
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мерный случай требует дополнительного иссле-
дования, хотя для внутренних точек расчетной
области уже разработаны соответствующие под-
ходы [23].
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ABOUT THE BOUNDARY CONDITION APPROXIMATION
IN THE HIGHER-ORDER GRID-CHARACTERISTIC SCHEMES
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aMoscow Institute of Physics and Technology (National Research University),
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In this paper, we consider the problem of constructing a numerical solution to the system of equations of an
acoustic medium in a fixed domain with a boundary. Physically, it corresponds to the process of the seismic
wave propagation in geological media during the procedure of the seismic exploration of hydrocarbon depos-
its. The system of partial differential equations under consideration is hyperbolic. To construct its numerical
solution, a grid-characteristic method is used on an extended spatial stencil. This approach makes it possible
to construct a higher-order approximation scheme at the internal points of the computational domain. How-
ever, it requires a careful construction of the numerical solution near the boundaries. In this paper, the ap-
proach that preserves the increased approximation order up to the boundary is proposed. The verification nu-
merical simulations were carried out.

Keywords: acoustic waves, computer simulation, grid-characteristic method, boundary conditions, approxi-
mation order
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На двумерной сфере рассматривается распределенный возобновляемый ресурс любой природы, ди-
намика которого описывается моделью типа Колмогорова–Петровского–Пискунова–Фишера, и
эксплуатация этого ресурса, осуществляемая путем постоянного или периодического импульсного
отбора плотности ресурса. Показано, что после выбора допустимой стратегии эксплуатации дина-
мика ресурса стремится к предельной динамике, соответствующей этой стратегии, и что суще-
ствуют допустимые стратегии, доставляющие максимум среднего временного сбора ресурса.

Ключевые слова: Модель Колмогорова–Петровского–Пискунова–Фишера, параболическое полу-
линейное уравнение, слабое решение, стабилизация, оптимальное управление
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1. ВВЕДЕНИЕ

Качественный анализ динамики популяций и
их предельных состояний является одной из вос-
требованных задач прикладного характера. Если
такое состояние является аттрактором всех не-
тривиальных динамик популяции, то в долго-
срочной перспективе изучение изменения состо-
яния популяции при наличии внешнего воздей-
ствия, связанного, например, с эксплуатацией
популяции или изменениями в ее среде обита-
ния, фактически сводится к анализу изменения
этого предельного состояния и оценке скорости
сходимости к нему. Это можно наблюдать уже на
примере модели Ферхюльста ,
где m – масса популяции, а положительные кон-
станты a и  характеризуют восстановление по-
пуляции при ее малых объемах и емкость ареала
ее обитания в целом [1–3].

В настоящей работе мы рассматриваем экс-
плуатацию распределенного возобновляемого

− = (1 / )m am m K

K

ресурса любой природы (например, промысло-
вой популяции), динамика которого описывается
обобщением модели Ферхюльста, а именно моде-
лью Колмогорова–Петровского–Пискунова и
Фишера, доставляемой полулинейным парабо-
лическим уравнением второго порядка

(1)

где  – плотность ресурса в точке  обла-
сти его распределения в момент времени   –
стационарный самосопряженный эллиптиче-
ский линейный дифференциальный оператор,
учитывающий процесс диффузии ресурса, а
функции  и  являются аналогами коэффици-
ентов  и  из модели Ферхюльста, только здесь
они зависят от точки фазового пространства.
Предполагается, что эти функции являются из-
меримыми ограниченными, при этом функция 
положительна и отделена от нуля (т.е. ).
Подобное уравнение появилось одновременно в
работах [4] и [5], оно объединило в себе модель
Ферхюльста и модель Фурье распространения
тепла [6], появившуюся исторически раньше в
начале девятнадцатого века. Информация по ис-
тории и библиографии работ, посвященных урав-
нению (1), можно найти в [7], а в статье [8] и мо-
нографии [9] приведен ряд приложений этого
уравнения к моделям в биологии, чему и были по-
священы работы [4] и [5] авторов модели.

∂ + −
∂

2= ( ) ( ) ,p Lp a x p b x p
t

= ( , )p p t x x
,t L

a 1/b
a K

b
≥ 0 > 0b b
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В работе [7] уравнение (1) изучается в -мер-
ном арифметическом пространстве с независя-
щими от времени функциями  и  и оператором ,
периодическими по всем координатам фазового
пространства. В этом случае при коэффициентах
класса  этого оператора и ограниченных неот-
рицательных нетривиальных начальных распре-
делениях ресурса решения модели стремятся к
общему аттрактору, являющемуся стационарным
решением уравнения (1), как и в модели Ферх-
юльста. Это сводит анализ этих решений к изуче-
нию соответствующего уравнения на -мерном
торе . В этом случае при естественных ограни-
чениях на постоянный или импульсный отборы
существование допустимой стратегии отбора, до-
ставляющей максимум среднего временного сбо-
ра, было доказано в [10–12] и [13].

Естественно допускать, что доля постоянного
(либо импульсного) отбора не является непре-
рывной и имеет разрывы, иначе трудно ожидать,
что такой оптимальный отбор существует. В связи
с этим разумно выбрать такой класс допустимых
решений модели, который позволял бы построить
удовлетворительную теорию разрешимости рас-
сматриваемых уравнений при минимальных тре-
бованиях на регулярность их коэффициентов.
В качестве такого класса в данной работе высту-
пают слабые решения. В этом классе удается ис-
следовать решения аналогов неоднородного
уравнения (1) на сферах при довольно низких
требованиях на регулярность его коэффициен-
тов. Существование решений модели (1) при по-
добных ограничениях на ее параметры было уста-
новлено в [14] и [15].

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

2.1. Функциональные пространства. Мы будем
рассматривать двумерную сферу  радиуса 1,
стандартно вложенную в трехмерное евклидово
пространство . Это вложение индуцирует на
ней риманову метрику g, имеющую вид dθ2 +
+  в cтандартных сферических координа-
тах, порождает меру V = Vg ( ) и
связность Леви–Чевита со взаимно-однозначно
определяемым ею оператором ковариантного
дифференцирования . С помощью этих

метрики и меры стандартно вводятся -про-
странства функций и тензорных полей, а с при-
влечением ковариантного дифференцирования

 конструируются -пространства Соболева и
-пространства Гельдера функций и тензор-

ных полей, ;  (см. [16,
п. 10.2.4], [17]).

n

a b L

+ε1C

n
T

n

S
2

R
3

θ ϕ2 2sin d
θ θ ϕ= sindV d d

∇ ∇= g
pL

∇ ,k pW
α,kC

= 0,1,2,k α <0 < 1

Для  на касательном расслоении де-

картова произведения  определена мет-
рика 

и соответствующие ей ковариантное дифферен-

цирование  и мера  Ана-

логично, как и выше, с их помощью конструиру-
ются функциональные пространства  
функций и тензорных полей для этого декартово-
го произведения.

Для произвольного банахового пространства B
с нормой  стандартным образом определяют-

ся банаховы пространства , , с
нормами

соответственно (см. [18, гл. III, § 1], [19, гл. II,
§2]). Наконец, определим банахово пространство

с нормой

где  – знак скалярного произведения.
Для краткости будем использовать сокраще-

ние п.в., когда речь идет о выполнении каких-ли-
бо свойств почти всюду по мере  (1) на .

2.2. Эволюционное уравнение. Предположим,
что наряду с метрикой  на сфере  задана еще
одна измеримая метрика a, и существуют такие
положительные числа  и a1, что п.в.

(2)

при всех . Обозначим через  и  операто-
ры, формально сопряженные с оператором внешне-
го дифференцирования d относительно метрик a и 
соответственно (см. [20, гл. VIII, § 1]). В частности,

 для всех дифференциаль-
ных -форм  и (k + 1)-форм , ..., n – 1, и на

k-формах , где  – оператор
Ходжа, индуцированный метрикой a. Определим

( ]∈ +∞0,T

[ ) × S
20,T

 :g
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на функциях  геометрический лапласи-
ан (оператор Лапласа–де Рама) – линейный диф-
ференциальный оператор второго порядка

(3)
см. [21, гл. IV, § 5]. Условие (2) означает, что опе-
ратор (3) равномерно эллиптичен на сфере. В ло-
кальных координатах , введенных выше, он
имеет вид

c 

Следовательно, эволюционное уравнение

(4)

параболическое. В контексте модели Колмогоро-
ва–Петровского–Пискунова–Фишера неизвест-
ная функция  здесь соответствует плот-
ности распределения некоторого возобновляемо-
го ресурса в точке  сферы в момент времени ,
метрика  в операторе  характеризует диффузию
ресурса, функция  – управление, характеризую-
щее интенсивность его перманентного сбора, а
коэффициенты  и  – темпы обновления ресур-
са и насыщения им среды. Будем предполагать,
что , и  п.в. для фиксирован-
ного числа 

Слабым решением уравнения (4) на полуинтерва-
ле  называется такая функция ,

что для любых  и  имеет
место равенство

Слабое решение q уравнения (4), принимаю-
щее заданное начальное значение

(5)

называется слабым решением задачи Коши (4), (5)
на .

Отметим, что в силу автономности уравнения
(4) сдвиги его решений по времени остаются ре-
шениями, т.е.  тогда и только тогда является
решением задачи (4), (5) на , когда 
для всякого  является решением этой зада-
чи на .
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2.3. Постановка задачи оптимизации. Модели-
рование эксплуатации возобновляемого ресурса
приводит к поиску решений задачи (4), (5) на по-
луинтервале , на которые возможно накла-
дываются дополнительно условия импульсного
сбора с заданным периодом ,

(6)

где функция  и  п.в., характе-
ризует интенсивность импульсного сбора.

Решением задачи (4), (6) называется такая
функция , которая является ре-
шением уравнения (4) на полуинтервалах

, обладает левыми предельными зна-
чениями  и п.в. удовлетворяет равенствам
(6). Если это решение еще и п.в. принимает на-
чальное значение (5), то оно называется решени-
ем задачи (4)–(6). Решение задачи (4), (6) называ-
ется периодическим, если

(7)

Определим функционал  качества эксплуатации
ресурса как

где  – решение задачи (4)–(6), а  и
 – фиксированные множества допустимых

управлений сбором. Значение этого функциона-
ла – верхний предел временных средних суммы
перманентного (первое слагаемое) и импульсно-
го (второе слагаемое) сборов ресурса, плотность
которого доставляет решение .

Характерными для приложений допустимыми
множествами перманентных и импульсных
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ные измеримые вещественнозначные функции
на сфере, при этом   и  неотрицательны, а

 – допустимое усилие сбора – неотрица-
тельно. Ограничение  (или ) на перманент-
ный отбор можно интерпретировать как мини-
мально технически реализуемую плотность отбо-
ра, а  (или ) – максимальную возможную
плотность размещения ресурса сбора в силу эко-
логических ограничений или из-за физической

[ )+∞0,

τ > 0

( ) ( )τ τ − = , = 1,2, ,q k sq k k
∞∈ S

2( )s L < <0 1s

[ )∞∈ ∞ × S
2( 0, )q L

[ ( ) )τ + τ, 1k k
( )τ −q k

( ) ( )τ0 = .q q

Q

( )

( )

( )

∞

→+∞

× ×

 ξ  ξ +


+  τ− −  










S U S



2
0

0
0

0
0<

: ( ) , ,

1 ; , , ,lim

; , , ,1 ,

t

t

kT t

Q L q u s

q q u s u d
t

q k q u s s

( )0= ; , ,q q t q u s U
S

q

{ }
{ }

∞

−γ ∞

∈

∈  

< <

< < <

S

S

U

S

2
1 2

2
1 2

= ( ) | ,

= | ( ), , 1, ,r

u L U u U

e r L R r R r E

1 2 1 2, , ,U U R R γ

1,U 1R γ
∈ RE

1U 1R

2U 2R



62

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 514  2023

ВИННИКОВ и др.

емкости среды, т.е. в точке ареала эти ограниче-
ния по сути характеризуют минимальное и мак-
симальное усилия, которые можно приложить в
этой точке для достижения своих целей. Появле-
ние экспоненты  в характеристике импульсно-
го сбора происходит здесь из теории поиска и свя-
зано со сложностью обнаружения или извлече-
ния ресурса в точке области его распределения
при величине усилия , а функция  характеризу-
ет эту сложность [22, 23].

Нетрудно видеть, что определенные таким об-
разом множества перманентных и импульсных
управлений – выпуклые, замкнутые и ограничен-
ные в пространстве , и, следовательно, они
слабо секвенциально компактны в этом про-
странстве. Значения управлений из этих мно-
жеств будем называть допустимыми.

Целью эксплуатации ресурса является получе-
ние максимального значения функционала каче-
ства Q путем выбора подходящих допустимых пер-
манентного и импульсного управлений. Мы пока-
зываем, что это значение функционала достигается,
т.е. существуют допустимые управления, доставля-
ющие максимума этого функционала, при этом
этот максимум не зависит от начального ненулевого
неотрицательного распределения ресурса. Точнее,
после выбора таких управлений плотность ресур-
са стремится к предельному состоянию, которое
не зависит от его начального ненулевого неотри-
цательного распределения. Здесь и ниже ненуле-
вые неотрицательные начальные условия  озна-
чают, что  > 0.

3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ
3.1. Стабилизация и существование оптимально-

го решения.

Теорема 1. Пусть метрика  функции
 – измеримы и ограничены на сфере, при-

чем  п.в. для фиксированного числа . То-
гда на полуинтервале  существует един-
ственное решение q задачи (4), 5), причем

  .
Эта теорема существования и единственности

решения следует из результатов, опубликованных
в [14] и [15].

Известно, что решения задачи Коши (4), (5)
локально непрерывны по Гельдеру. Точнее, спра-
ведливо следующее утверждение о регулярности
решения.

Теорема 2. Пусть коэффициенты и правая часть
уравнения (4) удовлетворяют всем условиям теоре-
мы 1. Тогда для решения  уравне-
ния (4), , и  найдутся такие α =

−γre

r γ
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Доказательство этой теоремы при наложенных
ограничениях вытекает из известных свойств ре-
шений линейных параболических уравнений
(см. [24, гл. VI, § 7]). Естественно, что при даль-
нейшем повышении регулярности коэффициен-
тов уравнения (4) соответствующим образом по-
вышается и регулярность его решений, см. [24,
гл. VI, § 2].

Из теорем 1 и 2 вытекает следующее утвержде-
ние о существовании, единственности и регуляр-
ности решения изучаемой модели.

Теорема 3. Пусть коэффициенты, правая часть
уравнения (4) и начальное значение (5) удовлетворя-
ют всем условиям теоремы 1, и управления отбором
допустимы. Тогда существует единственное реше-
ние q задачи (4)–(6), при этом для любого  най-
дутся такие числа , и , зависящие
от , что

С помощью теоремы 3 доказывается следую-
щее утверждение о стабилизация к периодиче-
скому решению.

Теорема 4. Пусть коэффициенты, правая часть
уравнения (4) и начальное значение (5) удовлетворя-
ют всем условиям теоремы 1, и управления отбором
допустимы. Тогда задача (4), (6), (7) имеет един-
ственное решение , такое что для любого решения
q задачи (4)–(6) с ненулевыми неотрицательными
начальными условиями выполнено предельное соот-
ношение

Последняя теорема позволяет редуцировать
изучаемую задачу оптимизации к выбору допу-
стимых управлений, доставляющих максимум
функционала качества на соответствующих пре-
дельных решениях 

Теорема 5. Пусть коэффициенты, правая часть
уравнения (4) и начальное значение (5) удовлетворя-
ют всем условиям теоремы 1, и управления отбором
допустимы. Тогда функционал качества Q при фик-
сированных допустимых управлениях принимает
одно и то же значение для всех ненулевых неотрица-
тельных начальных распределений ресурса, равное
значению на соответствующем предельном распре-
делении  Кроме того, значения этого функциона-
ла ограничены, и существуют допустимые управле-
ния, доставляющие точную верхнюю грань его зна-
чений.
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3.2. Выводы. Таким образом, после выбора
стратегии эксплуатации эволюция плотности
возобновляемого ресурса при любом начальном
неотрицательном ненулевом распределении в си-
лу теоремы 4 выходит на однозначно определен-
ное предельное состояние, которое, если страте-
гия оптимальная, в силу теоремы 5 доставляет за
каждый цикл отбора ресурса значение сбора, рав-
ное максимально возможному среднему времен-
ному сбору этого ресурса. Следовательно, выбор
оптимальной стратегии эксплуатации ресурса
(например, промысловой популяции) не только
не ведет к истощению ресурса или к его исчезно-
вению, а обеспечивает выход любой начальной
ненулевой плотности ресурса к предельному со-
стоянию, обеспечивающему близкий к макси-
мальному сбор ресурса в натуральном виде за
один цикл эксплуатации.
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EXISTENCE OF MAXIMUM OF TIME AVERAGED HARVESTING 
IN THE KPP-MODEL ON SPHERE WITH PERMANENT 

AND IMPULSE COLLECTION
E. V. Vinnikova,b, A. A. Davydova,b, and D. V. Tunitskyc

aLomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation
bNUST MISIS, Moscow, Russian Federation

cInstitute of Control Sciences RAS, Moscow, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS A.L. Semenov

On a two-dimensional sphere, a distributed renewable resource is considered, the dynamics of which is de-
scribed by a model of the Kolmogorov–Petrovsky–Piskunov–Fisher type, and the exploitation of this re-
source, carried out by constant or periodic impulse harvesting. It is shown that after choosing an admissible
exploitation strategy, the dynamics of the resource tend to the limiting dynamics corresponding to this strat-
egy, and that there is an admissible harvesting strategy that maximizes the time averaged harvesting of the re-
source.

Keywords: Kolmogorov–Petrovsky–Piskunov–Fisher model, parabolic semilinear equation, weak solution,
stabilization, optimal control
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В сепарабельном гильбертовом пространстве изучается дифференциальное включение с завися-
щим от времени максимально монотонным оператором и возмущением. Возмущение представляет
сумму зависящего от времени однозначного оператора и многозначного отображения с замкнуты-
ми невыпуклыми значениями. Особенностью однозначного оператора является то, что сумма его с
тождественным оператором, умноженным на положительную интегрируемую с квадратом функ-
цию, является монотонным оператором. Многозначное отображение обладает свойством липши-
цевости по фазовой переменной. Доказываются теоремы существования и плотности в соответству-
ющей топологии множества решений исходного включения в множестве решений с овыпукленным
многозначным отображением. Для этих целей введены новые расстояния между максимально мо-
нотонными операторами.
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ρ

Пусть ,  – отрезок числовой по-
лупрямой , H – сепарабельное гильбертово
пространство со скалярным произведением ,
нормой , нулевым элементом  и единичным
замкнутым шаром  с центром в .

Расстояние от точки x до множества  мы
обозначаем 

Рассмотрим дифференциальные включения
(1)

(2)

где символ  означает замкнутую выпуклую обо-
лочку множества.

Здесь ,  – семей-
ство максимально монотонных операторов с об-

= [0, ]T a > 0a
+R

⋅ ⋅,
⋅ Θ

B Θ
⊂C H

( , ).d x C

− ∈ + +( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ( )),x t A t x t F t x t U t x t

− ∈ + +( ) ( ) ( ) ( ) ( ) co ( , ( )),x t A t x t F t x t U t x t

∈0(0) = ( (0)),x x D A

co

⊂ ( ) : ( ( ))A t D A t H H ∈t T

ластью определения   ⊂
⊂  – семейство однозначных операторов с
областью определения ,  –
многозначное отображение с замкнутыми невы-
пуклыми значениями.

Под решением включения (1) понимается па-
ра  состоящая из абсолютно непрерыв-
ной функции  ,

 и  удовлетворяющих включе-
ниям

(3)

(4)
Решение включения (2) понимается аналогич-

но с заменой включения (4) на включение

Множества решений включений (1) и (2) мы
обозначаем  и  соответственно.

Целью работы являются нахождение условий
непустоты множества  и описание взаимо-
связи между множествами  и .

Обозначим через  график оператора A(t)

( ( )),D A t ⊂( ) ( ( ))F t D F t
→H H

( ( ))D F t × :U T H H

⋅ ⋅( ( ), ( )),x u
→: ,x T H ∈0(0) = , ( ) ( ( ))x x x t D A t

∈t T ⋅ ∈ 1( ) ( , ),u L T H

− ∈ + +( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) п.в.,x t A t x t F t x t u t

∈( ) ( , ( )) п.в.u t U t x t

∈( ) co ( , ( )) п.в.u t U t x t

5 0( )U x 5 0co ( )U x

5 0( )U x
5 0( )U x 5 0co ( )U x

gr ( )A t
∈ × ∈ ∈gr ( ) = {( , ) ; ( ( )), ( ) }.A t x y H H x D A t y A t x
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ТОЛСТОНОГОВ

Через  мы обозначаем пространство
всех непрерывных функций  с sup-нор-
мой, а пространства  и , наделенные
слабыми топологиями, обозначаются -  и -

Так как значениями максимально монотонно-
го оператора являются замкнутые выпуклые мно-
жества, то для любого  существует эле-
мент  минимальной нормы.

Предположения.

(1) семейство  измеримо, т.е. измери-
мо многозначное отображение 

(2) существует функция  и не-
убывающая функция  такие, что

(3) для любого  дифференциаль-
ное включение

(5)

имеет решение.

(1) имеет место включение ,
;

(2) для почти каждого  оператор  явля-
ется деминепрерывным, т.е. если  в , то

 в -
(3) для любой измеримой функции ,

 функция  измерима;

(4) существует функция  такая,
что

(5) имеет место неравенство  +
+ lF(||x||), ,

где  и  – неубываю-
щая функция.

(1) отображение  измеримо ;
(2) 

, , ,
, ;

справедливы неравенства
(3) 
(3*) 

( , )C T H
→:x T H

H 1( , )L T H
ω H ω

1( , ).L T H

∈ ( ( ))x D A t
∈0( ) ( )A t x A t x

( ) :H A
∈( ),A t t T

→ gr ( );t A t
+⋅ ∈ 2( ) ( , )Am L T R

+ +→:Al R R

≤ + ∈0|| ( ) || ( )(1 (|| ||), ( ( ));AA t x m t l x x D A t

⋅ ∈ 1( ) ( , )f L T H

− ∈ +
∈


0

( ) ( ) ( ) ( ),
(0) = ( (0)),
x t A t x t f t

x x D A

( ) :H F
⊃( ( )) ( ( ))D F t D A t

∈t T
∈t T ( )F t

→nx x H
→( ) ( )nF t x F t x ω ;H

→:x T H
∈( ) ( ( ))x t D A t → ( ) ( )t F t x t

+ω ⋅ ∈ 2( ) ( , )L T R

 − −  + ω − ≥2( ) ( ) , ( )|| || 0 п.в.;F t x F t y x y t x y

≤|| ( ) || ( )(1FF t x m t
∈ ( ( ))x D F t

+⋅ ∈ 2( ) ( , )Fm L T R + +→:Fl R R

( ) :H U
→ ( , )t U t x ∀ ∈x H

∈ − −| ( , ( , )) ( , ( , ))| < ( )|| ||,supz H d z U t x d z U t y k t x y
+⋅ ∈ 1( ) ( , )k L T R ( ) > 0k t ∈t T

≠x y ∈,x y H

∈ Θinf{|| || ( , )} < ( ) п.в.;Uu u U t m t

∈ Θ ≤sup{|| ||; ( , )} ( ) п.в.;Uu u U t m t

, , .
Основные результаты:
Теорема 1. Пусть выполняются предположения

,  (1)–(3). Тогда множество  не
пусто.

Теорема 2. Пусть выполняются предположения
, , (1), (2), (3*). Тогда  является за-

мкнутым подмножеством пространства C(T, -

 и справедливо равенство

где черта сверху означает замыкание в простран-
стве -

Дадим конкретизацию предположения 
(3).

Пусть X – нормированное пространство с мет-
рикой  и единичным замкнутым шаром .
Расстояние от точки  до множества 
мы обозначаем .

Для  число

называется -полуотклонением множества  от
множества D. Если , то считается

.

Так как при  имеет место равенство  =
= X, то мы получаем полуотклонение exc(C, D) =
=  множества C от множества .

Теорема 3. Пусть выполняются предположения
 и для любого  существует

абсолютно непрерывная функция  такая,
что

(6)

, .

Тогда имеет место предположение ,
т.е. для любого  включение (5) име-
ет решение.

Следствие 1. Пусть выполняются предположе-
ния  и для любого  суще-
ствует абсолютно непрерывная функция 
такая, что

(7)

, .
Тогда справедливо утверждение теоремы 3.
Пусть , , – макси-

мально монотонные операторы и .
Число

+⋅ ∈ 1( ) ( , )Um L T R ( ) > 0Um t ∈t T

( )H A ( )H U 5 0( )U x

( )H A ( )H F 5 0co ( )U u
×ω)H

1( , )L T H

5 50 0co ( ) = ( ),UU x x

× ω( , )C T H 1( , ).L T H
( )H A

⋅ ⋅(, )Xd XB
∈x X ⊂C H

( , )Xd x C
ρ ∈ +∞[0, ]

ρ ∈ ∩ ρexc ( , ) = sup{ ( , ); }XXC D d x D x C B

ρ C
∩ ρ ∅=XC B

ρexc ( , ) = 0C D

ρ +∞= ρ XB

∞exc ( , )C D D

( )(1),(2)H A ρ ∈ +∞[0, )
ρ →:b T R

ρ ρ ρ≤ −exc ( ( ( )), ( ( )) | ( ) ( )|,D A s D A t b t b s

≤s t ∈,s t T

( )(3)H A
⋅ ∈ 1( ) ( , )f L T H

( )(1),(2)H A ρ ∈ +∞[0, )
→:b T R

≤ −exc( ( ( )), ( ( )) | ( ) ( )|,D A s D A t b t b s

≤s t ∈,s t T

⊂ : ( )i iA D A H H = 1,2i
ρ ∈ +∞[0, )
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(8)

мы назовем -псевдополуотклонением оператора
 от . Если  то считается

Число

назовем -псевдорасстоянием между оператора-
ми  и . При  мы получаем псевдорас-
стояние , введенное в ра-
боте [1].

Лемма 1. Пусть выполняется предположение
 и для любого  существует абсо-

лютно непрерывная функция  такая,
что

Тогда выполняется предположение  и
имеют место неравенства (6). Поэтому справед-
ливо утверждение теоремы 3.

Следствие 2. Пусть выполняется предположе-
ние  и существует абсолютно непрерыв-
ная функция  такая, что

(9)

Тогда выполняется предположение  и
имеет место неравенство (7). Следовательно,
включение (5) имеет решение.

Так как для любого  у максимально
монотонного оператора  суще-
ствует единственный элемент  минимальной
нормы, то будет определен однозначный опера-
тор  Через

обозначим график оператора .
Пусть ,  – макси-

мально монотонные операторы и .
Число

(10)

мы будем называть -минимальным полуоткло-
нением оператора  от оператора . При 
мы получим минимальное полуотклонение опе-
ратора  от 

ρ
 − − 
 + +

∈ ∩ ρ ∈


∈ ∈ 


1 2 2 1
1 2

1 2

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

,exc dis ( , ) = sup ;
1 || || || ||

( ) , ,

( ),

x x y yA A
y y

x D A B y A x

x D A y A x

ρ
1A 2A ∩ ρ ∅1( ) = ,D A B

ρ 1 2exc dis ( , ) = 0.A A

ρ ρ ρ1 2 1 2 2 1dis ( , ) = max{exc dis ( , ),exc dis ( , )}A A A A A A

ρ
1A 2A ρ +∞=

∞1 2 1 2dis( , ) = dis ( , )A A A A

( )(2)H A ρ ∈ +∞[0, )
ρ →:b T R

ρ ρ ρ≤ −
≤ ∈

exc dis ( ( ), ( )) | ( ) ( )|,
, , .

A s A t b t b s
s t s t T

( )(1)H A

( )(2)H A
→:b T R

≤ − ≤ ∈d ( ( ), ( )) | ( ) ( )|, , , .is A s A t b t b s s t s t T

( )(1)H A

∈ ( )x D A
⊂ : ( )A D A H H

0A x

⊂ →0 : ( ) .A D A H H

∈ × ∈0 0g = {( , ) ; ( ), = }rA x y H H x D A y A x

0A
⊂ : ( )iA D A H H = 1,2i

ρ ∈ +∞[0, )

ρ ρ
0 0 0 0

1 2 1 2exc ( , ) = exc (gr , gr )A A A A

ρ
1A 2A ρ +∞=

1A 2A

Число

(11)

называется -минимальным расстоянием между
операторами  и .

Лемма 2. Пусть  – се-
мейство максимально монотонных операторов и
выполняется предположение , в котором
функция  является константой. Предполо-
жим, что для  существует абсолютно
непрерывная функция  такая, что

Тогда выполняется предположение  и
существуют абсолютно непрерывные функции

 такие, что будет иметь место неравен-
ство (6). Поэтому справедливо утверждение тео-
ремы 3.

При  лемма 2 допускает уточнения.
Следствие 3. Пусть выполняется предположе-

ние  и существует абсолютно непрерыв-
ная функция  такая, что

Тогда выполняется предположение  и
имеет место неравенство (7). Следовательно,
включение (4) имеет решение.

Комментарии.
Впервые корректное доказательство существо-

вания абсолютно непрерывного решения включе-
ния (5) было дано в работе [2]. В этой работе пред-
полагалось, что , выполняются нера-
венство , , ,

 и неравенство (9), в котором  – аб-
солютно непрерывная функция с производной

С тех пор появился ряд работ [2–4], в которых
рассматривалось включение (5) как с однознач-
ными, так и многозначными возмущениями. Во
всех этих работах семейство операторов 
обладает теми же свойствами, что и в работе [2], а
значениями возмущений являются выпуклые
множества.

Теорема существования и релаксации для эво-
люционного включения (1) при отсутствии опера-
тора  была доказана в работе [5]. В этой работе
отображение  обладало свойствами 
(1)–(3), (3*) с функциями k(·), 
Схема доказательства этих теорем была позаим-
ствована из работы [6].

+∞
0 0 0 0

1 2 1 2exc( , ) = exc (gr , gr ).A A A A

ρ ρ ρ
0 0 0 0 0 0 0

1 2 1 2 2 1haus ( , ) = max{exc ( , ),exc ( , )}A A A A A A

ρ
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ρ →:b T R

ρ +∞=
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∈( ),A t t T

( )F t
( , )U t x ( )H U

⋅ ∈ 2( ) ( , ).Um L T R



68

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 514  2023

ТОЛСТОНОГОВ

Отметим, что даже на уровне существования
решения включения (5) наши результаты являют-
ся принципиально новыми.

Следует указать на нетрадиционное условие
роста в предположении  (2), где функция 
может иметь вид ,  в отличие от тра-
диционных условий роста в теории дифференци-
альных уравнений .

Необходимость введения полуотклонений
 и  была обусловлена

следующим фактом. В работе автора [7] был ука-
зан класс максимально монотонных операторов

, для которых

но существовало семейство абсолютно непрерыв-
ных функций , для которых выполня-
лось неравенство (6). Поэтому подход, связанный
с использованием полуотклонений (8), (10), позво-
ляет расширить класс максимально монотонных
операторов, для которых справедлива теорема 3 и,
следовательно, теоремы 1 и 2. С другой стороны, ес-
ли  для любого , то A1 = A2.

Аналогично, если  = 0 для любого
, то  Поэтому числа  и

 являются важными характеристиками
максимально монотонных операторов.

Если в (11) заменить операторы  и  на опера-
торы  и , то мы получим -расстояние между
максимально монотонными операторами, которое
было введено в работе [8] и использовалось для изу-
чения максимально монотонных операторов.

Исходя из определения решения включения
(1), его можно рассматривать как управляемую
систему (3), (4). Поэтому результаты работы мо-

гут использоваться при изучении невыпуклых за-
дач оптимального управления.
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AND PERTURBATIONS
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A differential inclusion with a time-dependent maximal monotone operator and a perturbation is studied in
a separable Hilbert space. The perturbation is the sum of a time-dependent single-valued operator and a mul-
tivalued mapping with closed nonconvex values. A particular feature of the single-valued operator is that its
sum its with the identity operator multiplied by a positive square-integrable function is a monotone operator.
The multivalued mapping is Lipschitz continuous with respect to the phase variable. We prove the existence
of a solution and the density in the corresponding topology of the solution set of the initial inclusion in the
solution set of the inclusion with the convexified multivalued mapping. For these purposes, new distances be-
tween maximal monotone operators are introduced.

Keywords: maximal monotone operator, -excess of operators, relaxation
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Мы предлагаем вывод уравнений гравитации
из классического принципа наименьшего дей-
ствия в форме уравнений Власова-Пуассона с
лямбда-членом и применяем следствия типа Га-
мильтона-Якоби для получения космологиче-
ских решений, а также исследуем свойства точек
Лагранжа.

1. МЕТРИКА ЛОРЕНЦА 
И ЛЯМБДА ЭЙНШТЕЙНА

Рассмотрим следующее действие (ср. [1–15]):

при 

Варьируя по U, получим уравнения для полей:

Перейдем к действию для одной частицы, под-
ставив  = 

( )

( )

μ
μν

 = − + −  
Λ− ∇ +

πγ πγ
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2
2
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8 8
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( )Δ = πγ − Λ 214 , , , .
2

U m f t m d dm cx v v

( )v,  ,  , f t x m ( ) ( ) ( )δ − δ − δ −vx X V m M

Для данного действия Лагранжиан и Гамиль-
тониан выглядят следующим образом:

Таким образом, можем получить уравнение
Лиувилля для гамильтоновой системы

Мы вывели систему Власова-Пуассона для мет-
рики Лоренца по схеме работ [5–7, 18–22]
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ВЕДЕНЯПИН и др.

Перейдем к гидродинамическим следствиям
этой системы по схеме тех же работ. Для этого вы-
полним подстановку f(t, x, p, m) =
= , где Q – макроскопиче-
ский импульс. Для Гамильтоновых систем проходит
и дальнейшая градиентная подстановка Q = .
Получим гидродинамическое Гамильтон-Якобиево
следствие уравнений Власова-Пуассона (см. [5–7,
16–22]) для общих гамильтоновых систем):

где 

Теперь рассмотрим уравнения в изотропном
случае, т.е. при U = U(r, t), ,

.

Из третьего уравнения в космологическом
случае, т.е. когда плотность не зависит от коорди-
наты  следует вид потенциала

, где .

Рассматривая космологический случай, можно
также преобразовать первые два уравнения:

H – постоянная Хаббла, из определения которой
следует уравнение:

решением которого является функция ϕ = H +

+

Таким образом, мы получили систему уравне-
ний Гурса

( ) ( )( )ρ δ −,  ,  , t x m p Q t x

∇  W

( )( )∂ ρ ∇∂ρ + =
∂ ∂

,
0,i

i

x W
t x

v

( ) ( ) ( )∂ + + ∇ + =
∂

2 2 0,W c mc W mU x
t

Δ = πγ ρ − Λ 214 ,
2

U m dm c

( )

=
+

v
2

2

 

1  

p

pm
mc

( )= ,  , W W t r m

= + +2 2 2
1 2 3 r x x x

( ) ( )

 ρ∂ρ ∂  + =
 ∂ ∂ + 

22

'
  0,

  '

i
i

cW x
t x r mc W

( ) ( ) ( )∂ + + + =
∂

22 ' 0,W c mc W mU x
t

   + = πγ ρ − Λ   
     2

'' ' 13 4 .
2

U U
r m dm c

r r

( ) ( )ρ = ρ,  ,  , x m t m t

( ) ( )= −
2

6
r B t D t

U
r

( ) = πγ ρ − Λ 21  4
2

B t m dm c

( ) ( )

 ∂ρ ∂ρ∂  + ρ = + ρ =
 ∂ ∂∂ + 

22

'
  3 0

'

i
i

cW x
H

t tx r mc W

( ) ( )
= ϕ + ϕ ϕ =

+ 22

'  ',  где      ,
3   '

r cWH
r mc W

( )
3 .

A t

r

Обозначим , . То-

гда , , .

Продифференцируем последнее уравнение по r.

Таким образом, если подставить в это уравнение

, ,

, то получим следую-

щее выражение

Если раскрыть скобки в этом уравнении, то в ле-
вой части получим выражение полиномиального
вида относительно r. Следовательно, коэффици-
енты при всех степенях r в этом выражении должны
будут равняться нулю. Рассмотрим коэффициент
при r8, как можно заметить при раскрытии первого
слагаемого степень r будет не больше 2, при раскры-
тии второго получим единственный член с этой сте-

пенью , следовательно,  = 0. Если пред-

положить, что B(t) = ,

то получаем, что .

Аналогично можно получить, что B = 0 из коэф-
фициента при r2.
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Если предположить, что B(t) =  –

–  = 0, то

Тогда коэффициент при  равен . Следо-

вательно, либо , , либо ,

 = 0, из чего сразу

следует, что , .
Таким образом, космологическое решение для

релятивистского действия в метрике Лоренца су-
ществует только при . Мы видим, что
нам несколько раз пришлось решить уравнение
Пуассона , что показывает не только
эквивалентность введения лямбда члена с какой-
то субстанцией типа заряда e, удовлетворяющей
этому уравнению, но и обосновывает потенциал

Гурзадяна  как альтернативное

объяснение темной энергии [25]. Было бы хоро-
шо объяснить расширенное ускорение без введе-
ния дополнительных предположений типа лямб-
да-члена или квадратичного потенциала, и на-
сколько уравнение Эйнштейна (2) предоставляет
такую возможность обоими слагаемыми в правой
части – это предмет дальнейших рассмотрений.

4. Точки Лагранжа в потенциале U(r) =

=  и особенности движения.

Ускоренное расширение Вселенной, отмечен-
ное Нобелевской премией по физике в 2011 г., вы-
зывает пристальное внимание. Общепринятым
объяснением сейчас является добавление лямб-
да-члена Эйнштейна в релятивистское действие.
И хорошо известно, что в нерелятивистской тео-
рии это соответствует добавлению отталкиваю-
щего квадратичного потенциала [18–25]. Рас-
смотрим круговую задачу двух тел. Две массы  и

, находящиеся в точках A и B на расстоянии 
друг от друга, притягиваются центральной силой
по закону и вращаются с угловой
скоростью  относительно точки  (рис. 1). Из
уравнения баланса сил притяжения и центробеж-
ных сил следует

(1)

Известно, что для Ньютоновского притяжения
малая масса  в треугольной точке либрации D,
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ω C
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m

расположенной в вершине равностороннего тре-
угольника ABD, находится в равновесии. Пока-
жем, что справедлива следующая теорема.

Теорема. Треугольная точка является точкой
либрации при любой центральной силе F =
= .

Доказательство. На малую массу m со стороны
масс  и  действуют силы притяжения 
и , направленные по единичным векто-
рам , . Их сумма с помощью (1) равна

Из правила параллелограмма (рис. 1) получим
. Таким обра-

зом, сумма сил притяжений, действующих на мас-
су, направлена в сторону, противоположную векто-
ру центробежной силы, а по величине в точности
равна ей. Сумма центробежной силы и сил притя-
жения равна нулю, т.е. масса m, расположенная в
вершине правильного треугольника, находится в
равновесии, что и требовалось показать.

Рассмотрим случай взаимодействия масс, в
котором сила взаимодействия имеет вид 

Этот закон отличается от классического нали-
чием линейной по расстоянию силы отталкива-
ния с коэффициентом C.

Построим функцию Лагранжа. Равносторон-
ний треугольник  со сторонами длины a. По
доказанной теореме в вершине  равносторон-
него треугольника  малая масса находится в
равновесии. В окрестности точки равновесия в
точке M(x, y) движение малой массы описывается
уравнениями Лагранжа, с функцией Лагранжа
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При  получаем классический случай. Без-
размерная форма уравнений получается
заменами координат точки M(x,y)

При этом преобразовании равносторонний тре-
угольник  переходит в треугольник с еди-
ничными сторонами. Безразмерная функция
Лагранжа имеет вид

Координаты вершины равностороннего тре-

угольника ,  определяют точку

равновесия системы. Делаем замену X = ,

 и находим гамильтониан движения

системы в окрестности точки равновесия. Функ-
ция Гамильтона линейного приближения
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Линейные уравнения Гамильтона имеют две па-
ры собственных значений , , от-
личающихся знаком. Квадраты их можно приве-
сти к следующему удобному для анализа виду

При выполнении условия m < ,

 собственные числа являются чисто мни-
мыми и равновесие устойчиво в линейном при-
ближении.

Выраженные через исходные параметры усло-
вия устойчивости принимают вид

(2)

Функция  монотонно убывает от значе-

ния , соответствующего классиче-

скому случаю до нуля при c = 1/4. Таковы особен-
ности треугольной точки Лагранжа.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы получили Лоренц-релятивистский аналог
уравнений Фридмана, обобщающий решение
Милна–МакКри [23, 24] в различных направле-
ниях: ввели лямбда-член, обосновали их модель,
выведя из системы Власова-Пуассона, ввели от-
талкивание субстанции по аналогии с кулонов-
ским, перешли к уравнению Гамильтона-Якоби,
поставили вопрос о зависимости постоянной
Хаббла от массы и заряда субстанции [25]. Полу-
ченное решение отличается от решения Милна–
МакКри [23, 24] и от обобщения его добавкой
Лямбда члена [20, 21] Лоренцевой метрикой и по-
казывает несколько другое поведение: здесь
лямбда член в точности компенсирует тяготение,
а в [20, 21] приводит к ускоренному расширению.
В рамках моделей Милна–Маккри с Лямбда-чле-
ном исследованы треугольные точки Лагранжа:
оказалось, что они остаются точками Лагранжа
для любого центрального закона взаимодействия.
Они исследованы на устойчивость в зависимости
от величины Лямбды Эйнштейна.
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We suggest the derivation of gravitation equations in the framework of Vlasov-Poisson relativistic equations
with Lambda-term from the classical least action and use Hamilton-Jacobi consequence for cosmological
solutions and investigate Lagrange points.
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Пространство модулей голоморфных дифференциалов на кривых рода g допускает естественное
действие группы . Изучение орбит этого действия и их замыканий привлекло интерес широ-
кого круга исследователей в последние несколько десятилетий. В 2000-x годах К.~МакМаллен
описал бесконечное семейство орбифолдов, являющихся замыканиями таких орбит в пространстве
голоморфных дифференциалов на кривых рода 2. В пространствах голоморфных дифференциалов
на кривых старших родов известными примерами  орбифолдов, представляющих собой
объединения замыканий орбит действия группы  являются локусы Прима. Они непусты для
поверхностей рода не выше 5. В настоящей работе приведены первые нетривиальные вычисления
числа компонент связности в локусах Прима для поверхностей  старшего возможного рода.

Ключевые слова: плоские поверхности, пространства модулей, голоморфные дифференциалы
DOI: 10.31857/S2686954323600155, EDN: DAKSRS

R2( )GL

R2( )GL

Локусы Прима. Для компактной римановой по-
верхности X с голоморфной инволюцией 

обозначим через  пространство голоморф-
ных 1-форм на X, нечетных относительно , через

 -двойственное к нему пространство, че-

рез  группу -нечетных -циклов в X. Абе-
лево многообразие Prym(X, ρ) = , 
называется многообразием Прима. Кольцо его эн-
доморфизмов , ρ)) состоит из линей-
ных отображений , переводя-

щих решетку  в себя. Эндоморфизм T ∈
∈ End(Prym(X, ρ))называется самосопряженным, ес-
ли  относительно стандартного сим-

плектического спаривания на x, y  Если
 = 2, то 1-формы  называют-

ся дифференциалами Прима.

Для натурального , 1mod4 кольцо
,  (для целых b,

c), называется квадратичным порядком с дискри-

ρ →: X X
−Ω( )X

ρ
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+ +Z2  2[ ]/( )D T T bT c −2= 4D b c

минантом D. Многообразие Прима  до-
пускает вещественное умножение на , если в
кольце его эндоморфизмов есть собственное под-
кольцо , изоморфное  и
порожденное самосопряженным эндоморфизмом.
(Здесь “собственное” означает, что если  для
некоторого ненулевого , ρ)) и на-
турального , то ). Кольцо  действует так-
же на . Дифференциал Прима  для пары

 называется собственным дифференциалом При-
ма, если ; в этом случае .

Множество всех собственных дифференциа-
лов для фиксированного  называется локусом
Прима. Локусы Прима представляют собой орби-
фолды в пространствах модулей  голоморфных
дифференциалов на кривых рода ,  [10]. Из
формулы Римана–Гурвица вытекает, что для

 таких 1-форм нет.
Каждое пространство  стратифицировано;

страт  этой стратификации задается разбиени-
ем  числа  и состоит из 1-форм,
имеющих нули кратностей . Будем
обозначать через ΩED(κ) пересечение локуса Прима
со стратом H(κ). Каждый локус  яв-
ляется несвязным объединением конечного чис-
ла орбифолдов. Количество компонент связности
в  является важнейшей харакетристикой
геометрии стратов. Его подсчет для некоторых
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разбиений  при , 3, 4 выполнен в [4–6, 9]. В
роде  такие вычисления отсутствуют. На-
шим основным результатом является следующее
утверждение, полностью описывающее количе-
ство компонент связности в локусах Прима рода 5
для разбиения , т.е. для страта 1-форм с
двумя нулями 4-го порядка в . Локусы ΩE(4,4)
имеют комплексную размерность 3 ~ g3.

Теорема 1. Локусы Прима  не пусты и
имеют одну компоненту связности для всех .

Методы, использованные для получения этого
результата, используют геометрию взаимного
расположения нулей голоморфного дифферен-
циала на поверхностях, принадлежащих локусам
Прима. В случае, когда есть только один, ноль
они не применимы. Однако для рода 5 известно,
что локусы Прима в соответствующем страте пу-
сты. В случае страт старшей размерности исполь-
зовать данный подход оказывается сложнее, хотя
мы надеемся получить результаты и для стратов с
большим числом нулей.

Для пары  и собственного дифференциа-
ла Прима ω положим . На  существует
мероморфный квадратичный дифференциал q с
полюсами кратности не выше 1, такой, что

. Полюса квадратичного дифференци-
ала q лежат в образах неподвижных точек инво-
люции  [1]. Поскольку  = 2, имеем

 = 2, т.е.  = 3. Поэтому разность ко-
личества нулей и количества полюсов квадратично-
го дифференциала q равна  – 4 =
= 4g(X) – 12 = 8. Нули квадратичного дифферен-
циала q могут быть либо на один меньшей кратно-
сти, чем у ω, либо удвоенной кратности, если у ω
есть пара нулей равной кратности, переставляе-
мых инволюцией ρ.

Периодические направления. Всякий ненуле-
вой голоморфный дифференциал на римановой
поверхности определяет на ней плоскую метрику
с коническими особенностями в нулях диффе-
ренциала. Поэтому точки  пространств 
называют плоскими поверхностями. Отрезки гео-
дезической в этой метрике с началом и концом в
особых точках называются седловыми связками.
Поверхность  называется вполне периодиче-
ской вдоль данного направления , если каждая иду-
щая в этом направлении геодезическая либо за-
мкнута, либо представляет собой объединение
седловых связок; в этом случае направление  на-
зывается вполне периодическим. Длина седловой
связки в плоской метрике называется относи-
тельным периодом, а длина замкнутой геодезиче-
ской абсолютным периодом.

Изопериодические деформации. Изопериоди-
ческой деформацией плоской поверхности (X, ω) =

κ = 2g
= 5g

κ = (4,4)
5H

Ω (4,4)DE
≥ 4D

ρ( , )X
ρ= /Y X Y

⊗π ω 2* =q

ρ −Ωdim ( )X
−( ) ( )g X g Y ( )g Y

−4( ( ) 2)g X

ω( , )X gH

ω( , )X
θ

θ

=  называется непрерывный путь
,  в , вдоль которого интегралы

1-формы  по непрерывно деформируемым за-
мкнутым циклам постоянны. Любая изопериоди-
ческая деформация, соединяющая пару  с

, гомотопна композиции сдвигов, склейки
и расщепления нулей дифференциалов . При
сдвиге нуля 1-формы на малую величину  ко
всем ее относительным периодам с началом в
этом нуле прибавляется ; расщепление нуля по-
рядка  заменяет его на пару нулей порядков

, ; склейка – обратное преобразо-
вание к расщеплению; эти деформации подробно
описаны в [7].

Пусть 1-форма  на римановой поверхности
 имеет два нуля, порядков  и  соответствен-

но, . Предположим, что эти два нуля
соединены парой седловых связок одинаковой
длины, идущих в одном и том же направлении .
В этом случае интеграл от  по циклу, представ-
ляющему собой объединение этих двух седловых
связок, равен . Сдвигая второй нуль к первому в
направлении , мы получаем изопериодическую
деформацию пары . Ее пределом при стрем-
лении относительного периода к нулю, т.е. при
стягивании цикла в точку, является особая рима-
нова поверхность. Такая изопериодическая де-
формация называется пламбингом. Более общим
образом, пламбинг возникает в случае, когда два
нуля 1-формы соединены двумя или более седло-
выми связками одинаковой длины, идущими в
одном и том же направлении.

Доказательство Теоремы 1 разбивается на не-
сколько лемм.

Лемма 1. Если , то соответ-
ствующая инволюция Прима  не имеет
неподвижных точек.

Доказательство. Поскольку , род по-
верхности  равен 3. Квадратичный диффе-
ренциал , поднимающийся в , может иметь
только один нуль порядка 8. В этом случае у него нет
полюсов, а значит, у инволюции  нет неподвиж-
ных точек.

На всякой поверхности Прима есть вполне пе-
риодическое направление [3], быть может, не
единственное. Для произвольного вполне перио-
дического направления на  седловые связки
при действии инволюции  переходят в седловые
связки. Поэтому из отсутствия неподвижных то-
чек у  следует, что все множество седловых свя-
зок разбивается на пары, связки внутри каждой
из которых переставляются инволюцией .

Лемма 2. Любой собственный дифференциал
Прима  можно соединить непре-
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НЕНАШЕВА

рывным путем в  с собственным диффе-
ренциалом, для которого имеется вполне периоди-
ческое направление с седловой связкой, соединяющей
различные нули.

Доказательство. Пусть у поверхности  все
седловые связки вдоль вполне периодического
направления  замкнуты, т.е. конец каждой из
них совпадает с ее началом. При изопериодиче-
ском сдвиге одного из нулей 1-формы  выбран-
ное вполне периодическое направление меняется
непрерывно. Без ограничения общности мы мо-
жем считать это направление постоянным и гори-
зонтальным. При сдвиге нуля 1-формы  на век-
тор  ко всем ее относительным периодам до-
бавляется величина . Подобрав значение
величины  таким образом, чтобы аргумент некото-
рого результирующего относительного периода
совпал с направлением , т.е. этот относительный
период стал вещественным, мы добьемся того,
что абсолютный и относительный период проде-
формированной -формы станут пропорциональ-
ны друг другу. Последнее означает, что у вполне
периодического направления найдется седловая
связка, соединяющая различные нули.

Лемма 3. Любой собственный дифференциал
Прима  можно соединить непре-
рывным путем в  с собственным диффе-
ренциалом, полученным пламбингом либо из плоской
поверхности в  или , либо из особой по-
верхности, являющейся объединением двух поверх-
ностей, каждая из которых лежит в .

Доказательство. При изопериодических сдви-
гах относительные периоды по седловым связкам
в каждой паре, определенной инволюцией , ме-
няются на одну и ту же величину, поэтому на но-
вой поверхности также имеется инволюция При-
ма. Поскольку длины абсолютных периодов со-
храняются, новая 1-форма является собственной
для этой инволюции, а значит такие сдвиги зада-
ют пути вдоль .

По лемме 2, существует путь в поверхность с
парой незамкнутых седловых связок в выбранном
вполне-периодическом направлении. Поскольку
два нуля дифференциала Прима  переставляют-
ся инволюцией , каждая пара незамкнутых свя-
зок образует абсолютный цикл, интеграл от  по
которому равен нулю. Сдвигая один из нулей
вдоль направления , можно уменьшить относи-
тельные периоды, получив пару седловых связок
(быть может, не одну) с концами в различных ну-
лях, такую, что длина образованного ими цикла 
сколь угодно мала. Такую поверхность можно по-
лучить пламбингом из поверхности, результат
нормализации которой является поверхностью
меньшего рода. По формуле Римана–Гурвица,
два нуля 1-формы  соединены в направлении 
либо двумя седловыми связками одинаковой дли-

Ω (4,4)DE

X

θ

ω

ω
∈ Cc

c
c

θ

1

ω ∈ Ω( , ) (4,4)DX E
Ω (4,4)DE

(6)H (1,1)H

(2)H

ρ

Ω (4,4)DE

ω
ρ

ω

θ

γ

ω θ

ны, образующими один абсолютный цикл, либо
четырьмя седловыми связками одинаковой дли-
ны, разбитыми на два -инвариантных абсолют-
ных цикла. В первом случае результатом вырож-
дения является поверхность из страта , если
абсолютный цикл не разделяющий, и пара по-
верхностей из страта , если он разделяющий.
Во втором случае мы получаем поверхность из
страта .

Лемма 4. Поверхность  из локуса 
при данном значении  можно получить пламбин-
гом только из особых поверхностей, результат нор-
мализации которых принадлежит локусам 
или , либо образован парой поверхностей в

.
Доказательство. Инволюция Прима на рима-

новой поверхности продолжается по непрерыв-
ности до инволюции Прима на поверхностях, по-
лученных из нее сдвигом. Поэтому на каждой по-
верхности, являющейся результатом пламбинга
особой римановой поверхности Прима, зафикси-
рована голоморфная инволюция. При пламбинге
поверхности из страта H(6) особая точка раздува-
ется в абсолютный цикл инвариантный относи-
тельно действии инволюции, причем значения
остальных абсолютных периодов не меняются.
Поэтому, если 1-форма на продеформированной
поверхности лежит в , то и предельная 1-фор-
ма на поверхности в H(6) задает точку в .
При этом, по построению, точка пламбинга –
единственная неподвижная точка инволюции
Прима. Для страта  аналогичное рассужде-
ние показывает, что возмущаемая особая поверх-
ность лежит в . В случае разделяющей
петли  аналогичное вычисление показывает, что
пламбинг применяется к особой поверхности,
образованной склейкой по одной точке двух эк-
земпляров одной поверхности из .
Здесь точка пламбинга это единственный ноль
дифференциала на каждой копии.

На пространстве  определено естественное

действие группы , возникающее как обоб-
щение ее действия на пространстве плоских то-
ров  [8]. Страты  инвариант-
ны относительно этого действия. Каждая компо-
нента связности локуса Прима представляет
собой афинно-инвариантный орбифолд. Афинно-
инвариантным орбифолдом называется замкнутое
связное подмножество , являющееся об-
разом какого-то орбифолда  при собственной
иммерсии f, такой, что для любой точки  най-
дется открытая окрестность , такая, что
окрестность  точки  задается однород-
ными линейными уравнениями в координатах

ρ

(6)H
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периодов. Афинно-инвариантные орбифолды
инварианты относительно действия группы

 на  [11]. Операция пламбинга для точек
локусов Прима, в случае когда точки пламбинга
неподвижные точки инволюции или нули диф-
ференциала, эквивариантна относительно дей-
ствия группы . Здесь эквивариантность
означает, что действие элемента  переводит
окрестность, которую можно получить при плам-
бинге в разных направлениях из точки , в
окрестность, полученную пламбингом из точки

, где  – результат нормализации .

Эндоморфизм из кольца  можно пред-
ставить как целочисленный оператор, действую-
щий на векторах, составленных из абсолютных
периодов  по циклам, нечетным относительно
инволюции Прима. Условие того, что  является
собственным дифференицалом Прима, эквива-
лентно тому, что данный вектор абсолютных пе-
риодов является собственным для соответствую-
щего оператора с собственным значением из
кольца .

Лемма 5. В случае данного значения , ло-
кус  не содержит поверхности, которую
можно получить пламбингом из особых поверхно-
стей, результат нормализации которых принадле-
жит локусам .

Доказательство. Инволюция Прима на по-
верхности в , в отличие от инволюции в

, не меняет местами нули дифференциа-
ла. Пламбинг по конструкии осуществляется в
особой точке кривой, чья нормализация лежит

, при этом оба нуля возникают в точках
норамзиции. Поэтому по конструкции пламбин-
га, если на полученной поверхности в  есть
инволюция, переставляющая нули, то и поверх-
ность в  имеет в дополнение к инволю-
ции Прима симметрию второго порядка , пере-
ставляющую два нуля. На поверхности из

 инволюция  существует только при
условии, что абсолютные периоды попарно рав-
ны. Но это означает, что действием , мож-
но получить поверхность из того же локуса, со
значением периодов в  [2]. Следователь-
но, так как оператор эндоморфизма имеет целые
коэффициенты, собственное значение для векто-
ра периодов также целое, но оно принадлежит
кольцу , значит . Следовательно, при

 таких точек нет. В случае, если ,
действием  любую поверхность в 
можно перевести в поверхность, чей вектор пери-
одов целочисленный.

+
R2( )GL gH

+
R2( )GL

g

X

'gX 'X X

 DR O

ω
ω

DO

≠ 2D d
Ω (4,4)DE

Ω (1,1)DE

Ω (1,1)DE
Ω (4,4)DE

Ω (1,1)DE

(4,4)H

Ω (1,1)DE
s

Ω (1,1)DE s

+
R2( )GL

⊕Z Z[ ]i

DO 2=D d
≠ 2D d 2=D d

+ 2( )GL Ω (4,4)DE

Для  любую поверхность в 
можно изопериодически продеформировать в
поверхность, полученную пламбингом из поверх-
ности в  или из двух экземпляров поверх-
ности в . Всякая поверхность, полученная
пламбингом из двух экземпляров одной поверх-
ности в , связана непрерывным путем
внутри страта с поверхностью, полученной плам-
бингом из . Такие пути задаются сдвигом
одного из нулей вдоль подходящей неразделяю-
щей кривой на поверхности. Наличие такой кри-
вой следует из классификации поверхностей в

 [9].

Наоборот, каждую поверхность из 
можно изопериодически продеформировать в
поверхность из .

Поскольку условие изопериодичности не за-
висит от относительных периодов, пламбинг
можно осуществлять в любом направлении. Мно-
жество поверхностей в , которые можно
получить пламбингом точки из , линейно
связно по конструкции. Отсюда вытекает, что
множество афинно-инвариантых орбифолдов в

 для  находится во взаимно-одно-
значном соответствии с множеством таких орби-
фолдов в . Поскольку страт  связен
и не пуст для  (см. [6]), страт  так-
же связен для . Для , , всякая
поверхность, полученная пламбингом из поверх-
ности в  или двух экземпляров одной по-
верхности в , связана непрерывным путем
внутри страта с поверхностью, полученной плам-
бингом из . Такие пути задаются сдвигом
одного из нулей вдоль подходящей неразделяю-
щей кривой на поверхности. Наличие такой кри-
вой следует из классификации поверхностей в

 [9].

Для D = 9 имеем , поэтому поверх-
ность из  может быть получена пламбин-
гом только из двух экземпляров одной поверхно-
сти в  или из поверхности в . Из
классификации поверхностей в 
вытекает наличие непрерывного пути между по-
верхностями этих двух типов, задаваемого изопе-
риодическими сдвигами.

В свою очередь, для D = 4 имеем ΩE4(6) =
= , поэтому поверхность может быть
получена только из поверхности в .
Страты  связны и непусты [9].
Локусы Прима , ΩED(6) пусты
для , [6, 9]. Доказательство закончено.
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В работе изучается вопрос о построении и оценках сильно непрерывной операторной группы, по-
рожденной одномерным оператором Дирака, действующем в пространстве . Потен-
циал предполагается суммируемым. Доказано, что эта группа определена в пространстве

 и в пространствах , θ > 0, учитывающих краевые условия. Аналогичные результаты

получены и в пространствах , . Кроме того, получены оценки на рост группы.
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Рассмотрим одномерный оператор Дирака

, . Предполагается, что кра-
евые условия

регулярны по Биркгофу, т.е. . Здесь
– определитель, составленный из i-го и k-го

столбцов матрицы . Оператор
Дирака  определен на области

Функция P(x) – комплекснозначная, .
Работа посвящена построению и оценкам сильно
непрерывной операторной группы
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Иными словами, ищется решение динамическо-
го уравнения

Показано, что указанная группа определена в
пространстве  и в пространствах ,

, построенных по оператору  с помо-
щью комплексной интерполяции

В частности,  совпадает с классическим про-
странством бесселевых потенциалов  при

. Пространство  – это классическое
пространство Соболева , суженное на
краевые условия . Аналогичные результаты
получены и в пространствах , .
Кроме того, получены оценки вида

(1)
Несложно показать, что спектр невозмущенного
оператора  состоит из собственных значений,

которые можно записать двумя сериями  +

+ 2n и , , где z0 и z1 – корни квад-

ратного уравнения

(2)
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САВЧУК, САДОВНИЧАЯ

а значения ветви логарифма фиксируются в поло-
се . В дальнейшем мы будем нумеро-
вать эти собственные значения одним индексом

, объединяя две серии в одну. В случае, если
дискриминант квадратного уравнения (2) равен
нулю, все собственные значения оператора 
двукратны. Краевые условия будем называть
сильно регулярными, если .

Обозначим , . Спра-

ведливо следующее утверждение (см. [1, 2]).
Лемма 1. Любой регулярный оператор Дирака

 с внедиагональным потенциалом представим в
виде суммы , ограниченного в  опера-
тора  и неограниченного замкнутого оператора A
с плотной областью определения и компактной ре-
зольвентой. В частности, если краевые условия
сильно регулярны, то оператор  можно взять ко-
нечномерным.

Спектр  расположен в некоторой полосе 
и состоит из собственных значений . Их ну-
мерацию (с учетом алгебраической кратности)
можно провести так, чтобы выполнялись асимп-
тотические равенства

причем геометрическая и алгебраическая кратно-
сти собственных значений совпадают, т.е. опера-
тор A не имеет присоединенных функций. Система
нормированных собственных функций оператора A
образует базис Рисса в .

Таким образом, оператор iA порождает сильно
непрерывную группу в . Возмущение генерато-
ра группы ограниченным оператором снова дает
генератор группы.

Теорема 1. Оператор  порождает в  силь-
но непрерывную операторную группу. Базисность
Рисса позволяет записать группу явно

Здесь  – система СПФ, собственные функции
нормированы , присоединенные выбираются
классически (максимальные цепочки по Келдышу).

 – биортогональная система – собственные и
присоединенные функции сопряженного оператора.
Для нормы  справедлива оценка (1), где β =
= , точная грань берется по всем собствен-
ным значениям оператора . Кроме того, если

 при , то  ограниченно зависит от .

Константа в оценке  есть констан-
та Рисса базисов  и . В более ранних рабо-
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∈ κP L û > 1 β û|| ||P
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тах авторов показано, что при фиксации краевых
условий она зависит только от , .

Заметим далее, что оператор  явля-
ется изоморфизмом пространства  на простран-
ство . Тогда из существования операторной
группы  в  следует ее ограниченное

действие и в . Случай пространства  получа-
ется из доказанного интерполяцией оператора

.

В пространствах  при  вместо базисности
Рисса доказана лишь базисность Шаудера системы
СПФ, что не позволяет напрямую определить опе-
раторную группу. Критерий Хилле–Иосиды труд-
нопроверяем. Оценок на  нет. Доста-
точный признак существования полугруппы
(А.М. Гомилко, [3]):

(в гильбертовом случае является критерием), по-
видимому, не выполнен. Сформулируем основ-
ной результат работы.

Теорема 2. Пусть  – регулярный оператор
Дирака с суммируемым внедиагональным потенциа-
лом. Тогда оператор  является генератором
сильно непрерывной операторной группы , 
в  для любого . При этом спра-
ведливы оценки вида

T0 – группа, порожденная оператором с нулевым
потенциалом, числа  и C зависят только от .

Идея доказательства заключается в использо-
вании операторов преобразования и асимптотик
для собственных значений оператора  специ-
ального вида, полученных в статье С. Альбеверио,
Р. Гринива и Я. Микитюка [4]:

где функция p определяется потенциалом – если
, то и .

С историей вопроса и близкими результатами
можно ознакомиться в работах [2, 5–10].
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Предлагается подход к построению цифрового регулятора, стабилизирующего непрерывную пере-
ключаемую линейную систему с соизмеримыми запаздываниями в управлении. Подход к стабили-
зации последовательно включает в себя построение переключаемой непрерывно-дискретной замкну-
той системы с цифровым регулятором, переход к ее дискретной модели, представляемой в виде пере-
ключаемой системы с режимами различных порядков, построение дискретного динамического
регулятора на основе квадратичного условия устойчивости замкнутой переключаемой дискретной
системы.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Настоящая работа посвящена одной из акту-
альных задач для управляемых переключаемых
линейных систем, а именно задаче стабилизации
нулевого положения равновесия таких систем.
При этом особенный интерес представляет слу-
чай, когда переключающий сигнал, определяю-
щий активный режим системы в каждый момент
времени, является не наблюдаемым, т.е. не до-
ступным для измерения. В этом случае, фактиче-
ски, речь идет об управлении системой в условиях
неопределенности, обусловленной непредсказуе-
мым скачкообразным изменением ее математи-
ческой модели в процессе функционирования. И,
таким образом, указанную задачу управления
можно отнести к классу задач об универсальных
стабилизаторах. Традиционно для решения задач
построения универсальных стабилизаторов ис-
пользуются методы теории робастного управле-
ния, теории адаптивного управления, теории аб-
солютной устойчивости, теории систем с пере-

менной структурой [1–4]. В работах [5, 6] для
стабилизации переключаемых линейных систем
было предложено использовать методы теории
одновременной стабилизации [7], позволяющие
находить универсальные регуляторы, стабилизи-
рующие каждый режим переключаемой системы
в отдельности и, таким образом, обеспечиваю-
щие необходимое условие стабилизации этой си-
стемы.

Однако, несмотря на достаточно активное раз-
витие методов анализа и синтеза переключаемых
систем управления, в настоящее время пробле-
мам управления переключаемыми системами с
запаздыванием посвящено сравнительно немно-
го публикаций. Основной набор методов, ис-
пользуемых для решения задач стабилизации пе-
реключаемых линейных систем с запаздыванием,
в наиболее полном объеме приведен едва ли не в
единственном источнике – в монографии [8].
А именно, в ней рассмотрен подход к стабилиза-
ции по фазовому вектору линейных стационар-
ных переключаемых систем с постоянным или за-
висящим от времени запаздыванием в фазовых
координатах с использованием аналогового про-
порционально-интегрально-дифференциально-
го регулятора. Настоящая работа посвящена про-
блеме стабилизации переключаемых линейных
систем с запаздыванием в управлении с исполь-
зованием другого типа регулятора – цифрового
стабилизатора, работающего по измеряемой вы-
ходной переменной.
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В статье [9] исследовалась проблема цифровой
стабилизации переключаемой линейной системы
с запаздыванием в управлении. При этом предпо-
лагалось, что запаздывание одинаковое для всех
режимов рассматриваемой переключаемой си-
стемы. Для указанной системы была сформули-
рована задача построения цифрового стабилизи-
рующего регулятора в форме динамической об-
ратной связи по выходу. В результате для ее
решения был предложен алгоритм, включающий
два основных шага – переход от исходной непре-
рывной системы к ее точной дискретной модели
(вообще говоря, более высокого динамического по-
рядка) и поиск дискретного динамического регуля-
тора для полученной переключаемой дискретной
системы. Одним из важных предположений, при
котором решалась указанная задача, являлось усло-
вие синхронности моментов переключений стаби-
лизируемой системы с моментами времени работы
дискретного регулятора.

В настоящей работе предлагается обобщить
приведенную задачу стабилизации на случай, ко-
гда режимы переключаемой системы имеют раз-
личные запаздывания в управлении.

Итак, рассматривается непрерывная переклю-
чаемая линейная система со скалярным входом и
скалярным выходом с соизмеримыми запаздыва-
ниями в управлении

(1)

где  – непрерывная справа
кусочно-постоянная функция (переключающий
сигнал);  – множество переключающих сигна-
лов , точки разрыва которых принадлежат мно-
жеству , где  – некоторое положительное чис-
ло, а ;  – вектор состояния,

 – измеряемый скалярный выход,  –
управляющий вход;  – композиция
отображения  и переключающе-
го сигнала ; ,  и  –
аналогичные композиции для отображений b:

, , .
Здесь  – величины постоянных запаздыва-
ний, причем  и  – рациональные числа
для любых . Далее считаем, что переключа-
ющий сигнал  не доступен для измерения в
процессе функционирования системы (1).

Значение функции  в каждый момент времени
определяет активный режим  переключае-
мой системы (1), описываемый линейной стацио-
нарной системой с запаздыванием в управлении
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Решением уравнения состояния системы (1)
при заданном управлении  (считаем, что

 при ), начальном условии  и
переключающем сигнале  является реше-
ние линейной нестационарной системы с запаз-
дыванием

(2)

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ СТАБИЛИЗАЦИИ

Построение цифрового алгоритма управления
для переключаемой линейной системы (1) пред-
полагает построение соответствующей непре-
рывно-дискретной системы, включающей циф-
ровой регулятор. Такая система описывается с
помощью дифференциально-разностных уравне-
ний. Приведем в явном виде эти уравнения.

Цифровой регулятор для непрерывной систе-
мы представляется в виде последовательного со-
единения трех звеньев: идеального квантователя
(модель аналого-цифрового преобразователя),
преобразующего аналоговый сигнал  в дис-
кретную (решетчатую) функцию 
( , ); дискретного регулятора (алго-
ритм работы для цифрового вычислительного
устройства)

(3)

и формирующего элемента (модель цифро-ана-
логового преобразователя)

(4)

Здесь  – период квантования по времени  (счи-
таем, что ),  – целая часть действительного
числа, , , ,  (r – поря-
док регулятора), , ,  – дискретные функции,
определенные на последовательности , фор-
мирующий элемент представлен фиксатором ну-
левого порядка [10].

Замыкая систему (1) регулятором (3)–(4), полу-
чаем замкнутую непрерывно-дискретную (диффе-
ренциально-разностную) систему

(5)

где управляющая функция u описывается следу-
ющим образом
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(6)

Система (5) записана при условии, что моменты

времени  и  согласованы , т.е.

По аналогии с уравнением состояния системы
(1) решением уравнения состояния системы (5)
при заданном управлении  (считаем, что

 при ), начальных условиях ,
 и переключающем сигнале  будем

считать решение линейной нестационарной диф-
ференциально-разностной системы с запаздыва-
нием

Замкнутую непрерывно-дискретную систему
(5) будем называть -устойчивой, а регулятор
(3)–(4) стабилизирующим, если для любых ,

 и  для соответствующего решения вы-
полнено:

(7)

Здесь под нормой вектора понимается евклидова
норма. Теперь приведем точную постановку зада-
чи стабилизации.

Задача. Для переключаемой линейной систе-
мы (1) с заданным γ > 0 построить цифровой регу-
лятор вида (3)–(4), обеспечивающий -устой-
чивость замкнутой непрерывно-дискретной си-
стемы (5).

Задачу построения цифрового стабилизатора
для непрерывно-дискретной системы (5) сведем к
задаче построения дискретного стабилизатора
для соответствующей дискретной модели. При
этом необходимо обеспечить выполнение усло-
вий согласованности, гарантирующих эквива-
лентность свойства устойчивости замкнутой не-
прерывно-дискретной системы (5) и ее дискрет-
ной модели, замкнутой тем же регулятором.

3. ПЕРЕХОД К ДИСКРЕТНОЙ МОДЕЛИ
Для решения сформулированной задачи ста-

билизации перейдем от непрерывно-дискретной
системы (5) к ее дискретной модели. Для этого

σ
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γ0,S

воспользуемся методом точной дискретизации
[10, с. 81; 11, c. 40], в соответствии с которым вна-
чале строится дискретная модель для исходной
системы (1), а затем она замыкается дискретным
регулятором (3).

Выберем константы  и  так, чтобы,
во-первых, выполнялось равенство  и, во-
вторых, нашлись бы константы  ( ), для
которых  (заметим, что это всегда можно
сделать в силу соизмеримости запаздываний).

Заметим теперь, что если , то на ре-
шения системы (5) влияют значения переключа-
ющего сигнала только в моменты  ( ,
...). Поэтому будем в дальнейшем для дискретной
модели переключаемой системы (5) в качестве
переключающих сигналов рассматривать соот-
ветствующие решетчатые функции  ( ,

), а множество таких функций обозна-
чать через . Обозначим через  решетча-
тую вектор-функцию для вектора состояния 
системы (1).

Итак, пусть в момент времени  вектор
состояния системы (1) равен  и . То-
гда, используя формулу Коши для решений ли-
нейной стационарной неоднородной системы,
имеем

Поскольку на входе непрерывной системы (1)
действует фиксатор нулевого порядка, то

 для всех . Сле-
довательно,

Выполнив под интегралом замену переменной
, получим

Введем обозначения

(8)

Тогда
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(9)

Используя введенные обозначения и учиты-
вая, что , получим дискретную модель -го
режима системы (1) в следующем виде

(10)

где

– расширенный вектор состояния дискретной
модели i-го режима системы (1),

– блочные матрица и векторы. Здесь ,  – нуле-
вая и единичная матрицы соответствующих раз-
мерностей.

Таким образом, получаем дискретную модель
системы (1) в виде переключаемой дискретной
системы вида

(11)

Теперь заметим, что режимы (10) построенной
переключаемой дискретной системы (11) уже не
содержат запаздываний, однако имеют различ-
ные динамические порядки, поскольку 
для каждого . В связи с этим, для того чтобы
определить решение уравнения состояния полу-
ченной переключаемой системы, необходимо ре-
шить вопрос о согласовании начальных условий
для уравнений состояния различных режимов
при переключениях между ними.

Итак, пусть в момент времени  режим  пе-
реключаемой системы (11) сменяется режимом i,
причем . Тогда, учитывая (8) и (9), зададим

начальное значение для вектора состояния 
-го режима в момент  следующим образом

(12)
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где  – конечные значения первых n
компонент вектора состояния  j-го режима на
предыдущем промежутке времени.

Решением уравнения состояния переключае-
мой системы (11) при заданном управлении , пе-
реключающем сигнале  и начальном

условии  будем называть дискретную
вектор-функцию  (p = ), сов-
падающую на каждом промежутке активности -го
режима ( ) с вектор-функцией .
При этом вектор-функция

порождается решением уравнения состояния i-го
режима (10) на соответствующем промежутке ак-
тивности  этого режима с начальными
условиями (12).

При введенном выше согласовании начальных
условий в моменты переключений системы (11),
выполняется свойство точной дискретизации [10,
c. 81]

где  – решение уравнения состояния непре-
рывной системы (1) при фиксированном управ-
лении  и заданных , , а  –
вектор, образованный первыми n компонентами
вектора  решения соответствующей дискрет-
ной системы (11) при согласованных начальных
условиях

(13)

Замыкая систему (11) регулятором (3), полу-
чим дискретную модель замкнутой непрерывно-
дискретной системы (5)

(14)

Решением системы (14) считаем вектор
. Замкнутую дискретную переключа-
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вой, если для любых начальных условий ,
, и  для соответствующего решения

выполнено:

(15)

На основании результатов работы [9] сформу-
лируем теорему о согласованности свойства
устойчивости систем (5) и (14).

Теорема 1. Непрерывно-дискретная система (5)
-устойчива тогда и только тогда, когда -

устойчива переключаемая дискретная система (14).
Таким образом, поставленная в п. 2 задача ста-

билизации, в соответствии с теоремой 1, может
быть сведена к задаче стабилизации по выходу
дискретной системы (11) дискретным регулято-
ром (3).

4. ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ 
УСТОЙЧИВОСТИ ЗАМКНУТОЙ 

ДИСКРЕТНОЙ СИСТЕМЫ

Прежде чем перейти к проблеме построения
стабилизирующей обратной связи для системы
(11), рассмотрим вопрос о проверке устойчивости
замкнутой системы (14). Одно из известных [9,
12–15] достаточных условий устойчивости пере-
ключаемой линейной системы при произвольных
переключениях основано на проверке факта су-
ществования общей функции Ляпунова для ко-
нечного набора режимов этой системы. А имен-
но, справедлива следующая теорема [9].

Теорема 2. Пусть существует положительно
определенная матрица , удовлетворяющая систе-
ме линейных матричных неравенств

Тогда дискретная переключаемая линейная система

(16)

-устойчива.
Для того чтобы применить сформулированное

достаточное условие для проверки -устойчи-
вости замкнутой системы (14), применим к ней
метод расширения динамического порядка [7, 16,
17] для приведения всех ее режимов к единой раз-
мерности. В соответствии с данным методом со-
поставим системе (14) переключаемую линейную
(n + p)-мерную систему вида

(17)
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где

– блочные матрица и векторы. Здесь  – произ-
вольные устойчивые матрицы порядка , O –
нулевая матрица соответствующей размерности.
Система (17) является динамическим расширени-
ем системы (14). Заметим, что динамическое рас-
ширение определяется неоднозначно и зависит
от выбора устойчивых матриц .

Опираясь на результаты работы [16], сформу-
лируем следующую теорему о связи устойчивости
систем (14) и (17).

Теорема 3. Пусть некоторое динамическое рас-
ширение (17) дискретной переключаемой системы
(14) -устойчиво, тогда система (14) также

-устойчива.

Таким образом, проверка -устойчивости
дискретной системы (14) может быть сведена к
проверке -устойчивости некоторого ее дина-
мического расширения (17) с использованием
сформулированного выше достаточного условия
(теорема 2).

5. ЧИСЛЕННАЯ ПРОЦЕДУРА ПОИСКА 
СТАБИЛИЗИРУЮЩЕГО РЕГУЛЯТОРА

Теорема 1 позволяет свести задачу построения
цифрового стабилизатора (3), (4) для непрерыв-
ной переключаемой системы (1) к задаче постро-
ения дискретного регулятора (3), стабилизирую-
щего дискретную переключаемую систему (11).
Решение этой задачи существенно усложняет
предположение о ненаблюдаемости переключаю-
щего сигнала в процессе функционирования рас-
сматриваемой переключаемой системы. В связи с
этим для решения указанной задачи, по аналогии
с работой [9], воспользуемся методами теории од-
новременной стабилизации [7]. Поскольку регу-
лятор, стабилизирующий переключаемую систе-
му, должен стабилизировать каждый режим этой
системы в отдельности, то синтез соответствую-
щего дискретного регулятора, фактически, мож-
но свести к задаче об одновременной стабилиза-
ции конечного семейства дискретных объектов
(10) ( ) единым регулятором вида (3).

Для решения задачи об одновременной стаби-
лизации по выходу конечного семейства дискрет-
ных объектов (10), в соответствии с методами, из-
ложенными в монографии [7]:
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1) необходимо перейти к описанию этих объ-
ектов через передаточные функции

(18)

2) с помощью вычислительных процедур на
основе алгоритма SIVIA [7, 18] построить для се-
мейства дискретных объектов (18) множество 
одновременно стабилизирующих регуляторов в
виде передаточных функций порядка 

(19)

Далее, пусть множество одновременно стаби-
лизирующих регуляторов  не пусто и .
В соответствии с методами теории реализации
[19], перейдем от описания регулятора в виде пе-
редаточной функции (19) к его описанию в про-
странстве состояний, т.е. к виду (3). Тогда, в силу
того, что рассматриваемый регулятор одновре-
менно стабилизирующий, то он обеспечивает для
всех  асимптотическую устойчивость
замкнутых систем

(20)

Однако одновременно стабилизирующий ре-
гулятор гарантирует лишь необходимое условие
устойчивости замкнутой переключаемой системы
(устойчивость каждого режима в отдельности, но не
гарантирует устойчивость переключаемой систе-
мы), поэтому необходимо обеспечить дополнитель-
ную проверку стабилизирующих свойств регулято-
ров из множества .

Известно [7], что множеству регуляторов 
можно поставить в соответствие объединение 
конечного набора параллелотопов в пространстве

 коэффициентов их передаточных функций
(19). Учитывая это, приведем один из возможных
вариантов реализации численного алгоритма вы-
бора на множестве  стабилизирующего регуля-
тора для переключаемой системы (11).

Шаг 1. На множестве  в пространстве 
построим равномерную сетку.

Шаг 2. Для каждого j-го узла сетки, соответ-
ствующего некоторому одновременно стабили-
зирующему регулятору, выпишем соответствую-
щую замкнутую систему вида (11), для которой
построим произвольное динамическое расшире-
ние вида (17).

Шаг 3. Выполним проверку системы (17) на
-устойчивость, используя теорему 2 п. 4. Ес-
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ли хотя бы для одного узла сетки проверка дала
положительный результат, то на этом работа ал-
горитма закончена, поскольку, в силу теорем 1 и 3,
найденный регулятор будет обеспечивать устой-
чивость замкнутой системы (5).

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В заключение отметим, что изложенный в п. 5

настоящей работы алгоритм поиска стабилизато-
ра на множестве одновременно стабилизирую-
щих регуляторов с использованием квадратично-
го условия устойчивости (теорема 2 п. 4.) не явля-
ется единственно возможным. Например, для
проверки устойчивости замкнутых переключае-
мых дискретных систем можно также использо-
вать критерий, основанный на понятии обобщен-
ного спектрального радиуса конечного набора
квадратных матриц [9, 15], или критерий, осно-
ванный на понятии сверхустойчивости дискрет-
ных систем [20]. Однако нахождение точного зна-
чения обобщенного спектрального радиуса для
дискретной переключаемой системы является
весьма сложной вычислительной задачей, а свой-
ство сверхустойчивости, к сожалению, присуще
весьма узкому множеству переключаемых систем.
В связи с этим, по мнению авторов, наиболее оп-
тимальным с вычислительной точки зрения сле-
дует признать использование именно квадратич-
ного условия для проверки устойчивости пере-
ключаемых дискретных систем.
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DIGITAL STABILIZATION OF A SWITCHABLE LINEAR SYSTEM 
WITH COMMENSURATE DELAYS
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An approach to the construction of a digital controller that stabilizes a non-continuous switchable linear sys-
tem with commensurate delays in control is proposed. The approach to stabilization sequentially includes the
construction of a switchable continuously discrete closed system with a digital controller, the transition to its
discrete model, represented as a switchable system with modes of various orders and the construction of a dis-
crete dynamic controller based on the quadratic stability condition of a closed switchable discrete system.
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Обосновываются первые алгоритмы с константными оценками точности для серии асимметричных
постановок задач маршрутизации: задачи о штейнеровском цикле, задачи коммивояжера с приза-
ми, задачи о покрытии графа ограниченным числом циклов и др. В большинстве своем предложен-
ные алгоритмы опираются на оригинальные схемы сведения исследуемых постановок к вспомога-
тельным постановкам асимметричной задачи коммивояжера и прорывные результаты
О. Свенссона, Я. Тарнавски, Л. Вега и В. Трауб, Й. Вигена в области эффективной аппроксимиру-
емости данной задачи. Алгоритм для задачи о покрытии графа ограниченным числом циклов опи-
рается на технику, связанную с более глубокой модификацией подхода Свенссона-Трауб.

Ключевые слова: асимметричная задача коммивояжера, приближенные алгоритмы, константная
оценка точности, задача о штейнеровском цикле минимального веса, задача маршрутизации транс-
порта, задача о покрытии графа ограниченным числом циклов
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1. ВВЕДЕНИЕ

В статье приведены недавние авторские ре-
зультаты в области полиномиальной аппрокси-
мируемости актуальных задач комбинаторной
оптимизации, заданных на реберновзвешенных
ориентированных графах с асимметричными
функциями потерь и являющихся обобщениями
классических задач коммивояжера (Traveling
Salesman Problem, TSP) [1] и маршрутизации
транспорта (Vehicle Routing Problem, VRP) [2].

Исследуемое семейство задач включает NP-
трудные в сильном смысле задачи, успешность
проектирования для которых точных алгоритмов
с полиномиальной трудоемкостью ввиду извест-
ной гипотезы  представляется сомнитель-
ной. Поэтому наибольший интерес в области ал-
горитмического анализа данных задач сконцен-
трирован вокруг методов, основанных на том или

≠P NP

ином компромиссе между производительностью
и точностью получаемых решений.

Наряду с традиционными методами ветвления
(branch-and-bound, branch-and-cut, branch-and-
price) [3], эвристиками и метаэвристиками [4], за-
метное место среди подходов к алгоритмическо-
му анализу этих задач занимают приближенные ал-
горитмы [5, 6], обладающие априорными теоре-
тическими оценками точности и трудоемкости.

По определению приближенным алгоритмом
с оценкой точности (фактором аппроксимации)

 для задачи комбинаторной минимизации
называется полиномиальный алгоритм, находя-
щий для произвольной постановки задачи допу-
стимое решение, стоимость которого превышает
ее оптимальное значение не более чем в  раз.
В общем случае фактор аппроксимации 
является функцией от размера исследуемой по-
становки задачи (как правило выражаемого в тер-
минах числа вершин соответствующего графа ).
Поэтому особого интереса заслуживают комби-
наторные задачи, принадлежащие аппроксима-
ционному классу APX, для которых обосновано
существование приближенных алгоритмов с
фиксированной оценкой точности α = const.

Как известно, метрические версии большин-
ства исследуемых нами задач, постановки кото-
рых задаются неориентированными графами с
неотрицательными функциями транспортных за-

α > 1

α
α α= ( )n

n
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НЕЗНАХИНА и др.

трат, удовлетворяющими неравенству треуголь-
ника, обладают такими приближенными алгорит-
мами. Обоснование этого факта восходит к клас-
сическим результатам Н. Кристофидеса и
А. Сердюкова [7, 8] для задачи коммивояжера и
М. Хаймовича и А. Ринной Кана для задачи марш-
рутизации транспортных средств ограниченной
грузоподъемности (Capacitated VRP, CVRP) [9].

В то же время вопрос о возможности полино-
миальной аппроксимируемости асимметричных
постановок маршрутных задач в классе алгорит-
мов с константными оценками точности долгие
годы оставался открытым. Так, вплоть до 2018 г.
наилучшим по точности для асимметричной за-
дачи коммивояжера (Asymmetric Traveling Sales-
man Problem, ATSP) считался алгоритм [10] с

. Прорывным результатом в
этом направлении стала работа О. Свенссона,
Я. Тарнавски и Л. Вега [11], в которой предложен
первый приближенный алгоритм для задачи
ATSP с фиксированным фактором аппроксима-
ции. Усовершенствованная версия этого техни-
чески сложного в обосновании и в реализации ал-
горитма представлена в работе В. Трауб и Й. Ви-
гена [12] и имеет оценку точности  для
произвольного .

В данной статье приведены первые прибли-
женные алгоритмы с константными оценками точ-
ности для серии асимметричных постановок задач
маршрутизации: задачи о штейнеровском цикле,
задачи коммивояжера с призами, задачи о покры-
тии графа ограниченным числом циклов и др.

В большинстве своем предложенные в работе
алгоритмы основаны на полиномиальном сведе-
нии исследуемой задачи к одной или нескольким
вспомогательным постановкам ATSP с последую-
щим применением алгоритма Свенссона-Трауб.
Идея подобного сведения, конечно же, не являет-
ся новой и применялась в более ранних работах
(см., напр., [16]). Однако полученные авторами
данной статьи результаты опережают известные
по точности аппроксимации.

Исключение составляет аппроксимируемость
задачи о покрытии графа ограниченным числом
циклов в классе полиномиальных алгоритмов с
фиксированным фактором, обоснование кото-
рой потребовало более глубокой адаптации под-
хода, предложенного в работах [11, 12].

Полные версии представленных результатов
опубликованы в недавних работах авторов [13–15].

2. ЗАДАЧИ О ШТЕЙНЕРОВСКОМ ЦИКЛЕ 
И СЕЛЬСКОМ ПОЧТАЛЬОНЕ

Зададимся произвольным реберно-взвешен-
ным ориентированным графом  с не-
отрицательной весовой функцией, удовлетворя-
ющей неравенству треугольника: для произволь-

α = (log / log log )O n n

+ ε22
ε > 0

= ( , , )G V E c

ных дуг ,  и  справедливо
соотношение

(1)
В задаче о штейнеровском цикле (Steiner Cycle

Problem, SCP) требуется построить минималь-
ный по весу замкнутый маршрут, посещающий
выделенное подмножество  терминальных
вершин. Задача очевидно труднорешаема, по-
скольку в частном случае при  совпадает с
классической задачей коммивояжера. В свою
очередь в также труднорешаемой задаче сельско-
го почтальона (Rural Postman Problem, RPP) не-
обходимо построить замкнутый маршрут мини-
мальной стоимости, включающий каждую тер-
минальную дугу из заданного подмножества

. С помощью добавления фиктивных вер-
шин на дуги из выделенного подмножества и раз-
деления транспортных издержек между индуци-
рованными дугами возможно обосновать сведе-
ние RPP к подходящей постановке SCP [13] с
сохранением стоимости допустимых решений,
что гарантирует аппроксимируемость данных по-
становок с одним и тем же фактором.

Теорема 1. Существование -приближенного
алгоритма для задачи ATSP с неравенством тре-
угольника влечет аппроксимируемость задач SCP и
RPP в классе -приближенных полиномиальных ал-
горитмов.

3. ЗАДАЧИ МАРШРУТИЗАЦИИ 
ТРАНСПОРТНЫХ СРЕДСТВ С 

НЕДЕЛИМЫМ СПРОСОМ
Задача маршрутизации заключается в поиске

набора замкнутых маршрутов минимального
суммарного веса для идентичных по грузоподъ-
емности транспортных средств, начинающихся
на складе и удовлетворяющих в совокупности
спрос всех потребителей.

Условие асимметричной задачи маршрутиза-
ции с ограничением на грузоподъемность и неод-
нородным потребительским спросом (Capacitated
Vehicle Routing Problem with Unsplittable Client
Demands, CVRP-UCD) задается упорядоченной
парой , где  – взвешенный
ориентированный сильно связный граф, в кото-
ром :  – множество потребителей и

 – склад, весовая функция  опреде-
ляет транспортные издержки и удовлетворяет не-
равенству треугольника (1), функция 
задает потребительский спрос, а  – грузоподъ-
емность имеющихся в распоряжении транспорт-
ных средств.

Допустимым маршрутом в исследуемой задаче
является упорядоченная пара , в кото-
рой  – цикл в графе , возмож-

v( , )u ( , )u w v( , )w

≤ +( , ) ( , ) ( , ).c w c u c u wv v

⊆T V

| | =T n

⊆R E

α

α

( , )G D = ( , , , )G V E c d

∪= { }V X O X
{ }O +→ Z:c E

+→ Z:d X
D

Π= ( , )i i iR d
Π 

1
= , , , ,

li i iO x x O G
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но, посещающий некоторые вершины более одного
раза,  – функция спроса, удовлетворяе-
мого в вершинах , так что  для

 и выполняется ограничение на грузоподъ-

емность . Вес (стоимость) маршрута

 совпадает с суммарной стоимостью входящих в
него дуг. Задача состоит в построении множествa
допустимых маршрутов  минималь-
ной суммарной стоимости, удовлетворяющих со-
вокупный потребительский спрос.

Алгоритм 1

1. Выделим множество , содержащее по-
требителей с ненулевым спросом и особую вер-
шину-склад .

+→:id X Z

Πi ∈( ) {0, ( )}
j ji i id x d x

=1,j l

≤
=1

( )
j

l

i i
j

d x D

iR

1= { , , }sS R R

⊆T V

O

2. Построим для исходного графа и множества
терминальных вершин  -приближенное реше-
ние  задачи о штейнеровском цикле.

3. Определим разбиение цикла  на макси-
мально полные по включению фрагменты U1,

 и следующих за ними выделенных по-
требителей с ненулевым спросом , так
что суммарный спрос вершин в любом из фраг-
ментов разбиения не превосходит  (рис. 1).

4. Построим множество маршрутов 
как набор кратчайших циклических маршрутов,
каждый из которых содержит фрагмент или выде-
ленного потребителя из разбиения, удовлетворя-
ет их общий спрос и содержит склад.

5. Найденное семейство маршрутов S =
=  искомое.

T α
C

C

2, , kU U
1 2, , , mO O O

D

+1, , k mR R

+1{ , , }k mR R

Рис. 1. Приближенное решение задачи маршрутизации транспорта.
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Рис. 2. Добавление фиктивных вершин на дугу и ребро.
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В плане построения алгоритмов с гарантиро-
ванными оценками точности двойственная для
задачи маршрутизации постановка – это задача
обхода дуг и ребер со спросом на смешанных гра-
фах (Capacitated Arc Routing Problem, CARP) [16],
в которой также требуется построить набор за-
мкнутых маршрутов, отвечающих ограничениям
на грузоподъемность и полностью удовлетворяю-
щих весь заданный спрос, не разграничивая тре-
бования между транспортными средствами в пар-
ке. Нетрудно показать [13] с помощью преобразо-
вания исходного графа, добавления фиктивных
вершин на дуги и ребра с ненулевым спросом и
разделения транспортных издержек между инци-
дентными новым вершинам дугами (рис. 2), что
асимметричные постановки CARP и CVRP-UCD

эквивалентны, в результате задача обхода дуг
имеет тот же коэффициент аппроксимации.

Теорема 2. Из существования -приближенного
алгоритма для ATSP следует, что

(i) алгоритм 1 строит -приближенное
решение задачи ACVRP-UCD;

(ii) задача CARP на смешанных графах обладает
полиномиальным приближенным алгоритмом с тем
же фактором аппроксимации.

Отметим, что значение  для CARP с не-
равенством треугольника существенно улучшает
предыдущий известный результат 
[16], где  – это количество компонент связности
в подграфе, индуцированном дугами и ребрами с
ненулевым спросом, а , по-прежнему, коэффи-
циент аппроксимации ATSP.

α

α +(3 2)

α +3 2

α ⋅ + +8 ( 1) 27C
C

α

Рис. 3. (a): получение прототипа хребта  (волнистая линия) для ; (б): сжатие подмножеств  и полу-

чение эйлерова мультимножества ребер в графе  с помощью -алгоритма; (в): результат применения  для
множества  и дополнение результата -путем (пунктирная линия).
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4. ЗАДАЧА КОММИВОЯЖЕРА С ПРИЗАМИ
В работе [14] обоснована полиномиальная ап-

проксимируемость асимметричной задачи ком-
мивояжера с призами (Prize Collecting Traveling
Salesman Problem, PCATSP) в классе алгоритмов с
константной оценкой точности. Предложенный
авторами алгоритм опирается на полиномиаль-
ное сведение к вспомогательной постановке
ATSP, получаемой в результате округления опти-
мального решения вещественной релаксации ис-
ходной задачи.

Зададимся полным ориентированным графом
 с неравенством треугольника отно-

сительно весовой функции ,  задает
штрафы за непосещение допустимым маршрутом
вершин. Требуется построить маршрут R =
= , где , для которого
стоимость с учетом штрафов минимальна:

Очевидно, что в частном случае при достаточ-
но больших значениях штрафов для всех вершин
заданного графа задача коммивояжера с призами
эквивалентна классической задаче коммивояже-
ра, как следствие, является труднорешаемой даже
на евклидовой плоскости [17]. В работе [18] для
метрической постановки задачи был предложен

-приближенный алгоритм, использующий идею

округления дробных решений релаксации задачи
целочисленного линейного программирования и
алгоритм Кристофидеса–Сердюкова для индуци-
рованной метрической TSP в качестве “черного
ящика”. Воспользуемся аналогичным подходом
при построении алгоритма с константным факто-
ром аппроксимации для общей постановки
PCATSP.

Рассмотрим вспомогательную постановку
 с дополнительным ограничением: про-

извольный допустимый маршрут проходит через

вершины . Легко видеть, что оптимум ис-
ходной задачи соответствует минимуму среди ре-
шений всевозможных постановок  или
значению целевой функции для “пустого” марш-
рута , не посещающего ни одной вершины.
Для  используем следующую модель
задачи целочисленного линейного программиро-
вания:

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)
ограничения (3) обеспечивают эйлеровость, а
(4), (5) – связность индуцированного подграфа, в
свою очередь  указывает, посещается ли верши-
на  допустимым маршрутом.

Алгоритм 2
1. Сопоставим исходной задаче PCATSP семей-

ство вспомогательных постановок  для
всевозможных .

2. Для каждой задачи из семейства найдем
 – оптимальное решение соответствую-

щей  вещественной релаксации с
ограничениями в виде неравенств  и

. Выделим множество вершин ,

для которых значения  не менее , и найдем

-приближенное решение  задачи ATSP на
индуцированном подграфе .

3. Решение определяется следующим соотно-
шением

(8)

Теорема 3. Алгоритм 2 находит -прибли-
женное решение задачи PCATSP.

Для перечисленных выше результатов исполь-
зовался подход, основанный на полиномиальном
сведении исследуемой задачи к одной или не-
скольким вспомогательным постановкам задачи
ATSP. При построении алгоритма для задачи о
покрытии графа ограниченным числом циклов

обратимся к более глубокой адаптации подхода
Свенссона-Трауб.

5. ЗАДАЧА О ПОКРЫТИИ ГРАФА 
ОГРАНИЧЕННЫМ ЧИСЛОМ ЦИКЛОВ

Задача о покрытии минимальной стоимости
графа не более чем k циклами (Minimum-weight
k-Size Cycle Cover Problem, Min-k-SCCP) являет-

π= ( , , , )G V E c
c +π → R: V


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ся известной комбинаторной задачей, занимаю-
щей “промежуточное” положение между поли-
номиально разрешимой задачей о назначениях и
NP-трудной в сильном смысле задачей коммиво-
яжера. Как известно [19], симметричная версия за-
дачи при произвольном фиксированном k наследу-
ет аппроксимационные свойства задачи TSP:

– аппроксимируемость задачи в общем случае
с фактором  влечет равенство ;

– метрическая постановка задачи допускает
аппроксимацию с константным фактором;

– в конечномерных числовых пространствах
фиксированной размерности задача аппрокси-
мируема в классе полиномиальных приближен-
ных схем (PTAS).

Обратимся к асимметричной постановке зада-
чи, условие которой задается упорядоченной па-
рой , где  – ориентированный
граф, в котором , а стоимости перемеще-
ния по произвольной дуге  определяются
весовой функцией , удовлетворяющей
неравенству треугольника (1). Требуется постро-
ить остовный эйлеров подмультиграф без изоли-
рованных вершин  минимальной стои-
мости , число компонент связности

которого не превосходит . Здесь и ниже исполь-
зуем  для обозначения кратности вхождения ду-
ги  в мультимножество .

Предлагаемый подход основан на последова-
тельном сведении исходной постановки к ап-
проксимации вспомогательных задач, первую из
которых договоримся называть специализирован-
ной и обозначать Min- -SCCP . Условие задачи
Min- -SCCP  задается кортежем , где

, , а множество допустимых решений
стеснено дополнительным ограниченим: каждая
компонента связности произвольного допусти-
мого подграфа должна иметь непустое пересече-
ние с подмножеством .

Лемма 1. Для произвольного фиксированного
 аппроксимируемость задачи Min- -SCCP  в

классе приближенных алгоритмов с фактором
 влечет полиномиальную аппроксимируемость

задачи Min- -SCCP с той же оценкой точности.

Воспользуемся стандартными обозначениями
 и δ–(U) = 

для исходящего и входящего разрезов, порождае-
мых непустым подмножеством , и их объ-
единения δ(U) = . В частном случае

 договоримся использовать сокращение
.
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Запишем для задачи Min- -SCCP  следую-
щую модель целочисленного линейного програм-
мирования (ILP-модель):

(9)

(10)

(11)

(12)

Здесь целевая функция (9) выражает стоимость
искомого подграфа, ограничение (10) гарантиру-
ет его эйлеровость, а ограничение (11) обеспечи-
вает отсутствие изолированных вершин и выпол-
нение ограничения на число компонент связно-
сти. Договоримся использовать обозначения  и

 для вещественной релаксации данной модели и
двойственной к ней задачи линейного програм-
мирования.

По аналогии с подходом, предложенным в ра-
ботах [11, 12], сведем далее задачу построения
приближенного алгоритма для задачи Min-k-SCCPS
к аппроксимации сильно ламинарных постановок
данной задачи. Условие сильно ламинарной по-
становки задачи Min- -SCCP  задается корте-
жем , где:

 – сильно связный ориентирован-
ный граф, ;

 – -элементное подмножество ;

 – ламинарное семейство1 подмножеств ,
для каждого элемента  которого индуцирован-
ный подграф  сильно связен;

 – допустимое решение подсистемы
(10)–(11), удовлетворяющее соотношению  =
= 2 при каждом ;

 – отображение .
Из классических соотношений двойственно-

сти следует, что произвольный кортеж  индуци-
рует постановку  задачи Min-k-SCCPS, ве-
совая функция  которой задается соотношением

а оптимальное значение вещественной релакса-
ции  и двойственной к ней задачи линейного
программирования  – соотношением

1 Семейство подмножеств  называется ламинарным, если
для произвольных  выполняется одна из трех аль-
тернатив: ,  или .
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Лемма 2. Пусть для некоторого  существу-
ет полиномиальный алгоритм, сопоставляющий
произвольной сильно ламинарной постановке

,  приближенное решение,

стоимость которого не превосходит . То-

гда для задачи Min- -SCCPS существует полино-
миальный алгоритм, находящий для произвольной
постановки  допустимое решение стоимо-
сти .

Таким образом, аппроксимируемость исход-
ной задачи Min- -SCCP нами редуцирована к за-
даче построения приближенного алгоритма для
сильно ламинарных постановок задачи. Для опи-
сания этого алгоритма нам потребуется несколь-
ко дополнительных определений и обозначений.

Пусть  и  – минимальное
по включению множество, содержащее обе вер-
шины. Путь , соединяющий вершины  и  в
сильно связном подграфе  графа  и посе-
щающий каждое подмножество  не более
одного раза, называется -путем. Весовой ха-
рактеристикой -пути  между вершинами

 назовем величину .

Диаметром множества W назовем величину DW =
= .

Хребтом называется связный эйлеров мульти-
подграф , в котором  для про-
извольного . Упорядо-
ченную пару  назовем вертебральной.

Вслед за работой [12] -алгоритмом для
произвольных  договоримся называть ал-
горитм с полиномиальной трудоемкостью, до-
страивающий хребет  произвольной верте-
бральной пары  до связного эйлерова под-
мультиграфа , так что

где  задается соотношением (13).

Лемма 3. Для произвольных ,  и класса
вертебральных пар , где  –
сильно ламинарная постановка задачи Min- -
SCCPS и  – произвольный хребет, содержащий
подмножество S, существует -алгоритм при
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Перейдем к описанию алгоритма для сильно
ламинарной постановки Min- -SCCPS. В каче-
стве параметров выступают -алгоритм, до-
страивающий хребет  до остовного связного
эйлерова подграфа, и алгоритм Свенссона-Трауб

 для поиска приближенных решений вспо-
могательных сильно ламинарных постановок
ATSP, на выходе алгоритм строит связный эйле-
ров подмультиграф  графа . Основная идея
заключается в построении соответствующей ис-
ходной постановки  вертебральной пары, в ко-
торой все вершины из множества  принадлежат
хребту, применении к построенной паре -ал-
горитма, в случае, если результирующий под-
мультиграф не является остовным и эйлеровым,
дополнении его вспомогательными маршрутами
и -путями.

Алгоритм 3
1. Построим заготовку хребта .
1.1. Выберем такие , для которых DV =

= , и построим путь .

1.2. Пронумеровав произвольным образом
вершины заданного множества , по-
строим -пути  и получим заго-
товку хребта  пу-
тем последовательного объединения путей (рис. 2).

2. Проверим, посещает ли  все множества из
ламинарного семейства . Пусть  – се-
мейство максимальных по включению множеств

 среди тех, что остались непосещенными
подграфом . Если , пара  является
вертебральной. Применив к ней -алгоритм,
получим мультимножество дуг  и перейдем к
завершающему шагу 7. В противном случае про-
должаем вычисления с шага 3.

3. Сформируем вертебральную пару .
Для этого перейдем к новой постановке

путем сжатия каждого  в соответствую-
щую дополнительную вершину . В результате
такого преобразования получаем новый орграф

новое ламинарное семейство

не включающее множества  и их подмно-
жества и дополненное синглетонами .

k
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НЕЗНАХИНА и др.

Определим  как  на множество дуг графа ,
а двойственные переменные  зададим
следующим образом:

По построению  – вертебральная пара.

4. Применим -алгоритм к вертебральной
паре  и получим эйлерово мультимноже-
ство ребер  в графе  (см. рис. 2).

5. Вернемся к постановке . Применив алго-
ритм , построим приближенное решение
задачи коммивояжера для каждого подграфа

, индуцированного произвольным множе-
ством , множество дуг которого назовем

. Для сохранения эйлеровости окончательного
решения дополним его -путями  (см. рис. 2).
Количество вызовов алгоритма  равно  =
= O(n).

6. Объединим все полученные мультимноже-

ства в .

7. Положим .

Результатом работы алгоритма является эйле-
ров подграф .

По построению, Алгоритм 3 находит допусти-
мое решение для заданной сильно ламинарной
постановки  и обладает полиномиальной трудо-
емкостью. Верхняя оценка его фактора аппрок-
симации приведена в следующей лемме.

Лемма 4. Пусть для заданных  существу-
ет -алгоритм . Тогда для произвольной
сильно ламинарной постановки Min- -SCCPS алго-
ритм 3 находит за полиномиальное время решение

 стоимости

(14)

Основной результат данного раздела следует
из лемм 1–4.

Теорема 4. Для произвольных  и  зада-
ча Min- -SCCP допускает аппроксимацию в классе

-приближенных полиномиальных алгоритмов, где
 определяется как

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В развитие пионерского подхода Свенссона-

Трауб в данной работе предложены первые полино-
миальные приближенные алгоритмы с фиксиро-
ванными теоретическими оценками точности для
ряда асимметричных постановок маршрутных за-
дач комбинаторной оптимизации. Среди открытых
вопросов отметим предполагаемое распростране-
ние предложенного подхода на более широкий
класс оптимизационных задач. Кроме того, пред-
ставляет интерес вопрос уточнения найденных
верхних оценок, в том числе путем проведения
численных экспериментов на современных биб-
лиотеках текстовых примеров (напр., [20]).
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APPROXIMATION ALGORITHMS WITH CONSTANT FACTORS FOR A SERIES 
OF ASYMMETRIC ROUTING PROBLEMS

E. D. Neznakhinaa,b, Yu. Yu. Ogorodnikova,b, K. V. Rizhenkoa,
and Corresponding member of the RAS M. Yu. Khachaya

aN.N. Krasovskii Institute of Mathematics and Mechanics, Ekaterinburg, Russia
bUral federal university, Ekaterinburg, Russia

In this paper, the first fixed-ratio approximation algorithms are proposed for the series of asymmetric settings
of the well-known combinatorial routing problems. Among them are the Steiner cycle problem, the prize-col-
lecting traveling salesman problem, the minimum cost cycle cover problem by a bounded number of cycles,
etc. Almost all the proposed algorithms rely on original reductions of the considered problems to auxiliary
instances of the Asymmetric Traveling Salesman Problem and employ the breakthrough approximation re-
sults for this problem obtained recently by O. Svensson, J. Tarnawski, L. Végh, V. Traub and J. Vygen. On the
other hand, approximation of the cycle cover problem was proved by more deep extension of their approach.

Keywords: asymmetric traveling salesman problem, approximation algorithm, constant ratio, Steiner cycle
problem, Vehicle Routing Problem, Cycle Cover Problem
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Получены новые случаи интегрируемых однородных по части переменных динамических систем
пятого порядка, в которых может быть выделена система на касательном расслоении к двумерному
многообразию. При этом силовое поле разделяется на внутреннее (консервативное) и внешнее, ко-
торое обладает диссипацией разного знака. Внешнее поле вводится с помощью некоторого унимо-
дулярного преобразования и обобщает ранее рассмотренные поля. Приведены полные наборы как
первых интегралов, так и инвариантных дифференциальных форм.

Ключевые слова: инвариант динамической системы, существенно особые точки инварианта, система
с диссипацией, интегрируемость
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1. ВВЕДЕНИЕ
Нахождение достаточного количества тензор-

ных инвариантов (не только автономных первых
интегралов), как известно [1–3], облегчает иссле-
дование, а иногда позволяет точно проинтегри-
ровать систему дифференциальных уравнений.
Например, наличие инвариантной дифференци-
альной формы фазового объема позволяет умень-
шить количество требуемых первых интегралов.
Для консервативных (в частности, гамильтоновых)
систем этот факт естественен, когда фазовый поток
сохраняет объем с постоянной плотностью. Но для
систем, обладающих притягивающими или оттал-
кивающими предельными множествами, коэф-
фициенты имеющихся инвариантов должны, во-
обще говоря, включать функции, обладающие су-
щественно особыми точками (см. также [4–6]).
Наш подход состоит в том, что для точного инте-
грирования автономной системы порядка  надо
знать  независимый тензорный инвариант.
При этом для достижения точной интегрируемо-
сти приходится соблюдать также ряд дополни-
тельных условий на эти инварианты.

Важные случаи интегрируемых систем с ма-
лым числом степеней свободы в неконсерватив-
ном поле сил рассматривались в работах автора
[5, 7]. Настоящее исследование распространяет

m
− 1m

результаты этих работ на более широкий класс
динамических систем.

В данной работе приведены первые интегра-
лы, а также инвариантные дифференциальные
формы классов однородных по части переменных
динамических систем пятого порядка, в которых
может быть выделена система с двумя степенями
свободы на своем четырехмерном многообразии.
При этом силовое поле разделяется на внутрен-
нее (консервативное) и внешнее, которое облада-
ет так называемой знакопеременной диссипаци-
ей. Внешнее поле вводится с помощью некоторо-
го унимодулярного преобразования и обобщает
силовые поля, рассматриваемые ранее.

2. ПРИМЕРЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ СИСТЕМ 
ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

Проиллюстрируем предлагаемый в работе
подход на примере систем третьего порядка.
Пусть , ,  – фазовые переменные в гладкой
динамической системе, правые части которой –
однородные полиномы (для простоты, степени 2)
по переменным ,  с коэффициентами, завися-
щими от  следующим образом:

(1)

Тогда, выбирая новую независимую перемен-
ную q ( , , ), а также новую

v α z

v z
α

α + α + α
α + α + α

α α + α + α





v v v

v v

v v v

2 2

2 2

2 2

= ( ) ( ) ( ) ,

= ( ) ( ) ( ) ,

= ( ) ( ) ( ) .

a b z c z
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фазовую Z, , систему (1), можно перепи-
сать в следующем виде:

(2)

(3)

при этом уравнение (2) на  отделяется, что дает
возможность рассматривать два оставшихся урав-
нения в качестве системы (3) с одной степенью
свободы на двумерном фазовом многообразии

.
Особняком стоит случай некоторой усеченной

системы, когда выполнены тождества d(α) ≡
≡  Тогда система (2), (3) имеет
естественный аналитический первый интеграл

(4)
Для полной интегрируемости усеченной си-

стемы (2), (3) нужно найти еще один первый ин-
теграл, независимый с (4). Но мы для простоты
ограничимся следующим важным частным слу-
чаем системы (2), (3) третьего порядка:

(5)

(6)

 – параметр,  – некоторая гладкая
функция, и будем рассматривать систему (5), (6)
как систему при отсутствии внешнего поля сил.

Предложение 1. Система (5), (6) имеет два
гладких (автономных) первых интеграла:

Другими словами, независимая подсистема (6)
на многообразии  имеет рациональный
[8] по Z (автономный) первый интеграл вида

 = C = const, который
не имеет существенно особых точек. В силу по-
следнего, подсистема (6) также не имеет притяги-
вающих или отталкивающих предельных мно-
жеств, позволяющих говорить о наличии в систе-
ме диссипации того или иного знака.

Таким образом, внутреннее гладкое силовое
поле (зависящее от параметра ) в системе
(5), (6) не нарушает консервативности системы.

Зададимся вопросом поиска инвариантных
дифференциальных форм (для начала объема)
для интегрируемости системы (5), (6). Для поиска
функции , которая определяет искомую
инвариантную форму , под-

v=z Z

Ψ α
Ψ α α + α + α 2

' = ( , ),
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0( ; ) = (1 2 ( ))/Z b Z Z

0 > 0b

ρ αv( ; , )Z
ρ α ∧ α ∧v v( ; , )Z d d dZ

считаем дивергенцию векторного поля 
рассматриваемой системы (5), (6) в евклидовых
координатах. Тогда составная система уравнений
характеристик (для поиска решения линейного
уравнения  = 0 в частных про-
изводных) будет состоять из системы (5), (6) и следу-
ющего добавочного уравнения: ρ' = 

Как отмечалось, система (5), (6) имеет два глад-
ких первых интеграла. А дополнительный первый
интеграл системы уравнений характеристик имеет
вид . Теперь нетрудно убедиться,

что следующие функции  
являются примерами функции , определя-
ющей инвариантную форму .

Теперь переходим к некоторому усложнению,
добавляя следующим образом в систему (5), (6)
внешнее гладкое силовое поле  при наличии
внутреннего ( ):

(7)

Создается впечатление, что система осталась
консервативной (что имеет место при , т.е.
при отсутствии внутреннего поля). Консерватив-
ность “подтвердилась” бы наличием в системе
двух гладких (автономных) первых интегралов.

Действительно, при некотором естественном
условии у системы (5), (7) существует гладкий
первый интеграл, структура которого напоминает
интеграл полной энергии. Но дополнительного
гладкого первого интеграла система (5), (7), вооб-
ще говоря, не имеет. Более того, если, в частно-
сти, , то дополнительный инте-
грал является трансцендентной функцией фазо-
вых переменных (т.е. имеет существенно особые
точки, означающие наличие в системе притяги-
вающих или отталкивающих предельных мно-
жеств).

Предложение 2. Если , то си-
стема (5), (7) имеет два независимых (один, вообще
говоря, трансцендентный и один гладкий) первых
интеграла:

(8)

Более того, как видно из (8), притягивающие и
отталкивающие предельные множества рассмат-
риваемой системы (5), (7) могут быть найдены из
системы недифференциальных равенств Z = 0,

.

αv( ; , )w Z

ρ α αdiv[ ( ; , ) ( ; , )]Z w Zv v

− δ α ρ2
03 ( ) .b Z
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ШАМОЛИН

Модифицируем далее систему (5), (7) при на-
личии двух ключевых параметров , введя
внешнее гладкое силовое поле. Получим систему

(9)

(10)

. При этом коэффициенты консервативной
составляющей внутреннего силового поля содер-
жат параметр b0, а неконсервативной составляю-
щей внешнего поля – параметр b1.

Выше мы ввели такое поле, добавив коэффи-
циент  в уравнение на  системы (5), (7), и
убедились, что полученная система, вообще гово-
ря, не будет консервативной. Консервативность
будет при дополнительном условии: .

Но мы расширим введение силового поля, по-
ложив . Рассматриваемая система на пря-
мом произведении числового луча и касательного
расслоения  примет вид (9), (10). Как
будет видно далее, только что было введено дис-
сипативное силовое поле с помощью унимоду-
лярного преобразования.

Теорема 1. Если выполнено условие F(α) =
= , то система (9), (10) обладает полным
набором – двумя (одним гладким и одним, вообще
говоря, трансцендентным) независимыми первыми
интегралами. Кроме того, она обладает двумя ин-
вариантными дифференциальными формами, меж-
ду собой независимыми, но зависимыми с первыми
интегралами.

Действительно, пусть выполнено условие F(α) =
= , . Используем для подсчета ди-
вергенции векторного поля  системы
(9), (10) с диссипацией функцию  (полу-
ченную ранее для системы (5), (6) без внешнего
поля сил). Тогда составная система уравнений ха-
рактеристик (уравнения  = 0)
будет состоять из системы (9), (10) (правая часть
которой умножена на функцию ) и сле-
дующего добавочного уравнения:

(11)
Вводя новую однородную переменную u,

, системе (9)–(11) уравнений характеристик
можно сопоставить два соотношения:

(12)
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Первое уравнение из (12) (приводящееся к ли-
нейному неоднородному) позволяет выписать
первый интеграл, вообще говоря, с существенно
особыми точками независимой системы (10).
Имеется также гладкий первый интеграл (для
простоты, при ) следующего вида:

(13)

А второе уравнение из (12), в свою очередь,
позволяет получить функцию , которая
определяет инвариантную дифференциальную
форму объема. Действительно, справедливо сле-
дующее инвариантное соотношение:

Отсюда, в частности, следует, что одним из
возможных вариантов инвариантной дифферен-
циальной формы объема является следующая
форма:

3. СИСТЕМЫ ПЯТОГО ПОРЯДКА
ПРИ ОТСУТСТВИИ ВНЕШНЕГО 

СИЛОВОГО ПОЛЯ

Пусть , , , ,  – фазовые переменные в
гладкой динамической системе, правые части ко-
торой – однородные полиномы степени 2 по пе-
ременным , ,  с коэффициентами, зависящи-
ми от ,  (система, аналогичная (1)). Выбирая
новую независимую переменную q ( ,

, ), а также новые фазовые Zk, zk =
= , k = 1, 2, будем рассматривать систему пя-
того порядка

(14)

(15)
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, , , ,  – некоторые
гладкие функции, как систему при отсутствии
внешнего поля сил. При этом уравнение (14) от-
деляется, что дает возможность рассматривать урав-
нения (15) в качестве независимой системы (с двумя
степенями свободы) на четырехмерном многообра-
зии  (касательном
расслоении гладкого двумерного многообразия

, см. также [7]). Рассмотрим структуру систе-
мы (15). Она для простоты соответствует следующим
уравнениям геодезических линий на касательном
расслоении  многообразия  (в
частности, сферы – с двумя ненулевыми коэффи-
циентами связности):

(16)

Действительно, выбрав новые координаты z1,
z2 в касательном пространстве в виде

(17)

мы получаем следующие соотношения (ср. с (15))

(18)

при этом уравнения (16) почти всюду эквивалентны
совокупности (17), (18), которая, прежде всего, при-
сутствует в системе (15) (при этом вместо (17) лучше
выбрать равенства , ).

Отметим задачи, приводящие к уравнениям
(16). Системы на касательном расслоении к дву-
мерной сфере. Здесь необходимо выделить два
случая метрик на сфере. Один случай – метрика,
индуцированная евклидовой метрикой объемлю-
щего трехмерного пространства. Такая метрика
естественна для изучения задачи о движении точ-
ки по такой сфере. Второй случай – приведенная
метрика, индуцированная группами симметрий,
характерных для пространственного движения
динамически симметричного (трехмерного)
твердого тела (см. также [9–11]).

Далее, в системе (15) также присутствуют ко-
эффициенты при параметре . Но, как и в си-
стеме (6), они не нарушают консервативности,
поскольку система (14), (15) обладает полным на-
бором (четырьмя) гладких первых интегралов.

Если рассматривать общие уравнения геодези-
ческих на касательном расслоении двумерного
гладкого многообразия, то разных ненулевых ко-
эффициентов связности, вообще говоря, будет

 штук при n = 2, т.е. 6 коэффициентов.
Как видно из этого, общая задача интегрирова-
ния уравнений геодезических достаточно сложна.
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К данному количеству коэффициентов связности
добавляются еще функции (в нашем случае 
из (17)), определяющие координаты на касатель-
ном расслоении.

Поэтому, как было отмечено ранее, ограни-
чимся “лишь” 2 (  штуками при n = 2) нену-
левыми коэффициентами связности, формирую-
щими уравнения геодезических (16). При этом по
такому количеству выбирается и количество
функций, определяющих координаты на каса-
тельном расслоении – их будет 1 (  штук
при n = 2). Таким образом, мы имеем 3 функции,
характеризующие исключительно геометрию фа-
зового многообразия и координаты на нем.

Каково же количество накладываемых алгеб-
раических и дифференциальных условий ( )
на имеющиеся  функции (A(n) =
=  штук при n = 2)? Ведь данные усло-
вия являются достаточными для полного инте-
грирования уравнений геодезических. В данной
работе будем накладывать  условия на
имеющиеся  функции.

Число  складывается из трех слагаемых:
. Число  равно ко-

личеству условий, накладываемых на функцию
. При n = 2 мы не намерены накладывать явные

алгебраические условия на функцию , т.е.
 (в общем случае ).

Число  равно количеству условий, накладыва-
емых на коэффициенты связности, а именно,

(19)

т.е.  (в общем случае ).
Число  равно количеству алгебраических и
дифференциальных условий, накладываемых и
на функцию , и на коэффициенты связности,
а именно,

(20)

т.е.  (в общем случае ).
Видно, что в общем случае B(n) = B1(n) =

=  при этом
 = n – 1, что говорит об увеличении ко-

личества “произвольных” функций по сравне-
нию с условиями, накладываемыми на них, ровно
на n – 1 (  – размерность рассматриваемого рима-
нова многообразия). В нашем случае  = 1.

Как будет показано, для полного интегрирова-
ния системы (14), (15) достаточно знать четыре
независимых тензорных инварианта: или четыре
первых интеграла, или четыре независимых диф-
ференциальных формы, или какую-то комбина-
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n
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цию из интегралов и форм общим количеством
четыре. При этом, конечно, инварианты (в част-
ности, для уравнений геодезических) можно ис-
кать и в более общем виде, чем рассмотрено далее
(ср. с [5, 7]).

Как известно, первым интегралом уравнений
геодезических линий (16), переписанных в виде

 является гладкая

функция  но мы предста-

вим его в более простой форме, нужным образом
подобрав координаты на касательном расслое-
нии, тем самым “выпрямив” квадратичную фор-
му на фазовом многообразии.

Кроме того, подчеркнем, что в следующей тео-
реме 2 (которая справедлива и при более общих
условиях) накладываются 2 алгебраических и
дифференциальных соотношения (19), (20) на
3 функции: на функцию  и на 2, вообще гово-
ря, ненулевых коэффициента связности .

Теорема 2. Если выполнены условия (19), (20), то
система (14), (15), рассмотренная на произведении

, обладает полным набором,
состоящим из четырех гладких первых интегралов
вида

(21)

(22)

 – некоторая гладкая функция.
Более того, после замены фазовых переменных

, ,  фазовый поток систе-
мы (14), (15) сохраняет фазовый объем с плотностью

 на произведении ,
т.е. сохраняется соответствующая дифференци-

альная форма .
Заметим также, что равенство (20) может трак-

товаться как возможность преобразования квад-
ратичной формы метрики многообразия к кано-
ническому виду с законом сохранения энергии
(21). История и текущее состояние рассмотрения
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∧ ∧ ∧ α ∧ βv v
3
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данной более общей проблемы достаточно об-
ширны (отметим лишь работы [9, 10]). Ну а поиск
первых интегралов опирается на наличие в систе-
ме дополнительных групп симметрий.

4. ВВЕДЕНИЕ ВНЕШНЕГО СИЛОВОГО 
ПОЛЯ С ДИССИПАЦИЕЙ ЧЕРЕЗ 

УНИМОДУЛЯРНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
Модифицируем систему (14), (15), при нали-

чии двух ключевых параметров , введя
внешнее силовое поле. Если ввести такое поле,
добавив коэффициент  в уравнение на  си-
стемы (23), (24) и даже положив при этом ,
то полученная система, вообще говоря, не будет
консервативной. Консервативность будет при до-
полнительном условии: b = 0. Но мы расширим
введение силового поля, положив . Рас-
сматриваемая система на прямом произведении
числового луча и касательного расслоения

; α, β} примет вид

(23)

(24)

здесь  – параметр. При этом коэффициенты
консервативной составляющей внутреннего сило-
вого поля содержат параметр b, а неконсервативной
составляющей внешнего поля – параметр .

Силовое поле в уравнениях на , ,  опре-
деляется функцией . Опишем введе-
ние силового поля в виде двумерного столбца, в
первой строке которого стоят коэффициенты из
уравнения на , а во второй строке – коэффици-
енты из функции . Таким образом,
совместное силовое поле (в котором присутству-
ют три параметра , ) будет иметь вид

где U – преобразование с определителем, равным
, и являющееся унимодулярным преобразова-

нием при μ = 1. В частности, если μ = 1, а
 или , то данное преобра-

зование задает поворот на угол . Более того, та-
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кое преобразование вносит в систему диссипа-
цию (как одного знака, так и другого, см. также
[5–7]).

5. ИНВАРИАНТЫ СИСТЕМ 
С ДИССИПАЦИЕЙ

Перейдем теперь к интегрированию системы
пятого порядка (23), (24) при выполнении
свойств (19), (20), которые обеспечивают отделе-
ние независимой подсистемы третьего порядка.

Как будет показано, для полного интегрирова-
ния системы (23), (24) достаточно знать четыре
независимых тензорных инварианта: или четыре
первых интеграла, или четыре независимых диф-
ференциальных формы, или какую-то комбина-
цию из интегралов и форм общим количеством
четыре. При этом, конечно, инварианты можно
искать и в более общем виде, чем рассмотрено да-
лее. Кроме того, подчеркнем, что в следующей
теореме 3 (которая справедлива и при более об-
щих условиях) накладываются 2 алгебраических и
дифференциальных соотношения (19), (20) на
3 функции: на функцию  и на 2, вообще гово-
ря, ненулевых коэффициента связности .

Тогда система (24) распадется следующим об-
разом:

(25)

(26)
Внесем некоторые ограничения на силовое

поле. Пусть для некоторого  выполнено ра-
венство

(27)

а для некоторого  – равенство

(28)

Условие (27) назовем “геометрическим”, а
условие – “энергетическим”. Условие (27) названо
геометрическим в том числе потому, что наклады-
вает условие на ключевой коэффициент связности

, приводя соответствующие коэффициенты
системы к однородному виду относительно функ-
ции  при участии функции , входящей в
кинематические соотношения. Условие (28) на-
звано энергетическим в том числе потому, что
(внешние) силы становятся, в некотором смысле,
“потенциальными” по отношению к “силовой”
функции , приводя соответствующие ко-
эффициенты системы к однородному виду (опять

α( )f
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δ α2( )/2

же относительно функции ). При этом сама
функция , в определенном смысле, и вносит в
систему диссипацию разных знаков или так на-
зываемую (знако)переменную диссипацию (см. так-
же [12–14]).

Теорема 3. Пусть для некоторых  выпол-
няются условия (27) и (28). Тогда система (23),
(25), (26) обладает полным набором – четырьмя
(одним гладким и тремя, вообще говоря, имеющими
существенно особые точки) независимыми первыми
интегралами. Кроме того, она также обладает че-
тырьмя инвариантными дифференциальными фор-
мами, между собой независимыми, но зависимыми с
первыми интегралами.

Действительно, благодаря однородным пере-
менным , , k = 1, 2 из системы (25)
можно получить следующие дифференциальные
соотношения:

(29)

из которых легко следует уравнение первого по-
рядка

(30)

Уравнение (30) имеет вид уравнения Абеля
[15–17]. В частности, при  оно имеет следу-
ющий первый интеграл:

(31)

который в прежних переменных выглядит как

(32)

Используем для подсчета дивергенции вектор-
ного поля  системы (23), (25), (26)
с диссипацией функцию  (полученную
для системы (14), (15)). Тогда составная система
уравнений характеристик для уравнения

(33)

будет состоять из системы (23), (25), (26) (правая
часть которой умножена на функцию ) и
следующего добавочного уравнения:

(34)
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Системе (23), (25), (26), (34) уравнений харак-
теристик можно сопоставить три соотношения:
два из (29) и

(35)

В общем случае искомые первые интегралы
выписываются громоздко (в частности, если

, то используется равенство (31)). Из него,
при участии уравнений (29), (26) получаются два
других первых интеграла, имеющие следующие
структурные виды:

(36)

(37)

При этом (при ) первый интеграл (36)
найдется из уравнения Бернулли

Выражение первых интегралов (36), (37) через
конечную комбинацию элементарных функций
главным образом зависит от явного вида функ-
ции .

Кроме того, у системы (23), (25), (26) суще-
ствует гладкий первый интеграл (по аналогии с
(13)), который, например, при b = b1 примет вид

(38)

А уравнение (35), в свою очередь, позволяет
получить функцию , которая опре-
деляет инвариантную дифференциальную форму
объема. Действительно, справедливо следующее
инвариантное соотношение:

Отсюда, в частности, следует, что одним из воз-
можных вариантов инвариантной дифференциаль-
ной формы объема является следующая форма:
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Таким образом, общее решение линейного
уравнения (33) в частных производных примет
следующий вид:

где  – произвольная гладкая
функция четырех аргументов, при этом Θ0,

 – четыре независимых первых интегра-
ла (38), (32), (36), (37) соответственно.

В частности, за четыре функционально неза-
висимых решения линейного уравнения (33) в
частных производных можно взять следующие
функции ( , k = 1, 2):

6. СТРОЕНИЕ ИНВАРИАНТОВ ДЛЯ СИСТЕМ 
С ДИССИПАЦИЕЙ И ПРИЛОЖЕНИЯ

Система (23), (24) является динамической си-
стемой с переменной диссипацией [12–14]. При
этом при  она превращается в систему
консервативную (14), (15). Последняя, в частно-
сти, при некоторых естественных условиях обла-
дает двумя гладкими первыми интегралами вида
(21), (22). Более того, если функция  не равна
тождественно нулю, но , то система (23),
(24) при условии (28) обладает первым интегра-
лом вида

(39)

где  =  +
+ λδ2(α)) – семейство функций, зависящих от па-
раметра .

Очевидно, что отношение двух первых инте-
гралов (39), (22) также является первым интегра-
лом системы (23), (24) при не равенстве функции
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 тождественно нулю, но . Но при 
каждая из функций

(40)

и (22) по отдельности не является первым инте-
гралом системы (23), (24). Однако отношение
функций (40), (22) является первым интегралом
(32) системы (23), (24) (для простоты, при )
при любом .

Вообще же, как и указывалось ранее, для си-
стем с диссипацией трансцендентность функций
(в смысле наличия существенно особых точек)
как первых интегралов наследуется из нахожде-
ния в системе притягивающих или отталкиваю-
щих предельных множеств [4, 13].

Выделим теперь существенный случай для
функции , определяющей метрику на дву-
мерной сфере, и функции :

(41)

Случай (41) формирует класс систем (23), (24)
при , соответствующих пространственному
движению динамически симметричного твердого
тела на нулевом уровне циклического интеграла в
неконсервативном поле сил. В частности, при

 рассматриваемая система описы-
вает геодезический поток на двумерной сфере.
В случае (41), если  то система
описывает пространственное движение твердого
тела в силовом поле  под действием следя-
щей силы [12]. В частности, если F(α) = ,

, то система эквивалентна простран-
ственному (сферическому) маятнику, помещен-
ный в поток набегающей среды, и обладает пол-
ным набором первых интегралов c существенно
особыми точками, выражающихся через конеч-
ную комбинацию элементарных функций.

В заключение некоторое замечание об инте-
грируемости. Как известно, понятие интегрируе-
мости достаточно многообразное. В данной же
работе предъявлены полные наборы не только
первых интегралов, но и инвариантных диффе-
ренциальных форм для однородных систем пято-
го порядка. Эти наборы содержат в себе почти
всюду гладкие функции, имеющие существенно
особые точки. Показана связь наличия данных
инвариантов и набором первых интегралов. При-
меры, перечисленные выше из приложений, так-
же являются новыми нетривиальными случаями
интегрируемости систем геодезических и систем
с диссипацией в явном виде (см. также [18, 19]).
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New cases of integrable dynamical systems of the fifth order homogeneous in terms of variables are obtained,
in which a system on a tangent bundle to a two-dimensional manifold can be distinguished. In this case, the
force field is divided into an internal (conservative) and an external one, which has a dissipation of a different
sign. The external field is introduced using some unimodular transformation and generalizes the previously
considered fields. Complete sets of both first integrals and invariant differential forms are given.
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Во многих приложениях возникают многомерные интегралы по единичному гиперкубу, которые
вычисляют с помощью методов Монте-Карло. Сходимость лучших из них оказывается довольно
медленной. В данной работе предложены принципиально новые кубатуры со сверхстепенной схо-
димостью, основанные на усовершенствованных сетках Коробова и специальной замене перемен-
ной. Построены апостериорные оценки погрешности, практически неотличимые от фактической
точности. Приведены примеры расчетов, иллюстрирующие преимущества предложенных методов.

Ключевые слова: многомерные интегралы, метод Монте-Карло, сверхстепенная сходимость, сетки
Коробова
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1. ПРОБЛЕМА
1° Рассмотрим вычисление s-мерного интегра-

ла от гладкой функции по единичному гиперкубу

(1)

Здесь  – s-мерный вектор. Напри-
мер, в статистической физике требуется вычис-
лять моменты одночастичной функции распреде-
ления, которая зависит от  переменных. Ко-
эффициент теплопроводности среды выражается
через интегралы рассеяния, кратность которых
равна . Возникают задачи и с бóльшим чис-
лом переменных.

2° Для размерностей  применяют много-
мерные варианты сеточных квадратур средних,
трапеций и Симпсона [1]. Их погрешность  за-
висит от шага сетки по одной координате по сте-
пенному закону. Пусть  есть число точек мно-
гомерной сетки. Тогда , где  – порядок

    
1 1

1 1
0 0

= ( ) = ( ) .s sI f d f x x dx dxx x

1= ( , )sx xx

= 6s

= 12s

< 3s

δ

N
−δ  /q sN q

точности квадратуры. Такая скорость сходимости
быстро убывает с ростом s.

Для интегралов более высокой размерности наи-
более эффективны методы Монте-Карло (МК).
Они основаны на использовании равномерно
распределенных случайных чисел. На практике
используют детерминированные наборы чисел,
имитирующие свойства случайных последова-
тельностей. Лучшими являются квазислучайные
последовательности Соболя [2] и теоретико-чис-
ловые сетки Коробова [3]: для непериодической
функции погрешность  независима от .
Однако даже такая сходимость довольно медлен-
на, и расчеты с высокой точностью требуют боль-
ших объемов вычислений.

3° Важным аспектом является апостериорный
контроль погрешности расчета. Для сеточных ме-
тодов известны асимптотически точные оценки
погрешности по Ричардсону [4]. Для методов МК
таких оценок не предложено.

4° В данной работе 1) предложены кубатуры со
сверхстепенной сходимостью для гладких подын-
тегральных функций, в том числе непериодиче-
ских. Они основаны на использовании сеток Ко-
робова и специальной замены переменных в инте-
грале. Предложенный подход кардинально (на
много порядков) повышает точность расчета.
Он является принципиально новым. 2) Построе-
ны апостериорные оценки точности, практически
неотличимые от фактической погрешности. В ме-
тодах МК такие оценки ранее были неизвестны.
3) Предложены усовершенствованные сетки Ко-

−δ  1N s
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робова, названные экстремальными. Их узлы
распределены в гиперкубе существенно более
равномерно при заметно меньшей трудоемкости
нахождения параметров сеток. Найдены парамет-
ры таких сеток, достаточные для вычисления ин-
тегралов размерности  с точностью
вплоть до ошибок округления.

2. ТЕОРЕТИКО-ЧИСЛОВЫЕ СЕТКИ
1° Эти сетки были предложены Коробовым [3,

5]. Напомним их определение. Узлы имеют вид

(2)

Здесь  – дробная часть числа ; , …,  – так
называемые оптимальные коэффициенты. В [3]
предложен следующий алгоритм их вычисления.
Пусть , где ,  – простые числа,
причем . Рассмотрим

(3)

где z – целые числа, . Пусть оно дости-
гает минимума  при . Далее рассмот-
рим выражение

(4)

Здесь z – целые, . Пусть оно имеет ми-
нимум  при . Тогда оптимальные ко-
эффициенты имеют вид

(5)

2° В данной работе предложено усовершен-
ствование алгоритма (3)–(5). Рассмотрим (4) как
функцию двух целочисленных переменных  и ,

, , и найдем одновременный
минимум  по этим переменным. Коор-
динаты минимума обозначим ,  соответствен-
но. Далее вычислим коэффициенты (5), заменяя

, , и узлы сетки  согласно (2). На-
зовем такие сетки экстремальными сетками Ко-
робова.

3° Величина  характеризует качество
сетки. Чем она меньше, тем равномернее распре-
делены точки  в гиперкубе и тем выше точ-
ность кубатуры (6). Расчеты показывают, что при
увеличении  величина  уменьшается до
некоторого предельного значения, зависящего от

, и при дальнейшем сгущении сеток перестает
убывать. Это ограничивает предельно достижи-
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мую точность кубатур на классических сетках Ко-
робова.

В то же время величина  убывает с
увеличением  вплоть до достижения фона оши-
бок округления, который в 103–105 раз меньше,
чем предельно достижимое . Тем самым
предлагаемые экстремальные сетки Коробова
имеют существенно лучшую равномерность рас-
пределения точек в гиперкубе по сравнению с
классическими сетками Коробова.

4° Видно, что число арифметических опера-
ций при вычислении  и  при всех ука-
занных  равно . В [6] предложен алгоритм
вычисления оптимальных коэффициентов с тру-
доемкостью  операций.

В предлагаемом алгоритме для вычисления
 при всех указанных значениях аргументов

требуется  арифметических операций. Од-
нако функция  имеет несколько миниму-
мов. Они имеют одинаковую глубину, и соответ-
ствующие ,  дают эквивалентные сетки. Эти
минимумы реализуются уже при . По-

этому фактическая трудоемкость есть 
операций, что экономичнее известных алгорит-
мов. Для типичных  выигрыш составляет

 раз.

5° Найдены параметры , , ,  экстремаль-
ных сеток Коробова для размерностей .
Они приведены в табл. 1. Последняя сетка для каж-
дого  соответствует точности порядка ошибок ком-
пьютерного округления для кубатуры. Табллица 1
рекомендуется к использованию в расчетах.

3. КУБАТУРЫ СО СВЕРХСТЕПЕННОЙ 
СХОДИМОСТЬЮ

1° Кубатура для интеграла (1) на сетке (2) име-
ет вид

(6)

Для периодических подынтегральных функ-
ций, имеющих  непрерывных производных, ку-
батура (6) сходится с точностью , где

 – некоторое число [3]. Такая сходимость близка
к степенной.

2° Пусть f есть гладкая, но непериодическая
функция. Для ускорения сходимости применяют
замены переменных интегрирования [7]. Извест-
на полиномиальная замена ,

, которая обращает в нуль несколько
низших производных функции f на гранях гипер-

, 2min z a H
N

2min z H

1( )H z 2( )H z
z  4/3N

N

2( , )H z a
 4/3N

2( , )H z a

0b 0a
< ! 120a N

 2/320N

 610N
5

1N 2N 0b 0a
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куба [3]. Это повышает порядок точности кубату-
ры, но сходимость остается степенной.

3° В данной работе предложена следующая за-
мена переменных:

(7)

Тогда интеграл (1) принимает вид

(8)

(9)

Легко видеть, что . То
же верно для всех производных , т.е. эта функ-
ция допускает гладкое периодическое продолже-
ние за пределы отрезка [0, 1] по каждой перемен-
ной. Поэтому все степенные слагаемые в остаточ-

− −

+
ξ ξ − ξ − ξ < <

1 1

( ) = 0.5 0.5th ,

( ) = ( 0.5) (1 ) , 1 .
q q q

q q q q q

x t t
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−
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2
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q q q q q q
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dt d

ξ → + ξ → −
 

0 0 1 0lim = lim = 0
q q

f f
f

ном члене кубатуры (6) сокращаются. Тем самым
верна

Теорема. Кубатура (6) для интеграла (8) на экс-
тремальных сетках Коробова сходится по сверх-
степенному закону.

Таким образом, предлагаемый подход позво-
ляет строить прецизионные кубатуры со сверх-
степенной сходимостью для многомерных инте-
гралов от произвольных гладких функций, в том
числе непериодических. Такая скорость сходимо-
сти кардинально превосходит традиционную сте-
пенную.

4° Грани гиперкуба (т.е. точки  = 0, 1;
) становятся существенно особыми точ-

ками функции . Точка  является уз-
лом сетки (2). Доопределим в ней .

Считается [8], что наличие существенно осо-
бых точек не позволяет добиться сходимости.
В данной работе впервые показано, что это не
препятствует сходимости, и замена (7) позволяет
реализовать сверхстепенную сходимость. Поэто-
му предлагаемый подход является принципиаль-
но новым.

ξq

< <1 q s
f = (0, ,0)x

 = 0f

Таблица 1. Параметры экстремальных сеток Коробова

2 3 2 3 1 3 7 3 3 1 4 7 3 3 1
7 3 6 1 23 5 9 3 47 7 5 1

23 5 2 1 113 11 6 3 167 13 8 9
113 11 9 10 283 17 5 7 839 29 16 26
283 17 7 14 839 29 8 9 9403 97 18 11

5 3 2 19 1 6 47 7 3 4 7 23 5 11 2
23 5 12 2 283 17 12 14 167 13 18 10

167 13 10 11 839 29 9 5 839 29 7 10
1367 37 11 5 6229 79 7 42 2803 53 12 22
5039 71 14 10 38803 197 14 34 32749 181 11 16

8 283 17 4 2 9 283 17 13 12 10 167 13 3 6
1367 37 13 8 953 31 11 29 839 29 13 25
6229 79 8 19 6229 79 13 22 3719 61 4 18

26561 163 14 10 29927 173 4 10 19319 139 19 13
76717 277 15 6 72353 269 12 5 78941 281 14 4

11 1669 41 16 13 12 167 13 20 10
5039 71 17 13 839 29 14 13

17159 131 13 11 6883 83 16 2
52433 229 14 8 27883 167 13 7
94229 307 7 6 85847 293 6 4

s 1N 2N 0a 0b s 1N 2N 0a 0b s 1N 2N 0a 0b
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БЕЛОВ, ТИНТУЛ

4. КОНТРОЛЬ ТОЧНОСТИ
Проведем расчет на наборе сеток из табл. 1.

Точность кубатуры  на последней сетке сопо-
ставима с ошибками компьютерного округления.
Поэтому погрешность  на предыдущих сетках 
можно оценить сравнением с последней сеткой

(10)
В методах МК такие оценки ранее были неизвестны.

5. АПРОБАЦИЯ
1° Рассмотрим пример. Пусть

(11)

Здесь  – нижняя неполная гамма-функция. Точ-
ное значение этого интеграла есть . Эффек-
тивная размерность интеграла равна s (т.е. совпа-
дает с формальной), поэтому такой тест достаточ-
но представителен.

2° Были проведены расчеты интеграла от (11)
для различных . Погрешность опреде-
лялась как разность кубатуры и точного значения

. Полученные погрешности приведены на рис. 1.
Масштаб графика двойной логарифмический.
Прямая линия соответствует степенной сходимо-
сти, а линия, убывающая быстрее прямой (вы-
пуклая вверх), – сверхстепенной.

Видно, что все кривые являются выпуклыми
вверх, и закон сходимости действительно являет-

endI

δN N

δ −end= .N NI I

− α− γ α

α

∏ 1

=1
= ( ), ( ) = / (1, ),

= 1.7.

q

s
x

q q q q q
q

f f x f x e x

γ
= 1I

= 4,8,12s

I

ся сверхстепенным. На самых подробных сетках
погрешность сопоставима с ошибками округле-
ния и перестает убывать.

Также на рис. 1 приведены апостериорные
оценки (10). Видно, что они практически неотли-
чимы от фактической погрешности. Это показы-
вает высокую практическую ценность предлагае-
мых оценок.

3° Проведем сравнение различных методов:
кубатуры (6) на экстремальных сетках Коробова с
заменой переменных (7) и без нее, на классиче-
ских сетках Коробова [3], на сетках Соболя, а так-
же многомерная формула средних с заменой (7).
Пусть подынтегральная функция имеет вид (11)
при s = 6. Погрешности данных методов приведе-
ны на рис. 2. График выполнен в двойном лога-
рифмическом масштабе.

Видно, что экстремальные сетки Коробова
позволяют достигать существенно более высокой
точности по сравнению с классическими сетками
Коробова. Введение замены переменных (7) рез-
ко ускоряет сходимость и существенно повышает
количественную точность. При этом формула
трапеций с заменой (7) сильно уступает по точно-
сти кубатуре на экстремальных сетках Коробова с
той же заменой. Видно также, что совокупность
предлагаемых подходов – экстремальные сетки
Коробова и замена переменных (7) – кардиналь-
но превосходят по точности другие перечислен-
ные методы. Выигрыш составляет от 102 до 105

раз. Кроме того, предлагаемые методы позволяют

Рис. 1. Погрешность расчета в тесте (11) на экстре-
мальных сетках Коробова с заменой переменных (7).

 – погрешность относительно точного ответа,  –
апостериорная оценка (11). Цифры около линий –
размерность s.
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Рис. 2. Сравнение методов в тесте (11). Сплошные ли-
нии – замена переменных (7), штриховые – без заме-
ны. Темные маркеры – погрешность относительно
точного ответа, светлые – апостериорная оценка (10).

 – экстремальная сетка Коробова,  – классиче-
ская сетка Коробова,  – точки Соболя,  – формула
средних.
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апостериорно подтверждать достигнутую точ-
ность. Поэтому они также превосходят известные
методы по надежности.

Работа поддержана грантом РНФ № 22-71-
00028.
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MULTIDIMENSIONAL CUBATURES
WITH SUPER-POWER CONVERGENCE

A. A. Belova,b and M. A. Tintula

aM.V. Lomonosov Moscow State University, Faculty of Physics, Moscow, Russian Federation
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Presented by Academician of the RAS E. E. Tyrtyshnikov

In many applications, multidimensional integrals over the unit hypercube arise, which are calculated using
Monte Carlo methods. The convergence of the best of them turns out to be quite slow. In this paper, funda-
mentally new cubatures with super-power convergence based on the improved Korobov grids and special
variable substitution are proposed. A posteriori error estimates are constructed, which are practically indis-
tinguishable from the actual accuracy. Examples of calculations illustrating the advantages of the proposed
methods are given.
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ЧИСЛЕННО-СТАТИСТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ 
СУПЕРЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО РОСТА СРЕДНЕГО ПОТОКА ЧАСТИЦ, 

РАЗМНОЖАЮЩИХСЯ В ОДНОРОДНОЙ СЛУЧАЙНОЙ СРЕДЕ
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Для эффективного численно-аналитического исследования суперэкспоненциального роста сред-
него потока частиц с размножением в случайной среде вводится новая корреляционно-сеточная ап-
проксимация однородного случайного поля плотности. Сложность реализации траектории части-
цы при этом не зависит от корреляционного масштаба. Тестовые расчеты для критического шара с
изотропным рассеянием показали высокую точность соответствующих оценок среднего потока.
Для сеточной аппроксимации случайного поля плотности обоснована возможность гауссовской
асимптотики средней скорости размножения частиц при уменьшении корреляционного масштаба.

Ключевые слова: численное статистическое моделирование, поток частиц, суперэкспоненциальная
асимптотика, случайная среда, поле Вороного, сеточная аппроксимация
DOI: 10.31857/S2686954323600210, EDN: CZXVJY

1. Известно (см., например, [1]), что плотность
потока частиц  в системе, образованной
размножающей средой в области D, в достаточно
широких условиях является асимптотически экс-
поненциальной по времени t: ,

 Временнáя постоянная  является веду-
щим характеристическим числом соответствую-
щего однородного стационарного кинетического
уравнения [1, 2], а  – стационарная плот-
ность потока (характеристическая функция этого
уравнения). Используемые здесь и далее обозна-
чения:  – полное сечение (коэффици-
ент ослабления); ,  – сечение
рассеяния,  – сечение деления,  – сечение
поглощения;  – число частиц, вылетающих из
точки деления;  – вектор скорости,  –
единичный вектор направления, ;  – про-
странственная точка.

С целью построения и исследования алгорит-
мов метода Монте-Карло далее в качестве соот-

Φ( , , )t r v

λΦ Φ( , , ) e ( , )ttr v r v
→ ∞.t λ

Φ( , )r v

σ ≡ σ( , )r v
σ σ + σ + σ= s f c σs

σ f σc
ν

ω=v v ω
v = | |v r

ветствующей (см., например, [2]) математической
модели процесса переноса используется однород-
ная обрывающаяся с вероятностью единица цепь
Маркова, состояниями которой являются фазовые
точки , ( , ..., N) последова-
тельных “столкновений частицы с элементами
вещества” (где  – точка -го столкновения,  –
скорость непосредственно перед столкновением,
tn = ), которая определяется
плотностью  распределения начального
столкновения x0 и субстохастической плотностью

 перехода из состояния  в x [2]. Плотность

столкновений  представляет собой

ряд Неймана для интегрального уравнения вто-
рого рода , , где K – интеграль-
ный оператор с ядром  [2]; предполагается,
что .

Используемая обычно в теории переноса ин-
тенсивность излучения  (плотность потока
частиц) связана с плотностью столкновений со-
отношением . Методы Монте–
Карло, как правило, используются для оценки
линейных функционалов вида Jh = ,

. Для построения весовых алгоритмов ис-
пользуется цепь Маркова с начальной плотно-
стью  и плотностью перехода . При
этом вводятся вспомогательные веса по форму-

= ( , , )n n n nx tr v = 0,1n

nr n nv

− −+ −1 1| |/| |n n n nt r r v
( )f x

( ', )k x x 'x
∞

ϕ ϕ
=0

( ) = ( )n
n

x x

ϕ ϕ += K f ≡ ϕ0f
⋅ ⋅(, )k

1
|| || < 1LK

Φ( )x

ϕ σ Φ( ) = ( ) ( )x x x

ϕ = σΦ( , ) ( , )h h
∞∈h L

0( )f x ( ', )p x x

УДК 519.676

МАТЕМАТИКА

1Институт вычислительной математики 
и математической геофизики СО РАН, 
Новосибирск, Россия
2Новосибирский государственный университет, 
Новосибирск, Россия
*E-mail: gam@sscc.ru
**E-mail: lot@osmf.sscc.ru



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 514  2023

ЧИСЛЕННО-СТАТИСТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ 113

лам Q0 = , Qn = 
Если выполняются “условия несмещенности”

[2], то , где  Если, кроме то-

го, , где Kp – оператор с ядром

, и , то . Слу-
чайная величина  называется “оценкой по
столкновениям” для функционала . Если все
весовые множители меньше единицы, то при

 имеем и . Известно (см., напри-
мер, [2]) соотношение, состоящее в том, что если
в реализуемой вспомогательной модели исполь-
зуется сечение поглощения , то текущий
вес частицы в момент времени  после реализации
столкновения домножается на величину 
и, следовательно, к получаемой в результате рас-
четов оценке значения  надо добавлять .

2. Далее рассматривается односкоростной
процесс переноса ( ) с изотропным рас-
сеянием (в том числе после деления).

Лемма 1. Согласно кинетическому уравнению [2]
односкоростной процесс переноса с изотропным
рассеянием можно упростить с сохранением пото-
ка  путем следующей замены параметров:

(1)

В упрощенном процессе каждое столкновение –
это деление с коэффициентом , а длина свобод-
ного пробега распределена с плотностью

, где  – оптическая
длина пробега [2]. Введя дополнительное искус-
ственное поглощение, согласно замечанию в
конце пункта 1, можно перейти к моделированию
процесса без размножения.

Предполагается, что  – однородное
изотропное случайное поле, причем отношения

,  фиксированы. Если ,
где  – индикатор области D, то функционал

 представляет
собой полный поток частиц в области  для за-
данного момента времени .

Как и в [3] полагаем, что  при

 для  и .

Соответственно этому, предполагая гауссовость
случайной величины  и равномерность (по )
предельного перехода , мож-

0 0 0( )/ ( )f x f x − − −1 1 1( , )/ ( , ).n n n n nQ k x x p x x
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= ( ).
N

n n
n

Q h x
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D
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→ ∞t δ0( ) = ( )f t t
∞
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0

0
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λ σ( ) σ
λ σ
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tJ t C e

но оценить асимптотику функции  = Jt
при :

где , . При этом также пред-

полагается, что множители  и  в асимп-
тотике слабо коррелированы и, следовательно,

. Используя интегральную формулу из
[4], далее получаем

(2)

Следовательно, можно предположить, что

(3)

Определяемый формулой (2) закон роста средне-
го числа частиц можно назвать “суперэкспонен-
циальным”. Отметим, что формулы (2), (3) могут
служить основой для численных исследований
конкретных вариантов задачи при  [3].

3. Символом  далее обозначается -крат-
ная производная от функции f по . Предполага-
ется, что  при .

Лемма 2. [3] Пусть точка  распределена
для  с плотностью , выполняются усло-
вия несмещенности [2],

Тогда выполняется соотношение , где

(4)

причем , . Справедливо ра-
венство

(5)

где  – соответствующие статистические оцен-
ки, получаемые методом двойной рандомизации [3].

Для каждой реализации среды здесь можно
строить лишь одну траекторию  частицы, ис-
пользуя (5) для .

Отметим, что полная дисперсия оценки 
оценивается сверху стандартным способом с по-
мощью линеаризации дроби (5).

4. Постановка задачи (мотивация работы). Ра-
нее суперэкспоненциальный рост среднего пото-
ка был получен авторами для сферически симмет-
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ричного случайного поля  [3]. Целью настоя-
щей работы является проведение аналогичного
исследования для более реалистичного (см., напри-
мер, [5]) однородного поля типа случайной мозаи-
ки Вороного (см. далее пункт 5). Для повышения
эффективности численно-статистических расче-
тов предложена универсальная корреляционно-
сеточная аппроксимация однородного поля с со-
хранением осредненного по реализациям корре-
ляционного радиуса , что обеспечивает, как по-
казали расчеты, достаточно точную оценку сред-
него потока при достаточно малых . Кроме
весьма существенного уменьшения трудоемкости
моделирования, такая аппроксимация дает воз-
можность исследовать флуктуации результатов,
соответствующие флуктуациям , и выяснить
возможность нормализации распределения пара-
метра  при уменьшении корреляционного
масштаба среды.

5. Детальные численные исследования (см.,
например, [6]) показали, что осредненная вероят-
ность прохождения частицы в значительной сте-
пени определяется корреляционным радиусом

, где  – коэффициент корреляции

между значениями поля ,  при ,
и одномерным распределением среды. В связи с
этим в настоящей работе для исследования осред-
ненного потока частиц в качестве базового ис-
пользуется имеющее простой геометрический
смысл мозаичное поле Вороного. Оно строится
на основе пуассоновского точечного потока ,

 интенсивности , который определяет
разбиение пространства на ячейки, каждая из ко-
торых является множеством точек, наиболее
близких к одной из точек потока (мозаика или
диаграмма Вороного). Геометрические свойства
такого разбиения детально изучены, например, в
[7]. Элементы разбиения являются выпуклыми
многогранниками, и  [7].

Предлагаемая в настоящей работе корреляци-
онно-сеточная аппроксимация поля 
строится путем разбиения пространства  на ан-
самбль  кубиков с ребром , в каждом из кото-
рых значения поля выбираются независимо из
одномерного распределения  (с конечной дис-
персией). Соответствующий эффективный кор-
реляционный радиус  получается путем осред-
нения указанного выше коэффициента корреля-
ции  по  и случайному направлению

, т.е. по формуле

(6)

σ( )r

L

L

σ( )r

λ σ( )

∞


0

= ( )L k l dl ( )k l

σ( )r σ( ')r −| ' | = lr r

{ }ir
= 1,2,...i λ p

−≈ λ 1/30.459 pL

σ σ( ) = ( )hr r
3R

{ }hS h

σ

h

( )k ∈ hSr
ω − −= ( ')/| ' |r r r r

Ω

ω ω
π   3
1= ( , ) ,

4
h

Sh

d d
h

r r

где  – расстояние от  до границы  в
направлении . Ясно, что  и .
Расчеты дали значение  с точностью,
не превосходящей 10–5. Отметим, что трудоем-
кость (сложность) построения траектории части-
цы для  не зависит от , что позволяет эффек-
тивно оптимизировать сеточную модель по числу

 траекторий, моделируемых для каждой реали-
зации  в алгоритме двойной рандомизации
при .

6. Для проведения тестовых расчетов рассмат-
ривался односкоростной процесс переноса ча-
стиц в шаре радиуса  со случайной
плотностью  и макроскопическими сече-
ниями , , , где

Одномерное распределение поля  равномерно
на отрезке . При  шар критичен:

.
Для построения эффективных алгоритмов ме-

тода Монте–Карло в сформулированную модель
было введено поглощение с постоянным неслу-
чайным коэффициентом , который приводит
к замене  , как указано в конце
пункта 1. Отметим, что такой прием является
универсальным и может существенно повысить
эффективность весового метода, исключая необ-
ходимость ветвления моделируемых траекторий.

На основе формулы (1) было использовано
осреднение, состоящее в том, что моделировался
процесс с константами ,  +
+ σc, , а вес в каждой точке столкновения
домножался на величину

при .
В расчетах, как и в [3], был использован метод

максимального сечения (см., например, [2]) с
. Для уменьшения дисперсии оценок,

основанных на соотношении (5), значения  и 
вычислялись для всех столкновений, включая
“дельта-рассеяние”, в отличие от работы [3], где
они вычислялись только для “физических” столк-
новений.

Плотность распределения первых столкнове-
ний была взята в виде

(7)

где  – улучшенное диффузи-
онное приближение к пространственной характе-

ω( , )r ∈ hSr hS
ω  1= =hL h 1= /h L
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σ ( )h r h

M
σ ( )h r
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ристической функции для ,  = 0.3739866
[8]. В (4) полагали также , где

, причем (см. [8])  =
=  + 0.71044). При

этом , т.е. вычисляются функци-
оналы от потока частиц. Расчеты показали, что ис-
пользование таких функциональных параметров
алгоритма существенно улучшает важную здесь
сходимость  при , , срав-
нительно с вариантом, в котором  определя-
ется формулой (7), а . Отметим, что фор-
мула (6) для сеточной мозаики дает значения

 = 2.186 при .
Базовый пуассоновский точечный поток для

поля Вороного строился в шаре радиуса R1 =
= . Проведенные в [6] модельные рас-
четы показывают, что такое ограничение потока
может обеспечить достаточно высокую точность
оценки средней вероятности вылета частицы, ко-
торая играет определенную роль в рассматривае-
мой задаче.

σ = 1 æ(1)
σ1( , ) = ( )/ ( )h hr v r r

1( ) = sin(æ(1) )/h r rr ρæ( )
( )π σ + νσ ρ σ + νσ( ) /( ( )s f s fR

Φ( ) ( )
1 0= ( , / )m m

t tJ h f f

ρ ρ → λ'( )/ ( )t tJ J → ∞t ∀ρ
( , )f tr

≡( , ) 1h r v

4.8762=L = 4.8762h

≈ +10 R L

В сеточной модели трудоемкость построения
конкретной траектории частицы существенно
меньше трудоемкости реализации поля , т.к. не
требуется “перебор” по  для определения

.
В табл. 1 приведены оценки функции

 и соответствующие значения средне-
квадратических погрешностей  для поля Воро-
ного (при ) и сеточной аппроксимации (при

). Здесь  – число траекторий.
Для двух вариантов поля – сеточного и Вороного

– при  были вычислены оценки функции
 в точках , приведенные на

графиках рис. 1, причем доверительные интервалы

имеют ширину , почти точно
совпадающую с размерами значков узловых зна-
чений. Затем на основе линейной регрессионной
аппроксимации (при ) были получены
оценки коэффициентов , a (см. табл. 2).

Таким образом можно констатировать, что в
решаемой задаче результаты, полученные на ос-
нове поля Вороного и соответствующей сеточной
аппроксимации, практически совпадают. Трудо-
емкость при переходе к оптимальной аппрокси-
мации сокращается примерно в 2 раза.

Расхождение оценок можно, в частности, объ-
яснить ограничением области моделирования
вспомогательного точечного потока, хотя значе-
ние  вычисляется без этого ограничения.

7. Остановимся теперь вкратце на возможно-
сти обоснования предельного гауссовского рас-
пределения величины  для сеточной модели по-
ля  в рассматриваемой задаче. Обозначим через

σ ( )h r
−| |ir r

σ ( )h r

−σexp( )t cJ t
δ

= 0m
= ≈ opt1M M sN

= 2.186L
'/t tJ J = 1,...,10,...,20t

±σ ±  '= D( / )/t t tJ J N

≤ ≤15 20t
2d

L

λ
σ

Таблица 1. Значения  при ,
 

t Поле Вороного Сеточная 
аппроксимация

1 0.124241 ± 0.000002 0.124242 ± 0.000002
5 0.173513 ± 0.000002 0.173495 ± 0.000002

10 0.129121 ± 0.000002 0.129093 ± 0.000002
15 0.096155 ± 0.000002 0.096152 ± 0.000002
20 0.071678 ± 0.000002 0.071699 ± 0.000002

−σ ± δ exp( )t cJ t × 9= 4 10sN
= 2.186L

Рис. 1. Оценки логарифмической производной и регрессионная аппроксимация.
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 число элементов сетки (кубиков), полно-
стью или частично принадлежащих области 
объема . Предполагается, что при  выпол-
няется соотношение (в частности, для куба, ци-
линдра, шара)

(8)

где  – размер вписанной в D части сетки. Рас-
смотрим равенство , причем

, где  – “действующий” объем в D
сеточного элемента (в основном, вследствие (8)

), а  – независимые значения по-
ля , равномерно распределенные в ,
причем .

Далее предполагается, что

(9)

Формула Тейлора 2-го порядка с малыми прира-
щениями , , дает соотношение

которое позволяет сделать предположение (фак-
тически численно проверенное, как и (9), для те-
стового шара [3]) о том, что

(10)

Используя полученные соотношения на основе
формулы Тейлора 2-го порядка, получаем следу-
ющее асимптотическое представление

причем , |ηN| ≤

≤ . Отсюда, используя метод харак-
теристических функций и выполнение 
условий Линдеберга ([9], глава 3, параграф 4, (с))

для  вследствие ограниченности

величин , получаем следующее утверждение.
Теорема 1. Пусть выполняются соотношения

(9), (10) и  . Тогда, если n =

= hN N
D

V → 0h

+= ( ),h h hN n o n

hn
λ λ τ τ1= ( ,..., )N N

τ σ −v ,= ( 1)i i h i vi

= 3 /i hh V nv  σ ,h i
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τin

λ (0,0,...,0) = 0N ∀N

= , а , то величина  сходится

по распределению к стандартной нормальной слу-
чайной величине.

Отметим, что использование формулы Тейло-
ра более высокого порядка при условии равно-
мерной ограниченности соответствующих произ-
водных сохраняет утверждение Теоремы 1, так
как дополнительные слагаемые в асимптотике
оцениваются степенями величины .

Напомним, что  и, следовательно,
.

Интересно отметить, что Теорема 1 согласует-
ся с результатами работы [5], в которой нормали-
зация распределения  была получена на основе
экспериментов для малой величины типа .
Фактически это же показали расчеты для модель-
ной сферически слоистой мозаики [3].

В заключение отметим, что разработанная ме-
тодика может быть использована для исследова-
ния потока частиц любого типа. В частности, в [3]
путем исследования мировой статистики ВОЗ для
COVID-19 был выявлен интервал значимого су-
перэкспоненциального роста числа зараженных
индивидуумов.
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NUMERICAL-STATISTICAL INVESTIGATION OF SUPEREXPONENTIAL 
GROWTH OF THE MEAN PARTICLE FLUX WITH MULTIPLICATION 

IN A HOMOGENEOUS RANDOM MEDIUM
G. A. Mikhailova,b and G. Z. Lotovaa,b

aInstitute of computational mathematics and mathematical geophysics SB RAS, Novosibirsk, Russian Federation
bNovosibirsk State University, Novosibirsk, Russian Federation

The new correlative-grid approximation of a homogeneous random field is introduced for the effective nu-
merically-analytical investigation of the superexponential growth of the mean particles f lux with multiplica-
tion in a random medium. A complexity of particle trajectory realization is not dependent on the correlation
scale. The test computations for a critical ball with isotropic scattering showed high accuracy of the corre-
sponding mean flux estimates. For the correlative-grid approximation the possibility of Gaussian asymptotics
of the mean particles multiplication rate when the correlation scale decreases is justified.

Keywords: numerical statistical simulation, particles f lux, superexponential asymptotics, random medium,
the Voronoi mosaic, grid approximation
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Рассматривается неравенство Бернштейна для производной Рисса порядка  целых функ-
ций экспоненциального типа в равномерной норме на вещественной оси. Для этого оператора по-
лучена соответствующая интерполяционная формула; она имеет неравномерные узлы. При помо-
щи этой формулы при всех  найдено точное неравенство Бернштейна, а именно, выписа-
ны экстремальная целая функция и точная константа.

Ключевые слова: целые функции экспоненциального типа, производная Рисса, неравенство Берн-
штейна, равномерная норма, функции Бесселя
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α0 < < 1

α0 < < 1

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ИСТОРИЯ

Неравенства Бернштейна для производных
целого и дробного порядка тригонометрических
полиномов и целых функций экспоненциального
типа играют важную роль в теории приближения
функций. Обзор результатов по этой тематике
можно найти, например, в статьях [1–3]. В дан-
ной статье обсуждается неравенство Бернштейна
для производной Рисса порядка  на клас-
се С.Н. Бернштейна  целых функций экспо-
ненциального типа не выше  ограниченных
на вещественной оси. Исторические сведения и
подробную информацию о дробных интегралах и
производных Рисса можно найти в [4, гл. 25, 26].

Нас будет интересовать производная Рисса для
целых функций одной переменной из класса 
Этот класс содержит подкласс  целых
функций экспоненциального типа, представи-
мых в виде

α0 < < 1
σB

σ > 0,

σ.B

σ σ⊂V B

σ

−σ
( ) = ( ),itzf z e ds t

где  – комплекснозначная функция ограничен-
ной вариации. На функциях класса  производ-
ная Рисса порядка  определяется при помо-
щи множителя Фурье :

(1)

Таким определением пользовались, в частности,
П. Сайвин [5] и П.И. Лизоркин [6].

Из (1) видно, что производную Рисса в одно-
мерном случае можно считать дробной степенью

второй производной:  Для 
при  она превращается в классическую

производную порядка : 
При α = =  получается производная поряд-

ка 2m – 1 сопряженной функции: 

Для целого неотрицательного  класс  со-
держит пространство  тригонометрических по-
линомов порядка  с комплексными коэффици-
ентами. Для них, согласно (1), производная Рисса

задается при помощи множителя Фурье :

s
σV
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α| |t
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α α
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( ) = | | ( ).itzD f z t e ds t
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Для  определение (1) равносильно опре-
делению при помощи сингулярного интеграла

(2)

Интеграл (2) был введен Е.М. Стейном [7] при
 в связи с изучением потенциала Рисса в

многомерном случае. П.И. Лизоркин [8] и
С.Г. Самко [9] изучали представление дробных
производных в виде сингулярных интегралов для
произвольного  в связи с исследованием по-
тенциала Рисса. Будем считать, что производная
Рисса порядка  функции  опреде-
ляется при помощи формулы (2).

В данной статье нас будет интересовать точное
неравенство Бернштейна для производной Рисса
целых функций из :

(3)

в равномерной норме 
на числовой оси.

Неравенство (3) хорошо изучено при  А
именно, справедливы следующие утверждения.

Теорема A. Для производной Рисса порядка 
функции  имеет место интерполяционная
формула по равномерным узлам

(4)

со свойствами коэффициентов

1. , , ,

2. .

Как следствие, справедлива
Теорема B. При  выполняется точное нера-

венство Бернштейна

(5)

на функции  оно обращается в ра-
венство.

Н.И. Ахиезер [10] в случае  явно нашел
формулу (4) и, как следствие, из нее получил не-
равенство (5) с константой . П. Сайвин [5] пока-
зал, что для широкого класса операторов, дей-
ствующих на множестве  в частности, для про-
изводной Рисса, возможно представление вида

α0 < < 1

∞
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+ − + −α
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 1
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− μ α ≥
( 1) ( ) 0 ∈ Z α ≥ 1
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( 1) ( ) =

α ≥ 1

α α
σ≤ σ ∈|| || || ||, ,D f f f B

σ( ) = cosf x a x

α = 1

σ

σ,V

(4). Из его результатов следует, что коэффициен-
ты формулы (4) для производной Рисса порядка

 с точностью до множителя являются коэф-

фициентами Фурье функции, равной  при
 и -периодически продолженной на всю

ось. П.И. Лизоркин [6] установил их знакочере-
дование при  Пользуясь этим, он обосновал
неравенство (5) для всех  на множестве .

Неравенство (5) выполняется с константой 
также в пространствах Lp, , как для по-
линомов, так и для целых функций. В этом можно
убедиться, применив неравенство треугольника к
(4). Кроме того, в , , константа  яв-
ляется точной. В случае тригонометрических по-
линомов оценку снизу дает полином . В случае
целых функций это доказал П.И. Лизоркин [6],
построив последовательность целых функций из

, сходящуюся к . Более того, он пока-

зал, что неравенство с константой  при 
точное, но не обращается в равенство ни на какой
функции.

В 1935 г. Г.Т. Соколов [11] исследовал постав-
ленную С.Н. Бернштейном задачу о нахождении
точной константы  в неравенстве

(6)

Он установил неравенство (6) для полиномов из

 с константой  при . При  такой ре-
зультат содержится в более ранней работе Г. Сеге
[12]. А.И. Козко [13] явно нашел коэффициенты
интерполяционной формулы для производных
Вейля–Сеге, в частности, для производной Рисса
порядка  тригонометрических полиномов. На
этом пути он установил справедливость неравен-

ства (6) с константой  в , , для
.

Случай  представляется малоизучен-
ным. В 1935 г. Г.Т. Соколов [11] показал, что при

 для  справедливо строгое неравен-

ство  А.И. Козко [13], обобщил этот ре-
зультат на все четные . В.В. Арестов и П.Ю. Гла-

зырина [14], доказали, что  для 
при всех .

Теорема C. При  выполняется неравен-
ство

(7)
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ЛЕОНТЬЕВА

Это неравенство получил Г.Т. Соколов [11] на
множестве . Он исходил из интерполяционной
формулы по равномерным узлам и определял
знаки ее коэффициентов, пользуясь выпукло-
стью вверх функции  при  П. Сайвин
[5] аналогичными методами перенес неравенство
(7) на функции из класса 

В работе автора [15] рассматривалось неравен-
ство

в пространствах   на периоде. Было

доказано, что  при всех  тогда
и только тогда, когда 

2. НЕРАВЕНСТВО БЕРНШТЕЙНА
ДЛЯ СЛУЧАЯ 

Для формулировки результата нам понадобят-
ся некоторые свойства нормированных функций

Бесселя . Это четные це-
лые функции экспоненциального типа 1. По-
дробную информацию о них можно найти в кни-
гах [16] и [17, гл. 5, § 23]. Важно, что при 
функция  имеет счетное множество нулей, все
нули вещественные, простые и множество нулей
не имеет конечных предельных точек. Обозначим

через  положительные нули функции ,
занумерованные в порядке возрастания. В случае

 для нулей функции  ниже использу-
ется обозначение  Наконец, обо-
значим  – положительные нули функции

Теорема 1. При  для производной Рисса по-
рядка   на множестве функций 
верна интерполяционная формула

При помощи теоремы 1 доказывается основ-
ной результат данной статьи.

7 n

αt α0 < < 1.

σ.V

α ≤ α ∈ α ≥7 ( ) ( )|| || ( ) || || , , 0,
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2 sin 1
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Теорема 2. При ,  справедливы
следующие утверждения.

1. Экстремальной в неравенстве (3) является
функция , где

2. Точная константа  в неравенстве (3)
равна

3. Для величины  справедливо строгое нера-
венство

кроме того, она монотонно убывает от 2 до 1, когда
 возрастает от 0 до 1.

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
ИНТЕРПОЛЯЦИОННОЙ ФОРМУЛЫ

Для обоснования теоремы 1 использовалась
Теорема D (К. Фрапье, П. Оливье Olivier-1993,

Г.Р. Грозев, К.И. Рахман Rahman-1995). Пусть

,  – положительные нули функции
, расположенные в порядке возрастания. Тогда для

любой четной целой функции типа не выше , удовле-

творяющей условию  справедлива
квадратурная формула

(8)

При этом ряд в правой части (8) сходится абсо-
лютно.

Представим производную Рисса порядка
 функции  в точке  при помо-

щи интегральной формулы (2) и применим квад-
ратурную формулу (8) к четной целой функции

при , или . Свойство

 при  очевид-
но, выполняется. Экспоненциальный тип функ-
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ции  не выше  Наконец, с помощью соот-
ветствующих свойств функций Бесселя осу-
ществляется преобразование коэффициентов
полученной формулы.

Замечание. Квадратурные формулы по нулям
функций Бесселя успешно использовал Д.В. Горбачев
[20, 21] для решения многомерных экстремальных
задач для целых функций экспоненциального сфери-
ческого типа, а также экстремальных задач для
целых функций на полуоси со степенным весом.
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ЛЕОНТЬЕВА

BERNSTEIN INEQUALITY FOR RIESZ DERIVATIVE OF FRACTIONAL ORDER 
LESS THAN 1 OF ENTIRE FUNCTION OF EXPONENTIAL TYPE

A. O. Leont’evaa

aUral Federal University, Yekaterinburg, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS V.I. Berdyshev

We consider Bernstein inequality for the Riesz derivative of order  of entire functions of exponential
type in the uniform norm on the real line. The interpolation formula for this operator is obtained; this formula
has non-equidistant nodes. By means of this formula, the sharp Bernstein inequality is obtained for all

, more precisely, the extremal entire function and the exact constant are written out.

Keywords: entire functions of exponential type, Riesz derivative, Bernstein inequality, uniform norm, Bessel
functions
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1. ВВЕДЕНИЕ

Совместная логика задач и высказываний
QHC, рассматриваемая в настоящей работе, вве-
дена С.А. Мелиховым [1, 2]. В этой логике каждая
переменная и каждая формула имеет один из двух
сортов: либо высказывание, либо задача. Форму-
лы сорта высказывание и сорта задача связаны
между собой двумя модальностями ? и !. Приме-
нив ! к высказыванию , мы получим задачу ,
которую можно неформально понимать как “до-
казать высказывание ”. Применив ? к задаче ,
мы получим высказывание , которое можно
неформально понимать как “задача  имеет ре-
шение”. Создание и изучение системы QHC мо-
тивированы неформальным исчислением задач
А.Н. Колмогорова и лежат в русле исследований
конструктивной семантики Брауэра–Гейтинга–
Колмогорова, см., например, [3–6].

Ранее мы установили, что для интуиционист-
ского фрагмента совместной логики задач и вы-
сказываний QHC выполнены дизъюнктивное и
экзистенциальное свойства [7]. В данной заметке
доказаны аналоги теорем Эрбрана и Харропа для
логики QHC.

Приведем определение логики QHC, подроб-
но изложенное в [1] и [7]. Язык  логики QHC со-
стоит из множества индивидных переменных

, множества константных символов
 и двух множеств предикатных символов:

сорта высказывание  и сорта задача

p !p

p α
α?

α

Ω

0 1 2{ , , , }x x x
∈ #{ | }ic i

∈ 3{ | }iP i

 (  – некоторые индексные мно-
жества). Множество термов логики QHC состоит
из переменных  и констант .
Каждому предикатному символу приписано на-
туральное число, обозначающее его валентность.
Формулы логики QHC сорта высказывание (зада-
ча) будем обозначать строчными латинскими
(греческими) буквами.

Формула логики QHC определяется следую-
щим образом.

1. Если  ( ) – предикатный символ сорта вы-
сказывание (задача) валентности ,  – тер-
мы, то  ( ) – формула сорта вы-
сказывание (задача). Такие формулы называются
атомарными.

2. 0 – формула сорта высказывание,  – фор-
мула сорта задача. (0 и  соответствуют классиче-
ской и интуиционистской лжи.)

3. Если  – формулы сорта высказывание, то
, , , ,  – формулы

сорта высказывание.
4. Если  – формулы сорта задача, то ,

, , ,  – формулы сорта задача.
5. Если  – формула сорта высказывание, то  –

формула сорта задача.
6. Если  – формула сорта задача, то  – фор-

мула сорта высказывание.
Схемы аксиом и правила вывода логики QHC

следующие. В схемы аксиом вместо переменных
по формулам можно подставлять любые формулы
соответствующего сорта.

I. Все схемы аксиом и правила вывода класси-
ческой логики предикатов (в схемах аксиом

Φ ∈ 7{ | }i i # 3 7, ,

0 1 2{ , , , }x x x ∈ #{ | }ic i

P Φ
n 1, , nt t

1( , , )nP t t Φ 1( , , )nt t

⊥
⊥

,p q
∧( )p q ∨( )p q →( )p q ∃x p ∀x p

α β, α ∧ β( )
α ∨ β( ) α → β( ) ∃ αx ∀ αx

p !p

α α?
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участвуют переменные по формулам сорта выска-
зывание).

II. Все схемы аксиом и правила вывода интуи-
ционистской логики предикатов (в схемах акси-
ом участвуют переменные по формулам сорта за-
дача).

III. Дополнительные схемы аксиом и правила
вывода, перечисленные ниже.

1. ;
2. ;

3. ;

4. ;

5. ;
6. ;
7. .
Как доказано в [7], логика  полна относи-

тельно семантики типа Крипке с отмеченными
мирами. Приведем определение шкалы и модели
Крипке логики QHC.

Определение. Пусть  – язык логики QHC.
Шкала Крипке этого языка – это набор
(W, , где  – непустое частично упоря-
доченное множество возможных миров,  –
множество отмеченных миров, и выполнено
условие  Моде-
лью Крипке логики QHC называется пятерка

, где  – шкала
Крипке, D – функция, которая каждому 
сопоставляет непустое множество . Расширим
язык  множеством константных символов для
обозначения всех элементов  (будем отож-

дествлять эти константные символы и элементы
). Обозначим этот расширенный язык через

.  – соответствие между мирами (отмечен-
ными мирами)  и замкнутыми атомарными
формулами сорта задача (сорта высказывание)
языка . При этом выполнены следующие
условия:

1. если , то ;
2. если язык  содержит константу c, то она

принадлежит любому  для ;
3. если  – атомарная формула сорта

задача, ,  и , то
 (монотонность);

4. если , то  (здесь
 – некоторый предикатный символ валентности 

сорта высказывание или сорта задача языка ).

→ → →!( ) (! ! )p q p q
α → β → α → β?( ) (? ? )

!
p
p
α
α?

→?!p p
α → α!?
¬!0

QHC

Ω
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Ω( )D

a b ⊆a bD D
Ω
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Φ  1( , , )nb z z

 1( , , )na A z z ⊆1{ , , }n az z D
A n

Ω

Соответствие  между мирами множества W и
замкнутыми атомарными формулами в соответ-
ствующем языке продолжается индукцией по по-
строению формулы до соответствия между мира-
ми и всеми замкнутыми формулами в этом языке.
Для любого мира  ( ) полагаем 
( ). Индуктивный переход для классических
связок и кванторов определяется поточечно в ми-
рах множества Aud. Индуктивный переход для
интуиционистских связок и кванторов определя-
ется в мирах множества W как в шкалах Крипке
интуиционистской логики (см., например, [8]).
Индуктивный переход для модальностей опреде-
ляется следующим образом:

Если , то будем говорить, что формула 
истинна в мире w. Будем говорить, что формула
сорта задача (высказывание) истинна в модели
Крипке языка , если она истинна в любом мире
(отмеченном мире) этой модели Крипке.

Определение 2. Теорией в логике QHC называ-
ется множество  замкнутых формул, содержа-
щее все теоремы логики QHC и замкнутое отно-
сительно всех правил вывода логики QHC, кроме,

возможно, правила усиления . Теория непроти-

воречива, если она не содержит константы 0.
Замыканием  множества замкнутых формул

 называется наименьшая по включению теория,
содержащая множество . Множество  непроти-
воречиво, если теория  непротиворечива.

В [7] была доказана следующая теорема о пол-
ноте.

Теорема 1. 1) Если замкнутая формула языка 
выводима в логике QHC, то она истинна в любой
модели Крипке для языка .

2) Для любого непротиворечивого множества за-
мкнутых формул  логики QHC существуют модель
Крипке  и ее отмеченный мир такие, что в этом
мире модели  истинны все формулы из .

Как показано в [7], логика QHC является кон-
сервативным расширением интуиционистской
логики предикатов, и для ее интуиционистской
части выполнены следующие дизъюнктивное и
экзистенциальное свойства.

Теорема 2. 1) Пусть . Тогда
 или .

2) Пусть язык  содержит хотя бы одну кон-
станту и . Тогда для некоторой кон-
станты  выполнено .

Эти свойства, рассматриваемые для интуици-
онистской логики предикатов, могут быть уточ-
нены. Для классической логики предикатов име-



∈a W ∈ Auda ⊥a
 0a

α ⇔ α ∈ ? (для Aud)a a a

⇔ ∀ ∈  ∈ ! Aud( ) (для ).a p b a b b p a W

w A A

Ω

Γ

!
p
p
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ет место теорема Эрбрана, которая в некотором
смысле является уточнением экзистенциального
свойства (см., например, [9]). Кроме того, можно
рассматривать вывод из гипотез в интуиционист-
ской логике. Если ввести некоторые ограничения
на множество гипотез (они должны быть так на-
зываемыми харроповыми формулами), то воз-
можно доказать усиления дизъюнктивного и эк-
зистенциального свойств в интуиционистской
логике – теорему Харропа (см., например, [10]).
Поскольку логика QHC является расширением
как классической, так и интуиционистской логи-
ки предикатов, в ней оказывается возможным
установить аналоги этих результатов. Соответ-
ствующие результаты мы подробно излагаем
далее.

2. АНАЛОГИ ТЕОРЕМЫ ЭРБРАНА
ДЛЯ ЛОГИКИ QHC

Для удобства читателя приведем формулиров-
ку теоремы Эрбрана для классической логики
предикатов в языке без функциональных симво-
лов.

Теорема 3. Пусть формула  выводима
в классической логике предикатов, где  – бескван-
торная формула. Тогда существует конечное мно-
жество констант , что в классической
логике предикатов выводима формула , ...,

 

Логика  является консервативным рас-
ширением классической логики предикатов, по-
этому для нее автоматически выполнена теорема 3,
где  – бескванторная формула сорта высказыва-
ние без модальностей. Мы докажем аналоги тео-
ремы 3 для логики QHC, в которых будет рассмат-
риваться более широкий класс формул. Нефор-
мально, сначала в формуле идут кванторы
существования и модальности, а после них – бес-
кванторная часть. Формальное определение дано
ниже.

Определение 3. Определим класс формул  –
экзистенциальные формулы, основанные на формуле
сорта высказывание, как минимальный класс,
удовлетворяющий следующим условиям:

 бескванторные формулы сорта высказыва-
ние лежат в ;

 если , то ;
 если , то  и ;
 если , то .

Иными словами, экзистенциальные формулы,
основанные на формуле сорта высказывание p,
определены так: сначала идет приставка из кван-
торов существования и модальностей, а после по-
следнего квантора существования – бесквантор-

∃ ∃ ϕ1 nx x
ϕ

1,1 ,, , n mc c
ϕ 1,1 1[ /c x

{ } { }∨ ∨ ϕ ,1 1, ,/ ] [ ].n n m n n m nc x c x c x

QHC

ϕ

PropEx

•
PropEx

• ∈ Propp Ex ∃ ∈ Propxp Ex

• α ∈ PropEx α ∈? PropEx ∃ α ∈ Propx Ex

• ∃ ∈ Propxp Ex ∃ ∈! Propxp Ex

ная формула сорта высказывание p (т.е. p – ее бес-
кванторная часть).

Аналогично определяются экзистенциальные
формулы, основанные на формуле сорта задача 
(  – бескванторная часть). Обозначение: .

Нам понадобится следующая лемма. Будем
считать, что язык  содержит хотя бы одну кон-
станту.

Лемма 1. 1) .
2) .
Доказательство. 1) Очевидно в силу допусти-

мости правил вывода  и  (см. [1]).

2) Слева направа выполнено в силу допусти-

мости правила вывода . Теперь пусть

. Тогда найдется модель Крипке  и ее
мир  такие, что . Определим модель 
следующим образом: добавим мир u, который бу-
дет отмеченным миром, меньшим мира ;  со-
стоит из констант. Тогда , следовательно,

, откуда следует .
Теорема 4. Пусть имеется экзистенциальная

формула, основанная на формуле сорта задача ,
выводимая в логике QHC. Тогда существуют кон-
станты  такие, что в логике QHC выводи-
ма формула .

Доказательство. Докажем теорему по индук-
ции по длине приставки с кванторами и модаль-
ностями. Рассмотрим, с чего начинается экзи-
стенциальная формула, выводимая в логике
QHC.

Случай 1: она начинается с модальности ? или !.
По лемме 1 можно убрать модальность – полу-
чится также выводимая экзистенциальная фор-
мула.

Случай 2: она начинается с интуиционистско-
го квантора существования . Тогда по второ-
му пункту теоремы 2 найдется такая константа c
такая, что .

Случай 3: она начинается с классического
квантора существования. Так как формула по-
строена на основе формулы сорта задача, то после
блока из нескольких кванторов существования
обязательно встретится модальность ?. То есть
формула имеет вид . Поскольку

 (см. [1]), перекинем мо-
дальность вперед и получим такую формулу, так-
же выводимую в логике QHC: . Све-
ли к первому случаю.

Теперь докажем аналог теоремы Эрбрана для
экзистенциальных формул, построенных на ос-
нове формулы сорта высказывание. Начнем со
следующей леммы.

α
α ProbEx

Ω

⇔ QHC QHC !p p
α ⇔ α QHC QHC ?

!
p
p

!p
p

α
α?

αQHC _

w α_ ,w _

w uD
α_ ,u

α , ?u αQHC ?

α

1, , nc c
α 1 1[ / , , / ]n nc x c x

∃ ϕx

ϕQHC [ / ]c x

∃ ∃ α 1 ?nx x
∃ β ↔ ∃ βQHC ? ?x x

∃ ∃ α 1? nx x
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Лемма 2. Пусть имеется формула следующего ви-
да, выводимая в логике QHC: . То-
гда существуют константы  такие, что

.
Доказательство. Доказательство аналогично

тому, которое работает в классической логике
предикатов. Рассмотрим (возможно, бесконеч-
ное) множество формул вида  со
всеми возможными подстановками констант. Ес-
ли это множество противоречиво, то противоре-
чие выводится из его конечного подмножества –
и тогда выводима дизъюнкция формул с соответ-
ствующими подстановками. Если же оно непро-
тиворечиво, то рассмотрим модель Крипке  и ее
отмеченный мир w, в котором все эти формулы
истинны. Поменяем множество  так, чтобы в
нем остались только значения констант. По-
скольку формулы бескванторные, то их значения
не изменятся. Но при этом , что
противоречит условию.

Теперь докажем теорему, верную для любых
экзистенциальных формул, основанных на фор-
мулах сорта высказывание.

Теорема 5. Пусть имеется экзистенциальная фор-
мула, основанная на (бескванторной) формуле сорта
высказывание p, выводимая в логике QHC. Обозначим
через  переменные, которые стоят в послед-
нем блоке классических кванторов существования
(ближайшем к p), а через  – остальные пере-
менные. Тогда существуют константы ,

 такие, что в логике QHC выводима
формула  

.
Доказательство. Устраняем по очереди кван-

торы, начиная с внешнего. Пока мы не добрались
до последних классических кванторов, применя-
ем теорему 4. Когда же мы до них доберемся, ис-
пользуем лемму 2.

3. АНАЛОГ ТЕОРЕМЫ ХАРРОПА 
ДЛЯ ЛОГИКИ QHC

Для удобства читателя приведем формулиров-
ку теоремы Харропа для интуиционистской логи-
ки предикатов.

Определение 4. Определим класс харроповых
формул интуиционистской логики предикатов
как наименьший класс, удовлетворяющий следу-
ющим условиям:

 атомарные формулы и  харроповы;
 если  и  харроповы, то  харропова;
 если  харропова, то  харропова;
 если  харропова,  произвольная, то 

харропова.

∃ ∃ 1QHC ... nx x p
1,1 ,, , n mc c

∨ ∨  1,1 1 ,1 1, 1 ,QHC [ / , / ] [ / , / ]n n m n m np c x c x p c x c x

¬ 1 1[ / , , / ]n np c x c x

_

wD

∃ ∃_  1, ... nw x x p

1, , ny y

1, , kx x
1, , kc c

1,1 ,, , n md d
 1 1 1,1 1 ,1[ / , , / , / , , / ]k k n np c x c x d y d y ∨ ∨

 1 1 1, 1 ,[ / , , / , / , , / ]k k m n m np c x c x d y d y

• ⊥
• α β α ∧ β
• α ∀ αx
• α ξ ξ → α

Теорема 6. Пусть T состоит из замкнутых хар-
роповых формул.

1) Если , то  или .
2) Если , то для некоторой константы 

выполнено .
Логика QHC является консервативным рас-

ширением интуиционистской логики предикатов
и вместе с тем имеет более богатый язык. Поэтому
доказательство аналога теоремы Харропа для ло-
гики  будет иметь свои особенности. В част-
ности, изменится определение харроповой фор-
мулы – сначала необходимо определить строго
харроповы формулы.

Определение 5. Определим класс строго харро-
повых формул логики QHC как наименьший класс,
удовлетворяющий следующим условиям:

 атомарные формулы,  строго харроповы;
 если  и  строго харроповы, то  строго

харропова;
 если  строго харропова, то  строго хар-

ропова;
 если  строго харропова,  произвольная, то

 строго харропова;
 если  и  строго харроповы, то  строго

харропова;
 если  строго харропова, то  строго харро-

пова;
 если  строго харропова, то  строго харро-

пова.
Определим прямую сумму моделей Крипке

следующим образом. Будем считать, что множе-
ство константных символов языка  непусто.

Определение 6. Пусть  – 2 модели Крип-
ке, ,  – отмеченные миры. Их прямой
суммой  назовем модель , состоящую из
объединения моделей  и , к которым добави-
ли отмеченный мир w, меньший миров  и . Опре-
делим  – множество константных символов язы-
ка ; , где  –
всевозможные атомарные замкнутые формулы.

В дальнейших леммах рассматривается прямая
сумма двух моделей Крипке , ,

 – их отмеченные миры, w – добавленный
отмеченный мир.

Лемма 3. Пусть  – замкнутая строго харропо-
ва формула. Тогда  и .

Доказательство. Доказываем индукцией по
построению формулы.

Для атомарных формул утверждение леммы
выполнено по определению прямой суммы моде-
лей Крипке; для констант 0 и  утверждение лем-
мы так же выполнено, поскольку 0 и  ложны в
каждом мире.

α ∨ βT αT βT
∃ αT x c
α [ / ]T c x

QHC

• ⊥0,
• α β α ∧ β

• α ∀ αx

• α ξ
ξ → α

• p q ∧p q

• p !p

• α α?

Ω
_ _1 2,

∈ _1u ∈v _ 2

⊕_ _1 2 _
_1 _ 2

u v

wD
Ω ⇔  

v  ( ) ( ( ) и ( ))w A c u A c A c ( )A c

_ _1 2, ∈ _1u
∈v _ 2

A
u A ⇔v  A w A

⊥
⊥
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Пусть  (аналогично разбирается случай
). Тогда    

  .
Пусть . Предположим, что ,

. Тогда  . Пусть
 – константный символ языка . Имеем

, . В силу того, что  – за-
мкнутая строго харропова формула, получаем

. Отсюда . Обратно, если
, то  и  по монотонности

(см. [7] – для формул сорта задача логики  вы-
полнена монотонность отношения истинности).

Пусть . Предположим, что 
и . Тогда . Пред-
положим, что . Тогда  и  по моно-
тонности. Так как  и , имеем

 и . Отсюда , так как  – строго
харропова формула. Получаем . Обрат-
но, если , то  и  по
монотонности.

Пусть . Предположим, что  и .
Тогда  (мы обозначили че-
рез  множество отмеченных миров в полученной
модели ). В частности,  и , поскольку

. Так как  – строго харропова формула,
имеем . Отсюда , то
есть . Обратно, если , то  и 
по монотонности (  – формула сорта задача).

Пусть . Тогда  
  .

Определение 7. Определим класс харроповых
формул логики QHC как наименьший класс, удо-
влетворяющий следующим условиям:

 атомарные формулы,  харроповы;
 если  и  харроповы, то  харропова;
 если  харропова, то  харропова;
 если  харропова,  произвольная, то 

харропова;
 если  и  харроповы, то  харропова;
 если  харропова, то  харропова;
 если  харропова, то  харропова;
 если  строго харропова,  харропова, то

 харропова;
 если  харропова, то  харропова.

Ясно, что любая строго харропова формула яв-
ляется харроповой. Обратное неверно.

Лемма 4. Пусть  – замкнутая строго харропо-
ва формула. Тогда  и .

Доказательство. Доказываем индукцией по
построению формулы. Проверим только послед-
ние два случая индуктивного перехода (все про-

α ∧ β=A
= ∧A p q α ∧ β( ,u α ∧ β)v  ⇔ α( ,u 

β α βv v  , , )u ⇔ α β ⇔ α ∧ β  ( , )w w w
∀ α=A x ∀ αu x

∀ αv  x ∀ ∀ ∈ tt w d D α [ / ]t d x
∈ wc D Ω

α [ / ]u c x αv  [ / ]c x α[ / ]c x

α [ / ]w c x ∀ αw x
∀ αw x ∀ αu x ∀ αv  x

QHC

= ξ →αA ξ → αu
ξ → αv  ∀ ξ  α  ( )t w t t

ξw ξv  ξu
ξ → αu ξ → αv 

αu αv  αw α
ξ → αw

ξ → αw ξ → αu ξ → αv 

= !A p  !u p v  !p
∀ ∈  ( Aud )t w t t p

Aud
_ u p v  p

∈v, Audu p
w p ∀ ∈  ( Aud )t w t t p

 !w p  !w p  !u p v  !p
!p

α= ?A α αv ( ? , ? )u ⇔
⇔ α αv ( , )u ⇔ α ⇔ α  ?w w

• ⊥0,
• α β α ∧ β
• α ∀ αx
• α ξ ξ → α

• p q ∧p q
• p !p
• α α?
• p q

→p q
• p ∀xp

A
u A v  A w A

чие проверяются аналогично тому, как это было
сделано в лемме 3).

Пусть . Предположим, что .
Так как  – строго харропова формула, то ,

. Так как , , имеем ,
. Так как  – харропова формула, имеем
. Отсюда .

Пусть . Пусть  – константный
символ языка . Имеем , .
В силу того, что  – замкнутая харропова
формула, получаем . Отсюда .

Наконец, докажем аналоги теоремы Харропа
для логики QHC. Определение слабого вывода из
гипотез в логике  см. в [7].

Теорема 7. Пусть  – множество замкнутых
харроповых формул логики . Тогда, если

, то  или .

Доказательство. Предположим, что  и
. Тогда в силу теоремы 1 о полноте суще-

ствуют модели ,  и их отмеченные миры
, , что в этих мирах истинны все фор-

мулы из , но при этом , . Рассмотрим
их прямую сумму . Тогда в силу леммы 4
в нижнем мире  будут истинны все формулы из

, но .
Теорема 8. Пусть  – множество замкнутых

харроповых формул логики QHC. Тогда, если
, то существует такая константа , что

.
Доказательство аналогично доказательству

теоремы 7. В леммах 3 и 4 надо рассматривать
контрмодели для всех формул вида  и пря-
мую сумму всех этих моделей.

Замечание 1. Между отношениями слабой выво-
димости  и выводимости  в логике QHC имеет-

ся взаимосвязь. Обозначим через  ( ) множе-
ство формул сорта высказывание (задача) из мно-
жества формул . Тогда , 
(см. [7]). Поэтому теоремы 7 и 8 также выполнены,
если заменить в их формулировках слабую выводи-
мость  на выводимость .
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В работе представлена новая математическая модель переноса плазмы в спиральном магнитном по-
ле. Удержание плазмы в установке осуществляется за счет передачи импульса от магнитного поля с
винтовой симметрией вращающейся плазме. Математическая модель основана на стационарном
уравнении переноса плазмы в аксиально-симметричной постановке. Модель использует экспери-
ментальные данные, полученные на установке СМОЛА, созданной в ИЯФ им. Г.И. Будкера СО
РАН. Полученное с помощью численного моделирования распределение концентрации вещества
подтвердило эффект удержания, полученный в эксперименте. Получены зависимости интеграль-
ных характеристик вещества от глубины гофрировки магнитного поля, диффузии и потенциала
плазмы. Математическая модель разработана для предсказания параметров удержания плазмы в
проектируемых установках со спиральным магнитным полем.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Численное моделирование течения плазмы в
магнитном поле на основе сложных математиче-
ских моделей, включающих в себя описание мно-
гих тонких эффектов, имеет большую историю
[1–6] и значительные достижения. Эти исследо-
вания представляют существенный интерес для
управляемого термоядерного синтеза, изучения
стойкости материалов под воздействием мощных
тепловых нагрузок, лабораторного моделирова-
ния астрофизических процессов и ряда других
фундаментальных и прикладных научных задач.

Основным методом термоизоляции плазмы
является ее удержание в магнитном поле с раз-
личными конфигурациями. Наибольший про-
гресс достигнут в натурных и вычислительных
экспериментах [7–9] для систем с тороидальной
топологией магнитного поля. Современные успе-
хи математики в этой области вышли на очень

высокий уровень, созданы общедоступные паке-
ты для математического моделирования работы
таких систем.

Альтернативным подходом является удержа-
ние плазмы в открытых магнитных системах, где
поле близко к осесимметричному, а его силовые
линии пересекают границу области удержания в
двух точках [10]. Плюсами данного подхода явля-
ются более эффективное использование энергии
магнитного поля, масштабируемость и инженер-
ная простота системы. Основной научной зада-
чей физики открытых ловушек является сниже-
ние потерь частиц и энергии вдоль силовых ли-
ний магнитного поля в областях, где они
покидают область удержания. Достигнут боль-
шой прогресс в понимании физики открытых
магнитных конфигураций и достигнутых пара-
метров плазмы [11]. Свой вклад внесло математи-
ческое моделирование установок, основанных на
принципе многопробочного удержания [12–14].

Разнообразие и сложность параметров тече-
ния плазмы определяют необходимость создания
специализированных моделей различных про-
цессов. Универсальной модели нет. Математиче-
ские модели физики плазмы характеризуются
различными пространственно-временными мас-
штабами и особенностями протекания процес-
сов. Обычно такие модели объединяют уравне-
ния механики сплошной среды с учетом действия
электромагнитных сил и уравнения Максвелла.
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В зависимости от выбора приближения различа-
ют кинетические, магнитогидродинамические и
транспортные модели плазмы [15].

Удержание плазмы магнитным полем с винто-
вой симметрией было предложено в качестве раз-
вития метода многопробочного удержания [16]. В
системе отсчета вращающейся плазмы движение
магнитных возмущений имеет компоненту ско-
рости, сонаправленную с магнитным полем, что
позволяет передавать импульс запертым части-
цам. Столкновения между пролетными и запер-
тыми частицами обеспечивают эффективную си-
лу, действующую на плазму в целом и способ-
ствующую возврату ионов в область удержания.

Установка СМОЛА (Спиральная Магнитная
Открытая Ловушка) разработана и построена в
2017 г. в Институте ядерной физики СО РАН
им. Будкера для экспериментальной проверки
этой идеи [17, 18]. Область, в которой удерживает-
ся плазма в установке СМОЛА, с одной стороны,
ограничена классической пробкой, с другой –
многопробочной секцией с винтовым магнитным
полем. В эксперименте варьируются такие пара-
метры, как продольное магнитное поле, соотно-
шение продольного и винтового магнитных по-
лей, плотность и скорость вращения плазмы.
Установка СМОЛА предназначена для моделиро-
вания эффектов винтового удержания при низ-
кой (а потому легко достижимой) температуре
плазмы. Для масштабирования винтового удер-
жания на системы термоядерного класса необхо-
димы детальное сравнение экспериментально на-
блюдаемых потоков вещества с модельными и
дальнейший расчет эффективности системы
большего масштаба на основе математической
модели. В настоящее время показано соответ-
ствие наблюдаемых результатов приближенным
теоретическим оценкам. В то же время, точного
аналитического решения для теории винтового
удержания не построено, поэтому сравнение мо-

жет опираться на результаты численного реше-
ния уравнений движения плазмы.

Математическая модель переноса вещества в
винтовом магнитном поле построена на основе
уравнений из работ [17–19] и параметров уста-
новки СМОЛА. Математическое моделирование
процесса было проведено впервые в работе [20].
Развитием этого нового направления исследова-
ний является определение параметров процесса,
которые невозможно измерить в эксперименте,
включение в расчеты сложных конфигураций
магнитного поля. Цель работы состоит в предска-
зании параметров удержания установок на стадии
их проектирования.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
В моделируемом эксперименте происходит

установление параметров плазмы и электромаг-
нитного поля в течение 40 мс и затем наступает
фаза, когда процесс стационарен в течение
120 мс, после чего разряд отключается. Основная
задача экспериментов и математического моде-
лирования состоит в исследовании удержания
плазмы, при которых все параметры постоянны.
Рассмотрим движение плазмы в центральной части
ловушки, имеющей форму цилиндра (см. рис. 1).
Вещество входит в область удержания из источ-
ника плазмы через левый торец цилиндра и выхо-
дит в расширитель через правую границу. Тече-
ние плазмы осесимметрично, что позволяет огра-
ничиться двумерной постановкой задачи [21].
Таким образом, удержание плазмы в спиральном
магнитном поле должно описываться стационар-
ными уравнениями в поперечном сечении цен-
тральной части установки в плоскости (r, z).

В статье [19] получены выражения для компо-
нентов радиального и продольного переноса ча-
стиц в винтовом магнитном поле. Система уравне-
ний описывает динамику плазмы в МГД-прибли-
жении в аксиально-симметричной постановке.
Различия в движении запертых и пролетных ионов
учитываются в виде эффективной силы трения,
зависящей от взаимной скорости компонент и
доли запертых частиц. Продольная сила, действу-
ющая на плазму, возникает в результате взаимо-
действия радиального электрического тока захва-
ченных ионов с азимутальной компонентой вин-
тового магнитного поля. Учитывается диффузия
плазмы поперек магнитного поля. Исключение
зависимых переменных сводит систему уравне-
ний к уравнению неразрывности потока.

Рассмотрим область  в попе-
речном сечении центральной части установки
(рис. 1). В безразмерных величинах область явля-
ется единичным квадратом. Считаем, что веще-
ство не достигает стенок ловушки, на оси z ставим
условие симметрии, на входе и выходе вещества

[ ] [ ]×max max0, 0,r z

Рис. 1. Схема центральной части ловушки. Расчет-
ная область в поперечном сечении образца, спи-
ральные магниты (желтый) и течение плазмы (крас-
но-желтый).

r

z
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задаем граничное распределение концентрации
вещества  и . Для
расчетов использованы экспериментальные дан-
ные [11] для распределения концентрации на гра-
ницах (рис. 2 а). Таким образом, стационарная за-
дача имеет вид:

(1)

где u – концентрация вещества, ,
Эв и  – ионная и элек-

тронная температуры,  – отношение длины си-
стемы к длине свободного пробега  иона,

 – доля запертых частиц, l = 216 см – длина
системы вдоль силовой линии, Z – среднее заря-
довое число одного иона, D – коэффициент диф-
фузии в поперечном поле. Доля запертых частиц
κ(r,   + 1,
где  – глубина гофрировки. Параметр

 является отношением скорости звука

 и продольной скорости  движения
магнитных возмущений при вращении плазмы в
собственном амбиполярном электрическом поле.
В уравнении (1) физические величины обезраз-
мерены на: , , , ,

=( ,0) ( )Lu r u r =max( , ) ( )Ru r z u r
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, где a = 8 см – граница камеры, в которой
может существовать плазма.

Известно, что величина потенциала снижается с
увеличением z за счет наличия поперечной прово-
димости плазмы. Его распределение в пространстве
задается как убывающая вдоль оси производная аб-
солютной величины электрического поля (рис. 3 а):

 Измеряемый с помо-

щью зондов потенциал плазмы в экспериментах
на установке СМОЛА зависит от параметров экс-
перимента. Максимум  варьируется в пределах
от  до . Максимальное значение безраз-
мерного потенциала  для установок следующего
поколения, в которых возможно использование
принципа винтового удержания, также лежит в
этих же пределах [22, 23]. Экспериментально на-
блюдаемое распределение потенциала в централь-
ной области плазмы (при значениях радиуса мень-
ших 0.6 в безразмерных величинах) близко к квад-
ратичному, далее в периферийной области
плазмы производная потенциала по радиусу сни-
жается. Погрешность измерения потенциала в
эксперименте составляет около 5%. Степень и
коэффициенты аппроксимирующего полинома
подобраны таким образом, чтобы его отклонение
от экспериментально измеренных в референсном
эксперименте значений было сопоставимым с
экспериментальной погрешностью.

3. МЕТОД РЕШЕНИЯ

Задача (1) была реализована методом установ-
ления [20] и более экономичным методом верх-
ней релаксации [24] при параметре релаксации

 и аппроксимации смешанной произ-
водной на шаблоне [25]. Можно заметить, что за-

=0 eT T

( ) ∂ ϕΦ = −
∂

( )0.002( , ) 1 .
rzr z

h r

ϕ
2 eT e 3 eT e

ϕ

ω = −2 ( )O h

Рис. 2. Концентрация плазмы (а) по сечениям оси z. Расчетное (линия) и экспериментальное (квадратики) граничное
распределение плазмы на входе (черный) и на выходе (красный). Расчетное распределение плазмы внутри области
(синие линии). Распределение концентрации плазмы (б) в поперечном сечении установки.
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дача (1) содержит параметр , получен-
ный аппроксимацией экспериментальных данных,
здесь A = 20. На оси при r = 0 параметр  ограничен
значением при , где ρB =  – лармо-
ровский радиус. Для параметров установки
СМОЛА  см. Это обусловлено тем,
что ион движется по ларморовской орбите (вра-
щается в магнитном поле), поэтому его радиаль-
ная координата осциллирует. В рассматриваемой
модели все воздействия усредняются, иону при-
писывается координата центра окружности, по
которой он движется в магнитном поле. То есть
координата равна нулю для ионов, которые обле-
тают ось вокруг и находятся на расстоянии лар-
моровского радиуса от нее. Поэтому для исклю-
чения особенностей решения при расчетах в
окрестности оси симметрии безразмерный пара-
метр  задается следующим образом:

Наряду с другими преимуществами, метод ре-
лаксации интересен удобством использования в

ζ =( ) 1/r Ar

ζ
= ρBr /

iTV mc eB

ρ ≈ −0.3 0.4B

ζ

> ρζ =  ρ ρ ≥ ≥

1 , ,
( )

1 , 0.
B

B B

Ar r
r

A r

цилиндрических координатах. Принцип выраже-
ния искомого элемента через соседние по схеме
точек вида “крест” универсально и не зависит от
выбора системы координат.

На рис. 2а приведены экспериметальные значе-
ния концентрации плазмы на входе (квадратики) и
на выходе (кружочки) и их интерполяция вида:

Потенциал электрического поля  введен в
виде полинома (рис. 3а), интерполирующего экс-
периментальные данные:
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Рис. 3. Зависимости от радиуса установки (а) модуля потенциала электрического поля (черная линия) и его производ-
ной (синяя линия). Распределение концентрации плазмы по сечению оси z = 0.4 при различных значениях коэффи-
циента диффузии (б), производной абсолютной величины электрического поля (в) и глубины гофрировки (г).
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4. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

В ходе моделирования переноса вещества в
винтовом магнитном поле получены распределе-
ния концентрации при различных значениях глу-
бины гофрировки магнитного поля, диффузии и
потенциала плазмы. Для дальнейшего анализа
результатов расчетов и сравнения с данными экс-
периментов приводятся сечения вдоль оси z
(рис. 2а). Распределение концентрации плазмы
показано в расчетной области, имеющей в безраз-
мерном виде форму единичного квадрата (рис. 2б).
Расчеты показывают убывание плотности плаз-
мы, что подтверждает эффект удержания, наблю-
даемый в экспериментах.

Так как в эксперименте датчик, измеряющий
концентрацию плазмы, находится при z = 0.4, то
на рис. 3 приведены результаты расчетов только в
этом сечении. Проведены вычислительные экс-
перименты для различных допустимых значений
коэффициента диффузии, производной абсолют-
ной величины электрического поля и глубины
гофрировки. Расчеты показали, что при умень-
шении коэффициента диффузии в поперечном
поле вещество начинает прижиматься к оси. Сов-
падение расчетных распределений с эксперимен-
тальными с учетом конечной точности экспери-
ментальных изменений достигается при коэффи-
циенте диффузии в диапазоне D = 0.01–0.1.
Дальнейшие расчеты проводились при D = 0.1.
С увеличением производной абсолютной величи-
ны электрического поля и глубины гофрировки
наблюдается сжатие плазменного шнура к оси.
Полученные результаты соответствуют экспери-
ментальным данным. В дальнейшем описанный
метод может быть использован для прогнозиро-
вания работы действующих и проектируемых
установок для удержания плазмы в винтовом маг-
нитном поле. Одной из основных задач для по-
добного прогнозирования будет корректное
определение граничных условий и численных ко-
эффициентов в уравнении переноса без исполь-
зования априорно известных экспериментальных
распределений параметров плазмы. Для этого
планируется проведение расчетов, с использова-
нием известного точного граничного условия на
бесконечности. В качестве распределения плот-
ности плазмы на выходе из секции улучшенного
удержания будет приниматься значение решения
при z = 1.

5. ВЫВОДЫ

Представлена математическая модель перено-
са плазмы в спиральной открытой магнитной ло-
вушке СМОЛА. Получены зависимости инте-
гральной характеристики плотности вещества от
глубины гофрировки магнитного поля, диффу-
зии и потенциала плазмы. Наблюдается каче-

ственное соответствие смоделированных зависи-
мостей экспериментальным данным при значе-
ниях безразмерного коэффициента диффузии
D = 0.01–0.1 и средней по сечению глубины гоф-
рировки . В расчетах наблюдается эф-
фект пинчевания (уменьшения среднего радиуса)
плазменной струи, проявляющийся и в экспери-
менте. Дальнейшая работа будет направлена на
расширение области параметров, при которых
модель обладает достаточной предсказательной
силой.
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MATHEMATICAL MODEL OF PLASMA TRANSFER
IN A HELICAL MAGNETIC FIELD
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The paper presents the results of mathematical modeling of plasma transfer in a spiral magnetic field using
new experimental data obtained at the SMOLA trap created at the Budker Institute of Nuclear Physics SB
RAS. Plasma confinement in the trap is carried out by transmitting a pulse from a magnetic field with helical
symmetry to a rotating plasma. New mathematical model is based on a stationary plasma transfer equation in
an axially symmetric formulation. The distribution of the concentration of the substance obtained by numer-
ical simulation confirmed the confinement effect obtained in the experiment. The dependences of the inte-
gral characteristics of the substance on the depth of corrugation of the magnetic field, diffusion and plasma
potential are obtained.
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