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1. ВВЕДЕНИЕ

Во многих задачах тестирования и генериро-
вания данных с заданными свойствами [1, 2], ма-
шинного обучения [4, 5, 8], и прогнозирования
[6, 7] возникают математические модели, сформу-
лированные в терминах систем уравнений с инте-
гральными компонентами от аналитических функ-
ций. Уравнения подобного класса являются ос-
новой некоторых задач математической статисти-
ки и оценивания [9], энтропийной эконометри-
ки [10], прогнозирования ценообразования фи-
нансовых инструментов [11] и др.

Вычисление многомерных интегралов и после-
дующее решение уравнений с неизвестными свой-
ствами представляет собой серьезную проблему,
как алгоритмическую, так и ресурсную [12–15].

В данной работе развивается аналитический
метод приближенного решения нелинейных урав-
нений с интегральнными компонентами, основан-
ный на использовании степенных рядов. Разра-
ботаны правила вычисления многомерных инте-
гралов от аналитических функций и рекуррентная
процедура решения систем нелинейных с полино-
миальной левой частью.
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2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассмотрим класс нелинейных уравнений от-

носительно вектора x, содержащих интегральные
компоненты по параметрам a следующего вида:

∫
A

ψ(𝑓𝑗(a, x))𝑑a = 0, 𝑗 = 1, 𝐽. (1)

В этих уравнениях:
● ψ(𝑓𝑗)–– аналитическая функция от перемен-

ных 𝑓𝑗, принимающих значения в 𝑅1, и ψ(0) = ψ0;
● 𝑓𝑗(a, x)–– полиномы по двум группам пе-

ременных: x ∈ 𝑅𝑛 и a ∈ A ⊂ 𝑅𝑟, степени 𝑞(𝑗),
и 𝑓𝑗(0, 0) = 0 для всех 𝑗 = 1, 𝐽;

● множество A–– 𝑟-мерный параллелепипед
в 𝑅𝑟 со сторонами (𝑏 − 𝑎), и объемом 𝑣 = (𝑏 − 𝑎)𝑟.

Особенность рассматриваемого класса нели-
нейных уравнений состоит в том, в них входят, так
называемые, интегральные компоненты –– опреде-
ленные многомерные интегралы 𝑟-го порядка по
множеству A. Используя специфику многомерно-
го интегрирования, а именно, простую конфигура-
цию множеств определения интегралов, свойство
аналитичности подинтегральных функций и поли-
номиальную структуру функций 𝑓𝑗 разработан ме-
тод аналитического вычисления многомерных ин-
тегралов и последующего аналитического решения
системы уравнений с полиномиальными нелиней-
ностями. Развиваемый метод основан на степен-
ном представлении аналитических функций и ис-
пользовании абстрактных степенных рядов [16, 17].
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3. АНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД
МНОГОМЕРНОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ

Поскольку функция ψ(𝑓𝑗)–– аналитическая от
скалярной переменной 𝑓𝑗, то ее можно представить
сходящимся на бесконечной числовой оси степен-
ным рядом Тейлора-Маклорена:

ψ(𝑓𝑗) = ψ0 +
∞

∑
𝑠=1

1
𝑠!

𝑑𝑠ψ
𝑑𝑓 𝑠

𝑗
∣0 𝑓 𝑠

𝑗 . (2)

В частности, если ψ(𝑓𝑗) = exp(𝑓𝑗), то

ψ(𝑓𝑗) = exp(𝑓𝑗) = 1 +
∞

∑
𝑠=1

(−1)𝑠

𝑠!
𝑓 𝑠

𝑗 . (3)

Если используется конечное число членов ря-
да, равное 𝑆(𝑖), то ошибка аппроксимации δ𝑆 =
= ∣ exp(𝑓𝑗) −∑𝑆(𝑗)

𝑠=1 ●∣ оценивается следующим нера-
венством [18]:

δ𝑆 =
ν

1 − ν
, ν = 𝑀

𝑆(𝑗) + 1
< 1, −𝑀 ⩽ 𝑓𝑗 ⩽ 𝑀. (4)

По определению функции 𝑓𝑗(a, x) заданы полино-
мами степени 𝑞(𝑗). Последние построены из век-
торов, компоненты которых состоят из лексикогра-
фически упорядоченных произведений компонент
векторов a и x:

𝑓𝑗(a, x) =
𝑞(𝑗)

∑
𝑘=1

∑
(ℎ1+ℎ2+⋯+ℎ𝑟)=𝑘

𝑎ℎ1
1 ⋯𝑎ℎ𝑟

𝑟 𝐵(𝑖)ℎ1,…,ℎ𝑟
+

+ ∑
(𝑡1+𝑡2+⋯+𝑡𝑛)=𝑘

𝑥𝑡1
1⋯𝑥𝑡𝑛

𝑛 𝐶(𝑖)𝑡1,…,𝑡𝑛
+

+ ∑
(ℎ1+ℎ2+⋯+ℎ𝑟)+(𝑡1+⋯+𝑡𝑛)=𝑘

(𝑎ℎ1
1 ⋯𝑎ℎ𝑟

𝑟 )×

×(𝑥𝑡1
1⋯𝑥𝑡𝑛

𝑛 )𝐷(𝑖)ℎ1,…,ℎ𝑟;𝑡1,…,𝑡𝑛
.

(5)

В этом равенстве 𝐵(𝑗)ℎ1,…,ℎ𝑟
, 𝐶(𝑗)𝑡1,…,𝑡𝑛

, 𝐷(𝑗)ℎ1,…,ℎ𝑟;𝑡1,…,𝑡𝑛
–– за-

данные коэффициенты.
Совмещая равенства (2), (6), получим полином,

который имеет следующую структуру:

ψ(𝑓𝑗(a, x)) = ψ0 −
𝑟

∑
𝑚=1

𝑎𝑚 ̃𝐴(𝑗)𝑚 +
𝑛

∑
𝑙=1

𝑥𝑙 ̃𝐵(𝑗)𝑙 +

+
𝑟

∑
(𝑚1,𝑚2)=1

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2
̃𝐴(𝑗)𝑚1,𝑚2

+
𝑛

∑
(𝑙1,𝑙2)=1

𝑥𝑙1 𝑥𝑙2
̃𝐵(𝑗)𝑙1,𝑙2

+

+
𝑟,𝑛

∑
𝑚1=1,𝑙1=1

𝑎𝑚1 𝑥𝑙1
̃𝐶(𝑗)𝑚1,𝑙1

+⋯ +…

+(
𝑟

∑
𝑚=1

𝑎𝑚 ̃𝐴(𝑗)𝑚 +
𝑛

∑
𝑙=1

𝑥𝑙 ̃𝐵(𝑗)𝑙 +

+
𝑟

∑
(𝑚1,𝑚2)=1

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2
̃𝐴(𝑗)𝑚1,𝑚2

+
𝑛

∑
(𝑙1,𝑙2)=1

𝑥𝑙1 𝑥𝑙2
̃𝐵(𝑗)𝑙1,𝑙2

+

+
𝑟,𝑛

∑
𝑚1=1,𝑙1=1

𝑎𝑚1 𝑥𝑙1
̃𝐶(𝑗)𝑚1,𝑙1

+⋯+)2 +…

(6)

В этом выражении коэффициенты ̃𝐴(𝑗), ̃𝐵(𝑗), ̃𝐶(𝑗),
… формируются из коэффициентов 𝐵(𝑗)ℎ1,…,ℎ𝑟

, 𝐶(𝑗)𝑡1,…,𝑡𝑛
,

𝐷(𝑗)ℎ1,…,ℎ𝑟;𝑡1,…,𝑡𝑛
и коэффициентов ряда (3).

Из выражения (6) следует, что многомерный
интеграл в (1) трансформируются в произведение
одномерных интегралов от простых (степенных)
функций следующего вида:

𝐼𝑘(ℎ1, … , ℎ𝑟) = ∫
A

𝑎ℎ1⋯𝑎ℎ𝑟
𝑟 𝑑𝑎1⋯𝑑𝑎𝑟 =

= ∫
𝑏

𝑎
⋯∫

𝑏

𝑎
𝑎ℎ1⋯𝑎ℎ𝑟

𝑟 𝑑𝑎1⋯𝑑𝑎𝑟,
𝑟

∑
𝑗=1

ℎ𝑗 = 𝑘.
(7)

Если все показатели (ℎ1, … , ℎ𝑟) ⩾ 1, то

𝐼𝑘(ℎ1, … , ℎ𝑟) =
𝑟

∏
𝑗=1

𝑏ℎ𝑗+1 − 𝑎ℎ𝑗+1

ℎ𝑗 + 1
. (8)

Если среди показателей ℎ𝑗, 𝑝 показателей
(ℎ𝑡1, … ℎ𝑡𝑝) = 0, то

𝐼𝑘(ℎ1, … , ℎ𝑟) =
𝑟−𝑝

∏
𝑗=1

𝑏ℎ𝑗+1 − 𝑎ℎ𝑗+1

ℎ𝑗 + 1
× (𝑏 − 𝑎)𝑝. (9)

4. АНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ
НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

С ПОЛИНОМИАЛЬНОЙ ЛЕВОЙ ЧАСТЬЮ
В результате решения проблемы многомерного

интегрирования левая часть системы уравнений (1)
приобретает полиномиальную форму степени 𝑞:

𝑞

∑
𝑘=1

𝐵[𝑘] x[𝑘] = Ψ0, (10)

где:
● компоненты векторов x[𝑘] представляют со-

бой лексикографически упорядоченные произве-
дения 𝑥ℎ1⋯𝑥ℎ𝑛

𝑛 , где ℎ1 +⋯ + ℎ𝑛 = 𝑘; размерность век-
торов x[𝑘] равна 𝑤(𝑘);

● матрица 𝐵[𝑘], размером (𝐽 × 𝑤(𝑘));
● вектор Ψ0 имеет размерность, равную 𝐽 –– ко-

личеству уравнений в системе (1); его компоненты
не зависят от переменной x.
Аналитическое решение этого уравнения будем ис-
кать, формируя метод, адаптирующий и развива-
ющий подход, основанный на свойствах абстракт-
ных степенных рядов и неявных функций [16, 19,
17].

Определим семейство систем уравнений следу-
ющего вида:

Φ(x, ε)=𝐵[1] x[1] + ε
𝑞

∑
𝑘=2

𝐵[𝑘]x[𝑘] = Ψ0, 0⩽ε⩽1. (11)
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Пусть неявная функция x(ε), определяемая уравне-
нием (11) для ε ∈ [0, 1], единственна и аналитиче-
ская [16].

При ε = 0 имеем, так называемую, порождаю-
щую систему:

𝐵[1] x[1] = Ψ0. (12)

Здесь x[1] = x ∈ 𝑅𝑛, и матрица 𝐵[1] имеет размер
(𝐽 × 𝑛). Решение порождающей системы будем на-
зывать базовым решением

x(●) = (𝐵(1))−1 Ψ0. (13)

При ε = 1 имеем исходную систему (10). Если
0 ⩽ ε ⩽ 1, то решения систем этого семейства за-
висят от параметра ε, т.е. решения x∗ = x∗(ε). По-
скольку левая часть в уравнении (10) полиномиаль-
ная функция степени 𝑞, то она имеет 𝑞 производ-
ных, т.е. является аналитической функцией.

В силу свойств неявной функции Φ(x, ε), обо-
значенных выше, будем искать решение этой си-
стемы уравнений в виде абстрактного степенного
ряда по параметру ε, т.е.

x∗ = x(●)+ε x(𝐼)+ε2x(𝐼𝐼)+⋯ = x(●)+ ∑
𝑖=𝐼,𝐼𝐼,…

ε𝑖x(𝑖), (14)

где x(●) –– базовое решение, x(𝑖) –– 𝑖-ая коррекция
к базовому решению.

Для получения соответствующих коррекций
к базовому решению подставим ряд (14) в уравне-
ния (10) и рассмотрим следующую систему уравне-
ний:

0 = 𝐵[1]
⎛
⎝

x(●) +∑
𝑖

ε𝑖 x(𝑖)
⎞
⎠
+

+ε
𝑞

∑
𝑘=2

𝐵[𝑘]
⎛
⎝

x(●) +∑
𝑖

ε𝑖 x(𝑖)
⎞
⎠

[𝑘]

.
(15)

Переформатируем ее, учитывая определение базо-
вого решения x(●) и расположив члены в левой ча-
сти по степеням параметра ε:

0 = ε (𝐵[1] x(𝐼) +𝐵[2] x(●) ⊗ x(●))+
+ε2 (𝐵(1) x(𝐼𝐼) +𝐵[2] (x(●) ⊗ x(●) + 2 x(●) ⊗ x(𝐼)))+
+ε3 (𝐵[1] x(𝐼𝐼𝐼) + 2 𝐵(2) (x𝐼 ⊗ x(𝐼) + x(●) ⊗ x𝐼𝐼) +
+ 3 𝐵[3] (x(●) ⊗ x𝐼 ⊗ x𝐼 + x(●) ⊗ x(●) ⊗ x𝐼))+

+⋯⋯+ .
(16)

Здесь символ ⊗ означает кронекерово произведе-
ние векторов (матриц). Для того чтобы ряд в (16)
обращался в ноль при любых значениях ε ∈ [0, 1]
необходимо обращение в ноль его коэффициентов.
Отсюда получаем систему рекуррентных уравне-
ний, определяющих соответствующие коррекции
базисного решения.

Таким образом, доказана, с учетом теоремы 20.1
и 20.2 [16], следующая

Теорема 1. Пусть в уравнении (11) якобиан функ-
ции Φ(x, ε) по переменной x не вырожден, т.е.

det 𝑀(x, ε) ≠ 0, для всех x ∈ 𝑅𝑛, ε ∈ [0, 1], (17)

где

𝑀(x, ε) = [𝜕Φ
𝜕x
] . (18)

Тогда решение уравнения (11) определяется рядом (14)
при ε = 1 и коррекции базового решения в (14) опреде-
ляются следующей последовательностью рекуррент-
ных уравнений:

x(𝐼) = (𝐵[1])−1 𝐵[2] x(●) ⊗ x(●),
x(𝐼𝐼) = (𝐵[1])−1 𝐵[2] (x(●) ⊗ x(●) + 2 x(●) ⊗ x((𝐼))),

x(𝐼𝐼𝐼) = (𝐵[1])−1 [2 𝐵(2) (x(𝐼) ⊗ x(𝐼) + x(●) ⊗ x(𝐼𝐼)) +
+3 𝐵[3] (x(●) ⊗ x(𝐼) ⊗ x(𝐼) + x(●) ⊗ x(●) ⊗ x(𝐼))] ,
… … … …

(19)

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Развит аналитический метод вычисления мно-

гомерных интегралов и разработана рекуррентная
процедура решения систем нелинейных уравнений
с полиномиальной левой частью.
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ANALYTIC METHOD FOR SOLVING ONE CLASS OF NONLINEAR
EQUATIONS

Academician of the RAS Yu. S. Popkov𝑎,𝑏
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The paper proposes an analytical approximate method for calculating multidimensional integrals of analytic
integrand functions, using the approximation of the latter by a power series. This approach lets transform-
ing the original system of nonlinear equations with integral components into a system of equations with a
polynomial left-hand side. To solve equations of this class we developed an analytical method. A sequential
recurrent procedure has been developed for the analytical solution of this class of nonlinear equations.

Keywords: integral components, analytic functions, Taylor”– Macloren power series, implicit functions,
parametric families of nonlinear equations.
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