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Хорошо известно, что группа классов отображений двумерной сферы 𝕊2 изоморфна группе
ℤ2 = {−1,+1}. При этом, класс +1 (−1) содержит все сохраняющие (меняющие) ориентацию диф-
феоморфизмы и любые два диффеоморфизма одного класса диффеотопны, то есть соединяют-
ся гладкой дугой из диффеоморфизмов. С другой стороны, каждый класс отображений содержит
структурно устойчивые диффеоморфизмы. Очевидно, что в общем случае дуга, соединяющая два
диффеотопных структурно устойчивых диффеоморфизма, претерпевает бифуркации, разрушаю-
щие структурную устойчивость. В этом направлении особый интерес представляет вопрос о суще-
ствовании соединяющей их устойчивой дуги –– дуги, поточечно сопряженной дугам в некоторой
своей окрестности. В общем случае, диффеотопные структурно устойчивые диффеоморфизмы
2-сферы не соединяются устойчивой дугой. В настоящей работе рассмотрены простейшие струк-
турно устойчивые диффеоморфизмы 2-сферы –– диффеоморфизмы “источник-сток”. Неблужда-
ющее множество таких диффеоморфизмов состоит из двух гиперболических точек: источника
и стока. В настоящей работе конструктивно доказано существование дуги, соединяющей два таких
сохраняющих (меняющих) ориентацию диффеоморфизма, и целиком состоящей из диффеомор-
физмов “источник-сток”.
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1. ВВЕДЕНИЕ И ФОРМУЛИРОВКА
РЕЗУЛЬТАТОВ

Рассмотрим двумерную сферу

𝕊2 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ ℝ3 ∶ 𝑥2
1 + 𝑥2

2 + 𝑥2
3 = 1}

и обозначим через Diff(𝕊2) пространство всех диф-
феоморфизмов 2-сферы с 𝐶1-топологией.

Гладкой дугой в пространстве Diff(𝕊2) называют
семейство {ϕ𝑡} диффеоморфизмов 2-сферы 𝕊2, со-
ставляющих диффеотопию Φ ∶ 𝕊2 × [0, 1] → 𝕊2, то
есть

Φ(𝑥, 𝑡) = ϕ𝑡(𝑥), 𝑥 ∈ 𝕊2, 𝑡 ∈ [0, 1],

при этом говорят, что дуга {ϕ𝑡} соединяет диффео-
морфизмы ϕ0 и ϕ1.
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Диффеоморфизмы 𝑓, 𝑔 ∈ Diff(𝕊2) называются
топологически сопряженными, если существует та-
кой гомеоморфизм ℎ ∶ 𝕊2 → 𝕊2, что ℎ𝑓 = 𝑔ℎ.

Диффеоморфизм 𝑓 ∈ Diff(𝕊2) называется
структурно устойчивым, если он обладает такой
окрестностью 𝑈 ⊂ Diff(𝕊2), что любой диффео-
морфизм 𝑔 ∈ 𝑈 топологически сопряжен с 𝑓.

Отношение связанности гладкой дугой опре-
деляет отношение эквивалентности на множе-
стве Diff(𝕊2) и разбивает его на два класса эк-
вивалентности, состоящие из сохраняющих, ме-
няющих ориентацию диффеоморфизмов, соответ-
ственно [1]. Каждый класс отображений содержит
структурно устойчивые диффеоморфизмы (напри-
мер, сдвиги на единицу времени градиентных по-
токов типичной функции Морса). Очевидно, что
в общем случае дуга, соединяющая два диффео-
топных структурно устойчивых диффеоморфизма,
претерпевает бифуркации, разрушающие струк-
турную устойчивость. В этом направлении осо-
бый интерес представляет собой вопрос о суще-
ствовании дуги, не меняющей своих качественных
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свойств при малых шевелениях (устойчивой дуги),
вошедший в список 50 важнейших проблем дина-
мических систем Дж. Палиса и Ч. Пью [2] под но-
мером 33.

Согласно [3], гладкая дуга φ𝑡 называется устой-
чивой, если она является внутренней точкой класса
эквивалентности относительно следующего отно-
шения: дуги {φ𝑡}, {φ′

𝑡 } называются сопряженными,
если существуют гомеоморфизмы ℎ: [0, 1] → [0, 1],
𝐻𝑡: 𝕊2 → 𝕊2 такие, что 𝐻𝑡φ𝑡 = φ′

ℎ(𝑡)𝐻𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1], и 𝐻𝑡
непрерывно зависит от 𝑡.

Вообще говоря, диффеотопные структурно
устойчивые диффеоморфизмы 2-сферы не соеди-
няются устойчивой дугой [4]. В настоящей работе
рассмотрены простейшие структурно устойчивые
диффеоморфизмы 2-сферы — диффеоморфиз-
мы “источник-сток”. Такие диффеоморфизмы
имеют в точности две неподвижные точки: сток
и источник, орбиты остальных точек асимптоти-
чески стремятся к стоку в прямом и к источнику
в обратном времени. Сохраняющие (меняющие)
ориентацию диффеоморфизмы “источник-сток”
попарно топологически, но не гладко, сопряжены
(см., например, [5]).

Основным результатом настоящей работы яв-
ляется конструктивное доказательство следующей
теоремы.

Теорема 1. Любые два сохраняющих (меняющих)
ориентацию диффеоморфизма “источник-сток” со-
единяются гладкой дугой, состоящей из диффеомор-
физмов “источник-сток”.

Аналогичный результат для сохраняющих ори-
ентацию 3-диффеоморфизмов “источник-сток”
получен Хр. Бонатти, В. Гринесом, В. Медведевым
и О. Починкой [6]. Заметим, что полученный
результат не допускает непосредственного обоб-
щения на сферы размерности большей трех,
ввиду возможного существования на таких сферах
нескольких гладких структур. Так, в работе [6]
показано, что при 𝑛 = 6 существуют диффеомор-
физмы рассматриваемого класса, которые не могут
быть соединены устойчивой дугой.

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ФАКТЫ
Для любого подмножества 𝑋 топологического

пространства 𝑌 будем обозначать через 𝑖𝑋 ∶ 𝑋→ 𝑌
отображение включения.

Для любого непрерывного отображения
ϕ ∶ 𝑋→ 𝑌 линейно связных топологических
пространств 𝑋, 𝑌 будем обозначать через ϕ∗:
π1(𝑋) → π1(𝑌)–– индуцированный отображением ϕ
гомоморфизм.

𝐶𝑟-вложением (𝑟 ⩾ 0) многообразия 𝑋 в много-
образие 𝑌 называется отображение λ ∶ 𝑋→ 𝑌 такое,
что λ ∶ 𝑋→ λ(𝑋)–– 𝐶𝑟-диффеоморфизм. При этом

𝐶0-вложение называют топологическим вложением,
а 𝐶𝑟-вложение (𝑟 > 0) –– гладким вложением.

Два непрерывных отображения ϕ0 ∶ 𝑋→ 𝑌
и ϕ1 ∶ 𝑋→ 𝑌 называются гомотопными, если суще-
ствует непрерывное отображение Φ ∶ 𝑋 × [0, 1] → 𝑌
такое, что Φ(𝑥, 0) = ϕ0(𝑥), Φ(𝑥, 1) = ϕ1(𝑥). Отоб-
ражение Φ называется гомотопией отображений
ϕ0 и ϕ1. Если для каждого 𝑡 ∈ [0, 1] отображение
ϕ𝑡(𝑥) = Φ(𝑥, 𝑡) является вложением топологи-
ческого пространства 𝑋 в топологическое про-
странство 𝑌, то вложения ϕ0 и ϕ1 называются
изотопными, отображение Φ –– изотопией, а од-
нопараметрическое семейство вложений {ϕ𝑡}––
дугой, соединяющей вложение ϕ0 с вложением ϕ1.
Если 𝑋 и 𝑌 –– гладкие многообразия, и изотопия Φ
является гладким отображением, то Φ называют
диффеотопией, а дугу {φ𝑡} называют гладкой.

Носителем изотопии Φ (дуги {ϕ𝑡} ) называется
множество

𝑠𝑢𝑝𝑝{ϕ𝑡} = 𝑐𝑙{𝑥 ∈ 𝑋 ∶ ϕ𝑡(𝑥) ≠ ϕ0(𝑥)
для некоторого 𝑡 ∈ (0, 1]}.

Гладкая дуга {φ𝑡} называется гладким произведе-
нием гладких дуг {ϕ𝑡} и {ψ𝑡} таких, что ϕ1 = ψ0, ес-

ли φ𝑡 = {
ϕτ(2𝑡), 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1

2 ,
ψτ(2𝑡−1), 1

2 ⩽ 𝑡 ⩽ 1,
где τ ∶ [0, 1] → [0, 1]––

гладкое монотонное отображение такое, что τ(𝑠)=0
для 0 ⩽ 𝑠 ⩽ 1

3 и τ(𝑠) = 1 для 2
3 ⩽ 𝑠 ⩽ 1. Будем писать

φ𝑡 = ϕ𝑡 ∗ψ𝑡.

Обозначим через Diff(𝑋) пространство всех
диффеоморфизмов гладкого многообразия 𝑋 с 𝐶1-
топологией. Если 𝑋 –– ориентируемое многообра-
зие, то обозначим через Diff+(𝑋), Diff−(𝑋) мно-
жество всех сохраняющих и меняющих ориен-
тацию диффеоморфизмов, соответственно, и для
любого подмножества 𝐴(𝑋) ⊂ Diff(𝑋) положим
𝐴±(𝑋) = 𝐴(𝑋) ∩ Diff±(𝑋).

Предложение 1 (Теорема Тома о продолжении
изотопии, [7], Theorem 5.8). Пусть 𝑌 –– гладкое мно-
гообразие без края, 𝑋 –– гладкое компактное подмно-
гообразие многообразия 𝑌 и {ϕ𝑡 ∶ 𝑋→ 𝑌 , 𝑡 ∈ [0, 1]}––
гладкая дуга такая, что ϕ0 –– отображение включе-
ния 𝑋 в 𝑌. Тогда для любого компактного множе-
ства 𝑍 ⊂ 𝑌, содержащего множество ⋃

𝑡∈[0,1]
φ𝑡(𝑋), су-

ществует гладкая дуга {φ𝑡} ⊂ Diff(𝑌) такая, что
φ0 = 𝑖𝑑, φ𝑡∣𝑋 = ϕ𝑡∣𝑋 для каждого 𝑡 ∈ [0, 1] и φ𝑡∣𝑌/𝑍 = 𝑖𝑑.

Предложение 2 ([8], Lemma de fragmentation).
Пусть 𝑈 = {𝑈𝑗}–– открытое покрытие замкнутого
многообразия 𝑋 и φ ∶ 𝑋 → 𝑋 –– диффеотопный тож-
дественному отображению диффеоморфизм. Тогда
существует разложение диффеоморфизма φ в компо-
зицию конечного числа диффеотопных тождествен-
ному отображению диффеоморфизмов

φ = ϕ𝑞 … ϕ2ϕ1
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таких, что 𝑠𝑢𝑝𝑝{ϕ𝑖,𝑡} ⊂ 𝑈𝑗(𝑖), 𝑖 ∈ {1, … , 𝑞}, где
𝑈𝑗(𝑖) ∈ 𝑈 и {ϕ𝑖,𝑡}–– гладкая дуга, соединяющая тож-
дественное отображение с диффеоморфизмом ϕ𝑖.

3. ГРУППЫ КЛАССОВ ОТОБРАЖЕНИЙ
Группой классов отображений (mapping class

group) топологического пространства 𝑋 называется
группа классов эквивалентности гомеоморфиз-
мов 𝑋 с точностью до изотопии. Если 𝑋 –– гладкое
многообразие, то –– группу классов эквивалент-
ности диффеоморфизмов 𝑋 с точностью до
диффеотопии обозначим через π0(Diff(𝑋)).

Предложение 3 ([1]). Группа классов отображе-
ний сферы π0(Diff(𝕊2)) ≅ ℤ2. При этом, классы сов-
падают с множествами Diff+(𝕊2) и Diff−(𝕊2), соот-
ветственно.

Для доказательства основного результата нам
также понадобятся группы классов отображений
двумерного тора 𝕋 2 и бутылки Клейна 𝕂2.

Предложение 4 ([9]). Группа классов отобра-
жений двумерного тора π0(Diff(𝕋 2)) ≅ 𝐺𝐿(2, ℤ).
При этом классы совпадают с множествами
{ℎ ∈ Diff(𝕋 2) ∶ ℎ∗ = 𝐴 ∈ 𝐺𝐿(2, ℤ)}.

Для описания представителя в каждом клас-
се π0(Diff(𝕂2)) представим 𝕂2, как фактор-
пространство 𝐶/∼, где 𝐶 = {(𝑒𝑖2πθ, 𝑡): θ ∈ [0, 1],
0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1} и ∼ –– минимальное отношение эквива-
лентности, удовлетворяющее условию:

(𝑒𝑖2πθ, 0) ∼ (𝑒𝑖2π(1−θ), 1).

Пусть 𝑝 ∶ 𝐶 → 𝕂2 –– естественная проекция. Опре-
делим диффеоморфизмы ᾱ, β̄ ∶ 𝐶→ 𝐶 формулами

ᾱ(𝑒𝑖2πθ, 𝑡) = (𝑒𝑖2πθ, 1 − 𝑡),

β̄(𝑒𝑖2πθ, 𝑡) = {(𝑒
𝑖2πθ, 𝑡), 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1

2 ,
(𝑒𝑖(2πθ+4π𝑡)), 𝑡) , 1

2 < 𝑡 ⩽ 1.
(1)

Положим α = 𝑝ᾱ𝑝−1, β = 𝑝β̄𝑝−1 ∶ 𝕂2 → 𝕂2.
Предложение 5 ([10]). Группа классов отображе-

ний бутылки Клейна π0(Diff(𝕂2)) ≅ ℤ2 × ℤ2. При
этом, представителями в каждом из четырех клас-
сов являются диффеоморфизмы 𝑖𝑑, α, β, αβ, соответ-
ственно.

4. ЛОКАЛЬНО МОДЕЛЬНЫЕ
ДИФФЕОМОРФИЗМЫ

Напомним, что через Diff(𝕊2) мы обозначи-
ли множество всех диффеоморфизмов двумерной
сферы

𝕊2 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ ℝ3 ∶ 𝑥2
1 + 𝑥2

2 + 𝑥2
3 = 1}.

В силу предложения 3 группа π0(Diff(𝕊2)) состо-
ит из двух классов эквивалентности Diff+(𝕊2) и
Diff−(𝕊2)–– сохраняющих и меняющих ориента-
цию диффеоморфизмов 2-сферы, соответственно.

Обозначим через 𝐽(𝕊2) ⊂ Diff(𝕊2) множество
всех диффеоморфизмов “источник-сток” и через
𝑁𝑆(𝕊2) ⊂ 𝐽(𝕊2)–– те из них, которые имеют источ-
ник и сток, соответственно в северном 𝑁(0, 0, 1)
и южном 𝑆(0, 0,−1) полюсах.

Определим модельный диффеоморфизм 𝑔± ∈
∈ 𝑁𝑆±(𝕊2) формулой:

𝑔±(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (
4𝑥1

5 − 3𝑥3
,

4𝑥2

±(5 − 3𝑥3)
,

5𝑥3 − 3
5 − 3𝑥3

) .

Заметим, что на 𝕊2/{𝑁} диффеоморфизм 𝑔±
гладко сопряжен линейному диффеоморфизму
плоскости ̄𝑔± ∈ Diff±(ℝ2), заданному формулой:

̄𝑔±(𝑥1, 𝑥2) = (
𝑥1

2
, ±

𝑥2

2
) .

Именно, ̄𝑔± = 𝜗𝑁𝑔±𝜗−1
𝑁 , где 𝜗𝑁 ∶ 𝕊2/{𝑁} → ℝ2 ––

стереографическая проекция, определенная фор-
мулой

𝜗𝑁(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (
𝑥1

1 − 𝑥3
,

𝑥2

1 − 𝑥3
) . (2)

Назовем диффеоморфизм ℎ ∈ 𝑁𝑆(𝕊2) локально
модельным диффеоморфизмом сферы 𝕊2, если су-
ществуют окрестности 𝑈 𝑁

ℎ , 𝑈 𝑆
ℎ точек 𝑁, 𝑆, для ко-

торых ℎ∣𝑈 𝑁
ℎ ∪𝑈 𝑆

ℎ
= 𝑔∣𝑈 𝑁

ℎ ∪𝑈 𝑆
ℎ

, где 𝑔 ∈ {𝑔+, 𝑔−}. Обозначим
через 𝐸𝑔 ⊂ 𝑁𝑆(𝕊2) множество локально модельных
диффеоморфизмов 2-сферы.

Лемма 1. Для любого диффеоморфизма ℎ ∈ 𝐸𝑔 су-
ществует единственный гомеоморфизм γℎ ∶ 𝕊2 → 𝕊2

со следующими свойствами:
● γℎℎ = 𝑔γℎ;
● γℎ∣𝑈 𝑁

ℎ
= 𝑖𝑑;

● γℎ∣𝕊2/𝑆 –– диффеоморфизм.

Доказательство. Поскольку любой диффеомор-
физм ℎ ∈ 𝐸𝑔 совпадает с диффеоморфизмом 𝑔
в окрестности 𝑈 𝑁

ℎ точки 𝑁, то положим γℎ∣𝑈 𝑁
ℎ
= 𝑖𝑑.

Так как γℎ должен сопрягать диффеоморфизм ℎ
с диффеоморфизмом 𝑔 на всей сфере 𝕊2, то

γℎℎ𝑘(𝑥) = 𝑔𝑘γℎ(𝑥), 𝑥 ∈ 𝕊2, 𝑘 ∈ ℤ. (3)

Поскольку для любой точки 𝑥 ∈ 𝕊2/{𝑆} существует
𝑘 ∈ ℤ такое, что ℎ−𝑘(𝑥) ∈ 𝑈 𝑁

ℎ , то

γℎ(𝑥) = 𝑔𝑘ℎ−𝑘(𝑥), 𝑥 ∈ 𝕊2/{𝑆}. (4)

По непрерывности построенный диффеоморфизм
продолжается на точку 𝑆 условием γℎ(𝑆) = 𝑆.

Положим 𝑉 = 𝕊2/{𝑁, 𝑆}. Обозначим через ̂𝑉𝑔
пространство орбит действия диффеоморфизма 𝑔
на 𝑉 и через 𝑝𝑔 ∶ 𝑉→ ̂𝑉𝑔 естественную проекцию. По
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построению поверхность ̂𝑉𝑔 гомеоморфна бутылке
Клейна 𝕂2, если 𝑔 = 𝑔− и гомеоморфна тору 𝕋 2, если
𝑔 = 𝑔+. Пусть 𝑎 = 𝜗−1

𝑁 (𝑂𝑥1) и 𝑏 = 𝜗−1
𝑁 (𝕊1) кривые на

𝑉. По построению замкнутая кривая 𝑏 является об-
разующей фундаментальной группы π1(𝑉). Опреде-
лим образующие фундаментальной группы π1( ̂𝑉𝑔)
формулами

̂𝑎𝑔 = 𝑝𝑔(𝑎), ̂𝑏𝑔 = 𝑝𝑔(𝑏). (5)

Естественная проекция 𝑝𝑔 ∶ 𝑉→ ̂𝑉𝑔 индуциру-
ет эпиморфизм η𝑔 ∶ π1( ̂𝑉𝑔) → ℤ следующим обра-
зом. Пусть ̂𝑐 –– некоторая петля в ̂𝑉𝑔 такая, что

̂𝑐(0) = ̂𝑐(1) = 𝑥̂0. Согласно теореме о монодромии
(см., например, [11]), существует единственный
путь 𝑐 в 𝑉 с началом в точке 𝑥0 = 𝑐(0) ∈ 𝑝−1

𝑔 (𝑥̂0), яв-
ляющийся поднятием пути ̂𝑐. Поэтому существу-
ет единственное 𝑘 ∈ ℤ такое, что 𝑥1 = 𝑐(1) = 𝑔𝑘(𝑥0)
и корректно определено (то есть не зависит от вы-
бора петли в классе [ ̂𝑐]) отображение η𝑔, заданное
формулой η𝑔([ ̂𝑐]) = 𝑘. По построению

η𝑔([ ̂𝑎𝑔]) = 1, η𝑔([ ̂𝑏𝑔]) = 0. (6)

Для любого 𝑟 ∈ ℝ положим ̄𝐵𝑟 = {(𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ2:
𝑥2

1 + 𝑥2
2 ≤ 𝑟2}, ̄𝐾𝑟 = 𝑐𝑙( ̄𝐵𝑟/ ̄𝐵 𝑟

2
), 𝐵𝑟 = 𝜗−1

𝑁 ( ̄𝐵𝑟), 𝐾𝑟 =
= 𝜗−1

𝑁 ( ̄𝐾𝑟). Тогда для любого диффеоморфизма
ℎ ∈ 𝐸𝑔 существует действительное число 𝑟ℎ > 0,
такое что ℎ∣𝐵𝑟ℎ

= 𝑔∣𝐵𝑟ℎ
. Откуда следует, что

γℎ𝑔∣𝐵𝑟ℎ
= 𝑔γℎ∣𝐵𝑟ℎ

. (7)

Из соотношения (7) единственным образом опре-
деляется диффеоморфизм νℎ ∶ 𝑉 → 𝑉, коммутирую-
щий с диффеоморфизмом 𝑔

νℎ𝑔 = 𝑔νℎ (8)

и совпадающий с γℎ на 𝐵𝑟ℎ, то есть

νℎ∣𝐵𝑟ℎ
= γℎ∣𝐵𝑟ℎ

. (9)

Тогда (см., например, [11, Теорема 5.5]), существу-
ет единственный сохраняющий ориентацию диф-
феоморфизм ̂νℎ ∶ ̂𝑉𝑔 → ̂𝑉𝑔, для которого диффеомор-
физм νℎ является накрывающим, то есть

̂νℎ𝑝𝑔 = 𝑝𝑔νℎ. (10)

В следующей лемме описывается действие полу-
ченного диффеоморфизма на образующих.

Лемма 2. Диффеоморфизм ̂νℎ индуцирует изомор-
физм ̂νℎ∗ ∶ π1( ̂𝑉𝑔) → π1( ̂𝑉𝑔) со следующими свойства-
ми:

1. η𝑔 ̂νℎ∗([ ̂𝑎𝑔]) = 1;
2. ̂νℎ∗([𝑏̂𝑔]) = [ ̂𝑏𝑔].

Доказательство. Непосредственно из определения
эпиморфизма η𝑔 и формулы (10) получаем, что

η𝑔 ̂νℎ∗([ ̂𝑐]) = η𝑔([ ̂𝑐]). (11)

Тогда η𝑔 ̂νℎ∗([ ̂𝑎𝑔]) = η𝑔([ ̂𝑎𝑔]) и, следовательно, в си-
лу (6), η𝑔 ̂νℎ∗([ ̂𝑎𝑔]) = 1. Поскольку π1(𝑉) = ⟨𝑏⟩ = {𝑏𝑛:
𝑛 ∈ ℤ}, то νℎ∗([𝑏]) = [𝑏]. Откуда, в силу (5) и (11),
̂νℎ∗[ ̂𝑏𝑔] = [ ̂𝑏𝑔].

Пусть ℎ ∈ 𝐸𝑔 и 𝑤 ∶ 𝕊2 → 𝕊2 –– диффеоморфизм
сферы, тождественный вне некоторого кольца 𝐾𝑟,
𝑟 < 𝑟ℎ

2 . Положим

𝑤̂ = 𝑝𝑔𝑤(𝑝𝑔∣𝐾𝑟/𝜕𝐵𝑟)
−1(𝑥̂). (12)

По построению 𝑤ℎ ∈ 𝐸𝑔 и следующая лем-
ма выражает связь между диффеоморфизмами ̂ν𝑤ℎ
и ̂νℎ.

Лемма 3. ̂ν𝑤ℎ = ̂νℎ𝑤̂−1.

Доказательство. Из формулы (10) следует, что

̂ν𝑤ℎ(𝑥̂) = 𝑝𝑔ν𝑤ℎ(𝑝𝑔∣𝐾𝑟/𝜕𝐵𝑟)
−1(𝑥̂), 𝑥̂ ∈ ̂𝑉𝑔. (13)

Тогда 𝑥 = (𝑝𝑔∣𝐾𝑟/𝜕𝐵𝑟)−1(𝑥̂) ∈ 𝐾𝑟. Непосредственно
проверяется, что диффеоморфизмы 𝑤ℎ и ℎ совпа-
дают на всей сфере 𝕊2, за исключением внутренно-
сти кольца 𝐾2𝑟 и, следовательно, 𝑟𝑤ℎ = 𝑟ℎ, 𝑈 𝑁

𝑤ℎ = 𝑈 𝑁
ℎ .

Тогда из формул (9) и (13) следует, что

̂ν𝑤ℎ(𝑥̂) = 𝑝𝑔γ𝑤ℎ(𝑥). (14)

Пусть 𝑘 ∈ ℤ такое число, что (𝑤ℎ)−𝑘(𝑥) ∈ 𝑈 𝑁
ℎ . Тогда

из формулы (4) следует, что

γ𝑤ℎ(𝑥) = 𝑔𝑘(𝑤ℎ)−𝑘(𝑥). (15)

Поскольку диффеоморфизмы (𝑤ℎ)−1 и ℎ−1 совпа-
дают на всей сфере 𝕊2, за исключением внутренно-
сти кольца 𝐾𝑟, то

(𝑤ℎ)−𝑘 = ℎ−𝑘𝑤−1 (16)

Подставляя (16) в (15), учитывая формулу (9), полу-
чим, что

γ𝑤ℎ(𝑥) = 𝑔𝑘ℎ−𝑘𝑤−1(𝑥) = γℎ𝑤−1(𝑥) = νℎ𝑤−1(𝑥). (17)

Подставляя (17) в (14), учитывая формулы (10)
и (12), получаем, что

̂ν𝑤ℎ(𝑥̂) = 𝑝𝑔νℎ𝑤−1(𝑥) = 𝑝𝑔νℎ(𝑝𝑔∣𝐾𝑟/𝜕𝐵𝑟)−1×

×𝑝𝑔𝑤−1(𝑝𝑔∣𝐾𝑟/𝜕𝐵𝑟)−1(𝑥̂) = ̂νℎ𝑤̂−1(𝑥̂).

Лемма 4. Любой диффеоморфизм ℎ ∈ 𝐸𝑔 соединя-
ется гладкой дугой {ϕ𝑡} ⊂ 𝑁𝑆(𝕊2) с диффеоморфиз-
мом 𝑔.
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Доказательство. Из леммы 1 следует, что гомео-
морфизм γℎ, совпадающий на 𝐵𝑟ℎ с диффеоморфиз-
мом νℎ ∶ 𝑉→ 𝑉, является диффеоморфизмом всю-
ду, кроме, возможно, точки 𝑆. Тогда, если νℎ глад-
ко продолжается на точку 𝑆 так, что νℎ(𝑆) = 𝑆,
то, в силу предложения 3, существует гладкая дуга
{ρ𝑡} ⊂ Diff+(𝕊2) такая, что ρ0 = νℎ, ρ1 = 𝑖𝑑. Тогда ис-
комая дуга ϕ𝑡 определяется формулой

ϕ𝑡 = ρ−1
𝑡 𝑔ρ𝑡.

Случай, когда отображение νℎ не является глад-
ким в точке 𝑆 разобьем на два подслучая, в зави-
симости от класса диффеотопии отображения ̂νℎ ∶

̂𝑉𝑔 → ̂𝑉𝑔: I) ̂νℎ диффеотопен тождественному отоб-
ражению, II) ̂νℎ не диффеотопен тождественному
отображению.

В случае I), используя рассуждения выше до-
статочно построить дугу ℎ𝑡, соединяющую диффео-
морфизм ℎ с диффеоморфизмом ℎ1 таким, что νℎ1 ––
диффеоморфизм.

Выберем открытое покрытие 𝑈 = {𝑈1,⋯, 𝑈𝑞}
пространства орбит ̂𝑉𝑔 такое, что 𝑝−1

𝑔 (𝑈𝑖) ⊂ 𝐾𝑟𝑖

для некоторого 𝑟𝑖 ∈ ℝ. По лемме о фрагмента-
ции (предложение 2), существует разложение диф-
феоморфизма ̂νℎ в композицию конечного чис-
ла диффеотопных тождественному отображению
диффеоморфизмов

̂νℎ = 𝑤̂𝑞 … 𝑤̂2𝑤̂1

таких, что 𝑠𝑢𝑝𝑝{𝑤̂𝑖,𝑡} ⊂ 𝑈𝑗(𝑖), 𝑖 ∈ {1, … , 𝑞}, где
𝑈𝑗(𝑖) ∈ 𝑈 и {𝑤̂𝑖,𝑡}–– гладкая дуга, соединяющая
тождественное отображение с диффеоморфизмом
𝑤̂𝑖.

Пусть 𝑤𝑖,𝑡: 𝕊2→𝕊2 –– диффеоморфизм сфе-
ры, тождественный вне кольца 𝐾𝑟𝑗(𝑖) и опре-
деленный на кольце 𝐾𝑟𝑗(𝑖) формулой 𝑤𝑖,𝑡(𝑥) =
= (𝑝𝑔∣𝐾𝑟𝑗(𝑖)/𝜕𝐵𝑟𝑗(𝑖)

)−1𝑤̂𝑖,𝑡𝑝𝑔(𝑥). При этом, не уменьшая
общности, будем считать, что значения 𝑟𝑗(𝑖) вы-
браны так, что 𝑟𝑗(𝑖+1) <

𝑟𝑗(𝑖)
2 , 𝑖 = 1, … , 𝑞 и 𝑟𝑗(1) < 𝑟ℎ

2 .
Покажем, что ℎ𝑡 = 𝑤𝑞,𝑡 … 𝑤1,𝑡ℎ ∶ 𝕊2 → 𝕊2 –– искомая
дуга.

Действительно, по построению ℎ𝑡 ∈ 𝐸𝑔 для
любого 𝑡 ∈ [0, 1]. В силу леммы 3, ̂νℎ1 = ̂νℎ𝑤̂−1

1 ×
×𝑤̂−1

2 … 𝑤̂−1
𝑞 = 𝑖𝑑. Из чего вытекает, что νℎ1 = 𝑔𝑛

для некоторого 𝑛 ∈ ℕ и, следовательно, νℎ1 ––
диффеоморфизм.

В случае II), используя рассуждения выше до-
статочно построить дугу ℎ𝑡, соединяющую диффео-
морфизм ℎ с диффеоморфизмом ℎ1 таким, что ̂νℎ1

диффеотопен тождественному отображению. Рас-
смотрим два возможных случая: 1) 𝑔 = 𝑔+, 2) 𝑔 = 𝑔−.

В случае 1) ̂𝑉𝑔 ≅ 𝕋 2. Из предложения 4 и лем-
мы 2 вытекает, что изоморфизм, индуцированный

диффеоморфизмом ̂νℎ задан матрицей (1 𝑛0
0 1 ) ∈

∈ 𝐺𝐿(2, ℤ), где 𝑛0 ≠ 0. Зафиксируем 𝑟 < 𝑟ℎ
2 ∈ ℝ и за-

дадим диффеоморфизм μ ∶ ℝ→ [0, 1] формулой

μ(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 𝑥 ⩾ 𝑟,

1 −
⎛
⎜
⎝

1 + 𝑒
𝑟3( 3𝑟

4 −𝑥)
8(𝑥− 𝑟

2 )
2(𝑥−𝑟)2

⎞
⎟
⎠

−1

, 𝑟
2 < 𝑥 < 𝑟,

1, 𝑥 ⩽ 𝑟
2

.

Рис 1. График функции μ(𝑥)

Рассмотрим на плоскости ℝ2 полярные коорди-
наты (ρ, φ)и зададим диффеоморфизм θ̄𝑛0,𝑡: ℝ2 → ℝ2

формулой

θ̄𝑛0,𝑡(ρ𝑒𝑖φ) = ρ𝑒𝑖(φ+2𝑛0π𝑡μ(ρ)).

Пусть θ𝑛0,𝑡 = 𝜗−1
𝑁 θ̄𝑛0,𝑡𝜗𝑁 ∶ 𝕊2/{𝑆} → 𝕊2/{𝑆}. Тогда

θ𝑛0,𝑡 гладко продолжается на 𝕊2 условием θ𝑛0,𝑡(𝑆) = 𝑆
и ℎ𝑡 = θ𝑛0,𝑡ℎ –– искомая дуга.

Рис 2. Кривые 𝑎𝑡 = ⋃
𝑛∈ℕ

ℎ𝑛
𝑡 (𝑎 ∩ 𝑈 𝑁

ℎ ) для 𝑡 = 0, 1
2 , 1.

В случае 2) ̂𝑉𝑔 ≅ 𝕂2. Тогда из предложения 5
и леммы 2 следует, что изоморфизм, индуциро-
ванный диффеоморфизмом ̂νℎ принадлежит классу
отображения β. Тогда ℎ𝑡 = θ1,𝑡ℎ –– искомая дуга (на
рисунке изображены кривые 𝑎𝑡 = ⋃

𝑛∈ℕ
ℎ𝑛

𝑡 (𝑎 ∩ 𝑈 𝑁
ℎ ) для

𝑡 = 0, 1
2 , 1).

5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1
Рассмотрим сохраняющие (меняющие) ори-

ентацию диффеоморфизмы “источник-сток”,
𝑓, 𝑓 ′ ∈ 𝐽(𝕊2). Покажем, что существует дуга, кото-
рая целиком состоит из диффеоморфизмов класса
𝐽(𝕊2), их соединяющая. Для этого в лемме ниже мы
построим дуги, соединяющие диффеоморфизмы
𝑓, 𝑓 ′ c локально модельными диффеоморфизмами
ℎ𝑓, ℎ𝑓 ′ ∈ 𝐸𝑔+ (ℎ𝑓, ℎ𝑓 ′ ∈ 𝐸𝑔−). Тогда искомая дуга бу-
дет являться произведением построенных гладких
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дуг с дугами, соединяющими диффеоморфизмы
ℎ𝑓, ℎ𝑓 ′ с модельным диффеоморфизмом 𝑔+ (𝑔−),
существование последних следует из леммы 1.

Лемма 5. Любой диффеоморфизм 𝑓 ∈ 𝐽(𝕊2) со-
единяется гладкой дугой {ϕ𝑡} ⊂ 𝑁𝑆(𝕊2) с диффео-
морфизмом ℎ ∈ 𝐸𝑔.

Доказательство. Пусть 𝑓 ∈ 𝐽(𝕊2) и неблуждающее
множество диффеоморфизма 𝑓 состоит из источ-
ника α и стока 𝜔. Согласно [12] существует глад-
кая дуга {𝐻𝑡 ∈ Diff+(𝕊2)} со следующими свой-
ствами: 𝐻0 = 𝑖𝑑, 𝐻1(𝑁) = α и 𝐻1(𝑆) = 𝜔. Тогда
𝐻−1

𝑡 𝑓𝐻𝑡 –– гладкая дуга, соединяющая диффеомор-
физм 𝑓 с диффеоморфизмом 𝐻−1

1 𝑓𝐻1 ∈ 𝑁𝑆(𝕊2).
В силу вышесказанного, не уменьшая общно-

сти будем считать, что 𝑓 ∈ 𝑁𝑆(𝕊2). Тогда, для
доказательства леммы, достаточно построить ду-
гу {ϕ𝑡} ⊂ 𝑁𝑆(𝕊2), соединяющую диффеоморфизм
𝑓 ∈ 𝑁𝑆(𝕊2) с диффеоморфизмом ℎ ∈ 𝐸𝑔. Мы пока-
жем, как построить дугу {ϕ𝑆

𝑡 } ⊂ 𝑁𝑆(𝕊2), соединя-
ющую диффеоморфизм 𝑓 ∈ 𝑁𝑆(𝕊2) с диффеомор-
физмом ℎ𝑆 ∈ 𝑁𝑆(𝕊2), совпадающим с 𝑓 в окрест-
ности полюса 𝑁 и с 𝑔 –– в окрестности полюса 𝑆.
Аналогично строится дуга {ϕ𝑁

𝑡 } ⊂ 𝑁𝑆(𝕊2), соеди-
няющая диффеоморфизм ℎ𝑆 с диффеоморфизмом
ℎ ∈ 𝐸𝑔. Тогда искомая дуга –– {ϕ𝑡 = ϕ𝑆

𝑡 ∗ ϕ𝑁
𝑡 }.

Для построения дуги {ϕ𝑆
𝑡 } положим ̄𝑓 = 𝜗𝑁 ×

×𝑓𝜗−1
𝑁 ∶ ℝ2 → ℝ2. Тогда диффеоморфизм ̄𝑓 является

сжатием к гиперболической точке 𝑂. В силу леммы
Фрэнкса [13], [14] можно считать, что диффеомор-
физм ̄𝑓 в некоторой окрестности точки 𝑂 совпадает
с линейным отображением 𝑄̄ ∶ ℝ2 → ℝ2, заданным
матрицей 𝑄, которая либо является диагональной,

либо имеет вид ( α β
−β α ) , где 0 < α2 + β2 < 1. Если

𝑄̄ = ̄𝑔, то лемма доказана. В противном случае, в си-
лу [15, Предложение 5.4] существует дуга 𝑄̄𝑡 ∶ ℝ2 →
ℝ2 из линейных сжатий к гиперболической точке 𝑂,
заданных матрицами 𝑄𝑡 такая, что 𝑄̄𝑡( ̄𝐵𝑟) ⊂ 𝑖𝑛𝑡 ̄𝐵𝑟
для любого 𝑟 > 0 и 𝑄̄0 = 𝑄̄, 𝑄̄1 = ̄𝑔. Рассмотрим дугу
{ξ𝑡 = 𝑄̄𝑡𝑄̄−1} ⊂ Diff+(ℝ2), которая соединяет тожде-
ственное отображение ξ0 = 𝑖𝑑 с диффеоморфизмом
ξ1 = ̄𝑔𝑄̄−1, соответственно. Выберем положитель-
ные числа 𝑟1 > 𝑟2 так, что

̄𝑓 ∣ ̄𝐵𝑟1
= 𝑄̄∣ ̄𝐵𝑟1

, 𝑄̄( ̄𝐵𝑟1) ⊂ ̄𝐵𝑟2.

Тогда, в силу предложения (1), существует дуга
{Ξ𝑡} ⊂ Diff+(ℝ2) такая, что Ξ0 = 𝑖𝑑, Ξ𝑡∣𝑄̄( ̄𝐵𝑟1)

= ξ𝑡∣𝑄̄( ̄𝐵𝑟1)

и Ξ𝑡∣ℝ2/ ̄𝐵𝑟1
= 𝑖𝑑∣ℝ2/ ̄𝐵𝑟1

. Тогда {ϕ̄𝑆
𝑡 = Ξ𝑡 ̄𝑓}–– искомая ду-

га.
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CONSTRUCTION OF SMOOTH “SOURCE-SINK” ARCS IN THE SPACE OF
DIFFEOMORPHISMS OF A TWO-DIMENSIONAL SPHERE
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𝑎National Research University Higher School of Economics, International Laboratory of Dynamical Systems
and Applications, Nizhny Novgorod, Russia

Presented by Academician of the RAS D. V. Treschev

It is well known that the mapping class group of the two-dimensional sphere 𝕊2 is isomorphic to the
group ℤ2 = {−1,+1}. At the same time, the class +1 (−1) contains all orientation-preserving (orientation-
reversing) diffeomorphisms and any two diffeomorphisms of the same class are diffeotopic, that is, they are
connected by a smooth arc of diffeomorphisms. On the other hand, each class of maps contains structurally
stable diffeomorphisms. It is obvious that in the general case, the arc connecting two diffeotopic struc-
turally stable diffeomorphisms undergoes bifurcations that destroy structural stability. In this direction, it is
particular interesting in the question of the existence of a connecting them stable arc ”— an arc pointwise
conjugate to arcs in some of its neighborhood. In general, diffeotopic structurally stable diffeomorphisms
of the 2-sphere are not connected by a stable arc. In this paper, the simplest structurally stable diffeomor-
phisms (“source-sink” diffeomorphisms) of the 2-sphere are considered. The non-wandering set of such
diffeomorphisms consists of two hyperbolic points: the source and the sink. In this paper, the existence of
an arc connecting two such orientation-preserving (orientation-reversing) diffeomorphisms and consisting
entirely of “source-sink” diffeomorphisms is constructively proved.

Keywords: “source-sink” diffeomorphism, smooth arc, stable arc.
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