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1. Метод Монте-Карло традиционно исполь-
зуется для исследования многомерных неоднород-
ных процессов переноса частиц различной приро-
ды путем численного моделирования их случай-
ных траекторий, взаимодействующих с элементами
среды. Алгоритмы моделирования и оценки тре-
буемых функционалов существенно усложняются,
если необходимо также учитывать взаимодействия
частиц, влияющих на ансамбль траекторий. В част-
ности, такая необходимость существенна для ре-
шения задач теории разреженных газов и задач
о развитии эпидемий на основе SEIR моделей, ко-
торые будут рассматриваться далее в качестве те-
стовых для проверки получаемых оценок искомо-
го смещения. Эти задачи описываются нелинейны-
ми интегро-дифференциальными (для разрежен-
ных газов, см. раздел 4) и системами дифферен-
циальных уравнений (SEIR модель, см. раздел 5),
которые получаются в предположении асимптоти-
ческой (по начальной численности) с сохранением
по времени хаотизации процесса (chaos propagation
hypothesis), то есть ослабления корреляции взаимо-
действующих частиц.
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С физической точки зрения процесс тако-
го типа можно рассматривать как “нелинейный”
марковский процесс с переходной плотностью,
определяемой состоянием системы, т. е. решени-
ем нелинейной задачи в исходный момент време-
ни 𝑡. Такие процессы можно моделировать при-
ближенно дискретно шагами Δ𝑡 с соответствующей
оптимизацией. Для разреженных газов это метод
Бёрда [1], для SEIR модели, например, дискрет-
ная по времени стохастическая схема, аналогич-
ная дифференциальной схеме Рунге––Кутты. Одна-
ко существенно более эффективными могут быть
развивающиеся в последнее время алгоритмы, в ко-
торых моделируется 𝑁-частичный ансамбль по-
парно взаимодействующих частиц и вычисляется
одночастичная плотность распределения, которая
при выполнении определенных условий дает ре-
шение рассматриваемой нелинейной задачи при
𝑁 → ∞. Отметим, что такой алгоритм, сформули-
рованный ранее для приближенного решения урав-
нения Больцмана, реализуется в частном случае
сравнительно недавно сформулированного подхо-
да “игра среднего поля” (mean field game). Возни-
кающую при этом погрешность можно рассматри-
вать как смещение статистических оценок реше-
ния. Целью настоящей работы является исследо-
вание такого смещения для нелинейных кинетиче-
ских уравнений.

2. Численные эксперименты, проведенные
в работах [2, 3] авторов настоящей статьи, по-
казали, что в указанных выше тестовых задачах
смещение 𝑁-частичной оценки функционала
от решения базового уравнения имеет порядок

33



34 МИХАЙЛОВ и др.

величины 1/𝑁 и, по-видимому, связано с тем,
что реализуется осреднение коррелированных
значений вследствие взаимодействия траекторий.
Это можно пояснить тем, что стандартная стати-

стическая оценка дисперсии D𝑁 =
𝑁
∑
𝑖=1
(ξ𝑖 − 𝑥̄𝑁)2/𝑁

смещена на величину σ2/𝑁 вследствие того, что
𝑁
∑
𝑖=1
(ξ𝑖 − 𝑥̄𝑁) = 0.

В монографии [4] (п. 27.7) приведено более об-
щее утверждение о порядке 𝑂(1/𝑁) смещения до-
статочно гладкой функции 𝐻(𝑚𝑁) от центрально-
го выборочного момента 𝑚𝑁 относительно значе-
ния 𝐻(μ), где μ = lim𝑁→∞ 𝑚𝑁 в смысле сходимо-
сти по распределению. В п.27.8 этой же моногра-
фии указано на обобщения этого утверждения для
векторной выборки. При этом требуется условие
∣𝐻∣ < 𝐶𝑁𝑝, 𝑝 > 0.

Однако, для задач теории разреженных га-
зов последнее условие не выполняется вследствие
неограниченности модуля ∣v∣ скорости частицы.
Однако, имея ввиду достаточно быстрое убывание
“хвоста” δ(𝑣δ) = P(∣v∣ > 𝑣δ) распределения пере-
менной ∣v∣, можно предположить непрерывную за-
висимость изучаемых функционалов (включая ис-
комый 𝑥̃) от δ в точке δ = 0 при использовании
ограничения: если ∣v∣ > 𝑣δ, то ∣v∣ :=𝑣δ. Это свой-
ство задачи, легко проверяемое (см. далее раз-
дел 4) с помощью зависимых испытаний, назовем
“δ-непрерывностью”. Оно (при выполнении нера-
венства ∣𝐻∣ < 𝐶𝑁𝑝 для достаточно малого значения
δ) согласно [4], как показано далее, дает порядок
𝑂(1/𝑁) изучаемого смещения, однако, это не до-
статочно для оценки соответствующего коэффици-
ента γ в выражении γ/𝑁 для искомого смещения.
Значение функционала для δ-ограниченного рас-
пределения назовем δ-значением. Полуэвристиче-
ские оценки коэффициента γ получаются далее
с помощью конечного ряда Тейлора.

Рассмотрим для 𝑁 = 1, 2, … семейство вектор-
ных случайных процессов

ξ𝑖 = ξ𝑖(𝑡) > 0, 𝑖 = 1, … , 𝑁, 𝑡 ≥ 0. (1)

Предполагается, что для фиксированных 𝑡 и 𝑁 слу-
чайные величины ξ𝑖(𝑡) одинаково распределены с
Eξ𝑖(𝑡) < +∞, σ2

𝑁 = σ2
𝑁(𝑡) = Dξ𝑖(𝑡) ÐÐÐ→

𝑁→∞
σ2(𝑡) < +∞ и

в смысле сходимости по распределению

𝑥̄𝑁 =
1
𝑁

𝑁

∑
𝑖=1

ξ𝑖 ÐÐÐ→
𝑁→∞

𝑥̃ < +∞, E𝑥̄𝑁 ≠ 𝑥̃, (2)

где 𝑥̃ = 𝑥̃(𝑡)–– некоторая искомая средняя харак-
теристика бесконечного ансамбля взаимодейству-
ющих траекторий (1). Случайные величины ξ𝑖(0)

предполагаются независимыми. Справедливы со-
отношения

D𝑥̄𝑁 =
1

𝑁2D
𝑁

∑
𝑖=1

ξ𝑖 =
σ2

𝑁

𝑁2

𝑁

∑
𝑖,𝑗=1

𝑟𝑖,𝑗, ∣𝑟𝑖,𝑗∣ ≤ 1, 𝑟𝑖,𝑖 = 1,

и

D𝑥̄𝑁 =
σ2

𝑁 + ε𝑁

𝑁
, ∣ε𝑁∣ < +∞. (3)

Здесь σ2
𝑁 –– “одночастичная” дисперсия и ε𝑁 =𝑁×

×D𝑥̄𝑁 − σ2
𝑁; предполагается, что

ε𝑁

σ2
𝑁
ÐÐÐ→
𝑁→∞

0 (4)

вследствие хаотизации процесса (см. раздел 1).
Теорема. Если для семейства (1) выполняется

условие δ-непрерывности, то соответственно [4]
(п. 27.8) асимптотически при 𝑁→∞ выполняется
соотношение

E𝑥̄𝑁 ∼ 𝑥̃ +𝑂( 1
𝑁
) . (5)

Доказательство теоремы следует из того, что со-
гласно указанному в [4] (п. 27.8) обобщению теоре-
мы из [4] (п. 27.7) имеем: E𝑥̄δ,𝑁 − 𝑥̃δ = 0 + 𝑂(1/𝑁)
и вследствие δ-непрерывности существует такое δ,
что выполняются соотношения: 𝑥̃ − 𝑥̃δ = 𝑜(1/𝑁)
и E𝑥̄𝑁 −E𝑥̄δ,𝑁 = 𝑜(1/𝑁).

Приведенное доказательство показывает, что
оценку смещения можно считать удовлетворитель-
ной, если ее модуль существенно превосходит ве-
личину 𝑥̄𝑁 − 𝑥̄δ,𝑁 (см. далее раздел 4).

Согласно (5) и (2) имеем

E𝑥̄𝑁 = 𝑥̃ + γ
𝑁
+ 𝑜( 1

𝑁
) . (6)

Отсюда получаем оценку

γ = 𝑁1𝑁2

𝑁1 −𝑁2
[E𝑥̄𝑁2 − E𝑥̄𝑁1 + 𝑜(max( 1

𝑁1
,

1
𝑁2
))] .

Если положить 𝑁1 = 2𝑁2, то получаем

γ = 2𝑁2 [E𝑥̄𝑁2 − E𝑥̄𝑁1 + 𝑜( 1
𝑁2
)] = γ̃ + 𝑜(1). (7)

Таким образом, величина 𝑁2 должна быть до-
статочно большой; она определяется на основе ана-
лиза численных результатов.

3. Далее другим полуэвристическим способом
определяется коэффициент γ в оценке E𝑥̄𝑁 ≈ 𝑥̃+
+γ/𝑁, который практически подтверждается ре-
зультатами расчетов для тестовой задачи, связан-
ной с решением нелинейного уравнения Больцма-
на (см. раздел 4).
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Разлагая 𝑥̄2
𝑁 в конечный ряд Тейлора в точке

с координатами ξ𝑖 = 𝑥̃, 𝑖 = 1, … , 𝑁, получаем равен-
ства:

𝑥̄2
𝑁 = 𝑥̃2 +

2𝑥̃
𝑁

𝑁

∑
𝑖=1
(ξ𝑖 − 𝑥̃) +

1
𝑁2

𝑁

∑
𝑖,𝑗=1
(ξ𝑖 − 𝑥̃) (ξ𝑗 − 𝑥̃) =

= 2 𝑥̃ 𝑥̄𝑁 − 𝑥̃2 + (𝑥̄𝑁 − 𝑥̃)2 ,

E𝑥̄2
𝑁 = 2𝑥̃ E𝑥̄𝑁 − 𝑥̃2 +D𝑥̄𝑁 + (E𝑥̄𝑁 − 𝑥̃)2 ,

E𝑥̄𝑁 =
E𝑥̄2

𝑁 + 𝑥̃2

2𝑥̃
−

σ2
𝑁(1 + ε𝑁/σ2

𝑁)
2𝑥̃𝑁

−
(E𝑥̄𝑁 − 𝑥̃)2

2𝑥̃
. (8)

Для оценки коэффициента γ в первой дроби
из (8) на основе соотношений (2), (3), (4) использу-
ем приближение: E𝑥̄2

𝑁 ≈ 𝑥̃2 +σ2
𝑁/𝑁. Это дает оценку

E𝑥̄𝑁 ≈ 𝑥̃ −
ε𝑁

2𝑥̃𝑁
+ 𝑜(

1
𝑁
) , (9)

которая практически удовлетворительно согласует-
ся с результатами расчетов для основной тестовой
задачи (см. раздел 4) и соответствует несмещен-
ности оценки 𝑥̄𝑁 для независимой выборки (когда
ε𝑁 = 0).

4. Далее будет рассматриваться задача об од-
нородной по пространству релаксации простого
однокомпонентного газа. В этом случае уравне-
ние Больцмана [5] записывается с использовани-
ем условной плотности вероятности 𝑤 перехода па-
ры скоростей взаимодействующих частиц от (v′, v′

1)
к (v, v1).

Плотность 𝑤(v′, v′
1∣v, v1) и дифференциальное

сечение рассеяния частиц σ(ℎ, Ω) связаны следую-
щим соотношением (см., например, [5]):

𝑤(v′, v′
1 ∣v, v1 ) = ρσ(ℎ, Ω) δ1(

(v − v1)2 − (v′ − v′
1)2

2
)×

× δ3(
v + v1 − (v′ + v′

1)
2

) ,

которое следует из того, что скорости (v′, v′
1)

и (v, v1) удовлетворяют законам сохранения
импульса и энергии при столкновении. Здесь
ℎ = ∣v − v1∣–– модуль относительной скорости стал-
кивающихся частиц, Ω –– телесный угол поворота
относительной скорости при столкновении, δ1
и δ3 –– одно- и трехмерная дельта-функции, соот-
ветственно: ∫ δ1(ℎ)𝑑ℎ = 1, ∫ δ3(v + v1)𝑑(v + v1) = 1,
ρ –– плотность среды.

Как указано в [5], модельный процесс стоха-
стической кинетики системы из 𝑁 частиц пред-
ставляет собой однородную цепь Маркова, перехо-
ды в которой осуществляются в результате элемен-
тарных парных взаимодействий. Плотность рас-
пределения времени между элементарными взаи-
модействиями в системе определяется состоянием

системы и является экспоненциальным. Участок
𝑁-частичной траектории, соответствующей пря-
молинейному движению всех частиц между дву-
мя последовательными элементарными взаимо-
действиями, называется свободным пробегом систе-
мы. Вероятность элементарного взаимодействия
в системе 𝑁 частиц за время 𝑑𝑡 равна ν(𝑉)𝑑𝑡, где

ν(𝑉) =
1

𝑁 − 1

𝑁−1
∑
𝑖=1

𝑁
∑

𝑗=𝑖+1
∫ 𝑤(v𝑖, v𝑗∣v′

𝑖 , v′
𝑗) 𝑑v′

𝑖 𝑑v′
𝑗 =

=
1

𝑁 − 1

𝑁−1
∑
𝑖=1

𝑁
∑

𝑗=𝑖+1
𝑎(v𝑖, v𝑗) =

1
𝑁 − 1

𝑁−1
∑
𝑖=1

𝑁
∑

𝑗=𝑖+1
ρ ℎ𝑖𝑗 σ𝑡(ℎ𝑖𝑗),

𝑉 –– 3𝑁-мерный вектор, компонентами которого
являются скорости частиц ансамбля, а σ𝑡(ℎ) =
= ∫ σ(ℎ, Ω) 𝑑Ω.

Вероятность того, что столкновение в систе-
ме 𝑁 частиц реализует пара частиц с номера-
ми 𝑖 и 𝑗 равна 𝑎(v𝑖, v𝑗)/ν(𝑉), причем распределение
новых скоростей частиц (v𝑖, v𝑗) определяется диф-
ференциальным сечением столкновения пары

𝑘(v𝑖, v𝑗 → v′
𝑖 , v′

𝑗) = 𝑤(v′
𝑖 , v′

𝑗 ∣v𝑖, v𝑗 ) [ρ ℎ𝑖𝑗 σ𝑡(ℎ𝑖𝑗)]−1 ,

а скорости остальных частиц не изменяются. Время
свободного пробега системы распределено с экспо-
ненциальной плотностью 𝑝(𝑡) = ν(𝑉) exp(−𝑡 ν(𝑉)).
Известно, что предельная при 𝑁 → ∞ плотность
𝑓(𝑡, v) “одночастичного” распределения скорости
удовлетворяет уравнению Больцмана [5]:

𝜕
𝜕𝑡

𝑓(𝑡, v) = ∫ [𝑓(𝑡, v′)𝑓(𝑡, v′
1) − 𝑓(𝑡, v)𝑓(𝑡, v1)]×

× 𝑤(v′, v′
1 ∣v, v1 )𝑑v′𝑑v′

1𝑑v1.

В [2] для простой модельной задачи были впер-
вые получены результаты, позволяющие пред-
положить, что погрешность оценки 𝑓(𝑡, v) в
𝑁-частичном алгоритме имеет порядок 𝑂(𝑁−1)
(хотя эвристически можно было ожидать порядок
𝑂(𝑁−1/2)).

В качестве теста численно моделировалась (как
указано выше) однородная по пространству сто-
хастическая релаксация газа из псевдомаксвеллов-
ских молекул [2] для начального распределения
скоростей 𝑁 частиц, при котором известно точное
решение 𝑓(𝑡, v) уравнения Больцмана (соответству-
ющего 𝑁 =∞, см. [2, 6]).

Статистически оценивалось значение функци-
онала

𝑧(𝑡) = 1
11!! ∫

𝑓(𝑡, v)∣v∣10 𝑑v = (1 − β𝑒−λ𝑡)4[1 + 4β𝑒−λ𝑡]

при β = 0.4, λ = 1/6. Следовательно, здесь ξ𝑖(𝑡) =
= ∣v𝑖(𝑡)∣10/11!!, 𝑖 = 1, ..., 𝑁. Подробно алгоритм мо-
делирования изложен в [2], где были проведены
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предварительные расчеты. Результаты реализован-
ного при выполнении настоящей работы модели-
рования представлены в таблице 1. Они показыва-
ют практическую целесообразность использования
здесь формул (7) и (9).

Символом 𝑛 в таблице 1 обозначено число
независимых реализаций 𝑁-частичного ансамбля.
Отметим, что возможное верхнее приближение
γ ≈ σ2

𝑁/(2𝑥̄𝑁), например, для 𝑡 = 12 дает сильно за-
вышенное значение γ̃ ≈ 55.

В первом столбце таблицы 1 приводится оцен-
ка δ-значение 𝑥̃ = 𝑥̃δ для δ = P(max

𝑖
∣𝑣𝑖∣ > 6), свя-

занное с тем, что компоненты скорости 𝑣𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3
для 𝑡 = 0 и 𝑡 = +∞ имеют распределение, близкое
стандартному нормальному. В соответствующем δ-
алгоритме при ∣𝑣𝑖∣ > 6 делается замена: ∣𝑣𝑖∣ ↦ 6,
𝑖 = 1, 2, 3. Полученное значение ∣𝑥̃−𝑥̃δ∣ обеспечивает
здесь справедливость теоремы из пункта 2, так как
оно существенно меньше модуля смещения. Отме-
тим, что этого всегда можно достичь, если выпол-
няется условие δ-непрерывности; при этом в (5)
фактически добавляется слагаемое 𝑜(1/𝑁). В трех
последних столбцах таблицы 1 приведены оцен-
ки величины −γ, обозначенные номерами формул,
по которым они вычислялись, то есть в последнем
столбце дано “точное” значение −2000(𝑥̄2000 − 𝑥̃);
для реализации формулы (7) были проведены до-
полнительно расчеты при 𝑁2 = 1000.

5. Далее рассматривается смещение оценок
в стохастической SEIR модели эпидемиологиче-
ского процесса (см., например, [3, 7]). Для по-
строения тренда такого процесса обычно использу-
ются дифференциальные SEIR модели, в которых
индивидуумы (элементы) разбиваются на груп-
пы (типы): восприимчивые (𝑆), инфицированные
с симптомами (𝐼), инфицированные без симпто-
мов (𝐸), выздоровевшие (𝑅), умершие (𝐷); полная
популяция 𝑛 = 𝑆 + 𝐼 +𝐸 +𝑅 +𝐷 (см., например, [7],
и указанную там литературу). Таким образом фак-
тически реализуется SEIRD модель. Соответству-
ющие системы дифференциальных уравнений по-
лучаются из локального баланса, что вполне обос-
новано в линейном варианте задачи, когда груп-
пы не взаимодействуют, но испытывают превра-
щения с изменением типа. При наличии взаимо-
действий (например, инфицирования больными)
фактически используется эвристическое предпо-
ложение об асимптотической (по начальной чис-
ленности) некоррелированности взаимодействую-
щих групп (“каждый с каждым”), которое дает из-
вестные системы нелинейных дифференциальных
уравнений, в частности, уравнение, определяющее
изменение величины 𝑆(𝑡)

𝑑𝑆
𝑑𝑡
= −(𝑎𝐼𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)

𝑛
+ 𝑎𝐸𝑆(𝑡)𝐸(𝑡)

𝑛
) ,

где 𝑡 –– время в днях (см, например, [3, 7] и лите-
ратуру в этих статьях). Отметим, что в [8] доказа-
на сходимость по распределению при 𝑛 → ∞ функ-
циональных характеристик эпидемии к решению
дифференциальных SEIR-уравнений в естествен-
ном предположении о том, что реализуется слу-
чайный марковский пуассоновский процесс рож-
дения и гибели с превращениями и взаимодействи-
ем групп. Трудоемкость соответствующего числен-
ного моделирования растет как 𝑛2 [3]; построенная
в [3] и обоснованная в настоящей работе оценка
смещения дает возможность использования стоха-
стической SEIR-модели для больших 𝑛.

6. Далее строится смещение для специально
сформулированной стохастической 𝑁-частичной
SEIR-модели. Определим стохастическую модель
следующим образом:

𝑀 = 𝑛𝑁 –– моделируемая начальная числен-
ность, где 𝑛 –– базовая начальная численность с за-
данным распределением по группам, а 𝑁 = 1, 2, … .

Соответствующие начальные данные получа-
ются из базовых умножением на 𝑁, а получаемые
результаты делятся на 𝑁.

Результативная статистическая (по реализаци-
ям модели) оценка числа выявленных инфициро-
ванных обозначается 𝑓(𝑖, 𝑁), где 𝑖 –– номер дня, 𝑖 =
0 для 23.03.20. Достаточно ясно, что таким об-
разом сформулировано многомерное обобщение
𝑁-частичной модели, в которой каждая “частица”
при 𝑡 = 0 совпадает с базовой совокупностью чис-
ленности 𝑛, а дальнейшая стохастическая эволю-
ция объединенной системы реализуется, как ука-
зано выше. Именно для такой модели в [8] фак-
тически доказано, что E𝑓(𝑖, 𝑁) ÐÐÐ→

𝑁→∞
𝑓dif (𝑖), где

𝑓dif (𝑖)–– это сумма соответствующих значений 𝐼(𝑡𝑖)
и 𝐸(𝑡𝑖) компонент решения SEIR-системы диффе-
ренциальных уравнений (см. [3, 7]), которое стро-
илось в [3] по схеме Рунге––Кутты с достаточно
большой точностью. Статистическая оценка вели-
чины E𝑓(𝑖, 𝑁) (МК-среднее) далее обозначена че-
рез ̃𝑓(𝑖, 𝑁). Здесь ξ𝑖(𝑡) из (1) –– это случайное чис-
ло выявленных инфицированных лдя 𝑖-той “части-
цы” в момент времени 𝑡. Соотношение (5) в дан-
ном случае следует непосредственно из указан-
ной в разделе 2 теоремы Крамера, так как здесь
𝐻(𝑚𝑁) ≡ 𝑚𝑁 ≤ 1 вследствие использования схемы
Бернулли для построения оценки.

В [3] проверялось, что величина смещения
δ𝑓(𝑖, 𝑁) = ̃𝑓(𝑖, 𝑁) − 𝑓dif (𝑖) оценивается величиной
γ𝑖/𝑁 по аналогии с многочастичной статистиче-
ской оценкой для решения нелинейного уравнения
Больцмана (см. пункт 4). С этой целью были про-
ведены расчеты методом Монте-Карло для вариан-
тов задачи с 𝑀 = 𝑛𝑁𝑘, 𝑁𝑘 = 2𝑘−1, 𝑘 = 1, 2, 3, 4, 5, при-
чем число независимых вычислительных экспери-
ментов для построения МК-среднего при фикси-
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Таблица 1. Значения оценок функционала 𝑥̃(𝑡) = 𝑧(𝑡) и статистические погрешности (одна σ)

𝑡 𝑁1 = 2000, 𝑛 = 107,
δ-значение 𝑁1 = 2000, 𝑛 = 107 Точное

решение −γ, (7) −γ, (9) −γ, (6)

0 0.33696 ± 0.00001 0.33696 ± 0.00001 0.33696 −0.032 0.004 −0.003
1 0.45051 ± 0.00002 0.45051 ± 0.00002 0.45055 0.114 0.206 0.081
2 0.55583 ± 0.00003 0.55583 ± 0.00003 0.55593 0.233 0.517 0.190
3 0.64817 ± 0.00004 0.64817 ± 0.00003 0.64839 0.443 0.893 0.427
4 0.72582 ± 0.00004 0.72582 ± 0.00004 0.72625 0.684 1.258 0.855
5 0.78926 ± 0.00005 0.78927 ± 0.00005 0.78980 1.139 1.589 1.066
6 0.83971 ± 0.00006 0.83971 ± 0.00005 0.84043 1.120 1.931 1.431
7 0.87918 ± 0.00006 0.87919 ± 0.00006 0.88000 1.435 2.249 1.628
8 0.90952 ± 0.00006 0.90952 ± 0.00006 0.91046 1.758 2.460 1.884
9 0.93261 ± 0.00006 0.93262 ± 0.00006 0.93363 1.849 2.673 2.003
10 0.94993 ± 0.00007 0.94994 ± 0.00007 0.95106 1.624 2.819 2.247
11 0.96291 ± 0.00007 0.96292 ± 0.00007 0.96408 2.140 2.956 2.318
12 0.97257 ± 0.00007 0.97258 ± 0.00007 0.97374 2.310 3.022 2.311

рованном значении 𝑘 равнялось 25−𝑘⋅104. Таким об-
разом полное начальное число “частиц” в каждом
варианте равнялось 16 ⋅ 104 и, по-видимому, вслед-
ствие слабой зависимости “частиц” среднеквадра-
тические погрешности σ(𝑖, 𝑘) оценок ̃𝑓(𝑖, 𝑁𝑘) ока-
зались весьма близкими, т.е. σ(𝑖, 𝑘) ≈ σ̃𝑖. Это сдела-
ло целесообразной следующую безвесовую средне-
квадратическую оценку:

γ𝑖 =
5

∑
𝑘=2
( ̃𝑓(𝑖, 𝑁𝑘) − 𝑓dif (𝑖))/𝑁𝑘 ⋅

⎛
⎝

5

∑
𝑘=2

1/𝑁2
𝑘
⎞
⎠

−1

. (10)

При этом было учтено, что функциональная зави-
симость вида γ/𝑁 практически точно реализуется,
начиная с 𝑁 = 2. Однако расчеты показали, что удо-
влетворительна оценка: ̃𝑓(𝑖, 1) − 𝑓dif (𝑖) ≈ γ𝑖.

Результаты, полученные для стохастической
модели SEIR эпидемии COVID-19 в Новосибирске
с 23.03.2020 по 21.06.2020 приведены в таблице 2,
где γ –– оценка вида (10), γ̃ = −σ2

𝑁/(2𝑥̄𝑁).

Таблица 2. Оценки для стохастической SEIR модели эпиде-
мии COVID-19

Номер
дня σ2

𝑁 𝑥̄𝑁 γ γ̃

40 576 40 −0.48 −7.2
50 1312 60 −1.6 −10.9
70 4000 120 −9.5 −16.7
80 5152 150 −18 −17.2
90 5088 176 −27 −14.5

Таким образом показано, что и в стохасти-
ческой SEIR-модели смещение основной оценки

имеет порядок 𝑂(1/𝑁), причем выражение смеще-
ния (9) может быть вполне удовлетворительным.
В то же время использованная на основе резуль-
татов из [3] оценка γ̃ = −σ2

𝑁/(2𝑥̄𝑁) до 𝑖 = 70 да-
ет существенное завышение модуля коэффициен-
та при 1/𝑁; дальнейшее уравнивание оценок, по-
видимому, связано с относительным ростом вели-
чины 𝐼(𝑡) +𝐸(𝑡).

В заключение можно констатировать, что
проведенные теоретические и численные иссле-
дования подтвердили порядок 𝑂(1/𝑁) смещения
𝑁-частичных статистических оценок решений
нелинейных кинетических уравнений и дали
оценки соответствующих коэффициентов.
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The paper gives a theoretical and numerical justification of the bias with the 𝑂(1/𝑁) order for the 𝑁-particle
statistical estimates of the functionals of the solution of nonlinear kinetic equations for the model with inter-
action of particle trajectories. An estimate of the coefficient in the corresponding bias formula is obtained.
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