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собственных мод) и оптимальных возмущений с помощью оптимального вдува–отсоса на примере
течения Пуазейля в канале квадратного сечения и гармонического по продольному направлению
вдува–отсоса через стенки канала. Задача сводится к решеню задач оптимального управления для
линеаризованных уравнений динамики вязкой несжимаемой жидкости. Впервые показано, что
генерация оптимального возмущения при помощи вдува–отсоса значительно более затратна, чем
генерация ведущей моды.
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1. В декартовых координатах (x, y, z) рассмот-
рим течение Пуазейля [1] в бесконечном вдоль x
канале квадратного сечения Σ = {(y, z) ∶ −1 < y < 1,
−1 < z < 1}. Нас будет интересовать генерация ма-
лых возмущений этого течения с помощью гар-
монического по x с заданным продольным волно-
вым числом α ⩾ 0 оптимального вдува–отсоса че-
рез стенки канала. Вектор сгенерированного воз-
мущения скорости и отвечающее ему возмущение
давления в рассматриваемом случае представимы
в виде:

v′(x, y, z, 𝑡) = Real{v(y, z, 𝑡)eiαx} ,

p′(x, y, z, 𝑡) = Real{p(y, z, 𝑡)eiαx} ,
(1)

где v и p –– комплекснозначные амплитуды, i ––
мнимая единица. Подставляя (1) в линеаризован-
ные относительно основного течения уравнения
движения вязкой несжимаемой жидкости, можно
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получить следующие уравнения для амплитуд этих
возмущений:

𝜕v
𝜕𝑡
= −(V ⋅ ∇) v − (v ⋅ ∇0)V −∇p + 1

Re
Δv,

∇ ⋅ v = 0,
(2)

которые будем рассматривать в области Σ с гранич-
ными условиями:

v(±1, 𝑧, 𝑡) = (0, η±
v (𝑧, 𝑡), 0)T , v(𝑦, ±1, 𝑡) = (0, 0, η±

w(𝑦, 𝑡))T .

Здесь η+v , η−v , η+w, η−w –– моделирующие вдув–отсос
достаточно гладкие функции, принимающие нуле-
вые значения при значениях ±1 первого аргумента,
V –– вектор скорости течения Пуазейля, Re –– число
Рейнольдса, определенное по максимальной ско-
рости течения Пуазейля и полувысоте канала,

∇ = (iα,
𝜕
𝜕y

,
𝜕
𝜕z
)

T
, ∇0 = (0,

𝜕
𝜕y

,
𝜕
𝜕z
)

T
, Δ = ∇T∇.

а T означает операцию транспонирования.
Для амплитуд вектора скорости и управления

будем использовать следующие нормы:

⎛
⎝∫

Σ

v∗v𝑑𝑦𝑑𝑧
⎞
⎠

1/2

, (3)
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⎛
⎜
⎝

1

∫
−1

(η+∗w η+w + η−∗w η−w)𝑑𝑦 +
1

∫
−1

(η+∗v η+v + η−∗v η−v )𝑑𝑧
⎞
⎟
⎠

1/2

, (4)

где ∗ означает операцию транспонирования и ком-
плексного сопряжения.

2. Аппроксимируем по пространству систе-
му (2) методом коллокаций [2] на смещенных сет-
ках (узлы Гаусса–Лобатто –– для аппроксимации
компонент скорости и узлы Гаусса –– для давления),
как это описано в работе [3]. Получим систему
обыкновенных дифференциальных и алгебраиче-
ских уравнений следующего вида:

𝑑v
𝑑𝑡
= (𝐽1 +

1
Re

𝐽2) v +𝐺p +𝐶vη, 𝐹v +𝐶pη = 0 (5)

с матрицами 𝐽1, 𝐽2 ∈ ℂ𝑛v×𝑛v, 𝐺 ∈ ℂ𝑛v×𝑛p, 𝐹 ∈ ℂ𝑛p×𝑛v,
𝐶v ∈ ℂ𝑛v×𝑛𝑐, 𝐶p ∈ ℂ𝑛p×𝑛𝑐, где 𝑛v = 3𝑛y𝑛z, 𝑛p = (𝑛y + 1)×
×(𝑛z + 1), 𝑛𝑐 = 2(𝑛y+𝑛z), а 𝑛y и 𝑛z –– числа внутренних
узлов, используемых для аппроксимации компо-
нент скорости по y и z соответственно. Здесь v и p ––
векторы значений во внутренних узлах амплитуд
компонент скорости и давления, соответственно,
η –– дискретный аналог управления –– вектор значе-
ний амплитуд нормальных к стенкам канала ком-
понент скорости в граничных узлах, исключая уз-
лы в углах сечения канала. Матрица 𝐺 является дис-
кретным аналогом градиента, матрицы 𝐽1, 𝐽2 и 𝐹 ––
дискретными аналогами операторов переноса, Ла-
пласа и дивергенции с нулевыми граничными усло-
виями, соответственно, а матрицы 𝐶v и 𝐶p поз-
воляют учесть ненулевые граничные условия для
компонент скорости, нормальных к стенкам ка-
нала. Используя квадратурные формулы с весами
Гаусса–Лобатто, дискретные аналоги норм (3) и (4)
можно представить в виде ∥𝐸v∥2 и ∥𝐸ηη∥2 соответ-
ственно, где 𝐸 и 𝐸η –– диагональные, положительно
определенные матрицы. Эти нормы мы будем ис-
пользовать для оценки отклонения решения от це-
ли и затрат на генерацию заданного возмущения.

Систему дифференциальных и алгебраических
уравнений (5) можно редуцировать [4] к эквива-
лентной системе обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений вида

𝑑𝑥
𝑑𝑡
= 𝐴𝑥 +𝐶ξ, (6)

При этом, v = 𝑋𝑥 + 𝑌 ξ, η = 𝐸−1
η ξ. Здесь 𝐴, 𝐶, 𝑋, 𝑌 ––

некоторые матрицы размеров 𝑛×𝑛, 𝑛×𝑛𝑐, 𝑛v ×𝑛 и 𝑛v ×
𝑛𝑐, соответственно, 𝑛 = 𝑛v − 𝑛p + 𝑑, а 𝑑 = 1 при α > 0
и 2 при α = 0.

Отметим, что поскольку профиль скорости ос-
новного течения является четной функцией y и z,
то решение задачи Коши для системы (2) можно
свести к отдельному поиску решений, обладающих
определенными симметриями относительно осей

сечения канала [3]. Для определенности, следуя ра-
ботам [6, 7], будем рассматривать далее решения
со следующими четностями компонент скорости
и давления: (−+,++,−−,−+), где первый плюс (ми-
нус) означает четность (нечетность) соответству-
ющей переменной по y, а второй –– по z. Описан-
ная аппроксимация системы (2) сохраняет симмет-
рии решений. Поэтому, полученную после аппрок-
симации систему можно свести к системе вида (6)
с векторами 𝑥 и ξ, имеющими примерно вчетверо
меньшее число компонент, чем без учета четности.

3. Решение задачи Коши для системы (6) с на-
чальным значением 𝑥(0) = 0 существует, един-
ственно и представимо в виде формулы Коши:

𝑥(𝑇) =
𝑇

∫
0

𝑊(𝑡)ξ(𝑡)𝑑𝑡,

где
𝑊(𝑡) = exp{(𝑇 − 𝑡)𝐴}𝐶.

Грамиан управляемости 𝑃(∞), где

𝑃(𝑇) =
𝑇

∫
0

𝑊(𝑡)𝑊(𝑡)∗ 𝑑𝑡, (7)

в данном случае является очень плохо обусловлен-
ной матрицей в силу малоранговости матрицы 𝐶.
Поэтому, будем решать приближенные задачи оп-
тимального управления следующего вида.

Задано 𝑇 > 0, вектор 𝑥𝑇 и допустимая погреш-
ность ε ⩾ 0. Найти определенную в интервале [0, 𝑇]
функцию ξ(𝑡) такую, что

ξ ∈ 𝐿2 ∶
XXXXXXXXXXXXX

𝑇

∫
0

𝑊(𝑡)ξ(𝑡)𝑑𝑡 − 𝑥𝑇

XXXXXXXXXXXXX2

⩽ ε∥𝑥𝑇∥2,

∥ξ∥𝐿2
→min.

(8)

Пусть 𝐷 –– квадратная диагональная положи-
тельно определенная матрица отвечающая 𝑚 мак-
симальным собственным значениям матрицы 𝑃(𝑇),
𝑈 –– прямоугольная матрица, столбцы которой об-
разуют ортонормированную систему соответству-
ющих собственных векторов.

Утверждение 1. Пусть ε0=∥(𝐼−𝑈𝑈∗)𝑥𝑇∥2 / ∥𝑥𝑇∥2.
Тогда решение задачи (8) при ε0 ⩽ ε < 1 существует,
единственно и представимо в виде ξ(𝑡) =𝑊(𝑡)∗𝑈γ,
где γ –– решение оптимизационной задачи

γ ∈ ℂ𝑚 ∶ ∥𝐷γ −ψ∥2 ⩽ δ ∥ψ∥2, (𝐷γ, γ)→ min,

с ψ = 𝑈∗𝑥𝑇, δ =
√
(ε2 − ε2

0) / (1 − ε2
0).

Таким образом решение рассматриваемой зада-
чи приближенного оптимального управления сво-
дится к простейшей задаче выпуклого програм-
мирования. В качестве 𝑚 будем выбирать макси-
мальное целое число, при котором отношение ми-
нимального диагонального элемента матрицы 𝐷
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к максимальному больше либо равно машинной
точности. В качестве 𝑇 будем выбирать минималь-
ное положительное число, обеспечивающее неиз-
менность у ε0 трех значащих десятичных цифр с ро-
стом 𝑇.

4. Известно, что течение Пуазейля в кана-
ле квадратного сечения является асимптотически
устойчивым по Ляпунову при любом конечном
числе Рейнольдса [3, 5], иными словами линей-
ное критическое число Рейнольдса для этого те-
чения равно бесконечности. Далее мы рассмотрим
в качестве целей для задачи оптимального управле-
ния волну Толлмина–Шлихтинга, то есть ведущую
(наименее затухающую) моду, и оптимальное воз-
мущение, обладающие указанной выше симметри-
ей. Следуя работам [6, 7], мы будем рассматривать
течение Пуазейля с Re = 3000 и генерировать веду-
щую моду и оптимальное возмущение с волновым
числом α = 0.1, а также, для сравнения, с α = 0 и 1.

Необходимый для этого расчет амплитуды ве-
дущей моды сводится к вычислению собственно-
го вектора матрицы 𝐴, отвечающего собственному
значению с максимальной действительной частью,
который мы вычислим с помощью QR алгорит-
ма [8]. Расчет оптимального возмущения с помо-
щью алгоритма [9] сводится к вычислению норми-
рованного правого сингулярного вектора [9] мат-
ричной экспоненты exp{𝑡𝐴}, отвечающего ее мак-
симальному сингулярному числу, в момент време-
ни, при котором достигается максимум этого син-
гулярного числа.

Система (2) аппроксимировалась описанным
выше способом на сетке с 𝑛y = 𝑛z = 40. Допол-
нительные расчеты, результаты которых мы здесь
приводить не будем, показали, что данное число
узлов обеспечивает сходимость результатов по ша-
гу сетки с достаточно высокой точностью. После
учета симметрий и алгебраической редукции бы-
ла сформирована система (6) с квадратной матри-
цей 𝐴 порядка 780 и прямоугольной матрицей 𝐶
размера 780 × 40. Все результаты вычислений при-
водятся далее округленными до трех значащих де-
сятичных цифр.

В таблице 1 представлены затраты на генера-
цию целей при различных значениях ε, то есть
значения 𝐿2 нормы соответствующих оптимальных
управлений. Видно, что затраты на генерацию оп-
тимального возмущения значительно выше затрат
на генерацию ведущей моды. Более того, при вы-
бранных значениях α и 𝑇 генерация оптимально-
го возмущения с допустимыми погрешностями ε =
10−7, 10−5 и 10−4 соответственно невозможна, по-
скольку они меньше соответствующих неустрани-
мых погрешностей ε0. Для указанных в таблице
значений α и 𝑇 эти погрешности равны соответ-
ственно 2.56 × 10−8, 1.16 × 10−6, 3.62 × 10−5 для ве-

дущей моды и 1.85 × 10−3, 6.76 × 10−2, 7.23 × 10−1 для
оптимального возмущения.

Результаты расчетов, представленные в табли-
це 1, позволяют сделать вывод, что затраты на
создание оптимального возмущения с помощью
вдува–отсоса выше затрат на создание ведущей мо-
ды примерно в 104 раз, а оптимальное возмущение
с высокой точностью вообще не удалось создать.

Таблица 1. Затраты на генерацию ведущей моды и оптималь-
ного возмущения с волновыми числами α = 0 (при 𝑇 = 1500),
а также 0.1 и 1 (при 𝑇 = 500) при заданной допустимой по-
грешности ε

α ε Ведущая
мода

Оптимальное
возмущение

0 10−1

1.86 × 10−3

10−7

5.77 × 10−2

1.08 × 10−1

2.89 × 10−1

2.13 × 102

1.98 × 103

−
0.1 10−1

6.78 × 10−2

10−5

1.21
1.45
7.19

6.76 × 104

1.28 × 105

−
1 9 × 10−1

7.24 × 10−1

10−4

5.52 × 10−1

2.06
5.02 × 102

1.04 × 103

7.86 × 105

−
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The problem of generating the Tollmien-Schlichting waves (leading eigenmodes) and optimal disturbances
with a given accuracy using optimal blowing–suction is considered with the example of Poiseuille flow in a
duct of square cross-section and streamwise-harmonic blowing-suction through the duct walls. The prob-
lem is reduced to solving optimal control problems for the linearized governing equations of viscous incom-
pressible media. It is shown for the first time that generating the optimal disturbances using blowing–suction
is much more expensive than generating the leading modes.
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