
ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2024, том 519, с. 14–17

МАТЕМАТИКА

УДК 511.36

БЕСКОНЕЧНАЯ АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ НЕЗАВИСИМОСТЬ
ПОЛИАДИЧЕСКИХ РЯДОВ С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ

КОЭФФИЦИЕНТАМИ
© 2024 г. В. Г. Чирский1*

Представлена академиком РАН А. Л. Семёновым
Получено 12.09.2024 г.

После доработки 02.10.2024 г.
Принято к публикации 02.10.2024 г.

Рассмотрим последовательности целых чисел 𝑎(𝑘,𝑗)
𝑛 , 𝑘 = 1, … , 𝑇𝑗, 𝑗 = 1, … , 𝑚, удовлетворяю-

щие условиям 𝑎(𝑘,𝑗)
𝑛 = 𝑎(𝑘,𝑗)

𝑛+𝑇𝑗
, 𝑗 = 1, … , 𝑚, 𝑘 = 1, … , 𝑇𝑗, 𝑛 = 0, 1, …, и рассмотрим ряды 𝐹𝑗,𝑘(𝑧) =

=∑∞
𝑛=0 𝑎(𝑘,𝑗)

𝑛 𝑛!𝑧𝑛, 𝑘 = 1, … , 𝑇𝑗, 𝑗 = 1, … , 𝑚. Устанавливаются условия, при которых совокупность ря-
дов 𝐹𝑗,𝑘(𝑧), 𝑘 = 2, … , 𝑇𝑗, 𝑗 = 1, … , 𝑚 и ряд Эйлера Φ(𝑧) =∑∞

𝑛=0 𝑛!𝑧𝑛 алгебраически независимы над
ℂ(𝑧) и для любого целого алгебраического числа γ ≠ 0 их значения в точке γ бесконечно алгебра-
ически независимы.
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Работа продолжает исследования, начатые
в статье [1]. Используется модификация метода
Зигеля–Шидловского [2], [3] для полиадиче-
ских чисел [4] и подход, предложенный в работе
В. Х Салихова [5]. Пусть 𝑇1, … , 𝑇𝑚 –– попарно
взаимно простые натуральные числа. Рассмот-
рим последовательности целых чисел 𝑎(𝑘,𝑗)

𝑛 ,
𝑘 = 1, … , 𝑇𝑗, 𝑗 = 1, … , 𝑚, удовлетворяющие услови-
ям 𝑎(𝑘,𝑗)

𝑛 = 𝑎(𝑘,𝑗)
𝑛+𝑇𝑗

, 𝑗 = 1, … , 𝑚, 𝑘 = 1, … , 𝑇𝑗, 𝑛 = 0, 1, ….
Потребуем выполнения следующих условий:

1. Для каждого 𝑗 = 1, … , 𝑚 пусть 𝑎(1,𝑗)
𝑛 = 1 для

всех 𝑛.
2. Для каждого 𝑗 = 1, … , 𝑚 пусть векторы

(𝑎(𝑘,𝑗)
0 , … , 𝑎(𝑘,𝑗)

𝑇𝑗−1
), 𝑘 = 2, … , 𝑇𝑗 линейно независимы

с вектором (𝑎(1,𝑗)
0 , … , 𝑎(1,𝑗)

𝑇𝑗−1
) = (1, … , 1).

Обозначим

𝐹𝑗,𝑘(𝑧) =
∞

∑
𝑛=0

𝑎(𝑘,𝑗)
𝑛 𝑛!𝑧𝑛, 𝑘 = 1, … , 𝑇𝑗, 𝑗 = 1, … , 𝑚. (1)

Отметим, что для любого 𝑗 = 1, … , 𝑚 выполнено ра-
венство

𝐹𝑗,1(𝑧) = Φ(𝑧) =
∞

∑
𝑛=0

𝑛!𝑧𝑛.
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Ряд Φ(𝑧) = ∑∞
𝑛=0 𝑛!𝑧𝑛 принято называть рядом

Эйлера.
Теорема 1. Пусть целые числа 𝑎(𝑘,𝑗)

𝑛 , 𝑘 = 1, … , 𝑇𝑗,
𝑗 = 1, … , 𝑚 удовлетворяют сформулированным выше
условиям. Тогда ряды 𝐹𝑗,𝑘(𝑧), 𝑘 = 2, … , 𝑇𝑗, 𝑗 = 1, … , 𝑚
алгебраически независимы над ℂ(𝑧) с рядом Эйлера
Φ(𝑧) = ∑∞

𝑛=0 𝑛!𝑧𝑛 и для любого целого алгебраическо-
го числа γ ≠ 0 ряды 𝐹𝑗,𝑘(γ), 𝑘 = 2, … , 𝑇𝑗, 𝑗 = 1, … , 𝑚
бесконечно алгебраически независимы с Φ(γ).

Поясним термин: бесконечно алгебраически
независимы. Пусть γ ≠ 0 принадлежит алгебраи-
ческому полю 𝕂 конечной степени над полем ℚ.
При условиях теоремы для любого простого числа
𝑝 рассматриваемые ряды 𝐹𝑗,𝑘(γ) сходятся в любом
пополнении 𝕂𝑣 поля 𝕂 по нормированию 𝑣, про-
должающему 𝑝-адическое нормирование поля ℚ.

Суммы этих рядов в поле 𝕂𝑣 обозначаем
(𝐹𝑗,𝑘(γ))(𝑣). Это означает, что можно рассмотреть
прямое произведение всех таких полей 𝕂𝑣. Беско-
нечная алгебраическая независимость означает,
что для любого отличного от нуля многочлена с
целыми коэффициентами

𝑃 (𝑥1,𝑇1, … 𝑥𝑇1,𝑇1, 𝑥2,𝑇2, … , 𝑥𝑇2,𝑇2 … , 𝑥2,𝑇𝑚, … , 𝑥𝑇𝑚,𝑇𝑚)

существует бесконечное множество простых чи-
сел 𝑝 и нормирований 𝑣 поля 𝕂, продолжающих
𝑝–адическое нормирование поля ℚ таких, что в по-
ле 𝕂𝑣 выполняется неравенство
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𝑃 ((𝐹1,𝑇1(γ))
(𝑣) , … , (𝐹𝑇1,𝑇1(γ))

(𝑣) , (𝐹2,𝑇2(γ))
(𝑣) , … ,

(𝐹𝑇2,𝑇2(γ))
(𝑣) , … , (𝐹2,𝑇𝑚(γ))

(𝑣) , … ,
(𝐹𝑇𝑚,𝑇𝑚(γ))

(𝑣)) ≠ 0.

Доказательство теоремы существенно использует
результаты статьи [1]. Основой являются тожде-
ства, аналогичные доказанным в [1]. Пусть 𝑎(𝑘,𝑗)

𝑛 ––
целые числа с условием 𝑎(𝑘,𝑗)

𝑛+𝑇𝑗
= 𝑎(𝑘,𝑗)

𝑛 . Ряды 𝐹𝑗,𝑘(𝑧),
определенные равенствами (1) можно представить
в виде

𝐹𝑗,𝑘(𝑧) =
∞

∑
𝑛=0

𝑎(𝑘,𝑗)
𝑛 𝑛!𝑧𝑛 =

𝑇𝑗−1

∑
𝑙=0

𝑎(𝑘,𝑗)
𝑙

∞

∑
𝑠=0
(𝑙+𝑠𝑇𝑗)!𝑧𝑙+𝑠𝑇𝑗. (2)

Как и в статье [1], обозначим

𝑓𝑗,0(𝑧) =
∞

∑
𝑠=0
(𝑧𝑇𝑗)𝑇𝑗𝑠 ⋅ (1)𝑠 ⋅ ( 1

𝑇𝑗
)

𝑠
⋅ … ⋅ (

𝑇𝑗 − 1
𝑇𝑗
)

𝑠
, (3)

при 𝑙 = 0, 1, … , 𝑇𝑗 − 2,

𝑓𝑗,𝑙(𝑧) =
∞

∑
𝑠=0
(𝑠𝑇𝑗)𝑇𝑗𝑠 ⋅ (1)𝑠 ⋅ ( 1

𝑇𝑗
+ 1)

𝑠
⋅ … ×

×( 𝑙
𝑇𝑗
+ 1)

𝑠
( 𝑙 + 1

𝑇𝑗
)

𝑠
⋅ … ⋅ (

𝑇𝑗 − 1
𝑇𝑗
)

𝑠
,

(4)

𝑓𝑗,𝑇𝑗−𝑙(𝑧) =
∞

∑
𝑠=0
(𝑠𝑇𝑗)𝑇𝑗𝑠 ⋅ (1)𝑠 ⋅ ( 1

𝑇𝑗
+ 1)

𝑠
⋅ … ×

×(
𝑇𝑗 − 1

𝑇𝑗
+ 1)

𝑠
,

(5)

где символ Похгаммера (γ)𝑛 определяется равен-
ствами (γ)0 = 1, (γ)𝑛 = γ(γ+1)… (γ+𝑛−1)при 𝑛 ⩾ 1. В
статье [1] установлены тождества: при 𝑙 = 1, … , 𝑇−1

𝑙!(𝑇)𝑇 𝑠 ⋅ (1)𝑠 ⋅ (1
𝑇
+ 1)

𝑠
⋅ … ⋅ (1

𝑇
+ 1)

𝑠
×

×( 𝑙 + 1
𝑇
)

𝑠
⋅ … ⋅ (𝑇 − 1

𝑇
)

𝑠
= (𝑙 + 𝑠𝑇)!.

(6)

При 𝑙 = 0

(𝑇)𝑇 𝑠 ⋅ (1)𝑠 ⋅ (1
𝑇
)

𝑠
⋅ … ⋅ (𝑇 − 1

𝑇
)

𝑠
= (𝑇 𝑠)!. (7)

Таким образом, при 𝑘 = 1, … , 𝑇𝑗 из равенств (2)––(7)
получаем:

𝐹𝑗,𝑘(𝑧) =
𝑇𝑗−1

∑
𝑙=0

𝑎(𝑘,𝑗)
𝑙 𝑙!𝑓𝑗,𝑙(𝑧) (8)

Линейную эквивалентность над полем ℂ(𝑧) конеч-
ных наборов рядов 𝑆1, 𝑆2 обозначаем символом
𝑆1 ∼ 𝑆2.

Лемма 1 (Лемма 1 из [1]). Для любого 𝑗 = 1, … , 𝑚

{𝑓𝑗,0(𝑧), … , 𝑓𝑗,𝑇𝑗−1(𝑧)} ∼ {𝑓𝑗,0(𝑧), … , 𝑓 (𝑇𝑗−1)
𝑗,0 (𝑧)} .

Обозначим Φ(𝑧) =
∞
∑
𝑛=0

𝑛!𝑧𝑛 –– ряд Эйлера.

Лемма 2 (Лемма 2 из [1]). Для любого 𝑗 = 1, … , 𝑚

𝑓𝑗,0(𝑧) =
1
𝑇𝑗

𝑇𝑗−1

∑
𝑟=0

Φ (ζ𝑗
𝑟𝑧) , где ζ𝑗 = exp(2𝜋𝑖

𝑇𝑗
) .

Обозначим Ψ(𝑧) = 𝑧Φ(𝑧).
Лемма 3 (Лемма 3 из [1]). Для любого 𝑗 = 1, … , 𝑚

{𝑓𝑗,0(𝑧), … , 𝑓𝑗,𝑇𝑗−1(𝑧)}∼{Ψ(ζ𝑗
𝑟𝑧), 𝑟 = 0, 1, … , 𝑇𝑗 − 1} .

Доказательства этих лемм совпадают с доказа-
тельствами лемм из [1] с точностью до обозначе-
ний.

Рассмотрим при каждом 𝑗 = 1, … , 𝑚 эквива-
лентные системы векторов {𝑓𝑗,0(𝑧), … , 𝑓𝑗,𝑇𝑗−1(𝑧)} ∼
∼ {Ψ (ζ𝑗

𝑟𝑧) , 𝑟 = 0, 1, … , 𝑇𝑗 − 1} и, соответственно,
{𝑓𝑗,1(𝑧), … , 𝑓𝑗,𝑇𝑗(𝑧)} ∼ {Ψ (ζ𝑗

𝑟𝑧) , 𝑟 = 0, 1, … , 𝑇𝑗 − 1},
так как набор {𝐹𝑗,1(𝑧), … , 𝐹𝑗,𝑇𝑗(𝑧)} ввиду (8) линей-
но эквивалентен набору {𝐹𝑗,0(𝑧), … , 𝐹𝑗,𝑇𝑗(𝑧)}.

Заметим, что 𝐹𝑗,1(𝑧) = Φ(𝑧), Ψ (ζ𝑗
0𝑧) = Ψ(𝑧) =

= 𝑧Φ(𝑧). Поэтому

{𝐹𝑗,2(𝑧), … , 𝐹𝑗,𝑇𝑗(𝑧)}∼{Ψ (ζ𝑗
𝑟𝑧) , 𝑟 = 0, 1, … , 𝑇𝑗 − 1} .

Следовательно,

{𝐹1,1(𝑧), 𝐹1,2(𝑧), … , 𝐹1,𝑇1(𝑧), 𝐹2,2(𝑧), … ,
𝐹2,𝑇2(𝑧), … , 𝐹𝑚,2(𝑧), … , 𝐹𝑚,𝑇𝑚(𝑧)} ∼

∼ {Ψ(𝑧), Ψ(ζ1
1𝑧), … , Ψ(ζ1

𝑇1−1𝑧), … ,
Ψ(ζ𝑚

1𝑧), … , Ψ(ζ𝑚
𝑇𝑚−1𝑧)} .

(9)

В статье [1] была доказана следующая теорема:
Пусть 𝛼1, … , 𝛼𝑁 –– различные числа, отличные от

0. Тогда формальные степенные ряды Ψ (𝛼1𝑧) , …,
Ψ (𝛼𝑁𝑧) алгебраически независимы над полем ℂ(𝑧).

Применим эту теорему к набору рядов {Ψ(𝑧) ,
Ψ(ζ1

1𝑧), …, Ψ(ζ1
𝑇1−1𝑧), …, Ψ(ζ𝑚

1𝑧), …, Ψ(ζ𝑚
𝑇𝑚−1𝑧)}.

Если для некоторых 𝑘, 𝑗, 𝑟 < 𝑇𝑗, 𝑠 < 𝑇𝑘 выпол-
няется равенство ζ𝑗

𝑟 = ζ𝑘
𝑠, то 2𝜋𝑖𝑟

𝑇𝑗
= 2𝜋𝑖𝑠

𝑇𝑘
и 𝑟

𝑠 =
𝑇𝑗
𝑇𝑘

, что
противоречит условию взаимной простоты чисел
𝑇𝑗 и 𝑇𝑘. Следовательно, наборы (9) состоят из рядов,
алгебраически независимых над ℂ(𝑧). Первая часть
теоремы доказана.

Доказательство второй части начнем с замеча-
ния о том, что все рассматриваемые ряды 𝐹𝑗,𝑘(𝑧)
входят в класс рядов 𝐹(ℚ, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑑). Для ряда, име-

ющего вид
∞
∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝑛!𝑧𝑛 это означает, что выполнены
следующие условия:
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1. Все коэффициенты 𝑎𝑛 принадлежат полю ℚ
и ∣𝑎𝑛∣ ⩽ exp(𝑐1𝑛) для всех 𝑛.

2. Существует последовательность нату-
ральных чисел 𝑑𝑛 = 𝑑0,𝑛𝑑𝑛 такая, что 𝑑𝑛𝑎𝑘 ∈ ℤ,
𝑛 = 0, 1, 2, …, 𝑘 = 0, 1, … , 𝑛, причем для любого 𝑛
число 𝑑0,𝑛 делится только на простые числа 𝑝 ⩽ 𝑐2𝑛
и степень, в которой число 𝑝 входит в разложение
числа 𝑑0,𝑛 на простые множители, обозначаемая
𝑜𝑟𝑑𝑝𝑑0,𝑛, удовлетворяет неравенству

𝑜𝑟𝑑𝑝𝑑0,𝑛 ⩽ 𝑐3 (log𝑝 𝑛 + 𝑛
𝑝2) .

Очевидно, что в рассматриваемом случае
𝑐2 = 𝑐3 = 0, 𝑑 = 1, а в качестве 𝑐1 можно взять
ln(max{∣𝑎(𝑘,𝑗)

𝑙 ∣, 𝑗=1, … , 𝑚, 𝑘=0, … , 𝑇𝑗 − 1, 𝑙 = 0, … , 𝑇𝑗−1}).
Заметим, что ряды 𝑓𝑗,𝑘(𝑧), 𝑗 = 1, … , 𝑚,

𝑘 = 0, … , 𝑇𝑗 − 1 составляют решение системы
дифференциальных уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦′
𝑗,𝑘 = (𝑘 + 1)

𝑦𝑗,𝑘+1 − 𝑦𝑗,𝑘

𝑧
.𝑘 = 0, … , 𝑇𝑗 − 2,

𝑦′
𝑗,𝑇𝑗−1 =

𝑇𝑗

𝑧𝑇𝑗+1(𝑇𝑗 − 1)!
(𝑦𝑗,0 − 1) −

𝑇𝑗

𝑧
⋅ 𝑦𝑗,𝑇𝑗−1.

(10)

Поскольку для любого 𝑗 = 1, … , 𝑚 совокупность
рядов {𝐹𝑗,1(𝑧), … , 𝐹𝑗,𝑇𝑗(𝑧)} линейно эквивалентна
совокупности рядов {𝑓𝑗,0(𝑧), … , 𝑓𝑗,𝑇𝑗−1(𝑧)}, причем
любой ряд 𝐹𝑗,𝑘(𝑧) является линейной комбинацией
рядов 𝑓𝑗,0(𝑧), … , 𝑓𝑗,𝑇𝑗−1(𝑧) с коэффициентами –– це-
лыми числами, ряды 𝐹𝑗,1(𝑧), … , 𝐹𝑗,𝑇𝑗(𝑧) для любого
𝑗 = 1, … , 𝑚 составляют решение системы линейных
дифференциальных уравнений с коэффициентами
из ℂ(𝑧), имеющими, ввиду (10), полюс только в точ-
ке 𝑧 = 0. При этом для каждого 𝑗 = 1, … , 𝑚 вы-
полняется равенство 𝐹𝑗,1(𝑧) = Φ(𝑧). Поэтому и ря-
ды 𝐹𝑗,𝑘(𝑧), 𝑘 = 2, … , 𝑇𝑗, 𝑗 = 1, … , 𝑚 и ряд Эйле-
ра 𝐹𝑗,1(𝑧) = Φ(𝑧) составляют решение системы из
𝑇1 + … + 𝑇𝑚 + 1 − 𝑚 линейных дифференциальных
уравнений с коэффициентами из ℂ(𝑧), имеющими
полюс только в точке 𝑧 = 0. Осталось применить
теорему 3 из статьи [6]:

Пусть 𝐹-ряды 𝑔1(𝑧), … , 𝑔𝑟(𝑧) составляют реше-
ние системы линейных дифференциальных уравнений

с коэффициентами из ℂ(𝑧) и алгебраически независи-
мы над ℂ(𝑧). Тогда для любого целого алгебраическо-
го числа γ ≠ 0 и отличного от особых точек этой си-
стемы ряды 𝑔1(γ), … , 𝑔𝑟(γ) бесконечно алгебраически
независимы.

Теорема полностью доказана.
Сделаем заключительные замечания. Рассмот-

рение взаимно простых чисел 𝑇1, … , 𝑇𝑚 позволяет
получить 𝑇1+…+𝑇𝑚+1−𝑚 алгебраически независи-
мых над ℂ(𝑧)рядов, выбирая 𝑇 2

1 +…+𝑇 2
𝑚−(𝑇1+...+𝑇𝑚)

вместо (𝑇1 +… + 𝑇𝑚)2 − (𝑇1 + ... + 𝑇𝑚) целых чисел.
Это соображение можно использовать при вычис-
лительных экспериментах, упомянутых в [7] и эко-
номном построении наборов независимых псевдо-
случайных чисел.
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INFINITE ALGEBRAIC INDEPENDENCE OF POLYADIC SERIES WITH
PERIODIC COEFFICIENTS
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𝑎Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia

Presented by Academician of the RAS A. L. Semenov

Consider sequences of integers 𝑎(𝑘,𝑗)
𝑛 , 𝑘 = 1, … , 𝑇𝑗, 𝑗 = 1, … , 𝑚 such that 𝑎(𝑘,𝑗)

𝑛 = 𝑎(𝑘,𝑗)
𝑛+𝑇𝑗

, 𝑗 = 1, … , 𝑚,

𝑘 = 1, … , 𝑇𝑗, 𝑛 = 0, 1, …, and consider the series 𝐹𝑗,𝑘(𝑧) =
∞
∑
𝑛=0

𝑎(𝑘,𝑗)
𝑛 𝑛!𝑧𝑛, 𝑘 = 1, … , 𝑇𝑗, 𝑗 = 1, … , 𝑚. The con-

ditions are established under which the set of series 𝐹𝑗,𝑘(𝑧), 𝑘 = 2, … , 𝑇𝑗, 𝑗 = 1, … , 𝑚 and the Euler series

Φ(𝑧) =
∞
∑
𝑛=0

𝑛!𝑧𝑛 are algebraically independent over ℂ(𝑧) and for any algebraic integer γ ≠ 0, their values at

the point γ are infinitely algebraically independent.

Keywords: polyadic numbers, infinite algebraic independence.
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