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В данной заметке-дополнении к статье [1] не 
только устанавливается дополнительная связь 
между Леммами 1 и 2 оригинальной работы, но 
и приводится новый результат, задающий фор-
мулу для точного вычисления E[ ( )]ηk N .

Итак, для решения Задачи 1 в общем случае 
требуется уметь находить 
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Справедлива следующая лемма.

Лемма Д1.

Пусть z zN1,...,  — результаты наблюдений слу-
чайной величины Z , имеющей экспоненциаль-
ное распределение F z z( ) = 1 ( )− −exp . Рассмотрим 
значения последовательности z z N(1) ( ),...,  тех же 
результатов, но расположенных в порядке возрас-
тания, где случайная величина Z k( )  является неу-
бывающей k -ой порядковой статистикой.
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Лемма проверяется непосредственно записью 
математического ожидания для порядковой ста-
тистики.

Отличие формулы (2) от известных заключа-
ется в вычислении среднего величины z

z

k

i

N
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по совместному распределению порядковых 
статистик Z Z N(1) ( ),..., . Затруднение вызывает 
вычисление интеграла в числителе (2). Однако, 
преодолеть это препятствие помогает следую-
щее утверждение. 

Утверждение Д1.
Искомое математическое ожидание равно 
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что в точности до множителя 1
N

 совпадает со значением другого математического ожидания 
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Формула (4) является известным результатом 
для нахождения математического ожидания по-
рядковых статистик [2]. Результат утверждения 
получен с использование символьного пакета 
вычислений Maple.

Остается заметить, что в работе 
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Используя формулу (5), получаем, что 
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Это означает, что условие нормировки выполнено.
Далее, изначально в работе Лемма 1 была вы-

брана в качестве базовой для перехода в Лемме 2 
и к основной формуле работы (6) вида 
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поскольку, как указано в Лемме 1, 

E( ( )) =
1( )exp �

�
Y

k
Nk , а соответствующая дис-

персия, быстро стремится к нулю при N � �.  
Это означает, что в окрестности порядковой 
статистики Y k( )  (под окрестностью понимается 
область, равная нескольким стандартным от-
клонениям), соответствующее математическое 
ожидание – это линейная функция, зависящая 
от номера отсчета, в то время как исходное рас-
пределение близко к ядерному. Поэтому имеем 
E Eexp exp( ) ( )( ) ( )Y Yk k≈ , исключение составляют 
наименьшие значения Y k( ).

Теперь сравним дискретные распределения: 
точное, задаваемое формулой (5), и приближен-
ное, определяемое по формуле (6).

При больших значения N  и k  выражение 
(5), которое является разностью гармонических 
рядов, можно приближать различными способа-
ми. Выберем следующую оценку 
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которая определена и имеет смысл при всех N  и 
k N∈ [1,..., ], а также входит в формулу (6).

Проиллюстрируем на рис. 1, 2 графики зави-
симостей распределений (5) и (6) от номера от-
счета.
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Рис. 1 и 2 иллюстрируют, что точные значе-
ния математического ожидания (5) для малого 
количества точек (членов спектрального ряда) 
незначительно отличаются от распределения 
(6), предложенного в оригинальной работе, для 
остальных отсчетов они практически совпадают. 
С ростом N  доля точек отклоняющихся от оцен-
ки быстро падает.

Таким образом, дополнительно обосновыва-
ется введение спектрального нормированного 
упорядоченного распределения, предложенного 
в Лемме 2, посредством которого определяется 
понятие спектральной сложности. Теперь спек-
тральную сложность также можно задавать на 
основе распределения (5) по формуле  
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Рис. 1. Дискретные распределения n Nk
� ( )  и n Nk ( )  для ряда размера N = 8 .
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В результате получен очень чувствительный, 
превышающий известные, метод обнаружения 
сигнала в белом шуме по наблюдениям в одном 
прямоугольном окне, основанный на вычисле-
нии спектральной сложности двух видов. 
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