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Проведен сравнительный анализ точности численных схем TVD (Total Variation Diminishing) второго 
порядка, RBM (Rusanov-Burstein-Mirin) третьего порядка и A-WENO (Alternative Weighted Essentially 
Non-Oscillatory) пятого порядка по пространству и третьего порядка по времени при расчете специ-
альной задачи Коши для уравнений мелкой воды с разрывными начальными данными, точное реше-
ние которой содержит центрированную волну разрежения и не содержит ударную волну. Показано, 
что внутри центрированной волны разрежения и в области ее влияния решения всех трех схем с раз-
личными порядками сходятся к разным инвариантам точного решения, что приводит к снижению 
точности этих схем при вычислении вектора базисных переменных рассматриваемой задачи Коши. 
Для теоретического обоснования данных численных результатов применяется P-форма первого диф-
ференциального приближения разностных схем.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В [1] был предложен метод построения ком-

бинированных численных схем сквозного счё-
та, которые, в отличие от NFC (Nonlinear Flux 
Correction) схем [2–7] и гибридных схем [8–10], 
не только монотонно локализуют фронты удар-
ных волн, но также сохраняют повышенную 
точность в областях их влияния. Используя ме-
тодику, разработанную в [1], различные комби-
нированные схемы были построены в [11, 12], 
где они применялись для расчета задач Коши 
для системы уравнений мелкой воды с гладкими 
периодическими начальными данными, когда 
ударные волны возникают в результате гради-
ентных катастроф внутри расчетной области. 
Численное моделирование таких задач было об-

условлено тем, чтобы на первом этапе постро-
ения теории комбинированных схем избежать 
проблем, связанных с сохранением повышен-
ной точности этих схем при аппроксимации раз-
рывных начальных и граничных условий. Поэ-
тому на следующих этапах развития этой теории 
необходимо исследовать точность разностных 
схем сквозного счета при численном расчете 
обобщенных решений задач Коши и началь-
но-краевых задач с разрывными начальными и 
граничными условиями.

Первый шаг в этом направлении сделан в 
[13], где был проведен сравнительный анализ 
точности монотонной схемы UpWind первого 
порядка [14] и двух NFC-схем: TVD второго по-
рядка [15] и WENO5 третьего порядка по време-
ни [16] при расчете для нелинейного уравнения 
переноса задачи Коши с кусочно-линейными 
разрывными периодическими начальными дан-
ными. Было показано, что в случае устойчивых 
начальных разрывов, из которых формируется 
последовательность ударных волн, порядок схо-
димости всех трех схем между ударными волна-
ми совпадает с их точностью на гладких решени-
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ях. В случае неустойчивых начальных разрывов, 
при распаде которых формируется последова-
тельность центрированных волн разрежения, 
все три рассмотренные схемы имеют первый по-
рядок сходимости внутри этих волн разрежения, 
независимо от их точности на гладких решениях.

В настоящей работе проведен сравнительный 
анализ точности численных схем TVD [15], RBM 
[17, 18] и A-WENO [19] при расчете специальной 
задачи Коши для уравнений мелкой воды с раз-
рывными начальными данными, точное решение 
которой содержит центрированную волну разре-
жения, но не содержит ударную волну. Показано, 
что внутри центрированной волны разрежения 
и в области ее влияния решения всех трех схем с 
различными порядками сходятся к разным инва-
риантам точного решения. В частности, в волне 
разрежения численные решения с первым поряд-
ком сходятся к инварианту, который распростра-
няется в этой волне вдоль характеристик, выхо-
дящих из ее центра, и приблизительно со вторым 
порядком сходятся к другому инварианту, кото-
рый переносится в центрированную волну вдоль 
пересекающих ее характеристик. Это приводит 
к соответствующему снижению точности тести-
руемых схем при вычислении вектора базисных 
переменных рассматриваемой задачи Коши. С 
использованием P-формы первого дифференци-
ального приближения разностных схем [20] да-
ется теоретическое обоснование данных числен-
ных результатов.

2. ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ СИСТЕМЫ 
УРАВНЕНИЙ МЕЛКОЙ ВОДЫ

Векторная форма записи системы уравнений 
мелкой воды имеет вид [3]: 
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Здесь x  и t  – пространственная и временная 
переменные, измеряемые в метрах ( m ) и се-
кундах (s), H x t( , )  и q x t( , )  — глубина и расход 
жидкости, имеющие размерности m  и m s2 / , 
g  – ускорение свободного падения (в расчетах 
g m s= 10 / 2. Рассмотрим для системы (1), (2), 
задачу Коши с начальными данными 
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Далее для задачи Коши (1)–(5) будем использо-
вать аббревиатуру SCP (Special Cauchy Problem). 
Будем также применять следующие обозначе-
ния: v q H= /  – горизонтальная скорость жид-
кости, c gH=  – скорость распространения 
малых возмущений в мелкой воде, �1 = v c�  и 
�2 = v c�  – собственные значения матрицы 
Якоби A( ) = ( )u f uu  системы (1), представляю-
щие собой скорости характеристик, вдоль кото-
рых распространяются инварианты w v c1 = 2−  и 
w v c2 = 2+  системы (1).

Из формул (4) и (5) следует, что на разрыве 
начальных данных (3) инвариант w2  системы (1) 
является постоянным, т.е. 

	 w w g m c2 2(0) = (0 0) = 2 (0) 8.37� �� . 	 (6)

Это означает, что точное решение задачи SCP 
представляет собой автомодельную центриро-
ванную волну разрежения индекса i = 1  рас-
пространяющуюся в отрицательном направле-
нии оси x  по постоянному фоновому течению 
( , )1 1H q . Справа к центрированной волне примы-
кает волна повышения уровня жидкости, фор-
мируемая начальной глубиной ϕ( )x .

В результате точное решении задачи SCP на 
ограниченном временном интервале [0, ]T  (на 
котором эволюция волны повышения еще не 
приводит к возникновению ударной волны) 
содержит четыре качественно различных об-
ласти гладкости (рис. 1), разделенных слабыми 
разрывами, расположенными на характеристи-
ках системы (1). Это область R  центрирован-
ной волны разрежения, расположенная между 
прямолинейными характеристиками L1

−  и L1
+  

первого семейства, выходящими из точек x = 0 
и x = 0 0+  на оси x , область U  постоянного 
течения ( , )1 1H q , находящаяся левее характери-
стики L1

−, область V  влияния центрированной 
волны, расположенная между характеристика-
ми L1

+  и L2, где L2  — характеристика второго се-
мейства, выходящая из точки x = 0 0+  на оси x,  
и область W  повышения уровня жидкости, на-
ходящаяся правее характеристики L2. При этом 
инвариант w2  точного решения имеет постоян-
ное значение (6) в областях U , R  и V .
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3. РАССМАТРИВАЕМЫЕ  
ЧИСЛЕННЫЕ СХЕМЫ

Для численного решения задачи Коши (1)–
(3) будем применять явные двухслойные по вре-
мени консервативные схемы 
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в которых численные потоки f j
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где � �= / h  и функция f  согласована с диффе-
ренциальным потоком f  системы (1) в смысле 
выполнения тождества 

f u u f u( , , , ) = ( ).… θ

Функции v vj
n

j j nx t= ( , ), входящие в разностную 
схему (7), (8), вычисляются в узлах равномерной 
прямоугольной сетки 
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где h  – шаг сетки по пространству, а τ  – шаг 
сетки по времени, удовлетворяющий условию 
устойчивости Куранта 
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в котором z ∈ (0,1)  – коэффициент запаса. Це-
лые числа M1  и M2, определяющие простран-
ственный размер сетки (9), удовлетворяют нера-
венствам M1 1� −  и M2 1� , а целое число N ,  
определяющее количество временных слоев в 
сетке (9), задает момент времени T N= τ, до ко-
торого проводится численный расчет.

Поскольку разрыв начальных данных (3) рас-
положен в узле x0 = 0  сетки (9), то начальные 
значения численного решения будем задавать 
по формуле 
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Поскольку при x ≤ 0  начальные данные (3) яв-
ляются постоянными, а при x > 0  начальный 
расход q x( ,0) = 0  и начальная глубина удовлет-
воряет условию 

x x
H x x m

��� ���
lim lim( ,0) = ( ) = 1.5 ,�

то выбирая границы расчетной области (9) та-
ким образом, что 
	 X hM x T X hM x T1 1 1 2 2 2= ( ), = ( ),� �− 	 (12)

где x x t= ( )1
−  и x x t= ( )2  – уравнения характери-

стик L1
−  и L2, граничные значения численного 

решения можно задавать путем точной аппрок-
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Рис. 1. Различные области гладкости точного решения задачи SCP.



68 ОСТАПЕНКО и др.

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ том 518 2024

симации начальных условий (3) по следующим 
формулам 

	
v v uj

n
h j n jx t x

j M M l j M l M
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= , 1, = 1, .1 1 2 2+ − − +
	 (13)

С учетом начальных и граничных условий (11) и 
(13) решение схемы (7) однозначно вычисляется 
в сеточной области (9).

В качестве конкретных численных схем (7) мы 
будем использовать схемы TVD, RBM и A-WENO, 
детальное описание которых приводится в рабо-
тах [15], [17, 18] и [19], соответственно.

4. МЕТОДЫ ОЦЕНКИ ТОЧНОСТИ 
РАЗНОСТНЫХ СХЕМ

Для приближенной оценки порядков локаль-
ной сходимости численного решения vh j nx t( , ),  
построенного на равномерной сетке (9), зафик-
сируем на этой сетке некоторый узел ( , )x tj n , 
где n ≥ 1 , и введем для него новое обозначение 
( , )* *x t , где x jh* =  и t n* = > 0τ . Предположим, 
что на последовательности сгущающихся сеток 
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где h hi
i= / 2 1− , � �i

i= / 2 1� , получаемых путем 
сжатия базисной сетки (9), численное решение 
vhi j

i
n
ix t( , )  в точке ( , )* *x t  сходится к точному реше-

нию u( , )x t  с порядком r . Это означает, что в точ-
ке ( , )* *x t  с точностью o hi

r( )  выполнено условие 
	 v u Ahi i
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где A  – векторная величина, не зависящая от hi  
и такая, что | |> 0A . Из условия (15) следуют [21] 
формулы Рунге для приближенного определе-
ния порядка сходимости 
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и вектора ошибок
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численного решения vh  на базисной сетке (9).
Рассмотрим некоторую гладкую скалярную 

функцию w( )u  векторного решения u , точ-
ность вычисления которой мы хотим опреде-
лить. Предположим, что на последовательности 
сгущающихся сеток (14) численная функция 

w whi hi
= ( )v  сходится в точке ( , )* *x t  с порядком 

ρ к функции w w= ( )u . Это означает, что в точке 
( , )* *x t  с точностью o hi( )ρ  выполнено условие 
	 w w Bhhi i� = ,� 	 (18)
где B  – скалярная величина, независящая от hi 
и такая, что B ≠ 0 . Если вычисляемое решение 
u  является гладким, то порядки сходимости r  
и ρ  совпадают (r = ρ) для любой гладкой функ-
ции w( )u . В то же время, если точное решение u 
содержит центрированные волны разрежения и 
ударные волны, то внутри центрированных волн 
разрежения, а также в областях влияния ударных 
и центрированных волн для некоторых функций 
w( )u , в частности для инвариантов точного ре-
шения, порядки сходимости r  и ρ  могут разли-
чаться (r � �). С учетом этого, из (18), также как 
из (15), следуют [22] приближенные формулы 
для определения порядка сходимости 
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численного решения w wh h= ( )v .
Если порядки локальной сходимости 

r r x Th j= ( , )  и ρ ρ= ( , )h jx T , определяемые по 
формулами (16) и (19), сильно осциллируют, то 
на приводимых ниже рисунках мы будем пока-
зывать осредненные и ограниченные сверху зна-
чения этих порядков 
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посчитанные на достаточно мелкой базисной 
сетке (9), где R > 3  и 
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для всех индексов j , удовлетворяющих нера-
венствам M k j M k1 2� � � � , в которых k  – за-
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данное натурально число. На рисунках мы будем 
приводить относительные погрешности числен-
ных решений, определяемые по формулам 

	

∆ ∆

∆ ∆

v v
v

v
= ( , ) =

( , )

( , )
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= ( , ) =
( , )

h j
h j

h j

h h j
h j

x T
x T

x T

w w x T
w x T

lg

lg

δ

δ

ww x Th j( , )
.

	 (21)

5. РЕЗУЛЬТАТЫ  
ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ

На рис. 2–4 в момент времени T s= 3  приве-
дены результаты расчетов задачи SCP по схемам 
TVD, RBM и A-WENO на равномерной сетке (9) 
с шагами h m= 0.1  и τ = 0.005 s , что гарантиру-
ет выполнение условия устойчивости (10). Чис-
ленная сетка (9) задана в пространственной об-
ласти [ , ]1 2X X , удовлетворяющей условиям (12), 
где X m1 = 150−  и X m2 = 150 . На рис. 2 показано 
сравнение точного и численных значений глу-
бин жидкости, где точное решение моделиру-
ется расчетом по схеме A-WENO на достаточно 
мелкой сетке (9). На рис. 3 приведены порядки 
сходимости (20), где R = 3.5  и k = 10, а на рис. 4  
показаны относительные дисбалансы (21), по-
лучаемые при вычислении точного решения u,  
а также его инвариантов w1  и w2. Результаты 
расчетов на рис. 2–4 приведены для каждого 18-
го пространственного узла j i= 18  сетки (9). Из 
рис. 2 следует, что на такой сетке все схемы с до-
статочно высокой точностью локализуют слабые 

разрывы на границах центрированной волны 
разрежения.

Поскольку рассматриваемые схемы точно вос-
производят постоянное течение ( , )1 1H q  в обла-
сти U , находящейся на рис. 1 левее характеристи-
ки L1

−, то в этой области ошибки (21) численных  
решений равны нулю, а порядки сходимости 
(20) не определены. Кроме того, в некоторых ε- 
окрестностях ( )1L� � , ( )1L� �  и ( )2L ε  слабых раз-
рывов точного решения, расположенных на ха-
рактеристиках L1

− , L1
+  и L2 , порядки сходимости 

также не определены и поэтому их формальные 
значения, получаемые по формулам (20), дают в 
этих окрестностях характерные осцилляции. С 
учетом этого области U  и ( )1L� �  на рис. 3 и 4 не 
приводятся. Далее мы будем использовать следу-
ющие обозначения 

R R L L

V V L L

W W L

ε ε ε

ε ε ε

ε ε

= ( ) ( ) ,

= ( ) ( ) ,

= ( )

1 1

1 2

2

\

\

\

− +

+

∪( )
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для тех частей областей R , V  и W , которые не 
пересекаются с ε -окрестностями характеристик 
L1
− , L1

+  и L2 .
Из рис. 3 следует, что в области Wε  для ка-

ждой из рассматриваемых схем порядки сходи-
мости численного решения к векторному ре-
шению u  и его инвариантам w1 , w2  совпадают 
( r = =1 2ρ ρ ); при этом схема TVD имеет второй 
порядок, а схемы RBM и A-WENO третий поря-
док сходимости, что согласуется с их порядками 

– 40 –20 0 10–30 x–10– 60 20 40–50 30
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Рис. 2. Сравнение точного (сплошная линия) и численных значений глубин 
жидкости, получаемых в момент времени T = 3 при расчете задачи SCP  
по схемам TVD (кружки), RBM (точки) и A-WENO (квадратики).



70 ОСТАПЕНКО и др.

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ том 518 2024

–20 0 10–30 x–10 20 4030

–20 0 10–30 x–10 20 4030

–20 0 10–30 x–10 20 4030

3

0

r

1

2

3

0

1

2

3

0

1

2

–
(а)

(б)

(в)

r–

r–

Рис. 3. Порядки сходимости численных решений к векторному решению 
задачи SCP (точки), а также к его инвариантам w1  (кружки) и w2  (квадра-
тики), получаемые по схемам TVD (а), RBM (б) и A-WENO (в). 
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аппроксимации на гладких решениях. Несмо-
тря на это (рис. 4), во всех схемах инвариант w1  
вычисляется в области Wε  с существенно более 
высокой точностью, чем инвариант w2. Из рис. 4 

также следует, что в области Wε  точность схемы 
TVD второго порядка существенно ниже, чем 
схем RBM и A-WENO третьего порядка. При 
этом точность схемы A-WENO в области Wε  су-
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Рис. 4. Относительные дисбалансы, получаемые при вычислении вектор-
ного решения задачи SCP (точки), а также его инвариантов w1  (кружки) и 
w2  (квадратики) по схемам TVD (а), RBM (б) и A-WENO (в). 
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щественно выше, чем схемы RBM, поскольку 
по пространству схема A-WENO имеет пятый, а 
схема RBM третий порядок аппроксимации.

Из рис. 3 следует, что в области Rε  все схемы с 
первым порядком сходятся к векторному реше-
нию u  и его инварианту w1, и приблизительно со 
вторым порядком к инварианту w2, т.е. r = = 11ρ  
и �2 2� . В результате (рис. 4) в области Rε  все 
схемы имеют приблизительно одинаковую точ-
ность при вычислении векторного решения u  и 
его инварианта w1, которая существенно ниже, 
точности вычисления инварианта w2, т.е. 

� � �vh h hw w� ( ) ( ) .1 2�

В области Vε  все схемы имеют (рис. 3) при-
близительно первый порядок сходимости (�1 1� ) 
к инварианту w1, а схемы TVD и RBM сохраняют 
второй порядок сходимости (ρ2 = 2) к инвари-
анту w2; в схеме A-WENO порядки сходимости 
ρ2, получаемые по второй формуле (20), сильно 
осциллируют, что означает отсутствие регуляр-
ной сходимости к инварианту w2. При этом во 
всех схемах порядки сходимости r  к векторно-
му решению u  в левой части области Vε  ближе 
к значениям ρ1, а в правой части этой области к 
значениям ρ2. Связано это с тем (рис. 4), что в 
области Vε  ошибки вычисления инварианта w1 
возрастают, а инварианта w2  убывают.

6. ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ОБОСНОВАНИЕ 
ЧИСЛЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Для теоретического обоснования полученных 
в предыдущем разделе численных результатов, 
воспользуемся P-формой первого дифференци-
ального приближения схемы (7), которая пред-
ставляет собой [20] систему дифференциальных 
уравнений 
	 ( ) ( ) = [ ],v f v vh t h x

k
hh� � 	 (22)

где k  – порядок аппроксимации схемы (7), Ψ[ ]vh  –  
дифференциальный оператор, зависящий от 
функции v vh h x t= ( , )  и ее частных производных 
по x  до ( 1)k + -ой включительно. Система (22) 
получается из схемы (7) следующим образом 
[42]: функции v vj l

n s
h j nx lh t s�

� � �= ( , )� , задан-
ные в узлах сетки (9), заменяются на функции 
vh x lh t s( , )� � � , зависящие от непрерывно меня-
ющихся аргументов x  и t; эти функции разлага-
ются в ряды Маклорена по h  и τ , где � �= h, по-
сле чего с учетом дифференциальных следствий 
системы (22) производные по t  порядка выше 
первого выражаются через производные по x.  

Система (22) позволяет моделировать поведение 
численных решений схемы (7) в различных об-
ластях гладкости аппроксимируемого точного 
решения.

Предположим, что решение vh  системы (22) в 
некоторой области Ω  с порядком r k≤  сходится 
к решению u  задачи SCP, т.е. в этой области с 
точностью o hr( )  выполнено равенство 
	 v u vh

r
rh= ,+ 	 (23)

где v vr r x t= ( , )  – функция, задающая главный 
член ошибки (из рис. 3 следует, что r k=  при 
� = W�  и r = 1  при � = R�). Выясним с какой 
скоростью в области Ω  инварианты 

( ) = ( ), ( ) = ( )1 1 2 2w F w Fh h h hv v

решения vh  сходятся к инвариантам 

w F v c w F v c1 1 2 2= ( ) = 2 , = ( ) = 2u u� �

решения u.
Зафиксируем индекс i = 1,2  и в приводимых 

далее формулах для краткости будем его опу-
скать. С учетом этого инварианты w  и wh  удов-
летворяют характеристическим уравнениям 

	 dw
dt

w wt x
�

�
( )

= ( ) = 0
u

u� 	 (24)

и 

	 dw
dt

w w hh

h

h t h h x
k

h
�

�
( )

= ( ) ( )( ) = [ ],
v

v v� � 	 (25)

где � �[ ] = ( ) [ ]v l v vh h h  и l  – левый собственный 
вектор, отвечающий собственному значению λ.  
Подставляя в формулу w Fh h= ( )v  разложение 
(23), с учетом равенства w F= ( )u  с точностью 
o hr( )  получаем 
	 w w hh

r
r= ,� � 	 (26)

где ωr rF= ( )u u v . Подставляя в уравнение (25) 
разложения (23) и (26), с учетом формул 

λ λ λ( ) = ( ) ( ) ( ),

[ ] = [ ] ( )

u v u u v

u v u

u+ + +

+ +

h h o h

h h O h

r
r

r
r

r

r
r

rΦ Φ

и уравнения (24), с точностью o hr( )  получаем 
характеристическое уравнение 

	 d
dt

r
r t r x r

�
� � �

�( )

= ( ) ( )( ) = ( ),
u

u V� � 	 (27)

в котором 
	 � � �r r kr r xw w( ) = ( , , ) = [ ] ( ( ) ) ,V u v u u vu� ��  (28)

где V u v= ( , , )r w  – вспомогательная век-
тор-функция, δkr  – символ Кронекера.
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Зафиксируем некоторую точку ( , )* *x t ��  и 
рассмотрим характеристику 
	 L x t x x t t t tb� �

* *= ( , ) : = ( ), ,� �� � 	 (29)

распространяющуюся со скоростью ( ) = ( )x tλ λ u  и 
приходящую в точку ( , )* *x t  из точки ( , )x tb b � ��,  
где ��  – граница области Ω . Из рис. 1 следует, 
что в интересующих нас случаях, когда � = W� 
или � = R�, выполнено условие L�

* � �. Инте-
грируя с учетом этого уравнение (27) вдоль ха-
рактеристики (29), получаем 

	 � � �r r b b
tb

t

rx t x t x t t dt( , ) = ( , ) ( ( ( ), )) .* *
*

� � � V   (30)

Предположим сначала, что � = W�, в силу 
чего r k=  и в формуле (28) коэффициент 
δ δkr kk= = 1. В этом случае (рис. 1) характеристи-
ка (29) выходит из положительной части оси x, 
т.е. tb = 0  и xb > 0 , где начальные данные (3) яв-
ляются гладкими. Поскольку численная аппрок-
симация (11) начальных данных (3) в области их 
гладкости является точной, т.е. v uh x x( ,0) = ( ,0) , 
то из равенств 

w x F x F x w xh h( ,0) = ( ( ,0)) = ( ( ,0)) = ( ,0)v u

с учетом разложения (26) получаем ωk bx( ,0) = 0. 
В результате, формула (30) принимает вид 

� �k

t

kx t x t t dt( , ) = ( ( ( ), )) .* *

0

*

� � V

Так как �k x t( , ) 0* * �  для всех точек ( , )* *x t W� �  
при λ λ= 1  и λ λ= 2, то с учетом (26) в области 
Wε  численные решения каждой схемы (рис. 3) 
сходятся к инвариантам w1  и w2  с одинаковым 
порядком r k= . При этом (рис. 4) точность вы-
числения инварианта w1  существенно выше, 
поскольку он переносится в точку ( , )* *x t  из об-
ласти x x> *, где модули производных точного 
решения меньше, чем на интервале [0, ]*x , отку-
да переносится инвариант w2.

Предположим теперь, что � = R�, в силу чего 
r = 1  и в формуле (28) коэффициент δk1 = 0. Для 
инварианта w1 , который в точку ( , )* *x t R� �  пе-
реносится вдоль характеристики, выходящей из 
начала координат, из формулы (30), где r = 1,  
следует, что �1

* *( , ) 0x t � , в силу чего численные 
решения сходятся к инварианту w1  с первым 
порядком. Поскольку в области Rε  инвариант 
w const2 = , то для него функция Ψ1( ) = 0V  и фор-
мула (30) имеет вид 

ω ω1
* *

1( , ) = ( , ),x t x tb b

где точка ( , )x tb b  лежит на левой границе области 
Rε. Если на этой границе для инварианта w2  вы-

полнено условие (26), где r ≈ 2 , то в области Rε  
для этого инварианта ω1

* *( , ) = 0x t  и численные 
решения будут сходится к нему приблизительно 
со вторым порядком (рис. 3).

В области Vε  сходимость (23) является нерав-
номерной (рис. 3), так как ее порядок r  не яв-
ляется постоянным. Поэтому для обоснования в 
этой области полученных порядков сходимости 
численных решений к инвариантам w1  и w2  не-
обходимо разработать специальную методику, 
что предполагается сделать в дальнейшем.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проведенный сравнительный анализ точно-

сти численных схем TVD, RBM и A-WENO при 
расчете специальной задачи Коши для урав-
нений мелкой воды показал, что внутри цен-
трированной волны разрежения и в области ее 
влияния решения всех трех схем с различными 
порядками сходятся к разным инвариантам точ-
ного решения. В частности, в волне разрежения 
численные решения с первым порядком сходят-
ся к инварианту, который распространяется в 
этой волне вдоль характеристик, выходящих из 
ее центра, и приблизительно со вторым поряд-
ком сходятся к другому инварианту, который 
переносится в центрированную волну вдоль пе-
ресекающих ее характеристик. Это приводит к 
соответствующему снижению точности тести-
руемых схем при вычислении вектора базисных 
переменных рассматриваемой задачи Коши. С 
использованием P-формы первого дифферен-
циального приближения численных схем дано 
теоретическое обоснование данных численных 
результатов.
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ON THE ACCURACY OF CALCULATING INVARIANTS IN CENTERED 
RAREFACTION WAVES AND IN THEIR INFLUENCE AREA

V. V. Ostapenkoa,  E. I. Poluninaa,  N. A. Khandeevaa

aLavrentyev Institute of Hydrodynamics, Siberian Branch, Russian Academy of Sciences, Novosibirsk, Russia

We perform a comparative analysis of the accuracy of second-order TVD (Total Variation Diminishing), 
third-order RBM (Rusanov-Burstein-Mirin), and fifth-order in space and third-order in time A-WENO 
(Alternative Weighted Essentially Non-Oscillatory) difference schemes for solving a special Cauchy problem for 
shallow water equations with discontinuous initial data. The exact solution of this problem contains a centered 
rarefaction wave and does not contain a shock wave. It is shown that in the centered rarefaction wave and its 
influence area, the solutions of these three schemes with different orders converge to different invariants of the 
exact solution. This leads to a decrease in the accuracy of these schemes when calculating the vector of base 
variables of the considered Cauchy problem. The P-form of the first differential approximation of the difference 
schemes is used for the theoretical justification of these numerical results.

Keywords: high order difference schemes, shallow water equations, centered rarefaction waves
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