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§ 1.	 Через �∞  обозначается множество огра-
ниченных последовательностей x x x= ( , , )1 2 …  с 
нормой 

x x
n

n�� �
=

N
sup

и обычной полуупорядоченностью, где N  – 
множество натуральных чисел. Линейный функ-
ционал B � ��

*  называется банаховым пределом, 
если  

1.	 B ≥ 0, т. е. Bx ≥ 0  для всех x � �� , x ≥ 0. 
2.	 BTx Bx=  для всех x � �� , где T  – опера-

тор сдвига, т. е. T x x x x x x( , , , ) = ( , , , )1 2 3 2 3 4… … . 
3.	 B1I = 1, где 1I = (1,1, )… . 
Из определения вытекает, что 

lim inf lim sup
n

n
n

nx Bx x
�� ��

� �

для всех x � ��  и, следовательно, 

Bx x
n

n=
��

lim

для любой сходящейся последовательности, а 
также B �∞

* = 1  для любого B ∈B , где через B  

мы обозначаем множество банаховых пределов. 
Тогда B  есть замкнутое выпуклое множество на 
единичной сфере пространства �∞

* . Г. Лоренц 
доказал [1], что для заданных x � �� , � � R1  ра-
венство Bx = λ  выполняется для всех B ∈B  тог-
да и только тогда, когда 

n k m

m n

kn
x

�� �

�

�lim
1

=
= 1

�

равномерно по m ∈ N . В этом случае говорят, что 
последовательность x  почти сходится к � � R1. 
Например, любая периодическая числовая по-
следовательность почти сходится к среднему по 
периоду. Последовательность x ntn = cos  схо-
дится к 1  для t k= 2 π , k ∈ N  и почти сходится 
к 0  для остальных t ∈ R1. Множество последо-
вательностей, почти сходящихся к числу � � R1,  
обозначается через acλ. Известно, что ac0  есть 
замкнутое недополняемое подпространство �∞. 
Л. Сачестон уточнил теорему Г. Лоренца, пока-
зав, что 

q x Bx p x( ) ( )≤ ≤

для любых x � �� , B ∈B , где 

q x
n

x p x
nn m k m

m n

k
n m k m

m n

( ) =
1

, ( ) =
1

= 1 = 1→∞ ∈ +

+

→∞ ∈ +

+

∑lim inf lim sup
N N

∑∑ xk .

Эта двусторонняя оценка точна [2]. Существо-
вание банаховых пределов было доказано с по-
мощью теоремы Хана–Банаха С. Мазуром [3] 
и приведено в книге С. Банаха [4]. Пусть H  —  
ограниченный линейный оператор в �∞ .  
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Банахов предел B  называется инвариантным 
относительно H , если Bx BHx=  для всех x � �� .  
В работе У. Эберлейна [5] было доказано суще-
ствование банаховых пределов, инвариантных 
относительно регулярных преобразований Ха-
усдорфа. Подход У. Эберлейна был развит в [6], 
где было показано,что для любого H , удовлетво-
рящего следующим условиям:  

1.	 H ≥ 0  и H1I 1I= , 
2.	 Hc c0 0⊂ , 
3.	 lim sup

j
jA I T x

��
� �( ( ) ) 0  для всех x � �� , 

A R H H kk� �� �( ) = ,conv N , 

существует B ∈B, инвариантный относитель-
но H . Множество таких банаховых пределов 
обозначим через B( )H . Нетрудно показать, что 
B( )H  есть замкнутое выпуклое подмножество B.  
Условиям 1–3 удовлетворяют оператор Чезаро 

( ) =
1

,
=1

Cx
n

x nn
k

n

k� � N

и операторы растяжения 

( ) = , , , , , , ,1 1 1 2 2 2�n
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� ������� ������� � �������� ���������

…, , .
�

�
�
�

�

�
�
�
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Поэтому множества B( )C  и B( )σn  непусты для 
любого n ∈ N. В работе [7] было доказано, что 
B B( ) ( )

=2
C

n n�
�∩ � .

Ниже мы будем использовать терминологию 
и результаты теории полуупорядоченных про-
странств. По теореме Какутани–Боненблуста–
Накано [8, с. 192] �∞

*  изометрично пространству 
L1( )Ω  для некоторого множества Ω  c мерой µ . 
Обозначим через Ωd  и Ωc  дискретную и непре-
рывную части Ω . Тогда 

�� � � �*
1 1 1( ) = ( ) ( ) = ,L L Ld c d c� � � иB B B

где Bd  и Bc  – замкнутые и непрерывные подм-
ножества B, соответствующие дискретной и не-
прерывной мерам на Ω. Любому B ∈B  соответ-
ствуют такие B d1 ∈B  и B c2 ∈B  и � � [0,1], что 

B B B= (1 ) .1 2� �� �

По теореме Крейна–Мильмана 

B B= ,conv ext

где extB  – множество экстремальных точек B 
и замыкание выпуклой оболочки берется в сла-
бой* топологии. Как показал Ч. Чоу [9], мно-
жество extB  имеет мощность 2c, где c  – кон-

тинуум. Для любых B B ext1 2, ∈ B  выполнено 
B B1 2 * = 2�

��
. Основные свойства множества B 

изложены в обзоре [10].
§ 2.	 Каждому B ∈B  поставим в соответствие 

определенную на [0,1]  функцию 

t B t B
n
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=1

�
��
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�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

где 
n

n n t
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[2 ,2 ]
� �∪  – последовательность 
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��
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т. e. мы отождествляем последовательность и ее 
характеристическую функцию.

Эти функции были введены в работе [11], где 
были использованы для исследования банахо-
вых пределов. Очевидно, функция γ( , )B t  моно-
тонно возрастает на [0,1], γ( ,0) = 0B , γ( ,1) = 1B .  
Обозначим через Γ  множество возрастающих 
на [0,1]  функций f  таких, что f (0) = 0, f (1) = 1.  
Для любой f � �  существует такой B ∈B, что 
γ( , ) = ( )B t f t  для всех t ∈ [0,1]  [11]. Хорошо из-
вестно, что множество точек разрыва любой 
функции f � �  конечно или счетно и функция 
f  дифференцируема почти везде.

Теорема 1. Пусть B ∈B. Для того, чтобы 
B c∈B , необходимо и достаточно, чтобы функция 
γ( , )B t  была непрерывной. 

Теорема 2. Пусть B ∈B. Для того, чтобы 
B d∈B , необходимо и достаточно, чтобы функция 
γ( , )B t  принадлежала замкнутой (в топологии нор-
мы) выпуклой оболочке функций ϕs t( ), где 

�s t
t s

s t

t s

s t
( ) =

0, 0 <

1, 1

0, 0

1, < 1

�
� �

�
�
�

� �
�

�
�
�

или

и 0 < 1s ≤  в первом случае и 0 < 1≤ s  во втором. 
Принадлежность B ∈B  множеству extB  в 

терминах функции �( , )� t  описать невозможно. 
Действительно, если B ext1 ∈ B, то существует та-
кой B ext2 ∈ B, B B2 1≠ , что γ γ( , ) = ( , )1 2B t B t  [11]. 
Тогда 

� � �( , ) = ( , ) =
2

,1 2
1 2B t B t

B B
t

��
�
�

�
�
�

для всех t ∈ [0,1] . Следовательно, B ext1 ∈ B  и 
B B

ext1 2
2
�

� B имеют одинаковую функцию �( , )� t .
Теорема 3. Если B d∈B , то �� ( , ) = 0B t  почти 

везде. 
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Обратное к теореме 3 утверждение не имеет 
места, так как справедлива

Теорема 4. Существует такой B c∈B , что 
γ( , )B t  совпадает с функцией Кантора. 

§ 3.	 Известно [12], что диаметр d( , )*B �∞  и ра-
диус r( , )*B �∞  множества B  в �∞

*  равны 2, т. е. 

B B
B B

1, 2
1 2 * = 2,

� �
�

B
sup �

B B
B B

1 2
1 2 * = 2.

� � �
�

B B
inf sup �

Мы усилим эти результаты. Любая счетная по-
следовательность различных экстремальных то-
чек B B1 2, ,…  порождает подпространство, изо-
метричное �1  [13], т. е. 

	
k

k k
k

kc B c
=1 * =1

= .
�

�

�

� �
�

	 (1)

Из (1) вытекает, что 

	 d rd d( , ) = ( , ) = 2.* *B B� �∞ ∞ 	 (2)

Действительно, если B d∈B , то B conv∈ extB, где 
замыкание берется в нормированной топологии 
�∞

* . Отсюда 

B B
k

k k=
=1

�

��

для некоторых B extk ∈ B, �k � 0, 
k k=1

= 1
�� � . 

Так как extB  имеет мощность 2c , то существует 
B ext0 ∈ B, отличный от Bk, k = 1,2,…  Тогда в силу 
(1) имеем B B�

�0 * = 2
�

. Этим установлено (2).

Теорема 5. Радиус и диаметр множества B( )C  
в �∞

*  равны 2. 
Так как B B( )C c⊂  в силу [14, теорема 3] и [7, 

теорема 5], то из теоремы 5 вытекает 
Следствие 1. Радиус и диаметр множества Bc 

в �∞
*  равны 2. 
Для любых B B1 2, ∈B  справедливо очевидное 

неравенство B B1 2 * 2� �
��

. Поэтому теорема 5, 
следствие 1 и (2) говорят о том, что радиус и ди-
аметр Bd , Bc  и B( )C  в �∞

*  принимают макси-
мально возможное значение.
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The note states criteria for a Banach limit to belong to discrete or to continuous part of the set of Banach limits. 
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