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1. ВВЕДЕНИЕ И ФОРМУЛИРОВКА 
РЕЗУЛЬТАТА

 Важность известной проблемы алгоритми-
ческой сложности задач, принадлежащих клас-
су NP, ярко представлена в публикации С. Кука 
[1]. Задача выполнимости формул, заданных в 
3-КНФ, — одна из базовых задач в проблема-
тике исследований алгоритмической сложности 
NP задач (обзоры по исследованию 3-КНФ фор-
мул представлены в [2, 3, 4, 5]).

3-КНФ формула — это конъюнкция раз-
личных 3-дизъюнктов. Каждый 3-дизъюнкт —  
это дизъюнкция � � �a b c∨ ∨  трех литералов 
� � �a b c, ,  различных логических переменных 
a b c, , , соответственно. Литерал — это сама пере-
менная v  или ее отрицание ¬v, а общее количе-
ство переменных в формуле обозначается через 
N . Далее дизъюнкт обозначается как множество 
литералов, заключенных в фигурные скобки. С 
учетом того, что каждая переменная может быть 
представлена двумя литералами, количество 
M( )N  различных 3-дизъюнктов от N  перемен-

ных равно 8
3

�
�

�
�

�

�
�

N
.

В литературе при исследовании различных 
аспектов задачи выполнимости широко исполь-
зуются случайные 3-КНФ формулы. Случайная 

3-КНФ формула содержит M0  3-дизъюнктов, 
выбранных равномерно случайным образом из 
множества, содержащего M( )N  дизъюнктов. 
Отношение числа M0  дизъюнктов в формуле 
к числу N  входящих в них разных переменных 
обозначается через R.

К настоящему времени (с использованием 
параметра R) для случайных 3-КНФ формул вы-
делено несколько областей в координатах N M, 0. 
Если R > 4,51, то с ростом N  доля выполнимых 
случайных 3-КНФ формул становится пренебре-
жимо малой [6, 7]. При R < 3,52  пренебрежимо 
малой становится доля невыполнимых формул 
[8]. При “фазовом переходе” R ≈ 4,3  доли вы-
полнимых и невыполнимых формул примерно 
равны [2, 7, 8].

Известна область локализации полиномиаль-
но разрешимых выполнимых случайных 3-КНФ 
формул: при R < 1,63  выполнимость таких фор-
мул с вероятностью 1 (1)− o  может быть установ-
лена алгоритмом полиномиально ограниченной 
сложности [2, 9, 10].

В настоящей работе аналитически выделена 
область локализации полиномиально разреши-
мых с вероятностью близкой к единице невы-
полнимых случайных 3-КНФ формул. Это фор-
мулы, в которых 
	 M N0

20,061 .� � 	 (1)
С ростом N  числа переменных вероятность до-
казательства их невыполнимости алгоритмом 
полиномиальной сложности увеличивается. 
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2. ВЫВОД УСЛОВИЯ ПОЛИНОМИАЛЬНОЙ 
РАЗРЕШИМОСТИ

Известным свойством КНФ формул являет-
ся возможность резолюционного вывода ново-
го дизъюнкта (резольвенты) { , , , }b c d e¬  из пары 
резолютов { , , }a b c  и { , , , }¬ ¬a c d e , что далее обо-
значается: { , , }a b c , { , , , } { , , , }¬ ¬ ¬a c d e b c d e� . Ре-
зольвента содержит (в единственном числе) все 
литералы обоих резолютов за исключением кон-
трарных литералов a  и ¬a.

Обозначим через ℜ( , , )S T U  резолюцию, пер-
вый и второй резолюты которой содержат соот-
ветственно S  и T  литералов, а резольвента со-
держит U  литералов. Если резолюты содержат 
Q  общих литералов, а некоторая переменная 
представлена в резолютах контрарными лите-
ралами, то U S T Q= 2� � � . При условии, что 
S T Q= = 1+ , получаем U Q S T= = 1 = 1− − . В 
остальных случаях U S≥  и U T≥ . Полученный 
U -дизъюнкт добавляется в исходную КНФ фор-
мулу без изменения ее свойства выполнимости/
невыполнимости. В случае вывода пустого дизъ-
юнкта {}  невыполнимость формулы оказывает-
ся доказанной. Полнота алгоритма означает, что 
если не доказана невыполнимость формулы, то 
она выполнима.

Алгоритмическая сложность резолюционного 
доказательства невыполнимости 3-КНФ формул 
имеет экспоненциальную по числу переменных 
оценку [11, 12]. Такая оценка связана с необходи-
мостью вывода резольвент, число литералов в ко-
торых соизмеримо с числом переменных.

Если принудительно ограничить константой 
максимально допустимое значение U , алгоритм 
доказательства невыполнимости КНФ формулы 
перестает быть полным, а оценка его алгоритми-
ческой сложности становится полиномиальной 
по N . Неполнота алгоритма состоит в том, что 
если не доказана невыполнимость формулы, то 
это еще не означает, что формула обязательно 
выполнима.

Ограничение U ≤ 3  позволяет выполнять 
только резолюции следующих типов: 

� �
� �

(3,3,3) : { , , },{ , , } { , , };

(3,3,2) : { , , },{ , ,

a b c a b d b c d

a b c a b c

�

}} { , };

(3,2,3) : { , , },{ , } { , , };

(3,2,2) : { , , },

�

�

b c

a b c a d b c d

a b c

� �
� {{ , } { , };

(2,2,2) : { , },{ , } { , };

(2,2,1) : { , },{

�
� �
�

a b b c

a b a c b c

a b

�

�

��
� �
� �

a b b

a b a b

a a

, } { };

(2,1,1) : { , },{ } { };

(1,1,0) : { },{ } {}.

�

�

�

Аналитический вывод достаточного условия 
(1) полиномиальной разрешимости случайных 
3-КНФ формул удобно осуществлять, оперируя 
резолютами единой длины. С этой целью вве-
дена модифицированная резолюция ℜ*(3,3,2) 
вида { , , },{ , , } ( , )a b c a b c b c¬ � E , которая порождает 
множество E( , )b c , состоящее из 3-дизъюнктов 
{ , , }b c x . Здесь x  представляет все литералы логи-
ческих переменных за исключением литералов 
переменных a b c, , . Множество E( , )b c  содержит 
2( 3)N −  дизъюнктов.

Рассмотрим возможность доказательства не-
выполнимости 3-КНФ формул с использовани-
ем только двух резолюций: ℜ(3,3,3)  и ℜ*(3,3,2). 
Такое ограничение позволяет считать, что пре-
образуемая КНФ формула всегда состоит только 
из 3-дизъюнктов.

Если КНФ формула содержит более, чем 
M( ) 7 / 8N ⋅  различных 3-дизъюнктов, то она не-
выполнима. Действительно, при этом найдутся 
3 переменные, из литералов которых построены 
8 дизъюнктов, что означает противоречивость 
формулы.

Рассмотрим алгоритм 1 доказательства не-
выполнимости 3-КНФ формул, использующий 
только два упомянутых типа резолюций ℜ(3,3,3) 
и ℜ*(3,3,2).
Алгоритм 1
Дано: 3-КНФ формула, содержащая M0  дизъ-
юнктов. Множество этих дизъюнктов обознача-
ется M0 .
Найти: Является ли формула невыполнимой 
(или ее свойство неопределено)?  

1.	 Из резолютов множества M0 , резолюция-
ми ℜ(3,3,3)  и ℜ*(3,3,2) , выводятся новые дизъ-
юнкты. Из полученных новых дизъюнктов фор-
мируется множество M1 . 

Полагаем k = 1 . 
2.	 Новые дизъюнкты множества Mk+1  выво-

дятся резолюциями ℜ(3,3,3)  и ℜ*(3,3,2) , при-
чем первыми резолютами являются дизъюнкты 
из множества Mk , а вторыми резолютами – 
дизъюнкты из множества 

j

k
j=0∪ M .

(a)	 Множество Mk+1  пусто. Алгоритм не 
смог доказать невыполнимость формулы, 
изначально содержащей M0  дизъюнктов. 
ОСТАНОВ. 
(b)	Множество Mk+1  не пусто:  

i.	 Число дизъюнктов в множестве 

j

k
j=0

1+∪ M  превышает число M( ) 7 / 8N ⋅  –  
невыполнимость формулы доказана. 
ОСТАНОВ. 



37Достаточное условие полиномиальной разрешимости

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ том 518 2024

ii.	 Число дизъюнктов в множе-
стве 

j

k
j=0

1+∪ M  не превышает число 
M( ) 7 / 8N ⋅ ; полагаем k k= 1+  и по-
вторяем шаг 2. 

Оценим ожидаемое число дополнительных 
3-дизъюнктов, которые могут быть получены 
резолюционным правилом из множества M0 ис-
ходных 3-дизъюнктов. Число дизъюнктов в мно-
жестве Mk  обозначается через Mk.

Дизъюнкт { , , }a b c  резолюциями ℜ(3,3,3)  в 
паре с любым из шести дизъюнктов { , , }¬a b x ,  
{ , , }¬a c x , { , , }a b x¬ , { , , }¬b c x , { , , }a c x¬ , { , , }b c x¬  по-
рождает новый 3-дизъюнкт (резольвенту). В 
этом случае x  является одним из 2( 3)N −  лите-
ралов от N  переменных.

Ожидаемое число 3-диъюнктов в множестве 
M1, которые порождаются резолюциями ℜ(3,3,3) 
над множеством M0  исходных дизъюнктов, оце-
нивается как: 

M N
M M

N
' = 6 2( 3)

2 ( )
.1

0 0� �
�

�M

Необходимо учесть возможность применения на 
множестве M0  дизъюнктов резолюции ℜ*(3,3,2).  
Резолюция осуществима, если первым резо-
лютом является дизъюнкт { , , }a b c , а вторым — 
любой из трех дизъюнктов { , , }¬a b c , { , , }a b c¬ , 
{ , , }a b c¬ . Резольвентой, соответственно, будут 
2-дизъюнкты из { , }b c , { , }a c , { , }a b . С учетом того, 
что вместо одного 2-дизъюнкта добавляются 
2( 3)N −  3-дизъюнктов, ожидаемое число добав-
ленных резолюциями ℜ*(3,3,2)  3-дизъюнктов 
оценивается как 

�� � �
�

�
M N

M M
N1

0 0= 3 2( 3)
2 ( )M

.

Суммарно по резолюциям ℜ(3,3,3)  и ℜ*(3,3,2)  
получается 

	 M M M N
M M

N
�

1 1 1
0 0= = 9( 3)

( )
� � �� �

�
M

. 	 (2)

Учитывая, что порождаемые дизъюнкты могут 
совпадать с уже имеющимися (при условии, что 

M M Nk
j

k
j

� � � ��1
=0

( )M ), при k ≥ 0  число дизъ-
юнктов в множестве Mk+1  оценивается как 

	 M M
M M

Nk k

k
j

k
j

� �
�

� � �
��

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�
1 1

1
=01

( )
.�

�

M
	 (3)

На k -ом шаге ( 1)k ≥  осуществляется попытка 
построения новых 3-дизъюнктов на основе ре-

золюций дизъюнктов из множества Mk  с дизъ-
юнктами как из множества 

j

k
j=0

1−∪ M , так и из 
множества Mk . Полученная рекуррентная фор-
мула записывается в виде 

	 M
N M

N
M

M
k

k

j

k

j
k� �

�� �
� �
�

�
�
�

�

�
�
��1

=0

1

=
18( 3)

( ) 2M
. 	 (4)

Далее рассматривается упрощенная система ре-
куррентных соотношений, k ≥ 1  : 

	

M
N M

N
M

M
N M

N
M

M
k

k

j

k

j
k

1
0

0

1
=0

1

=
9( 3)

( )
,

=
18( 3)

( ) 2

− ⋅
⋅

− ⋅
⋅ +







+

−

∑

M

M 



.
	 (5)

Для соотношений (5) справедливо следующее 
утверждение. 
Утверждение 1. Для любого k ≥ 1  при M Mk k� �1  
справедливо, что M Mk k� ��2 1. 

Условие равенства значений M1  и M2  явля-
ется достаточным условием того, что последо-
вательность M M M jj1 2, , , , > 2… , является не-
убывающей и, следовательно, в рекуррентном 
процессе может быть получено необходимое 
число 3-дизъюнктов, обеспечивающее доказа-
тельство невыполнимости формулы.

Если M M1 2= , и M1  и M2  заданы формула-
ми (5)  то 

9( 3)
( )

=
18( 3)

( ) 2
.0 0 1

0
1N

M M
N

N M
N

M
M

�
� � �

� ��
�
�

�
�
�M M

При упрощении данного выражения получается: 
M M M M M M0 0 0 1 1 1= 2� � � � . Далее после под-
становки выражения (5 ) для M1  следует 

M M M
N M

N

M
N M

N
M

0 0 0
0

0
0

0

2

= 2
9( 3)

( )

9( 3)
( )

.

⋅ ⋅
− ⋅

⋅

⋅ +
− ⋅

⋅





M

M

Дальнейшее упрощение и обозначение через A  
величины 9( 3) / ( )0N M N� � M  приводит к ква-
дратному уравнению 1 = 2 2A A+  с положитель-
ным корнем A = 2 1 0.414.� �  При этом 

M
N

N0 =
( 2 1) ( )

9( 3)
.

� �
�
M

В представлении M0  в виде r N⋅ 2  получается 

r
N N N

N N
r

N
=

8( 2 1)
27

( 1)( 2)

( 3)
, 0,061.

2

− ⋅ − −
−

≈
→∞

lim
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3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО УТВЕРЖДЕНИЯ  
И ОЦЕНКА ВЕРОЯТНОСТИ

Доказательство утверждения 1. Рассматривает-
ся разность 

M M
N M

N
M

M

N M

k k
k

j

k

j
k

k

+ +
+ +−

−
+













−

−
−

∑2 1
1

=0

1=
18( 3)

( ) 2

18( 3)

M

M(( ) 2
.

=0

1

N
M

M

j

k

j
k

−

∑ +












После подстановки в правую часть вместо Mk+1  
меньшей величины Mk , получится 

M M
N M

N
M

M

N M
N

k k
k

j

k

j
k

k

j

+ +− ≥
−

+












−

−
−

∑2 1
=0

18( 3)
( ) 2

18( 3)
( )

M

M
==0

1

2
.

k

j
kM

M−

∑ +












Выполнение упрощающих преобразований при-
водит к M M N M Nk k k� �� � � � �2 1

218( 3) / ( ) 0.M  
Для оценки вероятности того, что условие 1 

обеспечивает доказательство (полиномиальной 
сложности) невыполнимости случайной 3-КНФ 
формулы, рассмотрим модифицированную си-
стему рекуррентных формул (2) — (4). В этих 
модифицированных формулах через α( )0M  обо-
значено M0 , а для k ≥ 1  через α( )Mk  и γ( )Mk  
обозначено [ ]� � Mk , 1 > 0� �  и [2 1]� �Mk , соот-
ветственно. Формула (2) для вычисления M�1 оста-
ется неизменной, а формула (4) приобретает вид 
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Формула (3) для вычисления M k
�  (при k > 1) 

преобразуется в 
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Непосредственное вычисление по формулам 
(2), (4) и (3) демонстрирует то, что для N ≥ 64  
необходимая для доказательства невыполнимо-
сти формулы сумма дизъюнктов набирается за 7  
циклов работы алгоритма 1. Вычисление по фор-
мулам (2), (6) и (7) при β = 0,7  дает 17  циклов. 

k
kM N

=0

17

( ) > ( ) 7 / 8 .� �� M

В свою очередь, это означает, что если в каждом 
цикле k ≥ 1  работы алгоритма будет получено 
число α( )Mk  новых дизъюнктов, превышающее 
0,7 ⋅ Mk, невыполнимость формулы будет дока-
зана.

Вероятность pk  того, что при ожидаемом чис-
ле дизъюнктов Mk  и биномиальном распределе-
нии Bin Mk( ( ),0,5)γ  число новых дизъюнктов бу-
дет меньше либо равно α( )Mk , составляет 
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Вероятность того, что процесс генерации новых 
дизъюнктов завершится доказательством невы-
полнимости 3-КНФ формулы оценивается как: 

	 P p
j

j= (1 ) .
=1

17

� � 	 (9)

Вычисление по формулам (2), (6), (7), (8) и (9) 
дает следующую оценку вероятности того, что 
для случайной 3-КНФ формулы, содержащей 
0,061 2⋅ N  дизъюнктов, алгоритмом 1 будет до-
казана невыполнимость: при N = 256,1024  и 
4096 вероятность составляет 1 10 32− − , 1 10 481− −  и 
1 10 7500− − , соответственно.
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SUFFICIENT CONDITION FOR POLYNOMIAL SOLVABILITY  
OF RANDOM 3-CNF FORMULAS

S. I. Uvarova

Presented by Academician of the RAS S. N. Vassilyev 
aV.A. Trapeznikov Institute of Control Sciences of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia

This paper is devoted to the localisation of random 3-CNF formulas that are polynomially solvable by the 
resolution algorithm. It is shown that random formulas with the number of clauses proportional to the square 
of the number of variables, are polynomially solvable with probability close to unity when the proportionality 
coefficient exceeds the found threshold. 
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